INCOMPRESSIBILITE DES FEUILLES DE GERMES DE
FEUILLETAGES HOLOMORPHES SINGULIERS

DAVID MARIN ET JEAN-FRANCOIS MATTEI

RESUME. Nous considérons un germe de feuilletage holomorphe singu-
lier non-dicritique F défini sur une boule fermée B C C2, satisfaisant des
hypothéses génériques, de courbe de séparatrice S. Nous démontrons
I’existence d’un voisinage ouvert U de S dans B, tel que pour toute
feuille L de Fj(u\s), l'inclusion naturelle 2 : L — U \ S induit un mo-
nomorphisme 2. : m1(L) — 71 (U \ S) au niveau du groupe fondamen-
tal. Pour cela nous introduisons la notion géométrique de “connexité
feuilletée” avec laquelle nous ré-interprétons la notion d’incompressibi-
lité. Nous montrons aussi ’existence de sections holomorphes transverses
satisfaisant la propriété de connexité feuilletée; elles nous permettent
d’introduire une notion de “représentation de monodromie globale” du
feuilletage.

ABSTRACT. We consider a non-dicritic germ of singular holomorphic
foliation F defined in some closed ball B C C? with separatrix set S,
satisfying some additional but generic hypotheses. We prove that there
exists an open subset U D S of B, such that for every leaf L of F|\ sy the
natural inclusion ¢ : L < U \ S induces a monomorphism . : 71(L) —
7 (U \ S) at the fundamental group level. To do this, we introduce
the geometrical notion of “foliated connexity” and we re-interpret the
incompressibility using it. We also show the existence of some special
transverse holomorphic sections, which allow us to introduce a “global
monodromy representation” for the foliation.

INTRODUCTION ET RESULTAT PRINCIPAL

Soit F,, un feuilletage holomorphe singulier défini par une 1-forme diffé-
rentielle w & coefficients holomorphes sur la boule ouverte B, C C? de centre
Porigine 0 = (0, 0) et de rayon € > 0. Nous supposons w & singularité isolée en
0 et non-dicritique [11], i.e. les germes & l'origine de courbes analytiques
irréductibles S; telles que w s; =0, appelées séparatrices de F,, sont
en nombre fini, 5 = 1,...,0, et non-nul d’apres [3]. Nous choisissons ¢g
assez petit pour que, dans la boule fermée B, la séparatrice totale S :=
Ule S; soit analytique fermée, a singularité isolée 0 et transverse a chaque
sphere 0B,., 0 < r < &g. Fixons aussi une fonction holomorphe réduite f &
valeurs dans le disque D,y := {z € C; |z| < 7'}, qui définit S sur B,,. La
restriction de f a Pouvert

T, = f~(D,) NB,,, 0<n<eg,
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que nous appellerons ici tube de Milnor, est une fibration différentiable
[13] localement triviale au dessus du disque épointé Dy := Dy, \ {0}. Notons

(1) Ty =T, \ S = f"'(D})NBx,.

Lorsque f est une intégrale premiere de F,, pour chaque feuille L de la
restriction JF, Ty de F, a Ty, la suite exacte d’homotopie donne :

1 —m(L) RN ’R’l(T;) i} 7T1(]D)7*7) — 1,

ou ¢ : L — Ty désigne l'inclusion naturelle. En particulier, les feuilles de
fw‘T; sont incompressibles dans T,;. L'objet de ce travail est démonter un
résultat analogue dans un cadre général, c’est a dire lorsque JF, n’admet
plus nécessairement une intégrale premiere holomorphe.

Considérons E : 7,, — T, le morphisme de réduction de F,,, cf. [17] ou [11].
Le transformé total D := E~'(S) de S, que nous appelons ici diviseur
total, est a croisements normaux. Ses composantes irréductibles sont : les
composantes irréductibles &;, j = 1,...,x du diviseur exceptionnel £ :=
E71(0) et les transformées strictes S; := E~1(S;) — D des séparatrices,
j=1,...,0. L'image réciproque E*w permet de définir sur 7,, un feuilletage
F a singularités isolées, dont le lieu singulier Sing(F) est contenu dans
E. En chaque point ¢ € Sing(F), le germe F. de F peut étre décrit par un
germe de 1-forme 0. qui s’écrit, dans des coordonnées z1, zo appropriées :

(2) ‘zc:(>\c21‘|"")dz2+(McZQ+"')dzla avec fic # 0 a>‘c/ﬂc¢@<07

les points de suspension désignant des germes de fonctions holomorphes dont
le 1-jet au point ¢ est nul. Nous dirons ici que F est de type général si,
pour chaque ¢ € Sing(F), les assertions suivantes sont satisfaites :

(H1) Acpe # 0,
(H2) si Ac/pe est un réel irrationnel, alors le germe F. est linéarisable.

La condition (H1) exprime le fait que F. n’est pas une selle-nceud; la
réalisation de (H1) en tout point ¢ € Sing(F) signifie que F,, est une courbe
généralisée au sens de [4]. Comme nous avons supposé aussi que F,, est non-
dicritique, toujours d’apres [4], le morphisme de réduction E est le méme
que le morphisme de réduction de la séparatrice totale S. Concernant la
condition (H2), rappelons que si A./p. est un irrationnel < 0, ou bien si
appartient a un ensemble B C R, de mesure pleine, appelé ensemble de
Brjuno [21], alors le germe F, est toujours linéarisable.

Théoréme Principal. Soit F,, un germe a lorigine de C? de feuilletage
holomorphe singulier non-dicritique, de type général et soit T, un tube de
Milnor pour la séparatrice totale S. Alors il existe un voisinage ouvert U de
S dans T, tel que :

(TP1) Uinclusion (U \ S) — (T, \ S) induit un isomorphisme
7Tl(U\Sv ) — 71-1(T770 \ S, ')’
(TP2) toute feuille L de la restriction F,|1\s) est incompressible dans

(U\ S), i.e. linclusion naturelle v : L — (U \ S) induit un mono-
morphisme des groupes fondamentauz v, : 7 (L, -) — m(U\ S,-),
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(TP3) U contient T, pour n > 0 assez petit.

Il est bien connu [13] que I'application d’inclusion de (7}, \S) dans (B¢, \S)
induit un isomorphisme au niveau du groupe fondamental. Ainsi le théoréme
précédent permet de construire un systeme fondamental (U, )nen de voisi-
nages ouverts de S dans la boule fermée B., tel que, pour tout n, chaque
feuille de F|(17,\s) est incompressible dans (Bg, \ S). D’autre part, nous
verrons dans la section 5 comment en appliquant le théoreme classique
de Seifert-Van Kampen de fagon récurrente on peut obtenir (5.1.4) une
présentation explicite de 71 (U \ S) ayant comme systeme de générateurs
un ensemble de lacets {ap}, indexé par les composantes irréductibles {D}
du diviseur total D, vérifiant ﬁ ap dTF =ordpF, ou F = fo E, et ayant
pour relations

3 [P =1 lap,ap)PP =1, EcE DCD.
DCD

Remarquons que génériquement les feuilles de F dont le groupe fon-
damental est non-nul forment un ensemble dense. C’est en effet le cas
lorsque le groupe d’holonomie d’une composante du diviseur exceptionnel
est non-résoluble. Il existe alors [1] un ensemble dense de points fixes
attractifs d’éléments du pseudo-groupe d’holonomie. Ces points corres-
pondent nécessairement a des lacets tracés dans une feuille qui sont
homotopiquement non-triviaux. La densité pour la topologie de Krull de ce
type de feuilletages est montrée dans [6].

Les hypotheses que nous donnons ici peuvent étre affaiblies ; en particulier
il est possible d’adapter ’énoncé et la preuve de ce résultat pour inclure les
feuilletages dicritiques. Dans un travail en cours de rédaction, nous donnons
des énoncés plus généraux qui portent sur les feuilletages holomorphes au
voisinage d’'un diviseur compact et pouvant éventuellement posséder des
composantes dicritiques.

La structure détaillée de I'article est la suivante. Au chapitre 1 nous intro-
duisons la notion tres générale de “l-connexité feuilleté” (1.2.2) d’un sous-
ensemble T dans variété feuilletée M. Cette propriété du couple (T, M), que

1
nous notons TC};M , est assez simple; elle signifie que s’il est possible d’ho-

motoper un chemin b tracé dans une feuille L a un chemin a tracé dans dans
T, alors il existe aussi une homotopie dans L qui relie b a un chemin c¢ tracé
dans T et de plus, ¢ et a sont homotopes dans T'. Dans le cas particulier
ou T est un point, cette propriété est équivalente a I'incompressibilité de la
feuille contenant ce point. Ainsi la propriété (TP2) du théoreme principal
s’exprime par la 1-connexité feuilleté de tout point dans U. Cette notion
satisfait d’intéressantes propriétés. Tout d’abord la propriété de transitivité
suivante, qui autorise des constructions de proche en proche : dans la situa-
tion U’ c U"” c U", la 1-connexité feuilleté de U’ dans U” et de U” dans U"”’
implique 1-connexité feuilleté de U’ dans U”’. Ensuite (1.3.1) un théoréme
de type Van Kampen, qui sera ’outil utilisé pour effectuer chaque pas d’une
telle construction : dans la situation U’ C U”, si U” est obtenu par collage
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de U’ avec un ouvert U] le long d’une hypersurface réelle T, alors la 1-
connexité feuilleté de T' dans U’ et dans U], implique la 1-connexité feuilleté
de U’ dans U”. Pour prouver la propriété (TP2), nous adoptons alors la
stratégie qui consiste a construire U en collant des morceaux simples U; sa-
tisfaisant la propriété (TP2) et effectuer des collages le long d’hypersurfaces
réelles T; := U;_1 NUj; satisfaisant des hypotheses du théoreme de type Van
Kampen :

k 1 1
U= Ul Uj, TjvUjia, Ti%U;.
]:

En posant U" := [Jj_o Uj, on obtient {c}q;UOq} qjl?Uk = U, quelque
soit le point ¢ de Up. Ceci donne la propriété (TP2) puisque, quitte a
renuméroter, 'ouvert Uy peut étre choisi arbitrairement.

Cette technique, que nous appelons “assemblage bord a bord feuilleté”,
est précisée en (2.1.1). Elle peut étre considérée comme un procédé de
plombage [5], mais dans un cadre feuilleté. Elle permet de localiser le
probleme. En effet nous sommes ramenés a construire des ouverts U
nettement plus petits que U, satisfaisant la propriété (TP2). Cependant
cette construction ne sera pas arbitraire. La décomposition U = U?Zl U;j
aura un sens topologique intrinseque. Elle correspond, a raffinement pres,
a la décomposition de Jaco-Shalen-Johannson du complémentaire, dans
la sphere 0B.,, de l'entrelacs défini par la séparatrice totale S. Il est
bien connu [19] que cette décomposition s’explicite & partir de l’arbre
dual du diviseur D de désingularisation de S. Ce seront les pieces d'une
décomposition similaire de D effectuée en (2.2) qui nous serviront de
support a la construction des ouverts U;.

Notons que la seule propriété (TP2) ne donne pas un théoréme intéressant,
puisqu’on serait tenté de compliquer artificiellement la topologie de U, afin
que son groupe fondamental contienne celui de chaque feuille. Ce ne sera
pas le cas de notre construction car, pour satisfaire aussi les propriétés
(TP1) et (TP3), nous chercherons a préserver une présentation du groupe
fondamental de U \ S, celle qui correspond a celle du complémentaire de
S dans un tube de Milnor. Pour cela, la topologie des blocs U; et de leurs
bord T} devra étre la plus simple possible.

Tout d’abord les T} seront des ensembles “de type suspension” (3.1.1) :
ils sont construits a partir d’'un disque X transverse au feuilletage, par
transport holonome le long d’un lacet d tracé dans D, faisant un tour autour
d’une singularité de D. Ainsi T} est obtenu & partir du cylindre ¥ x [0, 1] en
recollant les deux faces X x 0 et X x 1 par le difféomorphisme h d’holonomie
de F le long de §. La topologie d’un tel ensemble peut étre compliquée,
car 0(X U h(X)) peut avoir plusieurs composantes connexes. Ce n’est pas le
cas lorsque Oh(X) est Cl-proche de 9. Par exemple, si ¥ est un cercle
suffisamment petit dans une coordonnée z appropriée, le collage h est
presque C-linéaire et X Uh(X) est étoilé (dans la coordonnée z). Dans ce cas
Tj aura la topologie d’un tore. Pour mesurer la “distorsion ” entre Oh(X)
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et 0%, nous introduisons en (3.1.2) la notion de “rugosité”. En (3.1.5) nous
estimons la rugosité de h(X) en fonction de la taille et de la rugosité de X. De
cette maniere nous enrichissons la construction de proche en proche décrite
ci-dessus, en introduisant un contrdle de la rugosité des bord des pieces
Uj. La preuve du théoreme principal se réduit ainsi a celle du théoréme
(3.2.1). Celui-ci assure pour chaque piece du diviseur, 'existence d’un bloc
U; avec : une composante connexe de OU; imposée (celle qui servira au
collage avec U;_1), une petite rugosité de toutes autres composantes de OU;
et la 1-connexité feuilletée de chaque composante de OU; dans Uj ; il suffit
pour cela que la rugosité de la composante imposée soit suffisamment petite.

Les deux chapitres suivants sont consacrés a la preuve de ce théoreme.
Ils contiennent I'essentiel des difficultés techniques de ce travail. Cependant
les constructions sont suffisamment générales pour pouvoir étre appliquées
a d’autres situations (singularités dicritiques, feuilletages définis sur des
surfaces singuliéres, etc.).

Le chapitre 4 est dédié a la construction des blocs feuilletés attachés
aux singularités. D’apres les hypotheses faites sur F,, il n'y a que deux
possibilités : soit la singularité est linéarisable, auquel cas la construction
du bloc se fait par des techniques élémentaires (section 4.1), ou bien la
singularité est un col résonant. Ce second cas est beaucoup plus difficile a
traiter. Au voisinage de la singularité, si I’on ote les variétés invariantes, le
feuilletage ressemble & un feuilletage-collier, i.e. le produit par un intervalle,
d’un feuilletage en lignes d’un tore plein évidé de son ame. En fait, dans la
construction “de passage des cols” que nous effectuons en (4.2.2), I'un des
bord du collier (le bord imposé) est un ensemble de type suspension, mais
I’autre bord possede une géométrie plus compliquée. Il nous faut le modifier
tout en conservant la propriété de 1-connexité feuilletée ; il nous faut aussi
controler sa rugosité en fonction de celle du bord imposé. Pour cela nous
introduisons en (4.3.5) une opération d’homotopie le long des feuilles, que
nous appelons “rabotage” et nous effectuons (section 4.4) les estimations
nécessaires de gain de rugosité.

Le chapitre 5 est consacré & la preuve du théoréeme (3.2.1) dans le cas
d’un bloc attaché a une composante irréductible D du diviseur. La piece
du diviseur correspondant est constituée de la composante irréductible D
et de toutes les branches mortes (2.2) qui s’y attachent. Au paragraphe
5.1 nous effectuons la construction du bloc feuilleté. Elle se fait en trois
étapes. D’abord nous construisons un voisinage du diviseur troué D* (cf.
(7)) par saturation d’un disque transverse X. Cela se fait & partir de choix
de chemins convenables dans D* qui évitent certaines coupures. Il nous faut
ensuite compléter la construction en recollant le voisinage obtenu, avec un
voisinage de chaque branche morte 91;. Malheureusement nous ne pouvons
plus maintenant évoquer le théoreme de type Van Kampen, car 'hypersur-
face de collage ne satisfait pas a 'hypothese d’incompressibilité du bord. En
fait, ’adjonction d’un voisinage de branche morte crée des relations dans le
groupe fondamental du bloc ainsi constitué. C’est ce phénomene qui nous
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empéche de considérer cette construction comme deux étapes de la construc-
tion de proche en proche que nous effectuons. Pour la méme raison nous
ne pouvons pas simplifier ’ensemble de la preuve du théoréme principal
en raisonnant par récurrence sur le nombre d’éclatements nécessaires a la
désingularisation de S. Il suffit pour s’en convaincre d’analyser le cas ou la
séparatrice S est la courbe d’équation y? — x3 = 0. Ainsi la deuxieme étape
consistera a construire des voisinages convenables de chaque 9;. Nous y
démontrerons aussi les propriétés de ces voisinages (5.1.3) qui nous seront
utiles par la suite. La plus remarquable de celles-ci est 'existence d’une fi-
bration de Seifert naturelle, d’ou le nom donné a ce type de blocs. Enfin
dans la troisieme étape, nous réduisons la preuve de (3.2.1) a celle de la 1-
connexité feuilletée du bord du bloc que nous venons de construire (5.1.5).
Cette derniere propriété est démontrée au paragraphe 5.3. Pour ce faire,
nous introduisons préalablement dans la section 5.2 quelques constructions
et descriptions auxiliaires, qui seront utilisées dans la preuve de (5.1.5). Ce
sont :

A. un revétement ramifié p qui trivialise la fibration de Seifert introduite
au paragraphe précédent ;

B. un graphe adapté au revétement ramifié p;

C. une description explicite des feuilles de l'image réciproque par p du
feuilletage initial.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous donnons une extension
du résultat principal et quelques applications. Dans la section 6.1 nous
montrons l'existence (6.1.1) de courbes transverses au feuilletage qui sont
1-connexes feuilletées. Cette propriété nous permet, apres passage au
revétement universel de U \ S, de munir 'espace des feuilles d’une structure
de variété holomorphe de dimension 1, peut étre non-séparée (section 6.2).
Le groupe fondamental 71 (U \ S) agit par automorphismes holomorphes
sur cette variété. Le quotient de cette action s’identifie & l’espace des
feuilles de F, sur U \ S. Nous obtenons de cette maniére un nouvel
invariant analytique, que nous appelons “représentation de monodromie du
feuilletage” (6.2.1). Dans la section 6.3 nous mettons aussi en évidence des
relations entre les notions introduites ici et les définitions et résultats d’un
travail récent [16] concernant une extension du concept de représentation
d’holonomie d’un feuilletage singulier.

Nous remercions P. Sad, pour les nombreuses conversations que nous
avons eu avec lui sur la classification topologique des feuilletages. Nous re-
mercions aussi le referee, dont les suggestions nous ont permis de remanier
sensiblement la structure du texte initial, le rendant ainsi nettement plus
lisible.

1. NOTIONS DE CONNEXITE FEUILLETEE

1.1. Notations et vocabulaire. Dans ce qui suit nous désignerons in-
différemment par D, ou D(r), le disque ouvert de rayon r > 0 centré a
lorigine de C. Nous noterons aussi DX = D, \ {0}. Dans tout le texte, ho-
motopie de chemins signifiera homotopie de chemins a extrémités fixes.
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o
Si A est un sous-ensemble d’une variété M, nous désignerons par A l’en-
semble de ses points intérieurs et nous appellerons bord de A 'ensemble

DA = A\ A,

1.2. Notions de 0- et 1-connexité feuilletée. De maniere générale nous
considérons une variété différentiable M munie d’un feuilletage régulier F
de classe C'. Nous désignerons aussi par F I'ensemble des feuilles de ce
feuilletage. Pour tout sous-ensemble A de M, F|4 désignera la collection des
composantes connexes des intersections LN A, L € F, des feuilles de F avec
A. Pour A C B nous désignons par Satr(A, B) et appelons saturé de A
dans B par F, le sous-ensemble :

(4)  Satz(A,B):=|JLcB, A:={LeFp/LNA#0}.
LeA
Nous dirons que A est F-saturé dans B, si Satr(A, B) = A.

Soient A, B deux sous-ensembles de M, avec A C B.

Définition 1.2.1. Nous dirons que A est 0-F-connexe dans B et nous
noterons AQ;B, si pour tout L € F|g, Vapplication mo(L N A) — mo(A)
induite par Uinclusion de L N A dans A est injective, i.e. pour tout chemin
a:[0,1] — A d’extrémités dans LN A, il existe un chemin b: [0,1] — LN A
de mémes extrémités que a. Nous dirons aussi que A est strictement 0-F -
connexe dans B, si A est a la fois 0-F -connezxe dans B et incompressible
dans B, i.e. linclusion naturelle de A dans B induit un morphisme injectif
des groupes fondamentaur w1 (A, p) — w1 (B, p), pour chaque p € A.

Pour K C B, notons H(K) I’ensemble des classes d’homotopie des che-
mins tracés dans K, i.e. H(K) est le quotient de C°([0,1], K) par la rela-
tion d’équivalence a ~x b :¢< il existe H : [0,1]> — K continue telle que :
H(0,t) = a(t), H(1,t) = b(t), H(s,0) = a(0) = b(0) et H(s,1) = a(1) = b(1)
pour tout s,t € [0, 1].

Définition 1.2.2. Nous dirons que A est 1-F-connexe dans B et nous

noterons AQJ?B, s1i pour toute feuille L € F, LN A # 0, la suite suivante est
exacte :

B1
H(LNA) S H(A) x H(LNB) . H(B),
B2
avec a([clpna) = ([da, [dinp), Bi(la]a,[bleas) = la]p et
Ba([a)a, [bln) = [blp. Nous dirons aussi que A est strictement

1-F-connexe dans B, si A‘{:B et A est incompressible dans B.

Explicitement AC}}B signifie que pour toute paire de chemins a : [0,1] — A

et b:[0,1] — LN B tels que a ~p b, il existe un chemin c¢: [0,1] - LN A
tel que c ~4 a et c ~rAB b.

Remarque 1.2.3. Soit (M, F) une variété feuilletée et A C B des sous-
ensembles de M. Les assertions suivantes sont immédiates :
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(i) La relation AQ;B entre parties de M est transitive :

ABB et BIC — A%C,
F F F

et il en est de méme des relations de 1-F-connexité stricte, de 0-F-
connexité et de 0-F-connexité stricte.

(ii) Si A est réduit a un point, A = {p}, alors A‘{:B si et seulement si la

feuille L, de F|p qui passe par p est incompressible dans B, i.e. le mor-
phisme 2, : m(Ly,p) — m(B,p), induit par application d’inclusion
v : L, — B, est injectif.

(iii) A est 1-F-connexe dans B si et seulement si chacune de ses compo-
santes connexes est 1-F-connexe dans B,

(iv) Si A est F-saturé et incompressible dans B, alors Aq}B.

Proposition 1.2.4. Soit F un feuilletage sur M de dimension réelle 1,
défini par un champ de vecteurs ne possédant pas d’orbite périodique, alors
tout ouvert A strictement 0-F-connexe dans M est 1-F-connexe dans M.

Preuve. Soient a : [0,1] — A et b:[0,1] — LN B tels que a ~p b. Grace
a la 0-F-connexité de A dans B, il existe ¢ : [0,1] — L N A de mémes
extrémités que a (et que b). Comme F ne posséde pas d’orbites périodiques,
chaque composante connexe de L N B est simplement connexe et 'on a :
¢~ b. D’otl ¢ ~p a. Les images de a et de b sont contenues dans A et A
est incompressible dans B. Ainsi ¢ ~4 a. O

1.3. Un théoréme de type Van Kampen. Soit T une sous-variété
fermée de codimension réelle 1, non nécessairement connexe, transversa-
lement orientable, d’'une variété réelle différentiable M et soit F un feuille-
tage (véel) régulier de classe C! sur M. Considérons deux sous-ensembles
connexes V7, Vs de M dont lintersection est 1" et dont I'union V est un
voisinage de T :

T=VinVoCcWcCV :=ViuVy, W C M ouvert.

Théoréme 1.3.1. Supposons que T est transverse a F et est strictement
1-F-connexe dans Vi ainsi que dans Va , i.e.

ThF, TV, m(Tx)—mV,s), i=12
Alors V1 et Vo sont tous deux strictement 1-F-connexes dans V :
ViV, mVio) o m(Ve), i=1,2

Preuve. 1’idée consiste en une “chirurgie” d’homotopies que nous allons
1

préciser. Pour montrer les relations V;3V, ¢ = 1,2, considérons dans V'
F

une homotopie H entre un chemin a tracé dans V; dont les extrémités
sont dans une méme feuille L de Fj; et un chemin b tracée dans L.
Au voisinage de tout compact de T, le feuilletage est un produit de la
restriction Fjp avec un intervalle réel; ainsi nous ne restreignons pas la
généralité de la démonstration en supposant que le chemin a est tracé dans
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Vi\ T. La feuille L est transverse a T et quitte & effectuer une petite ho-
motopie dans L nous supposons b différentiable et transverse a T. Ainsi,
nous pouvons aussi approcher H par une homotopie différentiable qui est
génériquement transverse a T. En conséquence H (T) est une union fi-
nie disjointe de courbes de classe C'! fermées et proprement plongées dans
[0,1] x [0, 1]. Désignons par Z(H;T) I'ensemble des composantes connexes
de H~(T) homéomorphes & un segment (dont les extrémités appartiennent
nécessairement au bord de [0, 1] x [0, 1]) et par J(H;T') 'ensemble des com-
posantes connexes de H~1(T) qui sont des courbes de Jordan. Munissons ces
courbes de leur paramétrisation par abscisse curviligne. Comme 6 € J(H;T)
ne coupe pas le bord horizontal [0, 1] x {0, 1} de [0, 1] x [0, 1], nous noterons
A$ resp. Ai;nt la composante connexe extérieure, resp. intérieure de
([0,1] x [0,1]) \ |9], c’est a dire celle qui contient, resp. qui ne contient pas
[0,1] x {0,1}. D’autre part nous dirons que 0 € Z(H;T') est un élément
extrémal de Z(H,T), si ses extrémités sont situées sur {1} x [0,1] et s'il
est homotope dans le complémentaire de H—(T) \ |#] & un chemin situé
sur {1} x [0,1]. Dans ce cas nous noterons ses extrémités par (0,so(6)),
(0,s1(#)), et nous orienterons @ pour avoir sg(#) > s1(6). Désignons par gy
la paramétrisation naturelle de Uintervalle [s1(8), s0(#)]. Visiblement le lacet
simple 0y := 0 V ay borde un disque conforme ; notons Aignt I'intérieur de ce
disque et AF** := ([0,1] x [0, 1]) \Zlent son extérieur.

Nous dirons qu'une homotopie H’ entre les chemins a et b est obtenue
a partir de H par chirurgie le long d’un lacet simple ¢’ qui ne coupe
pas le bord horizontal de [0, 1] x [0, 1], si 'on a 1’égalité des restrictions :

_ !/
H‘A(csitt =S H|A§)/(t

HI—J('/')

Qg

H-4(T) H'=Y(L)

FiGure 1. Chirurgie d’homotopies.

Soit © une sous-variété (non-nécessairement fermée) contenue dans ’adhé-
rence d’une composante connexe de V' \ 7. On montre tres facilement les
assertions suivantes :

(CH1) Si § € J(H;T) vérifie H(|6]) C Q et est homotope dans 2 a un
point, alors il existe une homotopie H’ obtenue par chirurgie le long
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de § telle que H'(ARY) C Q.

(CH2) Soit § € Z(H;T') un chemin extrémal vérifiant H(|f|) C © et homo-
tope dans Q a un chemin 7. Considérons le chemin a’ égal & n en
restriction & ag et égal & a en restriction a [0, 1] \ ap. Alors il existe

une homotopie H' entre a et a’, obtenue par chirurgie le long de 0,
telle que H'(A$Y) C Q.

Raisonnons par récurrence sur Uentier N(H,T) := #J(H,T)+#Z(H,T).
Lorsque N(H,T) = 0, le chemin b est contenu dans V; et le résultat est tri-
vial. Supposons N(H,T) = N + 1 et le théoreme vérifié pour N(H,T) < N.
Distinguons deux cas suivant que J(H,T) est vide ou non.

- Premier cas : J(H,T) # (). 1l existe visiblement une courbe de Jordan
§ € J(H,T), telle que Al"* n’intersecte aucun élément de Z(H,T)UJ (H,T).
Visiblement on a :

H(S) CT, HAMCV;, et H(AF) C Vi, avec {j,k}={1,2}.

Comme T est incompressible dans V}, le lacet ¢ est homotope a un point
dans T'. La propriété (CH1) donne une homotopie H' telle que H’ (Zt;nt) cT.
De plus {Zgﬂt} UZ(H, T)UJ(H,T)\ {0} est la collection des composantes
connexes de H'™"(T). Comme T est transverse & F et transversalement
orientable, on peut se donner au voisinage de H’ (Agnt) un champ de vecteurs
différentiable Z a support compact tel que :

(i) H'(Zism) C supp(Z) C W, ouvert de V; U V3 contenant T,
(ii) Z(z) est transverse a T' et pointe vers Vi, pour z € H'(Zi;nt),
(iii) supp(Z) N H(X) =0 pour tout A € Z(H,T)U J(H,T)\ {4}

Le composé H, de H' avec le flot de Z au temps e définit une homotopie
entre a et b qui vérifie : Z(H.,T) = Z(H,T) et J(H.,T) = J(H,T) \ {6}

pour un temps € > 0 assez petit. Ceci acheve la récurrence, dans ce cas.

- Deuziéme cas : J(H,T)=0 et Z(H,T) #( . 1l existe alors un

élément extrémal 0 de Z(H,T) tel que AP n’intersecte aucun élément de
Z(H,T). Notons encore V; celui des deux ensembles V; ou V3 qui contient

. 1
H(AJ") et notons Vj l'autre. Comme TQ;VJ le chemin ap est homotope

dans L N V; a un lacet n contenu dans 7'. L’injection de 71 (T) dans m(V})
donne une homotopie dans 71" entre n et ay. On conclu grace a la propriété
(CH2) et a I'intégration d’un champ de vecteurs, comme dans le premier cas.

Il reste a montrer les injections des groupes fondamentaux de 71 (V;) dans
m1(V), i = 1, 2. Elles résultent, d’apres le théoreme classique de Seifert-Van
Kampen, d’un théoréme (tout aussi classique) de combinatoire des groupes,
qui affirme que la solution universelle du produit fibré contient les facteurs
lorsque la base s’injecte dans chacun d’eux, cf. [8], théoreme 4.3. page 199.

O
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2. ASSEMBLAGE BORD A BORD FEUILLETE

2.1. Définition d’assemblage feuilleté et théoréme de localisation.
Soit V' une variété réelle a bord, non-nécessairement compacte ni connexe,
munie d’un feuilletage régulier 7y de classe C* et (Ba),eq, A C N, une
famille de sous-variétés de V de méme dimension que V, dont les bords

o
0B, := B, \ B, sont transversalement orientables.

Définition 2.1.1. Nous dirons qu’un élément B, est un bloc feuilleté
Fv-adapté s’il satisfait les propriétés suivantes :

(BF1) chaque composante connexe de OB, est incompressible dans By,
(BF2) Fy est transverse a 0B,

(BF3) chaque feuille de Fi, est incompressible dans Ba,

(BF/) chaque composante connexe de OB, est 1-F-connexe dans By,.

Nous dirons que V. = |J B, est un assemblage bord a bord des B, si
acA
pour tout o € A la condition (BF1) et la condition supplémentaire suivante

sont satisfaites :

(ABB) pour tout «, 3 € A distincts, l'une des deuzx éventualités suivante est
réalisée : ou bien Bo N Bz =0, ou bien B, N Bg est une composante
connexe de 0B, et est une composante connere de OBg .

Si chaque B, est Fy-adapté et si V est un assemblage bord a bord des B,
nous dirons que V est un assemblage bord a bord feuilleté.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme (1.3.1).

Théoréme 2.1.2 (de localisation). Si V' est un assemblage bord a bord
feuilleté des blocs Fy-adaptés B, o € A, alors :

(L1) chaque feuille de Fy est incompressible dans V,

(L2) chaque union de blocs V' := |J Ba, A C A, est strictement 1-Fy -
acA’
connexe dans V et chaque bloc B, avec a € A’ est strictement 1-Fy -

conneze dans V'.

Remarque 2.1.3. Une conséquence immédiate du théoreme classique de
Seifert-Van Kampen est la suivante. Soient A C A’, BC B'et ANB C A'N
B’ deux sous-ensembles connexes d’'un espace topologique tels que chacune
des inclusions précédentes induise un isomorphismes au niveau du groupe
fondamental. Alors il est de méme pour 'inclusion AU B Cc A’ U B’.

Par récurrence sur le nombre de blocs, on déduit de cette remarque la
proposition suivante :

Proposition 2.1.4. Soient V' = Uy Ba €t V' = Upea Bhy #A < o0,
deuz assemblages bord a bord. Supposons que pour chaque o € A, Bl est
contenu dans By et que lapplication d’inclusion induise un isomorphisme
(B, -)——m1(Ba,-). Alors Uapplication d’inclusion V' — V induit aussi
un isomorphisme w1 (V' -)——m(V,").

Remarque 2.1.5. Supposons que des blocs feuilletés Fy -adaptés B, o € A
vérifient la propriété supplémentaire suivante :
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(ABB’) Pour tout o, 5 € A distincts B, N Bg est ou bien vide, ou bien égal
a 0B, NOBg et dans ce cas il existe une sous-variété ouverte B’aﬁ de
Bo N Bg qui est strictement 1-F-connexe dans (Ba \ Ba N Bg) U B4
et dans (Bg \ Ba N Bg) U By 5.

Considérons les variétés a bord

(5) B, = BQ\UBaﬂBg U U /ag C By, acA,
B (a,B)EAXA

oit AXA est l'ensemble des couples (o, 3) tels que B, N Bg # 0. Alors
V" :=Upeu B), est un assemblage bord & bord feuilleté des blocs B, a € A.

Pour prouver le Théoreme Principal énoncé dans l'introduction, nous
construirons un voisinage ouvert U du diviseur total D tel que U* :=U \ D
se décompose comme un assemblage bord a bord feuilleté, U* = |, Ba.
Le théoreme de localisation permet immédiatement d’obtenir la propriété
(TP2). Cette construction sera effectuée a partir d’'une décomposition ap-
propriée du diviseur D, en blocs fondamentaux {K,}aeca qui serviront de
“support” aux blocs feuilletés {By}aca. Ces blocs B, vérifieront des pro-
priétés additionnelles, qui seront précisées dans le théoreme (3.2.1) et qui
nous permettront aussi de prouver les assertions (TP1) et (TP3) du théoréme
principal.

2.2. Décomposition du diviseur et construction de bonnes fibra-
tions. Comme nous l’avions déja remarqué dans lintroduction, les hy-
potheses (H1) portant sur F, impliquent d’apreés [4], que le morphisme
E de réduction des singularités de F, coincide avec le morphisme de
désingularisation de la séparatrice totale, i.e. la courbe S de composantes
irréductibles les séparatrices S1, ..., S, de F,,. En particulier, les singularités
de F := E*F, situées sur le diviseur exceptionnel £ = E~1(0) sont exac-
tement les points de croisement du diviseur total D = E~!(S) = £US, ou
S = 81U --US§, est la transformée stricte de S par E. Nous reprenons le vo-
cabulaire habituellement utilisé : les composantes irréductibles du diviseur
D seront simplement appelées composantes de D ; la valence v(D) d'une
composante D de £ est le nombre de singularités de F situées sur D ; une
chaine est une union connexe maximale de composantes de £ de valence
< 2; une branche morte est une chalne de composantes possédant une
composante de valence 1, appelée composante d’extrémité. Deux unions
connexes de composantes de D sont dites adjacentes, si leur intersection
est non-vide et réduite a un point, appelée point d’attache. Nous appelle-
rons composante simple de £, toute composante D de £ qui n’intersecte
aucune branche morte, et bloc agrégé de &£ la réunion (non-triviale)

(6) K=DUMp

d’une composante non-simple D de £ de valence > 3, appelée composante
centrale de K, avec 'union 91p de toutes les branches mortes adjacentes a
D. Visiblement les transformées strictes S, les composantes simples et les
blocs agrégés forment un recouvrement de D en sous-ensembles qui, deux a
deux, sont ou bien adjacents, ou bien d’intersection vide.
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La combinatoire de la décomposition de D en blocs agrégés et composantes
simples, ne dépend en fait que de la séparatrice totale S, puisque D ne
dépend que de S. La proposition suivante énonce en fait une propriété de
I’arbre de désingularisation d’une courbe plane. Elle est vraisemblablement
bien connue des spécialistes, cf. [5, 19].

Proposition 2.2.1. Si le transformé strict d’un germe de feuilletage non-
dicritique par une succession d’éclatements qui domine le morphisme de
réduction ne possede aucun point singulier de type selle-neeud, alors il existe
au plus une composante du diviseur exceptionnel, adjacente a au moins deux
branches mortes.

Lorsqu’elle existe, nous appellerons cette composante la composante
initiale du diviseur exceptionnel. Remarquons que toute autre composante,
ou bien contient (au moins) deux points singuliers de F qui ne sont pas des
points d’attache de branches mortes, ou bien est contenue dans une branche
morte. Remarquons aussi que la composante initiale de £ est le centre d’un
bloc agrégé.

Exemple 2.2.2. La courbe irréductible y*+x°+xy = 0 posseéde deux paires
de Puisseux ; le diviseur exceptionnel £ de sa désingularisation minimale n’a
aucune composante simple mais posséde deuz blocs agrégés : l'un avec deux
branches mortes adjacentes dont la composante centrale est la composante
initiale, 'autre avec une seule branche morte adjacente.

En chaque point singulier s € D de F, nous nous fixons maintenant des
coordonnées (7s,ys) : Q(s) —D(2) x D(2) telles que z5ys = 0 est une
équation de D N Q(s) et vérifiant les propriétés suivantes :

— si le germe F; de F en s est linéarisable, alors il est est définit par un

champ de vecteurs linéaire dans ces coordonnées X, = wngg - Ays%%,

— si F, est résonant non-linéarisable, alors il est défini par une 1-

forme différentielle du type forme normale de Dulac : xsdys + ys(\ +

xsys(' . ))dl‘s, )\ € Q>0, Cf- [11]
Si D est une composante de D qui contient s, alors nous notons

D :=Dn{lzs| <1, |ys] <1} .

Visiblement Dg; est un disque conforme ouvert. Quitte a composer les
coordonnées construites par des homothéties appropriées, nous supposons
que deux disques fermés D, et Dy contenus dans une méme composante D
ne s’intersectent jamais.

Considérons une composante D de D et désignons par s, j =1,...,v(D)
les points singuliers de F situés sur D. Supposons pour simplifier I’écriture,
qu’en chaque point, ys;, = 0 est I’équation locale de D en s;. Nous noterons

v(D)
(7) D* .= D\ | D, .

j=1
On sait qu’il existe une fibration holomorphe en disques w localement tri-
viale, définie sur un voisinage ouvert 0, de D et a valeurs dans D, qui est
I'identité en restriction a D. Pour chaque j = 1,...,v(D), nous construi-
sons sans difficulté une submersion surjective mp . de classe €, définie
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sur §)(s;) et a valeurs sur D N {\xsj] < 2}, qui est égale a mp en restriction

a Qp NQsy) N A{]zs;| > 3} et est égale a la projection Tg,; en restriction
a Q(sj) N {|zs;| < 1}. Par des recollements appropriés nous obtenons une
fibration en disques

(8) mp: QD) — D,

de classe C* définie sur un voisinage ouvert (D) de D, égale a 'identité
en restriction & D et telle que pour chaque j = 1,...v(D) on ait :

(i) WBI(DSJ.) C Q(s;) et en restriction & cet ouvert mp est égal a la pro-
jection s,

(ii) 75 (D™) = x5! (D*) avec D** := D\ US {|z,,| < 2} ; de plus, en
restriction a cet ouvert wp est égal a wp.

Nous allons maintenant définir une “bonne décomposition” du diviseur
D en compacts connexes que nous appellerons blocs fondamentaux. Ceux-ci
seront constitués de blocs plus petits, appelés blocs élémentaires. Nous
reprenons les notations de 'introduction : f est une équation réduite de la
séparatrice totale S, T, = f~1(D,) NB.,, 7, = E~Y(T,) et F = fo E, E
désignant ’application de réduction.

Désignons par J C D la collection de toutes les courbes de la forme 9D,
ol s est une singularité de F, D est une composante de D et s € D. Un
bloc élémentaire de D est I’adhérence d’une composante connexe de D\ 7.
Nous désignons par 2 la collection de ces blocs. L’hypersurface analytique
réelle

(9) H:= |J 75" (I ND)
DCD

est visiblement lisse et transverse a D. Il existe un nombre n; > 0 ap-
pelé hauteur d’uniformité, tel que pour tout n €]0,7;], 'ensemble des
adhérences des composantes connexes de 7, \ ‘H, que nous appellerons blocs
de Milnor, est en correspondance biunivoque avec 2. Plus précisément,
si n est assez petit, H est transverse aux fibres F~1(2), |2| < 7. Ainsi,
pour chaque A € £, il existe un unique bloc de Milnor 7, (A) C 7, conte-
nant A C D; de plus la restriction de F' a 7,7(A4) := 7,(A) \ A est une
fibration sur le disque épointé D(n)*. Si B = U A; C D est une réunion
de blocs élémentaires de D nous noterons aussi 7,(B) = UU; 7,(4;) et

7,;(B) = T,(B)\ D.

Remarque 2.2.3. Pour toute réunion B de blocs élémentaires de D et
pour 0 < 7' < n <y, les inclusions 7,5(B) C 7,7(B) et 97,7(B) C 07,/(B)
induisent des isomorphismes au niveau du groupe fondamental. En fait, en
utilisant les techniques décrites dans le théoreme (5.1.5) et la proposition
(9.3.2) de [19], on peut construire pour chaque bloc élémentaire un champ
de vecteurs dont le flot induit des rétractions par déformation entre les blocs
de Milnor de hauteurs 1’ et 7. On conclut en appliquant la remarque (2.1.3).

Notons que la collection {7;(A)} aco ne définit pas un assemblage bord &
bord, parce que la condition (BF1) de la définition (2.1.1) n’est pas toujours
vérifiée. Plus précisément, si D est une composante de valence 1, alors le
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bord de 7,"(D*) n’est pas incompressible. Cette situation nous conduit &
décomposer D en des blocs plus grands, qui serons des unions de blocs
élémentaires.

Définition 2.2.4. Soit J' le sous-ensemble de J formé des courbes 0Dy,
ot s est une singularité qui n’est pas située dans une branche morte, D est
une composante de D et s € D. Nous appelons bloc fondamental de D,
toute adhérence d’une composante connexe de D\ J'.

La collection K := {K,}aca des blocs fondamentaux peut étre indexée
par 'ensemble A dont les éléments sont : les singularités de F sur D qui
n’appartiennent a aucune branche morte, les composantes simples de &, les
transformés strictes des séparatrices et les composantes centrales des blocs
agrégés de €. En effet un élément de K peut étre :

(i) le bloc élémentaire Ky = DsU D’ si s € DN D' est une singularité de
F qui n’est pas située sur une branche morte ;

(ii) le bloc élémentaire Kp = D*, si D est une composante simple de £ ou
une composante de la transformé stricte des séparatrices;

(iii) la réunion connexe de blocs élémentaires Kp = Df U9p si D est la
composante centrale d’un bloc agrégé ® = DU IMMp de &, ou

(10) D*:=D*u |J D
seEMpnD

et ou Mp désigne encore la réunion des branches mortes adjacentes

a D. Nous pourrions aussi définir Kp de fagon équivalente comme la

différence : ®\ U Ds.

s¢MpnD

Remarquons que l'intersection de deux blocs fondamentaux K, et K est ou
bien vide, ou bien difféomorphe a un cercle, celui-ci étant une composante
connexe commune de K, et de K,. Notons aussi que 7, est bien un
assemblage bord a bord des blocs de Milnor {7,"(Ka) facA-

3. REDUCTION DE LA PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL

Comme nous 'avons expliqué dans 'introduction, la propriété (TP2) du
théoreme principal résulte immédiatement de I’assertion (L1) du théoréme
de localisation, une fois construit un assemblage bord a bord feuilleté

U* .= UBQ, BoDK,, acA,
€A

ou {Ka}aca désigne la collection des blocs fondamentaux de D que nous
venons de définir. Si de plus cette collection satisfait la propriété (ABB’)
de la remarque (2.1.5), la propriété (TP1) du théoréme principal sera elle
aussi satisfaite. Mais pour cela il nous faut un controle assez fin de la to-
pologie de chaque B, et en particulier de chaque bord 9B,. Pour quantifier
ce controle, nous introduisons au paragraphe qui suit la notion d’ensemble
de type suspension, ainsi que les notions de taille et de rugosité d’un tel
ensemble.
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3.1. Notions de taille et rugosité d’ensembles de type suspension.
Pour chaque composante connexe C du bord d’'un bloc fondamental K,
a € A, donnons-nous un champ de vecteurs réel régulier Z- qui définit le
feuilletage ]:‘ﬂgl(c), D désignant la composante de D qui contient C. En

chaque point P € C, est définit un germe de fonction “temps de premier
retour” 7p : 7['51(]3) — R<( qui, pour tout m &€ WBl(P) suffisamment proche
de P, vérifie les propriétés suivantes :

d7¢(m) e 7o (C\{P}) pour 0<t<7p(m) et &%

Tp(m

(m) € 7pL(P),
®7¢ désignant le flot de Ze.

Définition 3.1.1. Nous dirons qu’un ensemble V C WBl(C) est de type
suspension au dessus de C, s’il existe un point P € C et un disque
conforme owvert ¥ C wp'(P) contenant P, tel qu’en notant ¥ := X\ {P}
on ait :

V=V:= {q)tzc(m)/meﬁ, Ogtgrp(m)}.

Remarquons que le germe d’application h : (X, P) — (X, P) définie par
m — h(m) := @f}f(m) (m) est exactement ’holonomie de F le long du
lacet C, réalisée sur la transversale (X, P). Il est clair qu’une fois fixée la
projection 7p, la définition de la suspension V5, comme celle de I’holonomie
h, peut étre donnée sans faire appel au champ Zg. Celui-ci n’a été utilisé
ici qu’afin de simplifier ’exposition.

Pour que chaque Vx soit le bord d’un bloc feuilleté adapté et pour ne
pas introduire de “topologie artificielle” dans I'assemblage (J,c 4 Ba, il est
naturel d’exiger que la topologie de Vx soit la plus simple possible : celle
d'un d’un tore S x S'. Pour cela il faut que h(X) N ¥ soit connexe ; sinon,
Vx aurait le type d’homotopie d’un tore auquel serait attaché un bouquet de
cercles et la propriété (TP1) du théoréme principal ne serait pas satisfaite.
La notion de rugosité que nous introduisons ici permet de controler le
caractere étoilé des domaines X et h(X), ce qui garanti la connexité de leur
intersection.

Notons, pour z € C*,
0], si z=|z]e¢?, avec O€]—
11 = i
( ) [[Z]] { +OO, Si Zz = ‘Z’ 619’ avec 0 S [g; 771—

Tout d’abord considérons un chemin v : [0,1] — C* analytique et lisse,
i.e. 7'(s) # 0. Pour tout s € [0, 1] nous notons :

/
7'(s)
o= [ 22
iv(s)
Cette quantité “mesure” 'angle de la courbe orientée Im(vy) := ~([0,1])
avec la tangente au cercle de centre 0 passant par y(s).

Appelons ici chemin analytique lisse par morceaux (a.l.p.m. en
abrégé) tout chemin p = p1 V- -V 1, qui est une concaténation de chemins
analytiques lisses 11, tels que chaque intersection Im(p;) NIm(p;), 1 <i <
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7 < p, est : ou bien un ensemble discret, ou bien une courbe simple sur
laquelle les orientations de p; et de p; coincident.

Définition 3.1.2. Nous appelons rugosité de p au point pu(s) et notons
encore e(p; s), le mazimum des limites a gauche et a droite en s de e (u; t).
Nous appelons rugosité de p, l’élément e(p) := max{e(u; s) / s € [0,1]}
de R+: R+ U {+OO}

Remarque 3.1.3. Remarquons que e(u) ne dépend que de la courbe
orientée Im(y). Notons aussi que si e(y;s) < +oo, alors e(y';s) = +00.
Si I' C C* est une courbe a.l.p.m. non-orientée, nous définissons :

e(l) := inf{e(I"), e(I)} .
ou I'* et I'™ sont les deux orientations de T.
Il est clair qu'un domaine de C simplement connexe A > 0, de bord une

courbe a.l.p.m., est étoilé par rapport a lorigine, dés que e(0A) est fini.
D’autre part, pour deux domaines A, A’ contenant 1’origine, nous avons :

(12) e(0(ANA") < max{e(dA),e(0A")} .

Plus généralement supposons i tracée dans une variété analytique réelle
M, non-nécessairement connexe. Soit £ une fonction R-analytique, définie
sur un voisinage ouvert de Im(u) et a valeurs dans C*, telle que £ o 1 n’est
pas constant. Visiblement, la courbe £ o p est aussi a.l.p.m. Nous appelons
é-rugosité de p, I'élément

ec(n) :==e(op) ERy.
Nous adoptons dans tout le texte les notations suivantes :

0] si 0€]—m/2, +m/2|

(13) lulle = max €on(s)l (0y:={ [0 2 g TR TN

Définition 3.1.4. Si V = Vs est un ouvert de type suspension, nous appe-
lons Tugosité de V et nous notons ep(V), la F-rugosité du bord de 3, ou
F = fo E. De méme nous appelons taille de V, le réel ||V|r = ||X] F.
Nous appellerons aussi fonction de contrdle, la donnée suivante :

(V) :=max{ep(V), ||V]Fr}
Maintenant supposons que p est tracé sur un secteur fermé
Spaps={re’/J0<r<R a<f<p}cC, 0<B-a<o2nm

du revétement universel C de C*. Considérons une application holomorphe
g définie sur un secteur ouvert Sgs o g contenant ?R@,g et qui possede sur
ce secteur un développement asymptotique s’écrivant g(z) := 3272, ¢; 2P,
avec v > 1, p € N*, cf. [20].

Proposition 3.1.5. Il existe une constante Cy > 0, dépendant continue-
ment de g, telle que :

€4 (n) < {ez(n) "’CgHF‘Hz}a ||N||g < CgHNHZ-
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Preuve. La seconde inégalité est facile. Pour prouver la premiere inégalité,
on peut supposer u lisse et ¢, # 0. On a :

/ / /

(14) Gom _yop B avee w(z) =228

1-g o i
Classiquement [20] lorsque z tend vers 0 sur Sg 4 g, la fonction ¢ (z) possede
un développement asymptotique du type v/p 4+ o(1). Ainsi ¢(z) tend vers
v/p € Qs et |arg(y(z))| < C’|z|, pour une constante C’ > 0 appropriée et
pour |z| assez petit, disons |z| < C. Toute constante Cy > 0 telle que Cy >
C" et CyCy > m/2 convient. On en déduit sans peine la majoration désirée.
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que si g dépend continuement
d’un parametre, on peut choisir la constante C; dépendant continuement de
ce parametre. O

Quitte & restreindre R I’application g possede une “réciproque” g~' définie
sur un secteur Sgv o7 g C C et a valeurs sur un ouvert de Sgr v g contenant
SR.a,p- On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.6. Il existe une constante C; > 0 dépendant continuement
de g, telle que :

e: (1) < fegw) +Collullg ¥, Nl < Collpll-

3.2. Blocs feuilletés adaptés de taille et de rugosité controlées.
Dans cette section nous préciserons les propriétés des blocs feuilletés
By C Ty (Ka) associés aux blocs fondamentaux K, de D, qui permettront
a l'assemblage bord a bord feuilleté U \ S := E(Uyeq Ba) de vérifier les
assertions (TP1)-(TP3) du théoreme principal. Nous raménerons ainsi la
preuve de ce théoreme, a celle d’'un théoreme d’existence de blocs feuilletés
controlés.

Désignons toujours par 7; la hauteur d’uniformité des blocs de Milnor
introduite dans la section 2.2 et par ¢ la fonction de contréle donnée par la
définition (3.1.4).

Théoréme 3.2.1 (d’existence de blocs feuilletés adaptés controlés).
Soient a € A, o <m et e > 0. Il existe By, C T, (Kq), tel que :

BC1) pour n > 0 assez petit, B, contient T*(K,) et les applications d’in-
n n
clusion induisent des isomorphismes

771(7;7*<Ka)7p);>7rl(8a7p) et 71(87;]*(1(@)7 p)L)WI(aBav p) )

pour tout p € 9T (Ka),
(BC2) B, est un bloc feuilleté F-adapté,

(BC3) les composantes connexes Vi,...,V, de OB, sont des ensembles de
type suspension au dessus des composantes connexes de 0K,

(BC4) ¢(V;) <e,j=1,...,7q.

Si nous supposons de plus que o n’est pas la composante initiale de D, alors
il existe une constante C,, > 0 et une fonction croissante 0, : RT — RT,
liné 0,(c) = 0, telles que pour tout sous-ensemble V' de type suspension au
c—

dessus d’une composante Cj, de 0K, vérifiant ¢(V) < Cy, il existe B, C
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T (Ka) satisfaisant les propriétés (BC1), (BC2) et (BC3) précédentes,
ainsi que les propriétés :

1
(BCF) V-V,
(BC4’) ¢«(V;) <04(c(V)), pour chaque j =1,...,7q.

Preuve du théoréme principal a partir du théoréme (3.2.1). Fixons mainte-
nant un élément aq de A, que nous choisirons égal a la composante initiale
de D si celle-ci existe. Considérons la filtration croissante du diviseur

Koyy=KoCKy C------ cK.=DD, /Cj+1:=/CjU UKO"
OzE.AJ‘

ou Aj, j > 1, est I'ensemble des a € A tels que K, & K; et K, NOK; # 0.
Pour ¢ > 0, définissons par induction les fonctions :

go(c) :=c, E&jti(c) :==max{d,(j(c)) |a € A; #0}.

Celles-ci tendent toutes vers 0, pour c¢ tendant vers 0. Choisissons alors
gg > 0 suffisamment petit pour avoir les inégalités :

gj(&o)ﬁinf{0a|a€«4j}, j=1...,K.

Nous commengcons par appliquer la premiere partie du théoreme (3.2.1), avec
a = ap et € = 9. Nous obtenons un bloc feuilleté F-adapté B,,, tel que
toute composante connexe W de 0B, satisfait les inégalité

(W) <e<Cs, BeA.

Ainsi, pour chaque bloc Kz adjacent & Ky, nous pouvons appliquer la seconde
partie du théoréme (3.2.1), avec o« = [3 et en prenant pour V' la composante
de 0B,, située au dessus de Ky N K. Nous obtenons de nouveaux blocs
feuilletés F-adaptés Bg, 5 € Ao, qui, grace a la propriété (BC3’), satisfont
avec By, la propriété (ABB’) de la remarque (2.1.5). Chaque composante
connexe W’ du bord de I'un quelconque de ces blocs satisfait I'inégalité
(BC3) et donc aussi les inégalités :

C(W’) §§1<60) SCU, oe A .

Nous pouvons donc itérer cette construction. De cette maniere nous obtenons
une collection de blocs feuilletés F-adaptés {By}aca vérifiant la condition
(ABB’) de la remarque (2.1.5). En effet, si B, N Bg # 0 il suffit de prendre
pour B 5 I'un des deux bords 0B, ou bien 9Bg (le dernier construit). Les
blocs feuilletés {B.,}nca données par (5) définissent ainsi un assemblage
bord a bord feuilleté U/*.

Montrons que I'image U := E(U*UD) satisfait les conclusions du théoreme
principal. En effet, la condition (BC1) du théoreme (3.2.1) prouve l’asser-
tion (TP3). L’assertion (TP2) est une conséquence immédiate de la pro-
priété (L1) du théoreme de localisation (2.1.2). Finalement, les assertions
(BC1) et (BC2) du théoreme d’existence montrent que les composantes
connexes du bord de chaque 7,"(K,) sont incompressibles dans 7,*(Ka).
Ainsi 7,7 est un assemblage bord & bord des 7,"(K,). La proposition (2.1.4)

donne Plisomorphisme 7 (7,*)——m (U*) induit par Iinclusion. L’isomor-
phisme 71 (T, \ S)——m (U \ S), ainsi que l'assertion (TP1) du théoréme

principal résultent alors de “la propriété d’uniformité” (2.2.3). O
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Le reste de ’article est consacré a la preuve du théoreme (3.2.1). Le cas
oll o est un point singulier de F est traité au chapitre 4. La preuve de
(3.2.1) est élémentaire lorsque la singularité est linéarisable; elle sera faite

n (4.1). Malheureusement ces constructions ne fonctionnent plus lorsque la
singularité est une selle résonante non-linéarisable. Nous construisons alors
un voisinage-collier en introduisant une nouvelle technique, appelée “rabo-
tage”, qui permet de lever cette difficulté. Finalement, il restera le cas ou «
est une composante D de D. Celui-ci sera traité au chapitre 5. Le bloc Bp
obtenu sera appelé “bloc de type Seifert”, car il est munit (par construction)
d’une (pseudo)-fibration de Seifert Bp — D*. L’existence de cette fibration
jouera un role clé dans la preuve de la 1-F-connexité du bord de Bp.

4. BLOCS FEUILLETES F-ADAPTES ATTACHES A UNE SINGULARITE

4.1. Singularités linéarisables : preuve de (3.2.1). Soit s une sin-
gularité linéarisable de F sur D. Pour simplifier 1’écriture désignons par
(z,y) les coordonnées (xs,ys) que nous avons fixées au paragraphe (2.2),
dans lesquelles le feuilletage F est donné par le champ de vecteurs linéaire
20z, — AYs0y,. Pour chaque 0 < ¢ < 1 considérons I’ensemble

We = {(z,y) : 2| <1, [yl < 1, [ay| < ¢}
Pour tout sous-ensemble A de W¢, nous notons
A=A\ {zy =0}, A :=An{|z|=1}, hA:=An{ly =1}.

Pour chaque point (x,0) ou (0,yp) situé sur un axe, avec |zo| = |yo| = 1,
les transformations d’holonomie hi et hy de I’axe épointé de 1'origine, pour
le feuilletage F et réalisées sur les transversales {x = zo} et {y = o},
s’écrivent respectivement :

hi (.’IJ(), y) = (xov ye_ziﬂ-/\)a ho (.ZL', yO) - (me_%ﬂ-/)\v yO)
Pour définir le bloc F-adapté Bg, nous prenons ( > 0 assez petit et nous
distinguons deux éventualités :
o
— Si A ¢ Q, nous posons By := WEUViUV,, ou V; = 0; B est la suspension
du disque épointé
v {zo} xD*(¢) si 1=1,
PTU DO x {wo} sioi=2
- SiAeQ,alors A = % avec p,q € N* premiers entre eux et nous posons
Bs :={(z,y) : |z| <1, |y| <1, |zPy?] < (}; ainsi 0;B; est la suspension
du disque épointé

> {{m}mwxb sii=1,
i = 1
D*(¢P) x {yo} si i=2.
Vérifions que By satisfait les assertions (BC1)-(BC4’) du théoreme (3.2.1),

lorsqu’on choisi ¢ > 0 suffisamment petit. En effet B est alors contenu dans

Ty, (K) et il existe n > 0 tel que 7,(K,) C Bs. 1l est clair que I'on a :

m(T7 (Ky), ) 2 Z &L= m (B, ),

(0T, (Ks), ) 2 LSO L = m(0iBs,-), i=1,2,



INCOMPRESSIBILITE DES FEUILLES DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 21

et que les inclusions naturelles induisent l'identité sur Z & Z. Cela prouve
lassertion (BC1).

L’assertion (BC3) est évidente. Pour démontrer (BC4) et (BC4’), il suffit
de voir que la F-rugosité et la taille des 3; tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers
0. Cela découle de la proposition (3.1.5) avec g = F', car ey(X1) = e,(X2) =
0.

Pour prouver la propriété (BC3’), donnons-nous un ensemble V' de type
suspension et de F-rugosité finie. Si ¢ > 0 et ¢(V') sont assez petits, alors

hi(3;) C X;, ou bien h;(¥X;) D %;; il en résulte les relations VZ-Q%V et

Vq}@in . Si A ¢ Q, alors les holonomies h; n’ont pas d’orbites périodiques

et la proposition (1.2.4) donne les relations
(15) ViV et VA vg.
F F

En fait, des points périodiques pour les h; ne peuvent apparaitre que dans
deux circonstances : le cas ou A est un irrationnel positif et F n’est pas
linéarisable, qui est exclu par ’hypothese (H2), et le cas ot A est un rationnel
positif et Fs possede une intégrale premiere holomorphe. Dans ce dernier cas
hi(3;) = X; et 0;Bs est F-saturé et incompressible dans V'; d’ou 8¢Bsq;—>V,
par la remarque (1.2.3-(iv)).

Il reste & prouver 'assertion (BC2), c’est a dire que B est un bloc feuilleté
F-adapté. Les conditions (BF1) et (BF2) sont évidentes. La propriété (BF3)
est triviale si A ¢ Q, car dans ce cas toutes les feuilles de F B, sont simple-
ment connexes. Si A = %, a l'aide de lintégrale premiere zPy? on peut
construire des rétractions par déformation de B sur 0;Bs qui laissent inva-
riantes chaque feuille de F g, . D’autre part, toute feuille L de Fjy,5, est un
cercle parametré par t € [0, 1] — (20e?79, yge=2™Pt). L’inclusion de B dans
D" xD" induit un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux. Ainsi
le morphisme Z = 71(L,-) — 71 (Bs, -) & Z @ Z induit par Uinclusion, est le
morphisme linéaire défini par 1 — (g, —p) ; il est injectif. Finalement, il reste

a prouver la condition (BF4), i.e. 8¢Bsq;—>l33, 1 = 1,2. Considérons d’abord

2imqt

le cas A ¢ Q. 1l suffit de montrer les relations @-WS‘ q;—>W<* , car %q}@in
d’apres (15). Pour cela considérons le sous-ensemble WC des points (z,w) de
C? = R* qui vérifient les inégalités

(16) Re(z) <0, Re(w) <0 et Re(z+w) <log((),

et désignons par p : WC — W¢, p(z,w) = (e*,e") le revétement universel
de W{. Le feuilletage relevé F = p*F admet l'intégrale premiere linéaire
w + Az. Soient a : [0,1] — ;W et b: [0,1] — L, deux chemins homotopes
dans W a extrémités fixées, L désignant une feuille de ]:|W<*- Choisissons
a: 0,1 — @-WC = p_l(ain) et b:[0,1] — L deux p-relevements de a
et b de mémes extrémités, L désignant une feuille de F telle que p(L) = L.
Comme L est I'intersection d'un 2-plan avec ces trois demi-espaces de R?,
I'intersection L N 8iW< # () est soit une droite, soit une demi-droite. Il est
donc clair quil existe un chemin linéaire ¢ : [0,1] — L N 81-17[7% joignant les
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deux extrémités communes de @ et b. Comme 81'WC et L sont simplement

connexes, ¢ est homotope a a dans 8,-17[74 et & b dans L. Si nous définissons
¢ := p(¢), nous pouvons redescendre ces homotopies dans WC* et conclure
que ¢ ~a,wy @ et ¢ ~p b. Enfin le cas A\ = % s’obtient de fagon completement

analogue, en remplacant W, par B, et Re(z + w) par Re(pz + qw) dans les
inégalités (16).

4.2. Singularités résonantes : réduction de la preuve de (3.2.1).
Dans la section précédente nous avons construit des blocs feuilletés F-
adaptés controlés attachés aux singularités s de F linéarisables. Considérons
maintenant le cas ou F n’est pas linéarisable en s. D’apres les hypotheses
du théoreme principal, F est un col résonant. Comme précédemment nous
notons x := x5 et y := ys les coordonnées définies en (2.2) et nous identifions
le sous-ensemble {|z| < 1, |y| < 1} au polydisque D x D de C2, ot1 D désigne
le disque unité (1) := {|z| < 1} de C. Sur ce polydisque F est défini par
un champ de vecteurs X qui s’écrit :

d 0 Po
X=z——yMA+ayAlz,y) —, A=—E€¢ , , =1.
9 ( yA(z,y)) 3y % Q>0, (po,q)
La dynamique en pétales de I'holonomie (cf. [7]) permet de voir que la
suspension épointée V5 de tout disque conforme assez petit ¥ C {x = xo},
n’est jamais 0-connexe dans 81W<* ; on en déduit facilement que Vs n’est
jamais l-connexe dans 81Wg ! Ainsi, dans ce cas, pour obtenir un bloc F-

o

adapté, nous ne pouvons pas adjoindre a WC* des bords trop petits, comme
nous l'avions fait lorsque la singularité était linéarisable. Cette difficulté
sera levée en construisant des voisinages des axes {zy = 0} de type “collier
feuilleté”. Dans ce paragraphe, apres avoir effectué cette construction,
nous démontrons le théoreme (3.2.1) d’existence de blocs adaptés, mais en
admettant la proposition (4.2.3). Les paragraphes (4.3)—(4.4) suivants sont
consacrés a la preuve de cette derniere proposition.

Pour ¢t € Ri, le flot ¢;* de X laisse invariant les tores pleins {|z| = c},
¢ € Ryg. De plus le difféomorphisme (ﬁggm- laisse invariant chaque germe de
droite ({z} x C, (z,0)) et, en restriction & chacune de ces droites, il est égal
au germe d’holonomie de F le long du lacet 6 — ez, 6 € [0, 27] réalisée sur
cette transversale. Fixons 0 < e3 < 1 tel que ¢;s (v, y) appartient & D x D
pour tout (z,y) € D x D(e3) et [t| < 2m. Dans toute cette section nous
notons :

(17) C:=0D x {0}, Zp.gr:={(?,0)|0 <0<0"} CC,
C, = {O} X 8@, Zé/79// = {(O,Gig) ‘9/ S 0 S 9//} C C/ .

Soit A C {e} x D(e3) et Oy < 01 < Oy + 27. L'ensemble :
Ua = {gbft((m) | m € A, 0§t§91—90} CIgmgl xD,

est appelé F-suspension de A au dessus de 7y, ¢,, suivant la projec-
tion (z,y) — x.
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Définition 4.2.1. Nous dirons qu’un ensemble U C ID x D est une F-
multi-suspension de longueur r au dessus de Iy, g, , 0, < 0y + 2m,
s’il est égal a une union Ug;é U; de F-suspensions U; au dessus de Ty, g
avec g < 01 < --- <0,

410

Il est clair qu'une multi-suspension au dessus de Zy, g, est un voisinage de
Zy,.6, dans Zg, g, x D, lorsque A est un disque conforme ouvert contenant
(e%,0). D’autre part, pour e > 0 assez petit, nous définissons de la méme
maniere la notion de F-suspension ou de F-multi-suspension au
dessus de Igo,(h’ suivant la projection (z,y) — y, d’un sous-ensemble
A de D(e5).
Considérons maintenant le champ
-1
Po 0 0
Y =z — +ayA(z, ) — = Y=
(qo yAl@y) ) 5o Yoy

Pour les temps ¢ réel son flot ¢, laisse invariant les hyperplans réels {argy =
c}, ¢ € [0,27]. On sait, cf. [7] chapitre 7.1.4, ou bien lemme 2.2 de [10],
queﬁsi g4 > 0 est assez petit, il existe une (unique) fonction analytique
7 :D(eq)* x 0D — R, telle que pour 0 < |z| < &4 et pour 0 < 6 < 27 on a:

(i) @) (z,e?) € D* x D*, pour tout t €]0, 7(x, e?)[,

(ii) gb}T/(w’ ew)(m, %) € oD x D*,

(iii) la distance entre (Z)Z( )(:c, ) et C tend uniformément vers 0,

, eif
lorsque x tend vers 0.

Fixons désormais g4 > 0 tel que ces propriétés soient vérifiées. Donnons nous
aussi un disque conforme fermé A C {e'%} x D(e3) de bord un lacet simple
a.l.p.m. d’indice 1 autour de I'origine. Supposons que la taille ||Al|, définie
en (13) est suffisamment petite pour que la suspension Up de A au dessus
du cercle C' soit contenue dans I'image de I’application suivante :

U :D(eg)* x D — D x D*,  W(x,e?) = qﬁr(x’ew)(x, ey,
Définition 4.2.2. Le plongement U s’appellera application passage du
col dans le sens x — y et l’ensemble :

Col(A) := {#) (m) / m € D(eqg)* x ID, ¥(m) € Up, 0 <t < 7(m)},
sera appelé F-collier de gabarit A .

Il est clair que Col(A)U Z est un voisinage fermé de Z := {zy = 0} NK dans
le polydisque fermé K := D x D. L’intersection Col(A) N JK est constitué
exactement des deux composantes connexes suivantes :

Ur:=Ur—C et Vi:=0"YUR).
L’ensemble
(18) Va :i=VXUuCl

est un voisinage de C’ dans D(g4) x 9D. L’appellation “collier” est justifiée
par le fait que ’application de rectification

(19) Ra - UX x [0,1] — Col(A),  Ra(m,t) := ¢, g-1(m)(m),
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est un difféomorphisme analytique réel qui conjugue le feuilletage produit
Fiug x [0,1] au feuilletage Ficoy(a)- Visiblement R est égale a I'identité en
restriction & U x {0} et égale & U~! en restriction & UX x {1}. Ainsi nous
obtenons trivialement les relations de connexité feuilletée :

(20) UX % Col(A) et VX % Col(A).

Proposition 4.2.3. Il existe des constantes ¢y, ¢ > 0 et une fonction 0 :
R>0 — R, lim, 0 0(r) = 0, telles que, si |All, et e,(0A) sont tous < cg,
alors il existe un compact A" C D x {1} vérifiant les assertions suivantes :

(1) le bord de A" est un lacet simple analytique lisse par morceauz, d’in-
dice 1 par rapport a l'origine,

2) la suspension U\, de A’ au dessus de C' suivant la projection
A
(x,y) — y, est contenue dans Va,

(3) U, := (Uy, — C") est 1-F-connexe dans V3,
(4) ex(A) < fey(A) +o([All)} et [A ]l < A7

Preuve de limplication (4.2.3) = (3.2.1). Soit € > 0. Appliquons la propo-
sition (4.2.3) en choisissant ¥ de F-rugosité nulle. Nous obtenons un bloc
F-adapté avec un bord de type suspension, en posant :

B :=Col(L)UuUss U’y .

Les assertions (BC1) et (BC3) du théoreme (3.2.1) résultent directement de
la construction. L’assertion (BC2) découle des relations (20) et de la pro-
priété 3 de (4.2.3). Les propositions (3.1.5) et (3.1.6) permettent de traduire
les inégalités (4) de (4.2.3) en termes de F-rugosité. Il vient :

er(X) < KilZ|F, II¥]l < K22,

pour des constantes K1, Ko appropriées. Ainsi, avec les notations de (3.1.4),
er(Us) = 0, ep(U'S), |Us||r et |U'S/||F tendent encore vers 0 pour
IIX[|F — 0; ce qui prouve l'assertion (BC4). Les assertions (BC3’) et
(BC4’) sont encore une retranscription de la proposition (4.2.3), en posant
Vj, =V := Us;. Nous en laissons les détails au lecteur. U

4.3. Description de Va, rabotage et preuve de (1)-(3) de (4.2.3).
Notons
h = i |1xD(eq): {1} X D(e3) — {1} x C,

Papplication d’holonomie de F le long de 9D x {0}. Désignons encore par A
un disque conforme fermé contenu dans {1} x D(e3) de bord un lacet simple
a.l.p.m., d’indice 1 autour du point (1,0) et de taille et de rugosité < cy. Si
co est suffisamment petit, la suspension de A est bien définie et les compacts
A et h(A) sont étoilés. Ils sont distincts, car h ne possede pas de domaine
invariant. La “différence symétrique”

A A R(A) == (A — h(A) U (h(A) — A)
est une union de “lunules” délimitées par des courbes simples. Plus
précisément nous avons une subdivision de [0y, 0y + 27] :

(21) 90<91<-~~<9q=90+2ﬂ, q>1,
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et des courbes simples a.l.p.m. & valeurs dans A U h(0A),
%(0) = p;(0) €, F;(0) =p;(0) €, 0<p;j(0) <p;(0), 6€l;:=[0;1,0)],
avec j = 1,...,q, vérifiant :
(22)  9(05-1) =7 (0-1) = v-1(0;) =7;-1(05), J=1,....q,
71(0o) = 71(0o) = Vq(eq) = ’NYq(eq) )
et telles que A A h(A) est 'union des lunules :
(23) Li={r?/0cI; pi(0) <r<p;0)}, j=1,...,q.
Eventuellement L; peut étre réduit & I'image Im(vy;) de 5, si v; = 75, et
dans ce cas I'intérieur de L;
ﬁj = {rew / RS Ij, pj(e) <r< ﬁ](e)}
est vide. Quitte & modifier la subdivision, nous supposons qu’il existe un
sous-ensemble d’indices R tel que :
L #0 pour ke et v, =7; pour k¢ R

Le bord de A est une concaténation p1 V ---V g, avec : p; = vy, ou bien
pj =7;. Il en est de méme du bord de h(A). Comme I’holonomie ne possede
pas de domaine invariant, on ne peut pas avoir v; = 7; pour tout j et il
existe des lunules d’intérieur non-vide.

L’holonomie h vérifie aussi h(A) ¢ A et A ¢ h(A). Il en résulte
#HR>2.
Nous pouvons décomposer le bord de Ua en 'union disjointe
OUA = LU ,

avec L := Upeg Li, et 5 U désignant I'ouvert de dUx constitué des points
m satisfaisant la propriété de saturation suivante :

(%) Il existe un voisinage Wy, de m et e, > 0 tel que ¢3k (m') € OUA
pour tout m' € W, N OUA et tout |t| < &, .

Nous dirons que m est un point de saturation générique de Ua pour
Flu,- Visiblement on a :

0L = 9(*Us) = | (Im(yk) UTIm(5y)) .
kER

Remarquons que les lunules dégénérées épointées de leurs extrémités
o
Lj=A{(0)]0;—1<0<0;}, j¢8RK,
sont contenues dans 95U . D’autre part les points m de
L= U L;
JER
sont caractérisés par la propriété suivante :

(%) L’une des assertions suivantes est satisfaite pour t > 0 assez petit :

(a) 6X(m) € Ua et ¢%,(m) & Ua,
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o o
(b) ¢*,,(m) € Un et ¢i(m) € Un.
Nous dirons que m est un point de non-saturation générique de Ua.

o
Remarque 4.3.1. Il est clair que pour chaque £;, j € &, une seule des
deux éventualités (a) ou (b) est réalisée en tout point.

Le difféomorphisme R-analytique ¥~! défini en (4.2.2) conjugue les res-

trictions de F a D(gy) * x 0D et 4 OD x D . Ainsi il vérifie
U HOUA) = 0VA et TTHD*HUL) = 0TV, ,
oll &V est défini par la propriété de saturation analogue & la propriété
(%) mais relativement au champ Y et & ’ensemble OVA. Comme ¥ laisse in-
variant les hyperplans {argy = c}, ¢ € Rxg, les restriction de ¥~ induisent
des difféomorphismes
UA N (0D x {argy € I;}) — VA N T (1),
ot 7 (I;) désigne le “3-tube” 7 (I3) := D(eq) * x {? / 6 € I1,}. Ainsi chaque
image réciproque W1(Ly), k € K, est contenue dans 7 (I;,). Nous avons la
décomposition :
OVa =L UO*Va, avec L =)L, Lip=V1(Ly).
keR

De méme les points intérieurs de £ = W~!(L) sont caractérisés par
Panalogue pour Y et 9V de la propriété (xx).

Pour tout sous-ensemble 2 de C x ID, ou de 0D x C, pour I C R, et
pour 6 € R, nous adoptons désormais les notations suivantes :
(24) Q) :=an{argye I}, Q0):=Qn{argy =06}.

Fixons 1 < k < ¢ et considérons maintenant les restrictions de F aux
ensembles VA (Ij). Visiblement :

).
(0(VaIi) ) (1) = (@Va)(Tx) = (¥7(0U) ) (1) = ¥~ ((0UA) (1) ).

Supposons d’abord k ¢ K. On a l'égalité (OUA)(Ix) = (0°®UA)(Iy).
Comme W préserve la propriété de saturation générique, les égalités ci-dessus
donnent : . .

(OVA)(Ik) = (0*VA)(I)), k¢ R.
Ainsi dans ce cas, chaque feuille est une courbe simple dont I'une des extré-

mités est située sur Va(6j-1), lautre extrémité étant située sur Va(6;).
D’ou :

Remarque 4.3.2. L’ensemble Va(I;) est une suspension au dessus de Iy,
pour k ¢ R.

Supposons maintenant £ € K. Le méme raisonnement montre que les
extrémités des feuilles de Fly, (z,) sont situées sur L U VA (0k—1) U Va(6k).

Lemme 4.3.3. [l n'existe pas de feuille de |y, 1), dont les deuz extrémités

o
sont situées sur L',.
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Preuve. Raisonnons par contraposé. Une feuille L' € F ’VA(Ik) telle que

o
OL' C L'y est I'image inverse par ¥ d’une partie connexe d’une feuille
de Fjy,, qui est parametrisée par ¢ ¢ (m), t € [0,27] et telle que m
et ¢jor(m) appartienne a Ly N {argy # Ok, Or+1}. Mais ceci est impossible
d’apres (4.3.1). 0O

Remarque 4.3.4. Chaque feuille de F |VA( Iy)» k € R, dont I'une des extré-

[¢]
mités m est située sur L'y, a son autre extrémité, que nous notons li(m),
située sur V(6g), ou bien sur V(6y_1). Par un argument de continuité nous
voyons qu’il existe 04 (k) € {01,060} tel que lx(m) € Va(64(k)), pour tout
[¢]

m € L';. Par extension nous obtenons une application analytique réelle
I+ L}, — V(0+(k)), m —— Ilx(m). Toutes feuilles de Fly, 1) qui n’in-
tersectent pas £}, ont une de leurs extrémités située sur V(6) et 'autre sur
V(0r_1). Finalement on obtient une application R-analytique “de transport
holonome”, que nous notons encore [,

et Vally) — Va(0+(k)),  {lk(m)} := Li(m) N Va(04.(K)),
avec Li(m) désignant la feuille de F|va(1,) qui contient le point m.

Considérons un intervalle I = [#',60"], 0 < §”—60" < 27 et un sous-ensemble
connexe fermé Q de D x 9D dont 'image par la projection (z,y) — y est larc
de cercle T := {(¢*?,0) | € I'}. Nous supposons que Flo est un feuilletage
en courbes lisses réelles. Considérons le sous-ensemble Q° C Q des points m
qui sont intérieurs a 2 pour la topologie feuilletée, i.e. il existe €, > 0, tel
que ¢} (m) € Q, pour —¢,, <t < €. Notons

050 =0\ Q0 ot Q8 =0\ (206)UQO") = ).

Comme 'union de deux ensembles de type suspension au dessus de T est
aussi de type suspension au dessus de Z, la définition suivante a un sens.

Définition 4.3.5. Nous appelons raboté de ) au dessus de I, le plus
grand sous-ensemble Rabr(Q) de Q2 de type suspension au dessus de I pour
la projection (z,y) — y.

Plus précisément,

Rab(€2) = 0 \ Sat(9rQ\ (Q(0") UQE")), Q2).

En particulier, si #” — 6’ = 27, c’est une suspension au dessus du cercle C’,
. ’ yall
pointée en Py := (0, ).

D’apres (4.3.4), pour k € 8 nous avons 1'égalité

Raby, (Va(It)) = Va(Iy) — Satz (L4 (11); Va(Ix))-

Cet ensemble est la suspension de Va(0_(k)) au dessus de Z, := {0} x
{9 /0 € I}, ot O_(k) est Pélément de {;_1,0;} autre que 6, (k). D’autre
part, pour k ¢ K, Va(I)) est déja une suspension et Raby, (Va(Ix)) = Va(Ik).
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Argy =0,

A Argr =0

/ W, \
=

=
/Azgi.r:f?jﬁl Arg_z;:{] }gy:ﬂj—l ArgQ‘

FIGURE 2. Description des lunules et du procédé de rabotage.

/ Va(ly) \
& =
N

Ainsi I'ensemble

q
WR = JWR ., avec WR, :=Raby (Va(li))
k=1
est une multi-suspension de longueur < ¢ au dessus du cercle C’, cf. (4.2.1).
Notons que d’apres la remarque (4.3.4) nous avons :

(25)  {WR (O1), WR (00} = {Va(O-(k), L(Va(0- ()} -

Supposons €4 > 0 assez petit pour que les difféomorphismes d’holonomie
B . et @Y . ne possedent pas de point périodique dans UX et V[ respective-
ment. Cela est possible grace a la dynamique en pétales de I’holonomie, cf.
[2, 10]. L’ensemble WR* := W\ C’ est O-connexe dans V%, car chaque feuille
de la restriction de F & Satz(L);Va(ly)) contient une extrémité d’une

feuille de Fjy; . En appliquant la proposition (1.2.4) on obtient : WR* q;—> VK.

Nous allons maintenant construire une multi-suspension Wi* C WR*
de longueur < ¢ — 1 au dessus de C’, qui sera 1-F-connexe dans Wg*.
Considérons la restriction de F a WY ¢—1 Y wR o Les feuilles sont des
courbes homéomorphes & un intervalle fermé dont les extrémités sont : ou
bien toutes deux situées sur W&q_l(ﬁq_g) U ngq(ﬁq), ou bien l'une est

située sur Wgy g—1(0g—2) U W& 40g) et T'autre sur la différence symétrique
Wg’qfl(qul) A Wg’q(ﬁqfl). Ainsi ensemble

1 — 0 0
WA,q—l = Rab]qilujq (WA,q—l U WA,Q)
est une suspension au dessus de I, (}_1 := 1,1 U I,;. L’ensemble

WA =W = (WR o UWR JUWA 4
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est une multi-suspension de longueur < g — 1. Par le méme argument que
précédemment la 0-F-connexité de WA* := WX \ €’ dans WR* est évidente.

: LT L* o Ti70 %
Il vient : Wi Q; Wi
En itérant ce procédé nous obtenons une succession de multi-suspensions
W C Wi_l de longueur < g — j, vérifiant :
q—1x J* 0% AF *
Wi % % WX % %WA VR

Ainsi Wg_l est une suspension, au dessus du cercle C’ pointée en Py :=
(0,€%), d'un ensemble A’ € D x {Py} qui vérifie les propriétés (1), (2) et
(3) de la proposition (4.2.3). Si 6y = 0, nous posons A’ := A’ et Uy =
Wg_l. Si 6y n’est pas nul, pour obtenir une suspension pointée en (0, 1),
nous effectuons une opération de rabotage supplémentaire : nous posons
J := 10, 27] et ’ensemble

U, :=Raby (WL ") a0 WL 9 V3.

convient.

4.4. Estimation de la rugosité et preuve de (4) de (4.2.3). Pour
prouver (4), nous allons estimer les éventuels “gains de rugosité” a chaque
étape de I'induction précédente.

Etape 1 : gain de rugosité par opérations de rabotage. Reprenons
les notations (24) du paragraphe précédent. Pour I = [¢/,6"] et pour Q C
D x {e? 6" <6 <0"}, posons :

erx(9) := max{e, (0((6"))) , e2(9(Q2(6"))},

1207 . := max{[|o(€2 (9’))Hx, 10(2(6"))]l}

en convenant que ey ,(9(€2(0))) = +oo, si I(2(f))) n’est pas un chemin
a.l.p.m..

D’apres (25) on a pour tout k =1,...,q
er(WR 1) = max {e,(Va(0-(k)), ex (lk(Va(0-(K))},
IWR 4lls, . = max {IVaO-(R)ll,, IG(VaO- (D), } -

La proposition (3.1.5) appliquée a la restriction du transport holonome
lelvaco_ k) : Va(0—(k)) — Va(04(k)) donne :

er (WA 1) < flea(Va(0- (k) + i [Va(0- (k) .}

IWR 4lly, o < NVAB- ()l

pour des constantes cg ), Cgo) > 0 appropriées. Il vient :

(26)  ena(WR4) < max_ex(Va(B(7) +ci” max [Va(®))l},

0
Rl e < max Va())ls.
W
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Appliquons de méme les inégalités (12) et la proposition (3.1.5) aux appli-
cations de transport holonome :

WR,g-1(0g-1) NWR 4(0g—1) — WX 4—1(0g-2)
WR, g1 (0g—1) NWR 4(041) — WR 4(0y)
On obtient aisément 'inégalité
(27) 91371793(Wi7q_1) < {max{e,(WR ,_1(04-1)), €x(WR 4(04-1))}+
W max{|[WR ,_1Og-1)llas W2 4(00-1)]la} }-
Ce qui donne grace a (26)

e, (WA L) < { max en(Va(6(7))) + i max Va8l 3.

Jj=1,....q

(1)

pour une constantes ¢; © > 0 appropriée. On montre de méme une inégalité :

Wil

En itérant ces majorations tout au long de I'induction précédente, on aboutit
a des inégalités similaires pour U), :

o1, (Uk) < f max_es(VA(O() +¢i"™" max [Va(6)] ).

2
< max [[Va(6))].-
J=1,....q

(g—1)
Va1, < ™) max Va6l
Pour obtenir les majorations (4) de la proposition (4.2.3), il suffit de prouver
I'existence de constantes ¢; et de fonctions 9; : Ry — R4, lim, 0 9;(r) =0
telles que :

(28)  ex(Va(6))) < fey (&) +0; (ALY, 1Va@)lle < cllAly.

Pour cela nous allons utiliser les propriétés de “I’application de Dulac” du
passage du col. Nous rappellerons brievement cette notion et, pour plus de
détails, nous renvoyons au chapitre 7.1. du livre de F. Loray [7].

Etape 2 : gain de rugosité par P’application de Dulac. Fixons j et
désignons par ¢; : Va \ Va(f;) — D x {e"%} D'application de transport
holonome (;(x, e?) := ¢}Eej _o) (2, €?). Désignons aussi par D(ey) la surface
de Riemann du disque fermé épointé {1} x D(e4)*. Nous désignons par re®,
0 <r < e4,0 R, les points de D(e4) et par y(re?) := (1,re"?), Papplication
de revétement. L’application holomorphe

@j = CjO\PflO)qu :Sj = {Tgw ’ 0<r<ey, 9]‘ <0<(9j+27r} —>VA(9j),

avec ¥ désignant toujours I'application de passage du col (4.2.2), se prolonge
au bord du domaine. Plus précisément, on voit facilement que 2 j(rgw) tend
vers W L(re%) pour 6 — 0; et D;(re?) tend vers hj(¥~1(re?)) pour § —
0; + 2m, out hj := ¢, est I'holonomie de F le long du cercle C’. Ainsi en
posant

5j(17 rﬁi(9+27rn)) = h‘;m(gj (Tgw)) , nez, h’j = ¢§/7T ’
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on obtient un prolongement analytique de ©;, noté ®;, qui peut étre défini
au voisinage d’un fermé S; O §; du type suivant :

Si={re J0<r<¢&(0)} cD(ey), avec&j: R — Rsg continue.

L’application ’)5j : ‘SN’] — Va(0;) s’appelle application de Dulac de F,

réalisée sur la transversale S; et & valeurs dans D x {e¢?i}. Tl est clair

que pour tout re?? € gj, les points (1,7e") et 5j(r§i9) sont sur une méme
feuille du collier Col(F).

Lemme 4.4.1. Soit G : Q — Va(0;) une application continue vérifiant les
propriétés : a) Q est un sous-ensemble connezxe de gj, b) pour tout m € €
les points x(m) et G(m) appartiennent a la méme feuille de Col(F), ¢) il
existe un point Py € ) tel que G(Py) = ﬁj(Po). Alors G = 6J|Q

Preuve. On sait que chaque feuille de Fc,(r) intersecte Va(6;) suivant 1'or-
bite de h; qui est un ensemble discret. Ainsi, si I'on se donne la valeur de
G ou de ’}5j en un point, les valeurs aux points voisins sont entierement
déterminées par la propriété b). L’ensemble des points de © ou G, et 55j
coincident est donc un ouvert. La connexité de () permet de conclure.  [J

Désignons par o;(0) =: (1,0;(0)e?), 6 € [0;,0; + 2r] un chemin
a.l.p.m. qui parametrise simplement JA dans le sens direct et mnotons
a; + R — D(ey), son relevé a;(0) := 0;(0)e?. Nous allons admettre
provisoirement les lemmes ci-dessous et prouver les inégalités (28).

Lemme 4.4.2. Pour ||A|l, assez petit, il existe 9; € Rsq tels que D; o
&j([@j,@j + ﬂj]) = 6VA(9]) et 0 < 19j < 27T()\ + 1).

Lemme 4.4.3. Lorsque y = re? tend vers 0 avec 6 variant dans un inter-
valle compact, (€D ;(y)/y*) tend uniformément vers 1 et (¥D(y)/D;(y))
tend uniformément vers \.

Le bord de Va(#;) est I'image du chemin &; par I’application 35]-, d’apres
le premier lemme ci-dessus. La seconde inégalité de (28) résulte donc direc-
tement du second lemme. La formule de composition analogue a (14) donne
la premiere inégalité de (28) en prenant pour 0;(r) le maximum de la va-
leur absolue de I'argument de yf); (y)/’}sj(y) pour y = e, avec o < r et
6; <0 <6;+2m(A+1). D’apres (4.4.3) comme X est réel > 0, 0;(r) tend
vers 0 lorsque r tend vers 0.

Prewve du lemme (4.4.2). Les feuilles de la restriction de F a 9D x D* sont
transverses aux surfaces Tp := {e?} x C*, 0 € [0, 2r[. Elles sont aussi trans-
verses aux surfaces 7Y C 0D x D* d’équation arg(y) = 6; pour le voir
on peut remarquer que Fip«xop est transverse aux surfaces T, C D* x 9D
d’équations arg(y) = 0 et que 'application ¥ de passage du col échange ces
deux feuilletages et transforme 7T} en T?. Ainsi, étant donné un chemin

(29) l— gbz)t((LyO) , L€ [Oatl]

d’extrémités (1,y9) € Tp et m; = QSffl(l,yo) € TY%, il existe une unique
fonction analytique réelle ¢, définie sur un voisinage de mg dans 7% et &
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valeurs dans R_g, telle que (ﬁfg(m) (m) € Ty et ¢(m1) = —t;. L’application
m — qbfg(m) (m) est un difféomorphisme local R-analytique de (Tp, mg) sur
(Tej , My ) .

D’autre part 9**Ux est 'ensemble des points ¢3 (1,y) avec (1,y) € OA
et 0 < t < 27. Ainsi tout point de I'j := 95 Un NTY% est relié dans 9D x D*
a un point de A, par un chemin du type (29) ci-dessus, avec 0 < t; < 2.
On déduit de ce qui précede que I'; est localement difféomorphe a OA.
Plus précisément I'; est un chemin analytique par morceaux, homéomorphe
A un intervalle ouvert, tracé dans T%. Le transport holonome induit une
application “localement injective” 3; : I'; — OA. Notons P; le point de
OA d’argument ;. Visiblement {P;} = T; N Ty = oUx N T%. Soit T'; la
compactification de I'; homéomorphe & un intervalle fermé. Nous pouvons
noter I'; :=T'; U{ P}, Pj’ }, avec I'application [3; qui se prolonge continuement
en une application Bj : fj — OAr telle que Bj (P)) = B](PJ’) = Pj. Celle-ci
se factorise en une injection Bj : fj — gj, si A est de taille assez petite.

Remarquons que 'application

D= (T o) s Q—Valy), Q:=45(T)),

satisfait les hypotheses du lemme (4.4.1). En effet a) et b) sont évidentes par
construction et c) résulte de la remarque suivante : U~ (re?) = D;(e”) si
0 = 0;. Ainsi D;(Q) = ~1(T;). Mais par construction ¥~ 1(T;) = dVa ().
Pour obtenir une égalité D jod; ([0, 0;+9;]) = OVa(6;), il suffit de remarquer
que 2 est I'image d’un intervalle par a;.

La longueur ¥; de cet intervalle est majoré par 27d;, ou d; est le nombre
maximum de points d'une fibre de I’application ;. Celui-ci se majore par la
variation de argument de y dans un chemin 7y, : t — ¢35 (1,90), t € [0, 27],
avec g € 0A. Ce qui donne :

1 d 1
dj < Re 7/ Y = Re 7/
27 Sy, Y 2im S,

Yo

d
<A+xyA<x,y>>j> <A tea,

ou ea est le maximum de |yA(z,y))| pour (z,y) € Ua. D’ou la conclusion.
U

Preuve du lemme (4.4.3). Remarquons d’abord que si 'on compose f)j par
I’application de transport holonome gzﬁ’_/wj, on obtient ’application de Dulac
réalisée encore sur gj mais & valeurs dans D x {1}. Toujours d’apres (3.1.5)
et (3.1.6), il revient au méme de prouver le lemme pour ®;, ou bien pour

®. Ainsi nous supposerons ; = 0. L’application ’}5j est alors 'application
de Dulac décrite dans le chapitre 7.1.4 de [7] et la premiere affirmation du
lemme, énoncée aussi dans la section 7.1.4. de cette référence, résulte des
estimations établies dans la preuve du lemme 2.2 de [10].

Considérons la forme normale formelle du germe de F au point singulier.
Elle est donnée par une 1-forme qui s’écrit :

(30) Wyo/go, ko i= G0 @ (1 + az™y* ) dy + poy (1 + (a — 1) a0y 0) da |
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avec a € C, k € N*, définissant un feuilletage noté F,, /4, &,o- D’apres [10]
il existe des applications ®; : Uj(rg, €) — Col(A), I =0,...,2k — 1, définies
et différentiables (au sens de Withney) sur les secteurs fermés

T

0 _

U, =u e Jo<r< _
1(ro, €) u {7"6 /0 <7 <, ok 2

Sw/k} NDxD,

[¢]
holomorphes sur les secteurs ouvert U;(ro, €), tangentes a lidentité en
chaque point des axes et qui conjuguent F, /¢ k.o & Flcoi(a)- Soit m, n € N
des entiers qui satisfont : mpg — ngg = 1. L’application multiforme

H = 2"y (a7 y ) om0 exp ( e )
pogou(z,y)*
est, sur C? privé des axes, une intégrale premiere de Fh,a- Elle est uniforme
sur Uy(ro, €) et sépare les feuilles de la restriction de F, /g0 ko & Ui(ro, €),
cf. [10] page 598. Ainsi, si deux points (1,y) et (z,e') appartiennent &
Ui(ro, €) et satisfont ’équation

(31) H(1,y) = H(x,e'"),

il existe un chemin dans une feuille de F,, /4, k,oz‘Ul(m,a) qui joint ces deux
points. On en déduit que toute solution de (31) est une détermination de
I'application de Dulac de F,, /4 k,«- Il en résulte aussi que les applications
de conjugaison ®;, [ = 0,...,2k — 1, induisent un systeme complet de
conjugaisons sectorielles (a la source et au but) entre des déterminations
de l'application de Dulac de F, /4 1 o €t de F. Ces conjugaisons sont
holomorphes sur les secteurs ouverts et possedent un développement
asymptotique tangent a 'identité a l'origine. On en déduit, grace a (3.1.5)
et (3.1.6), qu’il suffit de prouver le lemme (4.4.3) pour le feuilletage
Fpo/ao, k, o

Supposons désormais F = F, /0 ko Pour simplifier les calculs, re-
marquons d’abord que 'on peut se ramener au cas pgp = qo = k = 1.
En effet F,) /4,1 q est l'image réciproque de Fi 1 par lapplication
R(x,y) := (z"P0,y*90). Celle-ci est un revétement en restriction 4 C* x C*
et ses restrictions a des secteurs appropriés contenus dans des transversales
aux axes conjuguent les applications de Dulac respectives. Les conjugantes
g sont du type ¢(z) = cz”, avec z = x ou y et 3 € Qs ; elles ne modifient
pas la rugosité des courbes. Il en découle que le lemme (4.4.3) est satisfait
par Fp, /a0, k, a» des qu'il est par Fi 1 4.

Supposons finalement F = Fi 1, et §; = 0. En dérivant la relation (31)
on voit que le graphe I'application de Dulac z = ®;(y) est une solution de
I’équation différentielle :
ydr (14 ay)
zdy  y(1+ (a—1)x)’

Comme 5]- (y) tend vers 0 lorsque y tend vers 0 avec un argument borné,

(32)

on déduit de cette équation que (y@é(y) /®;(y)) converge alors et possede
la méme limite 1, que (D;(y)/y)- O
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5. BLOCS FEUILLETES ADAPTES DE TYPE SEIFERT

Dans ce chapitre nous démontrons le théoreme d’existence de blocs F-
adaptés (3.2.1), dans le cas o a € A est une composante irréductible D
du diviseur D, qui n’est pas contenue dans une branche morte. Au para-
graphe (5.1) nous construisons le bloc Bp et nous prouvons qu’il satisfait les
propriétés (BC1), (BC3), (BC3’), (BC4) et (BC4’) du théoreme (3.2.1). Il
reste alors & prouver la propriété (BC2), qui affirme que Bp est F-adapté.
Dans ce méme paragraphe nous réduisons la preuve de cette propriété, a
celle de la seule condition (BF4) de 1-connexité de OBp dans Bp. Celle-ci
sera montrée au paragraphe (5.3); mais auparavant nous introduisons au
paragraphe (5.2) les constructions et les descriptions auxiliaires dont nous
avons besoin.

5.1. Construction du bloc et réduction de la preuve de (3.2.1). A
partir d’'un disque ouvert ¥ contenu dans la fibre de mp au dessus d’un
point fixé Py de D*, nous allons d’abord construire un voisinage fermé
Bs,(D*) de D* dans m;'(D*). A la fin de cette étape nous indiquerons
comment un bon choix de ¥, ainsi que l'existence de “bons” voisinages
Bx(M;) des branches mortes M; adjacentes & D, permettent de définir
par une construction bord a bord adéquate, un bloc Bp qui satisfait les
conditions du théoreme (3.2.1). Ensuite a ’étape 2, nous construirons les
voisinages By,("M;). Enfin & I’étape 3, nous réduirons la preuve du théoréme
(3.2.1) a une forme faible de la condition (BC2).

Etape 1 : construction de Bs(D*). Choisissons une numérotation des
points singuliers sg,...,s, de F sur D, avec n := v(D) — 1, pour que
Sk+1s - - -, Sn soient les points d’attache des branches mortes My 1, ..., 90,
adjacentes a D. Visiblement il existe toujours au moins un point singulier
sur D qui n’est pas situé sur une branche morte ; ainsi 0 < k < n. Rappelons
les définitions (7) et (10) des compacts de D suivants :

D* =D\ ODsj, D* = D\ CJ D;,.
§=0 j=k+1

Donnons-nous des chemins simples réguliers analytiques réels :

o :10,1] — D! j=0,...,n,
(cf. Fig. 3), dont les images |o;| vérifient :
- loi| Noj| = 0, pour i # j;
- loilN Dy; =0, pour j # 0,i;
loj| N Dsy = {oj(1)} C ODs,;
-sii=1,...,k alors |o;| N Dy, = {0:(0)} C dDs, ;

-sij=k+1,...,nalors |oj| N Dy, est un chemin radial de o;(0) = s; &
0;(1/2) € dDs,.
Considérons aussi le sous-ensemble simplement connexe de D défini par :

n
D :=D*\ | |oj].
j=1
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O/R{C/ICI

Py

Fi1GURE 3. Numérotation des points singuliers et description
des courbes auxiliaires.

Fixons un point de base Py € D® et notons encore 7p : 7Tp, (D*) — D*, la
restriction au bloc de Milnor 7;, (D*) de la fibration (8) construite en (2.2),
11 > 0 désignant encore une hauteur d’uniformité introduite au paragraphe
(2.2). Soit & C w5 (Pp) un disque ouvert dont le bord est lisse par morceaux.
La restriction Fpo := ]-'|7r51( pey de F a 7 (D®) est un feuilletage produit,
car D° est simplement connexe. Plus précisément, il existe une constante
C > 0, telle que si |F(Q)| < C, larestriction de 7p & la feuille de Fpo passant
par QQ € 7r51 (Py) est un difféomorphisme sur D°. Choisissons ¥ assez petit
pour satisfaire I'inégalité | S||p = max{|F(Q)|, Q € ¥} < C et considérons
la réunion By,(D°) des feuilles de Fpo qui intersectent . Par relevement
des chemins dans les feuilles suivant 7p, on construit un biholomorphisme
©° 1 D° x ¥-"5B5(D°) qui conjugue le feuilletage horizontal a Fpe et qui
vérifie :

mp(p°(P,Q)) =P et ¢°(FP,Q)=Q pourtout P e D%et@eX.

Comme le bord de D¢ est lisse par morceaux, il existe une uniformisation °
de l'intérieur de D® dans D par le disque unité D, qui s’étend continuement
au disque fermé D. Ainsi le biholomorphisme ¢° := ©° o (¢° x idy) s’étend
en une application continue ¢ : D x ¥ — T, (D*). Soit By,(D*) I'image de ¢
et
Bs(D*) = By(D*)\ D.

Le type d’homotopie de By (D*) dépend de la taille et de la rugosité de
Y. En effet, pour P € D°, la fibre WBl(P) N By (D*) est 'image de ¥ par
Iapplication d’holonomie h, : 75" (Py) — 7' (P) du feuilletage le long
d’un chemin « tracé dans D°, joignant Py & P. Par contre si P est un
point d’une courbe |o;|, alors la fibre p := 7, (P) N By (D*) est égale &
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I'union hq(X) U hg(X), out o et 3 sont des chemins d’origine Py contenus
dans D°, sauf leur extrémité qui est commune, égale & P et atteinte par des
cotés différents de la courbe |o;|. A priori cette union pourrait ne pas étre
simplement connexe. Une conséquence directe de la proposition (3.1.5) est
la suivante :

Remarque 5.1.1. Reprenons les notations de (11) et (13). Il existe une
constante C7 > 0 telle que pour tout P € D*, la fibre X p vérifie les estima-
tions suivantes :

(33) er Xp) < {er(X)+CilZllr}l et [[Zplr < Cil[X]F.

On en déduit que si ¢(X) = max{er(X),||X||r} est assez petit, alors toutes
les fibres X p ont une rugosité finie et sont donc étoilées. Plus précisément, en
désignant toujours par 7; ’hauteur d’uniformité introduite au paragraphe
(2.2), on ale

Lemme 5.1.2. I existe une constante C' > 0, telle que si ¢(X) < C’, alors
pour tout g < 1 et tout 0 < n < ng, Bs(D*) est contenu dans T, (D*) et
se rétracte sur 7,7 (D*). En particulier, Uinclusion 7,(D*) C Bs(D*) induit
un isomorphisme au niveau des groupes fondamentauz et ceux-ci admettent
la présentation suivante :

(34) (ag, ... an,c |ap---an==7", [ap,c] =1, r=0,...,n),

ot : {a;}7_o sont les relevés, par une section de la fibration triviale mp :
By (D*) — D*, d’un systéme de générateurs géométriques de m(D*); ¢
est le générateur du groupe fondamental de la fibre générique qui s’identi-
fie a D* ; et —v est égal a 'auto-intersection (D, D). D’autre part, chaque
composante conneze du bord de 1,7(D*) est contenue dans une composante
conneze du bord de Bs(D*). Cette inclusion induit un isomorphisme au
niveau des groupes fondamentauzx, ceuz-ci admettant pour présentation :
(aj,c| [aj,c]=1), j=0,...,n.

Démonstration. Supposons C > 0 assez petite pour que les fibres ¥ p soient
toutes étoilées. Pour définir la rétraction, il suffit d’intégrer un relévement
du champ radial 9/0z par F' : T,, — Dy, en un champ tangent aux fibres de
7p. Remarquons que par définition les lacets {gj VODs, \/gj_1 _o forment un
systeme de générateurs géométriques de 71(D*), on g; = 0,81 j =0,...,k
et ou 0 = ojj1/21], st J = k+1,...,n. Le seul point de la présentation
(34) qui n’est pas évident, est le fait que I'exposant v de ¢ dans la relation
ap---a, = ¢’ soit égal a —(D, D). Ceci est facile a voir dans le cas v =
1; c’est une conséquence directe de la description de Opi(—v) comme le
quotient Op1(—1)/Z, dans le cas général, voir aussi [14]. O

Notons que chaque composante connexe
9;Bs(D*) := Bs(D*) N7y (0D,),  j=0,...,m,

du bord 9By (D*) est de type suspension pour j = 1,...,n et de type multi-
suspension pour j = 0, cf. (4.2.1). En effectuant le procédé du “rabotage”
décrit dans (4.3.5) nous construisons un sous-ensemble de type suspension
Ay qui est 1-F-connexe dans JyByx(D*), dans le cas ot ’holonomie hy de
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0D, n’admet pas de domaine invariant. Dans le cas contraire, nous pre-
nons pour Ay, un domaine invariant par ho et contenu dans 9yBx(D*).
A D'étape suivante, nous montrons 'existence d’un voisinage By, (91;) de
chaque branche morte M;, 7 = Kk + 1,...,n, adjacente a D, tel que
Bx (M) := Bx (M) \ (M; U D) satisfait les propriétés :

(BM1) Bx(9M;) est F-saturé dans 7" (M),

(BM2) le bord 0Bx(M1;) est contenu dans wgl(apsj) N Bs(D*) et est inva-
riant par I’holonomie h; de dDs; C D,

(BM3) Bs () est maximal pour l'inclusion parmi les sous-ensembles de
7.}, (M;) qui vérifient les propriétés (BM1) et (BM2).

Remarquons que la propriété (BM3) implique I'unicité de Bx(9;). Cela
nous permet de définir :

35 Be(Dh) = (Bs(0)\ U 9Bs(0)) U U Bs(my),
j=k+1 j=k+1

(36) Bp = (Bz(Dﬁ) \ 8032(1))) U Ap et OoBp := Ay,

en choisissant le disque ¥ de la maniére suivante :

— si k > 1, nous numérotons les singularités pour avoir 7p (V) C D, ,
nous prenons pour o1(0) € D, le “point de rupture” de la suspension
V, nous choisissons Py sur dDs, \ {o1(0)} et nous posons ¥ := 7, (Py)N
V;

— si k =0, D est nécessairement la composante initiale de D, d’apres la
proposition (2.2.1). Dans ce cas nous prenons pour Py un point quel-
conque de D° et pour ¥ un disque conforme assez petit de rugosité
nulle.

k
Il est clair que dBp = | V; est de type suspension et que Vi = V lorsque
=0

D n’est pas la composante initiale de D. Cela prouve les propriétés (BC3)
et (BC3’) du théoreme (3.2.1). Quant aux propriétés (BC4) et (BC4’), elles
résultent immédiatement de la remarque (5.1.1).

Etape 2 : construction et description de Bs(9M;). 11 est bien connu
que I'holonomie h; de F le long du lacet dD;; C D est périodique. Notons
pj, la période positive minimale de h;. Il est facile de voir que F possede au
voisinage de chaque branche morte 91;, une intégrale premiere holomorphe
fj s’annulant sur 9; U ﬁsj. D’apres la proposition (3.1.5) et les propriétés
(12) il existe une constante C” > 0 telle que si max{ep(X), |[|X|r} < C”
alors, pour chaque j = k+1,...,n, 'ensemble

1
5= 0,172) N hi(Seyay2) N NRYT (3o, 1/2)

est un disque conforme, ouvert, invariant par I’holonomie h; et dont le bord
est de F-rugosité finie. Si A; est I'image de X; par I'intégrale premiere f;,
alors I’ensemble

(37) Be (M) = £ (&) \ 75 (D\Ds,),  Aj = A;\ {0},
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vérifie les propriétés (BM1)—(BM3) précédentes.

Remarquons que pour le feuilletage donné par dF ’ensemble By (9;)
que nous venons de définir coincide avec 7,*(9M;), si I'on choisit ¥ pour
avoir F((¥) = . En effet, dans ce cas nous pouvons prendre pour f;, la
restriction de F' & un voisinage de 9; U Esj

Maintenant nous allons donner une liste de cing propriétés techniques de
Bs(M;) qui interviendront maniere essentielle a I’étape 3, pour réduire la
preuve de (3.2.1) a celle de (5.1.5). La plus remarquable de ces propriétés
est peut-étre le fait que By (9;) admet de maniere naturelle une fibration
de Seifert au dessus de Ds,. En (5.2) nous étendons cette fibration le long de
tout bloc fondamental Kp, (2.2.4), en une fibration de Seifert de base D¥.
Celle-ci jouera un réle clé dans la preuve de (5.1.5). La notion de D" -fibration
Seifert que nous considérons ici est ’analogue a la définition classique de
fibration Seifert en cercles. Plus précisément, une application différentiable
o:V — S d’une 4-variété & bord V sur une surface S est appelée ici D'-
fibration de Seifert, si tout point P de S admet un voisinage U tel que
la restriction de o & o~ 1(U) est equlvalente au modele local o, : D X D" —
D défini par o,(z,y) = 2%(y/|y|) ", avec des entiers 0 < b < a premiers
entre eux. Remarquons que la restriction de o & D x dD (i.e. & |y| = 1)
est une S!'-fibrations de Seifert au sens classique, cf. [15]. On dit que la
fibre correspondant & {z = 0} est exceptionnelle de type (a,b). Toutes
les autres fibres de o~!(U) admettent des voisinages tubulaires modelés
par 01,0, c’est a dire sur lesquels o est une D"-fibration localement triviale.
Comme dans le cas classique, pour toute D*-fibration Seifert o : V — S, il
existe un revétement ramifié p : S — S, tel que le pull-back ¢ := p*o de
V= p*V en S est une D"-fibration localement triviale. En effet, il suffit de
considérer le modele local o, et le revétement ramifié p, : D — D donné
par pa(r) = 2.

Proposition 5.1.3. Si max{er(X), ||Z||r} < C”, alors Bs(M;) vérifie les

propriétés suivantes :

(a) il existe une carte holomorphe x; = (xj,y;) : Ty, (Ks;) — D x D, telle
que Dy, = Xj_l({yj = 0}), xjonp = x; et la restriction a Tp, (Ks;)
de lintégrale premiére holomorphe f; s’écrit sous la forme f;(x;,y;) =
:B?jy?j, ot —q;/p; € Qo est la fraction réduite de Uindice de Camacho-
Sad du feuilletage F par rapport a D au point singulier s; ;

(b) OBs:(M;) U Dy, est une 3-variété a bord qui est un voisinage de ODs;,
dans ﬂBl(aDsj) ;

(c) il existe un C*-difféomorphisme ®; : Bs(9M;) — D x D*, qui conjugue
la restriction de F, au feuilletage horizontal et qui envoie OBx,(M;) sur
OD xID*. En particulier, la restriction de F a OBs(9M;) est un feuilletage
en cercles dont chaque feuille est le bord d’une feuille de FiBs(om;) 5

(d) les générateurs a; et ¢ du groupe fondamental de la composante connexe
de OBs(D*) qui se rétracte sur OBx(9M;), s’identifient respectivement
aux classes d’homotopie des lacets (positivement orientés) Xj_l({|xj| =
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€5, Yj =¢€5}) et a Xj_l({a:j =¢j, |yj| =¢€;}), avec €; > 0 assez petit. De
plus, le groupe fondamental de Bx,(9;) admet la présentation suivante :

(88)  mBs) = (aj.c |lagd =1, af =) = Zla] e ™),
ou mj,n; € N, n; <pj, vérifient la relation m;p; —n;q; = 1;

(e) la restriction de np a OBs (M) se prolonge en une D" -fibration de Sei-
fert oo, : Bx(M;) — Esj de classe C1 et transverse a F, avec exacte-
ment une fibre exceptionnelle Us;zi(sj), qui est de type (pj,nj).

Preuve. La propriété (a) est bien connue et 'assertion (b) est évidente a
partir de la caractérisation (37) de By (91;). Pour montrer (c), remarquons
d’abord que si D' C 9; est la composante extrémale de valence 1, alors il
existe un C'-difféomorphisme By (M;) N 7,, (D')—>D x D* qui conjugue F
au feuilletage horizontal. Si D’ C 9; est une composante de valence 2 ayant
pour singularités du feuilletage s’,s” € D" alors D™ = D"\ (D!, U D) est
une couronne et possede un champ de vecteurs réel dont chaque orbite relie
un des cercles de son bord 0D, a 'autre 0D’,. En intégrant le relevé de ce
champ aux feuilles de F via wps on obtient des C'-difféomorphismes

Bs(M) N T, (D) > (Bs(My) N7t (9DL)) x [0,1]

s (Bs(y) N (0DL) x [0,1].

D’autre part, pour toute singularité s du feuilletage située sur 91;, nécessai-
rement point d’intersection de deux composantes D’ et D" de £, la restriction
de F a 7, (K,) est linéarisable avec un résidu X rationnel positif. D’apres la
description faite dans la section 4.1, on obtient des difféomorphismes

~

Bs(M;) N Ty, (Ks) — (Bg(imj) ﬂwB}(@Dé)) % [0,1]
— (Bz(ﬁﬁj) ﬂwg},(ﬁD;’)) % [0,1].

Il est clair que les feuilles de F |5, on,) sont obtenues en collant bord a bord
un disque avec une succession des couronnes. En fait les difféomorphismes
précédents se recollent pour donner un C-difféomorphisme global

(I)j : Bz(gﬁj)éﬁ x D*

satisfaisant les propriétés requises. Nous laissons les détails de cette construc-
tion au lecteur.

La description des générateurs a; et ¢ dans 'assertion (d) est évidente
d’apres le lemme (5.1.2). D’autre part, il est clair que la restriction de f; &
Bs: () est une fibration localement triviale en disques (car elle est homo-
tope a pry o ®;). On déduit de la suite exacte d’homotopie que I’application
V]~ 5 ijj est un isomorphisme entre 7 (Bx;(91;)) et Z. D’apres la des-

v f
cription locale des générateurs a; et ¢, on a : % faj % =g et ﬁ /. % = pj.
J J
D’ou a? = c% dans 7 (Bs(M;)) = Z et ce groupe admet a;nj ¢~ ™ comme
générateur des que m;p; —n;q; = 1.

Pour prouver l'assertion (e) considérons l’application :

¢j . Sl x ﬁ* - Sl % ﬁ* ’ ¢j(ei91’rei02) — (ei(mj01+nj62)’ TQjei(Qj01+pj02)) ’
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ot S' = 9D. C’est un difféomorphisme dont I'inverse est :

¢;1(6101’r6102) — <ez(pj01—nj92)7rqj eZ(—Qj01+mj92)> )

La restriction de ®; & dBx(9M;) coincide avec pjox;: OBs(M;) — S x D"
L’application ¢; := xjomp o <I>j_1 :S!' x D" — SY, qui s’écrit aussi sous la
forme ¢; (1, re?2) = ¢iPi%1-1392) "admet un prolongement SE DxD" —D
obtenu en posant S (z,7€%2) = aPeM02 = 5, (2,y),y = rei? € D". Celui-
ci satisfait visiblement les propriétés suivantes :

(a) larestriction de ¢; a chaque feuille D x {re?2} du feuilletage horizon-
tal H est un revétement ramifié avec l'origine comme unique point
de ramification (non-triviale, sauf si p; = 1),

(b) chaque fibre de ¢, y compris la fibre exceptionnelle gj*l(O), est une
courbe lisse C*° transverse a chaque feuille de H.

Posons ooy, 1= gjo ®;. Pour achever la preuve il suffit de voir que p; # 1.
Visiblement p; est la période de I'application d’holonomie h; du feuilletage
Fle long du lacet 9Ds;. Or on sait que ’holonomie au point de branchement
d’une branche morte n’est jamais l'identité, cf. [12] lemme (6.2.5). O

Etape 3 : réduction de la preuve du théoréme (3.2.1). Posons : Cp :=
min{C,C’,C"} > 0. Les assertions (BC3), (BC3’), (BC4), (BC4’) ont déja
été prouvées a I’étape 1. Montrons ’assertion (BC1). D’apres la présentation
(38), si max{ep(X),||Z||r} < C” et si 0 < n < m est assez petit, alors
les inclusions 7,"(M;) C Bx(M;) et 97,7(M;) C IBx(9M;) induisent des
isomorphismes a niveau des groupes fondamentaux. Remarquons aussi que
nous avons : 97,7 (M;) = 7,7 (M;)NT,7 (D) et OBx(M;) = Bx(M;)NBs(D*).
Ainsi assertion (BC1) de (3.2.1) découle de la remarque (2.1.3) et du lemme
(5.1.2). Pour achever la preuve du théoreme (3.2.1) il ne reste plus qu’a
montrer 'assertion (BC2) de F-adaptabilité du bloc Bp, i.e.

(i) le bord 9Bp est incompressible,

(ii) F est transverse a 0Bp,

(iii) chaque feuille de F|,, est incompressible dans Bp,

(iv) 8BDQ;—>BD.
En appliquant le théoreme de Seifert-Van Kampen et en utilisant les pré-

sentations (34) et (38) nous obtenons la présentation explicite suivante du
groupe fondamental 71 (Bp) :

Dj

(39) <a0,...,an,c‘a0~--an:cl’, [ar,c] =1, a;’ =¥,

J

r=0...m j=k+1,..n).

Visiblement le groupe fondamental m1(V}) = (aj,c|[a;,c] = 1) de chaque
composante connexe V; du bord de Bp, j =0,...,k, s’injecte dans 71 (Bp) ;
d’ou (i).

Remarque 5.1.4. En appliquant de fagon récurrente le théoreme de Seifert-
Van Kampen aux blocs {7,"(Kq)}aca et & I'aide de la présentation (39) du
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groupe fondamental de m1(7,"(Kp)), nous obtenons la présentation (3) de
Wl(T;) énoncée dans 'introduction.

La propriété (ii) est évidente par construction. Nous allons voir main-
tenant que ’assertion (iii) est une conséquence de (iv). Soit L une feuille
de F|5,. Comme par construction de Bp, la feuille L intersecte dBp, nous
pouvons considérer un point p de LNOBp. Désignons par s la singularité de
D associée a la composante connexe de dBp qui contient le point p et que
nous notons ici d,Bp. Distinguons deux cas :

— si s est linéarisable avec résidu A\ € Q > 0, alors la description faite
dans la section (4.1) implique que L N d,Bp est incompressible dans
apBD ;

— sinon, ou bien A ¢ Q, auquel cas s est linéarisable d’apres les hypotheses
du théoreme principal, ou bien s est une singularité résonante. Dans les
deux cas, L N 9,Bp = R est simplement connexe, donc incompressible
dans 9,B8p.

En combinant I'incompressibilité de L N d,B8p dans 9,Bp avec l'assertion

1
(iv) et la transitivité de la relation 2, nous obtenons les relations

{p}q}OpBDq;BD,

c’est a dire 'incompressibilité de L dans Bp.

Effectuons une derniere réduction du probleéme en utilisant la relation
1
(%BD‘%;@OBE(Dﬁ) : par transitivité, la propriété (iv) est impliquée par la

proposition suivante :
Proposition 5.1.5. Le bord de Bx(D*?) est 1-F-connexe dans Bs(D?).

Finalement, pour achever la preuve du théoréme (3.2.1), il suffit de prouver
(5.1.5). Le reste de ce chapitre est consacré a cette démonstration, mais il
nous faut préalablement introduire quelques constructions auxiliaires.

5.2. Constructions et descriptions auxiliaires. Pour alléger et uni-
fier les notations dans les sections suivantes, nous écrirons B* := Byx(D*).
Considérons 'application :

o: B — D¥,

qui est égale & ogn; en restriction a chaque voisinage Bx(9M;), j = k+1,...,n
et & mp ailleurs. Elle satisfait toutes les conditions des fibrations de Seifert,
sauf peut-étre la locale trivialité aux points de recollement, c’est & dire aux
points de ensemble = := (0D* U U§:1 |oj|). En fait, comme chaque fibre de
o est étoilée, o est une pseudo-fibration (de Seifert) singuliere dans =, dans
le sens suivant :

Définition 5.2.1. Nous dirons qu’une submersion surjective entre deux
variétés différentiables o : E — B est une pseudo-fibration (de Seif-
fert) singuliére dans S C B, s’il existe E' C E tel que la restriction
O\ ¢ E' — B est une fibration de Seiffert dont aucune fibre exceptionnelle
n’est contenue dans S, s’il existe une rétraction par déformation de E sur
E’" donnée par une homotopie qui commute avec o et si de plus E' et E
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coincident au dessus du complémentaire d’un voisinage ouvert de S dans B,
que l’on peut choisir arbitrairement petit.

A. Revétement ramifié adapté a la pseudo-fibration. Nous allons
définir un revétement ramifié qui trivialisera ¢ au voisinage de la fibre sin-
guliere. Il est bien connu (cf. [15]) que la base de toute fibration Seifert, en
tant qu’espace de fibres, admet une structure d’orbifold ayant comme points
de ramification les projections des fibres exceptionnelles. Ainsi, d’apres le
point (e) de la proposition (5.1.3), D* est un orbifold avec points de ramifi-
cation Sg41,-.., s, d’ordres respectifs py41,...,pn; d’ou I'isomorphisme

n
(DY) = (ag,...,an| [Jai =1, &’ =1, j=k+1,...,n) =2m(D")/K,

=0
n
ou K est le sous-groupe normal de 71(D*) = (ag,...,an| [[ a; = 1) en-
i=0
gendré par les éléments a] , 7 =k+1,...,n. Le lecteur non familiarisé

avec ces notions peut prendre I'isomorphisme ci-dessus, comme la définition
de 7¢™(DF), sans avoir besoin d’autres propriétés. Soit p* : D* — D* le
revétement associé a K. Il existe une extension p : D — D de p*, qui est
un revétement ramifié, d’ordre p; au dessus de sj, pour j = k+1,...,n.

Remarquons que D est simplement connexe, car p* déroule tous les lacets de
D>, sauf les lacets a 7 et par construction ces derniers bordent des disques
dans D. COHSlderons le pull-back B:=D X (p,0) B de la pseudo-fibration de
Seifert par p : D — D!, défini par le diagramme cartésien suivant :

/\

B - Bt
S
D —" . pt
Visiblement & : B — D ne possede pas de fibres exceptionnelles. Nous ver-

rons dans le paragraphe suivant que D est contractile et que par conséquence
o est une pseudo-fibration triviale, dans un sens clair.

B. Graphe adapté au revétement ramifié précédent. Afin d’unifier
les notations nous écrirons désormais :

Ft = Fpe et F=pFt.

Soient Py € D° et Pj € |oj|ND*, j =1,..., k. Nous noterons aussi P; := s,
sij=k+1,...,n. Considérons des chemins réguliers simples (analytiques)
7+ 0,1] — DY j = —k,...,—1,1,...,n tels que, si I'on désigne par 1751
I'image de 7; privée de ses extrémités, les propriétés suivantes sont satisfaites
(cf. Fig. 3) :

- 75(0) = Py et 75(1) = Pj;

- I7jlc D?;

- nlN]m[=0si j # ¢;

- inds; (7¢ - Te)—55811<j,€</€
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FIGURE 4. Le revétement ramifié p : D — D!, pour k =0,
n =2, p1 =2, po = 3. Les graphes G et G sont en pointillé.

Considérons la structure de graphe combinatoire G définie sur I’ensemble

j=—Fk

en décrétant que les sommets sont les points Py, Py, ..., P, et les arétes les
courbes |7;|. Nous laissons au lecteur le soin de prouver le lemme suivant, a
l'aide d’un champ de vecteur approprié par exemple.

Lemme 5.2.2. Il existe une rétraction par déformation q : D¥ — |G|, telle
que q(loj|) = {P;}, j = 1,...,n et telle que la restriction de q & chaque
composante connexe de

D% \ {01(0),...,04(0),01(1),...,0n(1)}
est injective.

Relevons cette rétraction par p, c’est a dire considérons 'unique rétraction
par déformation §: D — |G| := p~1(|G|) qui vérifie la relation de commuta-
tion po g = go p. Il existe un unique graphe combinatoire QA dont |§ | est la
représentation géométrique et tel que p est la représentation geometrlque
d’un revetement de graphes g — G. Comme D est simplement connexe, g
est un arbre et D est contractile.
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C. Description des feuilles de F. Appelons plaque de D, I'adhérence
dans D de toute composante connexe de I'image réciproque

n
p [ DF\NU oyl | € D.
j=1

Appelons partie sécable d’une plaque M de D , toute composante connexe
de 'ouvert

n
p ! U Ds, | N M.
j=k+1
Appelons sous-plaque de la plaque M, toute différence N := M\ S, ou
S est une union non-vide de parties sécables de M. La plaque M D N sera
dite plaque associée a la sous-plaque N et sera notée N¢. Remarquons
que l'on a :

(40)  GIN) =GN, GTHGWN) =N°® et N°NOD=NNID.

Appelons maintenant plaque d’une feuille L de F , toute composante
connexe M’ de I'image réciproque par 6@ d’une plaque M C D.

Lemme 5.2.3. La restriction de ¢ a une plaque de L est mjective et son
image est une plaque ou bien une sous-plaque de D.

Démonstration. L’holonomie autour du point d’attache d’une branche morte
n’est jamais l'identité, i.e. p; > 1 pour tout j =k +1,...,n, cf. [12]. O

Si I'image par & d’une plaque M’ de L est une sous-plaque, nous dirons que
M’ est une petite plaque.
Considérons une composante connexe I' de L N (p o o) 1(dDy;), j =k +
1,...,n. Une et une seule des deux éventualités suivante est réalisée :
[¢]
(1) T est un cercle; alors I' C L borde un disque dans L et la restriction
de & a I' est injective,

(2) I est un segment ; alors I' est contenu dans 8f, il existe des petites
plaques N1,...N;, r < p;, deux & deux distinctes telles que : I' =
ru---ur,, Iy CB./\/’]-, ti(ijPjH =1), v NIy =0 si |k —1] #1,
et la restriction de & a (Jj_; \Vj est injective.

Dans I’éventualité (2), nous appellerons piéce associée a I', ’ensemble :

P(L) = [J (@WN;)°\ G(N).-
j=1

Remarquons que P(T") est un secteur du disque p_l(DS].), pour un j €
{k+1,...,n} approprié. Il est ainsi clair que ¢(I") (qui est homéomorphe &
I'), est un rétract par déformation de P(I').

Notons (I'y)aca, la collection des composantes I' du type (2). Nous appe-
lons complété de la feuille Lle quotient

~

L= (Lu || P(r)/ ~

ac
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ou | | est le symbole de 'union disjointe et &~ est la relation d’équivalence
suivante :

(a) SiacLetbe P(y),alors a~bssiacTyetb=3d(a),

(b) a € P(I'y) est équivalent a b € P(I'g) ssi « = et a =b.

Remarque 5.2.4. Chaque feuille L de F se plonge proprement sur un
fermé de LC qui est un rétract par deformatlon de L¢. Considérons donc
désormais L comme un sous-ensemble de L¢. La restriction O"\ de l'appli-

cation & a L se prolonge a L¢ en une application notée O'E, dont I'image
est 'union des plaques de D qui intersectent 8(2) Ce prolongement est
un difféomorphisme local : plus premsement sa restriction a chaque compo-
sante connexe de I'image réciproque (O’E) (M) d’une plaque M de D, est
un difféomorphisme sur M. En effet, avec les notations de 1’éventualité (2),
on voit que la restriction de 8% a P(I') UUj—1 Nj est un difféomorphisme
sur I'union des plaques Jj_; (N;)°.

FIGURE 5. La feuille L et la feuille complétée L¢ vues comme
réunion de plaques. Image symbolique de BY.

Lemme 5.2.5. :L¢ — D est injective et L¢ ainsi que L sont contractiles.

Pour chaque sommet s d’'un graphe G nous définissons 1’étoile de s comme le
sous-graphe de G dont les arétes sont exactement les arétes de G adjacentes
a s.

Sous-Lemme 5.2.6. Soit h : G — A un morphisme localement injectif

d’un graphe connexe G dans un arbre A, i.e. la restriction de h a ’étoile de
chaque sommet s de G est injective. Alors G est un arbre et h est injective.

Preuve. En considérant une exhaustion de A par des parties connexes fi-
nies, on peut supposer que A est un arbre fini. Nous raisonnons alors par
récurrence sur le nombre de sommets de A. Si A n’a qu'un seul sommet,
alors G aussi. Ainsi G est un arbre et h est injectif. Sinon, il existe un sommet
d’extrémité s’ de A. Comme h est localement injectif, tout s € h='(s’) est
un sommet d’extrémité de G. Sil’on enléve les sommets d’extrémités et leurs
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arétes adjacentes aux graphes A et G, on obtient un nouveau morphisme lo-
calement injectif A’ : " — A’, on A’ est un arbre avec un sommet de moins
que A et G’ est toujours connexe. O

Preuve du lemme (5.2.5). Soit |G7| la pré-image par 3% de |G|. Comme 8%
est un difféomorphisme local, cf. (5.2.3) et (5.2.4), il existe un graphe com-
binatoire G dont |G7| est la représentation géométrique et un morphisme
localement injectif h : G — G dont la représentation géométrique |h| est
égale a la restriction de 8% a [Gz]. Or |Gz est 'image par la rétraction g

de la feuille complétée Le qui elle, est connexe. Nous en déduisons que G

est un graphe connexe. D’autre part, nous avons déja remarqué que G est
un arbre. Le sous-lemme (5.2.6) implique que h est injectif et que QZ est un
arbre. Ainsi L¢, qui se rétracte sur |G|, est contractile et |h| est injectif. En
utilisant de nouveau (5.2.3), l'injectivité locale de 8% donne l'injectivité de

8%. D’autre part, la contractibilité de L résulte directement de celle de EC,
ce qui acheve la démonstration. O

Lemme 5.2.7. La restriction de la rétraction q a toute composante connexe
H de 0D est injective et H = R.

Preuve. 11 découle du lemme (5.2.2) que la restriction de g & I'intersection de
H et d’une plaque de D est injective. Ainsi il existe un graphe combinatoire
‘H dont H est la représentation géométrique et un morphisme localement
injectif ¢y : ' H — G dont q est la représentation géométrique. Le sous-
lemme (5.2.6) implique que gy est injectif et H est un arbre. L’injectivité
de ¢ en découle. En fait H est une copie de R car H, étant une composante
du bord de la 2-variété lA), est une 1-variété lisse. O

~

Lemme 5.2.8. Le bord de B est 0-F-conneze dans l§, i.e. OBwB.

wPo

Preuve. Considérons un chemin a : [0,1] — OB, dont les extrémités sont
dans une feuille L de F et montrons qu'il existe un chemin ¢ : [0,1] — dBNL
de mémes extrémités que a. Par définition, 'image de |a| par & est contenue
dans une seule composante connexe de dD. Celle-ci étant une de copie de
R d’apres (5.2.7), considérons le chemin géodésique ¢ joignant dans dD les
extrémités de o o a. Le lemme (5.2.7) implique aussi que go ¢ est un chemin
géodésique de \é |. Ce chemin joint deux points de g o 5(L). Cet ensemble
est connexe et, comme G(f/) est une union de plaques ou de sous-plaques, il
est d’apres (40) la représentation géométrique d’un sous-arbre de G. Ainsi
|G o ¢ est nécessairement contenu dans §o 5(L). Toujours d’aprés (40) nous
avons : ¢ H(§(G(L)))NdD = (L) N D, cette égalité étant vraie pour toute
union de plaques et de sous-plaques. Il vient 'inclusion : ¢ C 8(2). D’apres
le lemme (5.2.5), ¢ se releve dans L en un chemin ¢ de mémes extrémités
que a. O

5.3. Preuve de la proposition (5.1.5). Pour montrer la 1-F!-connexité
de 9B! dans B, fixons une feuille L de F* et considérons deux chemins de
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mémes extrémités :
a:[0,1 — 0B et b:[0,1] — L*,

qui sont homotopes dans B?. Dans L on peut homotoper b & un che-
min, qu’on continuera a noter b, ne passant pas par les disques conformes
Uﬁl(Dsj) ﬂf}ﬁ, j=k+1,...,n,
n
lal, |b] € B := B\ : U a_l(Dsj).
j=k+1

Comme la restriction de p & p—'(B*) est un revétement, il existe des p-
relevements @ : [0,1] — 8B et b : [0,1] — L de a et b, de méme origine. Le
lacet b~!va = ﬁ(gfl\/ a) est homotope dans Bf & un lacet constant et son
image par o est contenue dans I’ensemble D*. D’apres (5.1.2) et (39) nous
avons les isomorphismes

m(BY)/(¢) = 7™ (DF) = m (D*) /K.
On dispose donc du diagramme commutatif

7'(‘1(8*) E— 7T1(Bﬁ)

| l

7T1(D*) e 7T1(D*)/,C

dont les fleches horizontales sont le morphisme induit par I'inclusion B* ¢ B!
et le morphisme de passage au quotient, les fleches verticales étant induites
par o. Nous voyons ainsi que la classe d’homotopie de o(b~!Va) appartient
A K et donc Godet5ob possedent les mémes extrémités. Par construction
(pull-back) la restriction de p a toute fibre de & est injective. Il en résulte
que a et b ont mémes extrémités.

11 suffit maintenant d’appliquer le lemme (5.2.8) pour trouver un chemin
¢ tracé dans LNOB de mémes extrémités que @ et b. En effet, comme d’apres
le lemme (5.2.5) L est contractile, les chemins ¢ et b sont homotopes dans
L. Leurs images ¢ := poc et b par p sont homotopes dans L. Ceci permet de
conclure, car l'existence d’une homotopie dans OB? reliant ¢ & a, résulte de
I'incompressibilité de OBF dans BY, déja démontrée & étape 3 de la section
5.1.

Remarque 5.3.1. Le méme genre d’arguments montre aussi la relation
Bg(imj)q;Bﬁ. En effet, considérons deux chemins a : [0,1] — B(9M) et b :

[0,1] — L homotopes dans Bf, ot L est une feuille de F*. Nous pouvons
supposer que |a| et |b| n’intersectent pas les fibres exceptionnelles des pseudo-
fibrations de Seifert. Ainsi comme précédemment a et b se relevent suivant
le revétement ramifié p en deux chemins @ : [0,1] — Bet b: [0,1] — L
de mémes extrémités. D’apres le lemme (5.2.5), nous pouvons construire
un chemin ¢ : [0,1] — LN p 1 (Bs(M;)) de mémes extrémités que @ et
b. Comme L est contractile, b et ¢ sont homotopes dans L. Si on définit
c:=poc:[0,1] = LNBx(M;), alors ¢ est homotope & b dans L et & a
dans B*. Finalement, par le point (d) de la proposition (5.1.3), Bs: () est
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incompressible dans B et donc a et ¢ sont homotopes dans Bs.(91;). Ce qui

acheve la preuve de Bg(imj)q;li’ﬁ.

Notons que By (9;) n’est pas un bloc feuilleté F-adapté car son bord
n’est pas 1-F-connexe dans By (91;). Cependant, considérons 'ouvert U* =
Uae Ba satisfaisant le théoreme principal, que nous venons de construire
par assemblage bord a bord feuilleté des blocs B,. La remarque ci-
dessus et la transitivité de la relation de 1-F-connexité feuilletée donnent
immeédiatement :

Proposition 5.3.2. Bx(9M;) est 1-F-connexe dans U*.

6. EXTENSIONS ET CONSEQUENCES DU RESULTAT PRINCIPAL

6.1. Existence de transversales 1-F-connexes. Conservons les nota-
tions de l'introduction et considérons une courbe holomorphe C' C U telle
que C* = C'\ S soit lisse et transverse a F. Remarquons que C* est 1-F-
connexe dans U* = U\ S, si et seulement si elle vérifie la propriété suivante :

(*) si un chemin vy tracé dans une feuille L de Fiy+, a extrémités dans C*,
est homotope dans U* a un chemin tracé dans C*, alors v est un lacet
homotope a un point dans L.

Théoréeme 6.1.1. Soient F,, un germe a lorigine de C? de feuilletage holo-
morphe singulier non-dicritique de type général, T;, un tube de Milnor pour
la séparatrice totale S et soit C une courbe holomorphe (non nécessairement
irréductible) telle que C* est lisse et transverse a F. Alors il existe un voi-
sinage U de S dans T, vérifiant les propriétés (TP1), (TP2), (TP3) du
théoréme principal et tel que CNU satisfait aussi la propriété (x) ci-dessus.

Preuve. Prenons maintenant pour E : 7, — T, une application obtenue par
une succession d’éclatements au dessus de l’origine, telle que E domine I'ap-
plication de réduction de F,, et que de plus chaque transformé stricte C; des
composantes irréductibles C;, i = 1,...,r de C, intersecte le diviseur total
D = E~Y(S) en un point régulier du feuilletage F := E*F,,. Nous pouvons

reprendre la construction de ’assemblage bord & bord feuilleté U’ = |J B,
acA
effectué a la section (3.2). En effet, d’apres la proposition (2.2.1), D possede

au plus une composante initiale. Choisissons préalablement les disques
conformes D construits en (2.2) pour qu'ils n’intersectent aucune compo-
sante C;. Choisissons aussi les fibrations 7p pour que chaque C; soit contenue
dans une fibre. Fixons maintenant une composante C; et désignons par D
la composante de D qu’elle intersecte et par B, le bloc feuilleté adapté qui
contient cette composante. Nous distinguons seulement deux éventualités,
suivant que D est contenu dans une branche morte 99 de D, ou non.

Dans le premier cas, D C 9, nous allons montrer que C; est 1-F-connexe
dans I’ensemble By (90) construit a ’étape 2 de (5.1) ; la proposition (5.3.2)

et la transitivité de la relation de 1-connexité feuilletée donnent alors Ciq;?U *,
Soit f : By(9M) — C lintégrale premiere considérée dans (37). Fixons
une paramétrisation z +— £(z) de C;, telle que f o &(z) = 2P, avec p > 0.
D’apres la présentation (38) du groupe fondamental de B(90t)) donné dans
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la proposition (5.1.3), Papplication fi : m (B(9M)) — Z qui a ~ fait corres-
pondre ﬁ f7 % est un isomorphisme. Soit L est une feuille de Fizgn) et
a:[0,1] — C}, b:[0,1] — L deux chemins homotopes dans B(91). Alors
0= fulavdt) =5 [ %, et donc a est un chemin fermé homotope a un
point dans C;. Le chemin b ayant les mémes extrémités que a est aussi un
lacet, homotope a un point dans L puisque L est un disque.

Dans la deuxieme éventualité, D n’est pas contenue dans une branche
morte ; par transport holonome, nous pouvons supposer que C; \U’ est conte-
nue dans l’ensemble 9Bs (D) défini en (35). Chaque composante connexe
de cet ensemble étant une multisuspension, il est facile & voir que ’on a la

relation C; ﬁZ/l’q;»é?Bg(Dﬁ). On conclut grace a la proposition (5.1.5). O

6.2. Groupe de monodromie d’un feuilletage singulier. Fixons U et
C comme dans le théoreme précédent. Quitte a remplacer C' par CNU nous
supposons que C' C U. Nous supposerons aussi que Satz(C*,U*) = U*.
Désignons par qp : U — U* le revétement universel de U* et notons Fyy =
q;7Fu=- 1l est clair que chaque composante connexe de C* est incompressible
dans U* et donc chaque composante connexe C, de qﬁl(C*) est un disque
conforme. La propriété (x) implique la propriété suivante :

(xx) Uintersection d’une composante Cy, de C' et d’une feuille de Fu est soit
vide, soit réduite a un point.

Notons QU I’ensemble des feuilles de .7?U. Les applications canoniques 7, :
Co — Qu qui a un point x € C, associe la feuille L, de Fu passant par
ce point, sont injectives. Leurs inverses 7,1 : 7,(Cq) — Cy = D définissent
trivialement un atlas holomorphe sur QU, munissant ainsi cet ensemble d’une
structure de variété holomorphe de dimension un, non-séparée en général.
Chaque élément v du groupe Auth(l? ) = m (U*,-) des automorphismes du
revétement gy : U — U*, préserve le feuilletage Fu et induit un élément
my () du groupe Aut(@U) des automorphismes holomorphes de Q.

Définition 6.2.1. Nous appelons monodromie de (F,U), la
représentation my : Auty, (U) — Aut(Qp).

Désignons par My 'image de m. Le quotient de @U par 'action de My est
I'espace de feuilles Qpy de Fj7«. Nous obtenons ainsi la propriété géométrique
suivante :

Proposition 6.2.2. L’espace de feuilles de Fjy« est le quotient d’une variété
holomorphe de dimension un, par une action holomorphe du groupe fonda-
mental de U*.

Exemple 6.2.3. Soit F une singularité linéaire 20, — A\yd,, avec A € C\
R. On peut montrer que : Qp est biholomorphe & C, la monodromie est
la représentation de 71 (U*,:) ~ Z X Z, comme le sous-groupe Z + \Z C

C agissant par translations sur C; et Qp est biholomorphe a la courbe
elliptique C/(Z + N\Z).

Remarque 6.2.4. La composition de la carte 7,1 : 7,(Cy) — Cq =2 D avec
la restriction de l'application tautologique U — Qp au saturé de chaque
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composante Cy, définit une intégrale premiere holomorphe locale de ]?U, a
valeurs dans Q. Celle-ci s’interpréte comme une intégrale premiere multi-
forme “locale” du germe de F le long de .S, dont la monodromie est donnée
par my.

Il est clair que my : 7 (U*) — Aut(Qy) est un invariant analytique de
la paire (F,U). Pour obtenir un invariant analytique du germe de F le
long de la séparatrice totale S, nous établissons dans un travail en cours de
rédaction, une version germifiée de cette notion de monodromie.

6.3. Sur le pseudo-groupe d’holonomie de Ortiz-Rosales-Voronin.
Dans un travail récent [16], ces auteurs introduisent une représentation d’ho-
lonomie étendue R : 71 (U*) — Aut'°°(C,) & valeurs dans le pseudo-groupe
de biholomorphismes locaux d’une composante connexe C,, de qu(C), afin
de donner une stratégie qui permettrait prouver l'invariance topologique des
holonomies projectives des différents composantes du diviseur exceptionnel
de la réduction de singularités de F. Pour faire cela, il leur faut un voisinage
U de la singularité tel que les feuilles de JFy« soient incompressibles dans
U* et une courbe transverse C' C U vérifiant la propriété (x). Ils montrent
Iexistence de U et C' dans le cas particulier ou F se réduit apres un seul
éclatement (Main Lemma 3.3 de [16]), cf. [9] pour une autre approche. Dans
le cas général, le théoreme (6.1.1) ci-dessus donne 'existence de U et C et
la définition de R est encore valide. Le principal probleme est qu’on ne sait
pas décider si, étant donné v € m(U*), le domaine de définition de R(7) est
non vide.
Nous considérerons toutes ces questions dans un travail ultérieur.
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