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Quina dosi de radiació has rebut?
Mètodes matemàtics en bio-dosimetria



Tipus de radiacions ionitzants degudes 
principalment a desintegracions radioactives

From: Igor Kostin
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Hi ha molts accidents nuclears

-Accidents en radioteràpies

-Manipulació de components 
radioactius en laboratoris

-Radiografies industrials 

-Desastres (Chernobyl (1986), 
Fukushima (2011))

From: Igor Kostin
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Hi ha molts accidents nuclears
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Accident de Fukushima

US Government Report Declassified: The aftermath of the Fukushima Disaster





La quantificació de la dosi de radiació rebuda

És essencial per a poder predir les conseqüències
mèdiques de la irradiació, tant pels efectes immediats
(vòmits, danys a la pell, etc), com per els efectes 
posteriors tals com el desenvolupament de càncer.

El mètode més fiable és l’anàlisi de les freqüències 
d’aberracions cromosòmiques observades en els
limfòcits de mostres de sang de la persona irradiada.
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Quina és la dosi rebuda ? 

Pacient irradiat Mostra de sang

Mètodes biològics

Freqüències d’aberracions cromosòmiques 
en els limfòcits
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Partícules radioactives (en vermell) , algunes d’elles intercepten els nuclis 
cel·lulars (verd)

nuclis

Partícules
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Nucli cel·lular

Partícula radioactiva
Dany a 
l’ADN

Reparació 
errònia

.

.

.

dicèntrics



Generació de cromosomes dicèntrics deguts als trencaments produïts per
les partícules radioactives
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La radiació natural també existeix 



Quina és la dosi rebuda ? 

Pacient irradiat Mostra de sang

Mètodes biològics

Freqüències d’aberracions cromosòmiques 
en els limfòcits

14



Freqüències d’aberracions cromosòmiques 
en els limfòcits
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Observem que   



- El número de dicèntrics X que té un cèl·lula és una variable aleatòria

- Les probabilitats d’observar 0, 1, 2,... dicèntrics es poden determinar

experimentalment mitjançant les freqüències relatives. 

Així doncs, 

p0 = P(X=0) ~ f0 = 0,448

p1 = P(X=1) ~ f1 = 0,360

p2 = P(X=2) ~ f2 = 0,144

.... 

pn = P(X=n) ~ fn

Alguns conceptes bàsics
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Valors (xi) Freqüències Freq. Relatives (fi)

0 224 0,448

1 180 0,360

2 72 0,144

3 19 0,038

4 4 0,008

5 1 0,002

Total= 500 1



- L’esperança o mitjana poblacional d’una variable aleatòria de 

recompte X es defineix com                              . 

Es pot determinar (estimar) experimentalment amb la mitjana

mostral:    

- La variància d’una variable aleatòria de recompte X es defineix com

Així doncs, 

E(X) ~ 0,804

V(X) ~ 0,811

Alguns conceptes bàsics
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Valors (xi) Freqüències Freq. Relatives (fi)

0 224 0,448

1 180 0,360

2 72 0,144

3 19 0,038

4 4 0,008

5 1 0,002

Total= 500 1

Això està molt bé, però com es 
distribueixen els dicèntrics?



D’acord amb el manual de la IAEA:

The Poisson distribution is by far the 

most widely recognized and commonly 

used type of distribution for 

cytogenetic data analysis.  (p. 197)
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La irradiació amb rajos X o gamma produeix una distribució de
Poisson:
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λ està relacionat amb la dosi rebuda:  el seu valor augmenta quan la dosi augmenta

Com es distribueix el nombre de dicèntrics?
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Distribució de Poisson

El número de dicèntrics segueix una distribució de 
probabilitats anomenada distribució de Poisson.

- λ és un paràmetre que depèn de la dosi de
radiació rebuda.

- Propietat: E(X) = V(X) = λ

Per tant podem estimar el paràmetre amb la 
mitjana mostral:    

Siméon-Denis Poisson



Funciona?
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Valors (xi) Freqüències Freq. Relatives Freq. Poisson

0 224 0,448 0,4475

1 180 0,360 0,3598

2 72 0,144 0,1446

3 19 0,038 0,0388

4 4 0,008 0,0078

5 1 0,002 0,0013

Total= 500 1 0,9998

mitjana= 0,804

Observem que la concordança és
molt gran !   



Fa 109 anys  que A. K. Erlang va publicar el seu 
famós article "The Theory of Probabilities and
Telephone Conversations" 

Per què la distribució de Poisson?



En aquest transcendental article Erlang va demostrar  que 
el nombre de trucades que rep una centraleta  durant un 
interval de temps segueix una distribució de Poisson.  

La demostració  d’Erlang no mostra amb claredat els 
principis científics que hi ha darrera. Aquests van ser 
explicitats més endavant per Greenwood i Yule
(1920) i Newbold (1926).



Els principis científics que ens porten a la 
distribució de Poisson

1- Independència en el temps: El nombre de partícules
radioactives que arriben en intervals de temps 
separats són independents.

2- Posició del temps no rellevant: La distribució del 

nombre de partícules en un interval de temps només

depèn de la longitud de l’interval.

3- No simultaneïtat dels esdeveniments: La probabilitat
De que arribi més d’una partícula en un interval de 
temps molt petit és negligible.



Fent servir matemàtiques es dedueix que aquests tres 
principis condueixen unívocament a la distribució de 
Poisson. 
La distribució de Poisson explica molts fenòmens:

- El número de partícules radioactives que arriben a la 
cèl·lula.

- El número de visites d’una pàgina web en un interval 
de temps.

- Número d’accidents en un cert període de temps.
- El número de dicèntrics.
....  
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No tot és tan fàcil: el cas Litvinenko

https://www.youtube.com/watch?v=KpReRcw3
mf0

https://www.youtube.com/watch?v=KpReRcw3mf0


Més de 150 persones van ser examinades per 

veure si havien estat irradiades degut a la seva 

proximitat a Litvinenko: cambrers, personal de  

neteja de l’hotel Millenium, etc.    





Quan només una part del cos ha estat irradiada les 
distribucions dels dicèntrics estan zero-inflades:

p 0  +  (1-p) X
cèl·lules irradiades

cèl·lules no irradiades

Això dona lloc a l’anomenada distribució de Poisson zero-
inflada, que té un paràmetre més.

Irradiació parcial
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La probabilitat d’observar n dicèntrics (n = 0, 1, 2, ...) és, 

La distribució de Poisson zero-inflada

Ara λ no és la mitjana poblacional, ara és E(X)=(1-p)λ .

Els millors estimators dels paràmetres s’obtenen resolent el 
sistema d’equacions,



Hem analitzat les freqüències dels dicèntrics en una 
mostra de sang del pacient:
-Hem estudiat la seva distribució: Poisson o Poisson zero-
inflada.
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Prèviament el laboratori ha de construir la corba dosi-
resposta. 
El mètode habitual consisteix en irradiar mostres de sang 
d’un donant sa amb diverses dosis de radiació. 

Depenent del tipus de radiació la construcció de la corba 
dosi-resposta pot ser experimentalment difícil, requerint 
en alguns casos d’un accelerador de partícules.                         

La corba dosi-resposta
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Higueras et al. (2014)

Exemple
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Necessitem ajustar aquest “núvol de punts” mitjançant una corba 

continua.
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Això es fa amb una tècnica que s’anomena regressió de Poisson

obtenint:    Y = 0.004622 - 0.008544D + 0.029232D2
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Suposem ara que en el pacient observem un total de 84 dicèntrics

en un total de 500 cèl.lules. Quina és la dosi que ha rebut?   
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Tenim que resoldre una equació de segon grau: 

84/500 = 0.168 = 0.004622 - 0.008544D + 0.029232D2

D = 2.51 Gy
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Recerca actual
Recordem els principis científics

1- Independència en el temps: El nombre de partícules
radioactives que arriben en intervals de temps 
separats són independents.

2- Posició del temps no rellevant: La distribució del 

nombre de partícules en un interval de temps només

depèn de la longitud de l’interval.

3- No simultaneïtat dels esdeveniments: La probabilitat
De que arribi més d’una partícula en un interval de 
temps molt petit és negligible.



Violant el principi de no simultaneïtat 

El tercer principi és raonable per a modelar el nombre 

de partícules radioactives que arriben a un detector, 

però no és raonable per altres tipus d’esdeveniments.

Què passa si el principi de no simultaneïtat es 
trenca?



Distribucions Compound Poisson

1- El número de  partícules radioactives que arriben a les 
cèl·lules segueix una distribució de Poisson.

2- El número  de dicèntrics que produeix cada partícula 
radioactiva  segueix un altre distribució de probabilitats 
independent de la de les partícules.   

El número de dicèntrics segueix una distribució 
Compound-Poisson





F. Barquinero (UAB and IRSN)
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Kemp, C. D. and Kemp, Adrienne W. Some properties 

of the `Hermite' distribution. Biometrika, 52, 381-394.



Mètodes Bayesians 
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Els mètodes bayesians permeten tenir en compte la 
informació a priori que tenim de l’accident. Per exemple, 
la condició de salut del pacient. 



Higueras, Ainsbury and Rothkamm
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Moltes gràcies per la vostra atenció...


