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1 Introduccid

Durant I’any 2011 es va commemora el bicente-
nari del naixement d’'Evariste Galois (1811-1832),
matematic francés que, tot i la seva curta vida, va
revolucionar el mon de 1’Algebra.

A nivell internacional, tant I'Institut Henri Poin-
caré com el poble natal de Galois, Bourg-la-Reine,
van organitzar diverses activitats per sumar-se a
la commemoracié. Igualment han anat apareixent
diferents publicacions de l'obra i vida de Galois a
Franca aprofitant aquest bicentenari, podeu con-
sultar per exemple [3,6,9,15,20].

A casa nostra, pel bicentenari, s’ha organitzat una exposicio a la Biblio-
teca de Ciencies i Enginyeries de la Universitat Autonoma de Barcelona, on
els signants van collaborar en la seva vessant més cientifica’.

La vida personal i 'obra d’Evariste Galois ha estat icona de moltes ge-
neracions de matematics arreu del moén. A part de molts documents escrits,
hi trobem a la xarxa molts documents audiovisuals com per exemple un
fragment dins de la pellicula “Nada es casualidad 3:19”, produccié hispano-
mexicana de 'any 2008, actualment a YouTube, o com es pot veure en la
exposicioé de la Biblioteca de Ciencies i Enginyeries de la UAB esmentada
anteriorment.

A Catalunya la figura de Galois també és una icona pels matematics
catalans. Per exemple, a nivell institucional, la Societat Catalana de Mate-
matiques convoca anualment un premi per a monografies en matematiques
d’estudiants, aquest premi s’anomena Premi Evariste Galois. A nivell de
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monografies escrites, hi ha 1'excellent llibre de I’Antoni Malet “Obra d’Eva-
riste Galois” [13], editat pel IEC ’'any 1984. A nivell més ludic i com a icona
estudiantil comentem per exemple que els alumnes de Matematiques de la
UB durant 'any 1992, sota la direcci6 de les llavors estudiants de Matema-
tiques, Maria Alberich (actualment professora a la UPC) i Maite Naranjo
(actualment investigadora al CRM), van organitzar una obra de teatre a la
Universitat de Barcelona sobre la vida de Galois, la representacio teatral
portava per titol “Galoua se mua”, i sembla ser que en un futur proper es
penjara al YouTube.

En lescrit que presentem a continuacié volem destacar certs aspectes de
la vida i obra de Galois que han fet d’ell una icona mundial. Aquest escrit es
basa majoritariament en els textos que els autors van preparar per la citada
exposicid en la Biblioteca amb motiu del bicentenari del seu naixement.

En aquest document trobeu primerament una breu bibliografia perso-
nal d’Evariste Galois (§2). Després s’entra en una explicacié divulgativa
sobre diverses conseqiiéncies del resultat clau de I’obra matematica d’Eva-
riste Galois: no hi ha una férmula per les arrels d’un polinomi de grau > 5
per radicals (§3), possibilita o impossibilitat de construccions geométriques
usant regle i compas (§4) o origami (és a dir plecs de paper) (§5). Tot se-
guit formulem el resultat principal d’Evariste Galois (§6) i finalment acabem
explicant com és d’actual 'obra de Galois (§7).

2 Evariste Galois, el personatge

En aquest apartat ens fonamentem basica-
R A ment en el contingut del llibre de Malet [13]
esmentat a dalt.

Com ja s’ha mencionat Evariste Galois va
néixer a Bourg-la-Reine, a 10 kilometres de Pa-
ris, el 25 d’octubre de 1811, en una familia aco-
modada, culta i liberal. A DI'Institut Louis-le-
Grand de Paris fou un alumne conflictiu per la
seva actitud, perd descobri el seu talent matematic a través de la geometria
de Legendre i de les memories originals de Lagrange: La resolucio d’equaci-
ons algebriques, La teoria de funcions analitiques i Llicons sobre el calcul de
funcions.

Galois va fer el 1828 un primer intent fallit per entrar a I'Ecole Polytech-
nique, i aquell mateix any entra en un curs amb el professor Louis Emile
Richard, matematic que era recordat amb veneracié per Liouville i altres
eminéncies de les matematiques d’aquell temps, i qui encoratja Galois a fer
grans avencos. Amb Richard preparara de nou el concurs d’accés a ’'Ecole
Polytechnique, la memoria del qual arriba a mans de Cauchy.

El seu segon fracas, altrament inexplicable, s’ha d’interpretar en funci6
de les circumstancies politiques. El seu pare era un home no identificat amb
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el régim ultraconservador de la Restauracié, que havia arribat a ’alcaldia
de Bourg-la-Reine militant al partit lliberal, cosa que va influir molt en la
ideologia del jove Galois. Al 1829 es fa carrec de la parroquia del seu poble
un nou mossén jove i ple de recel, qui comengara una campanya difamatoria
contra aquell alcalde massa lliberal. El pare d’Evariste, en una crisi depres-
siva, es suicida el 2 de juliol de 1829 pocs dies després del segon intent fallit
en la prova d’accés a I'Ecole Polytechnique del seu fill. Un any més tard,
derrocada la Restauracid, 'examinador que suspengué a Galois, en Dinet,
era acusat per la premsa de “...no fer dels resultats dels examens el primer
titol per a ésser admeés a U’Escola [i de tenir en compte en primer lloc] les
bones opinions i els sentiments religiosos i mondarquics de la familia’.

Galois fou alumne a I’Ecole Normale des del mes d’octubre de 1829 fins
que en fou expulsat al desembre de 1830 després d’haver publicat a la premsa
una carta molt ofensiva contra el director. En aquest periode Galois publica
cinc articles i presentd a I’Académia de les Ciéncies una primera monografia
sobre les condicions de resolubilitat per radicals de les equacions algébriques.
Al maig de 1830, poc després de morir Fourier, se li comunica la pérdua
d’aquest treball. Reescriu la memoria i, el mes de gener de 1831, la torna a
presentar. Llevat de la famosa carta testament, aquest féra I'altim treball
complert de Galois.

A partir de la revoluci6 de juliol de 1830, Galois es va radicalitzar ideo-
logicament, i un cop expulsat de I’Ecole Normale es va dedicar cada vegada
amb més intensitat a la lluita politica. Fou detingut el mes de maig de 1831
per haver brindat pel rei amb un punyal a la ma al final d’un banquet politic.
Tot i aixo va ser alliberat al cap d’un mes després de ser declarat innocent. La
llibertat no li durara molt, el 14 de juliol és detingut de nou quan anava armat
al front d’una manifestacié republicana contra la denominada monarquia
burgesa de Louis Philippe. Entre les dues estades a la preso s’assabenta
que el 4 de juliol, I’Académia, fent seu I'informe de Poisson, havia refusat la
memoria presentada el mes de gener.

Galois sorti de la preso el 16 de marc de 1832. Es llavors quan va iniciar
una curta historia d’amor que, en circumstancies no gens clares, va acabar
en un desafiament. Conscient que la seva mort podia ser proxima, va dedicar
la nit del 29 de maig a escriure una llarga carta amb les idees matematiques
“ .. que tenia al cap des de fa un any” ia corregir alguns punts de la memoria
que ’Académia no havia acceptat. Després de batre’s contra “dos patriotes
republicans” (aixi els anomena ell mateix), un pages el recolli al mati ferit de
bala i abandonat. Mori 24 hores més tard.

Els manuscrits que deixa sobre la taula quan va anar al duel foren reco-
llits per el seu germa, qui necessita més de deu anys de grans esforgos per
aconseguir que un matematic important els llegis. Fou Liouville finalment
qui va fer arribar el treball de Galois a la sessi6 de I’Académia d’un 4 de
juliol de 1843, i qui permeté la publicacié de la seva obra el 1846.
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3 No existeix una féormula per a les arrels d’un po-
linomi?

Un dels resultats més coneguts de I'obra d’Evariste Galois és la impossibilitat
de donar una férmula per a les arrels d’un polinomi de grau més gran o igual
que cinc a partir de radicals. Anem a explicitar i entendre aquest resultat.

La ciéncia utilitza equacions per a enunciar de forma rigorosa lleis i pro-
pietats; aquestes equacions expressen relacions entre diverses variables o es-
tats.

El camp d’aplicacié de les equacions és immens, i hi ha una quantitat
inabastable d’investigacions dedicades al seu estudi i la seva resolucié de
forma exacta o aproximada.

El que presentarem a continuacié fa referéncia a la resolucié de forma
exacta d’equacions algebraiques de grau n.

3.1 La pregunta.

Donat un polinomi p(z) de grau n,
() = an2™ +an_12" ... Fag

amb a; € K, K un cos, podem expressar les arrels de p(x) de forma exacta?

Per a simplificar I'exposicié, pensarem en aquesta seccié a; € C. Com
que sabem pel teorema fonamental de 1’Algebra que p(z) té en el cos dels
complexos n arrels (comptant multiplicitat), la pregunta és: podem trobar
una férmula per a trobar aquestes n arrels complexes de forma exacta a
partir del polinomi p(x)?

Evariste Galois posa un punt i apart en la qiiestio!

Abans d’entrar en la resolucio a la pregunta anem a fer un petit aclari-
ment referent al sentit de la frase “calcular” les arrels de forma “exacta”. Tot
cientific sap que donat el polinomi x2 + 3z + 1 de grau 2 podem trobar-hi les
arrels o equivalentment resoldre ’equacié algebraica de grau 2 donada per
22+ 3x+1 = 0. Es ben conegut que hi ha una formula per a resoldre de for-

ma exacta aquesta equacié de grau 2 i obtenim que x = _3*2"/5 i _35‘/5.

iz=
Com que v/5 és un nombre irracional no podem donar una expressio deci-
mal exacta d’ell, encara que podem aproximar-lo amb tanta precissié com
desitgem. Aixi 2.236067977 és tan sols una aproximacié de v/5, per tant dir
que les arrels del polinomi sén —2.618033989, —0.3819660113 és incorrecte
ja que aquests valors només s6n una aproximacio6 a la solucié. Fixeu-vos que
usualment no podem esperar escriure de forma exacta les arrels sense usar
“funcions” aplicades als coeficients del polinomi a part de sumes i productes,
per exemple en el cas que hem presentat necessitem la funcié pendre arrel
quadrada.
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3.2 Resolucié de la pregunta per an =2,31i 4.

Per a un polinomi de grau dos és ben coneguda la resolucié afirmativa de
la qiliesti6. Durant el segle XVI, per a un polinomi de grau 3 o 4, es van
trobar féormules similars a la formula de grau 2. Recordem que pensem en
tot aquest apartat que el polinomi té coeficients en els nombres complexos.

Anem primer a fer una mica d’historia per la trobada de
la formula de grau 3 i de grau 4. L’aportacié de Galois fa
referéncia a polinomis de grau més gran o igual que 5.

La soluci6 de la ctubica com també de '’equacié de quart
grau va ser publicada per Gerolamo Cardano (1501-1576) en
el seu tractat Ars Magna I'any 1545 (consulteu [2, p. 283]).

No obstant, sembla ser que Cardano no era el descobridor
de cap d’aquests dos resultats. El punt clau per a resoldre _

P . N . QNFES T L
la ctibica va ser donat per Niccold Tartaglia, mentre que la  ®rayexmon
de grau quatre havia estat resolta per Ludovico Ferrari. No e
obstant, sembla que Tartaglia havia obtingut la idea de la
soluci6 d’algu altri. La soluci6 de la ctibica sembla que va ser
trobada per un professor de matematiques de la Universitat
de Bolonya de nom Scipione del Ferro (ca. 1465-1526). Del
Ferro no va publicar mai la seva soluci6 (dels documents que
es tenen constancia en aquests moments), perd va revelar-la
al seu estudiant Antonio Maria Fior (|2, p. 283|). I és d’aqui
d’on aparentment Tartaglia va aprendre la resolucié de la
ctiblica al voltant de 'any 1541.

Anem finalment a explicitar féormules per polinomis de
grau tres i quatre.

Donat un polinomi arbitrari de grau tres:

Cardano

UX)=X>+aX?+bX +c¢

la férmula anomenada actualment de Cardano per a les arrels
de (X)) és:

UVA - (a2 - YVB+ @) - @3 Q)

on q:=(2a3/27) — (ab/3) +c, p:=b—(a%/3) i A = (4p> + & Fusomns
27(]2)/108. Del Ferro

Fixeu-vos que la formula (1) no és explicita ja que les arrels cibiques d'un
nombre prenen tres valors!. Per exemple “v/i” pot significar exactament tres
nombres diferents i no esta definida de forma tnica I'expressi6 “V/i”, realment
pot ser qualsevol dels tres nombres complexos diferents segiients: e™/6, ¢57i/6
i e9/6 Per tant, com apareix /* en la formula de Cardano, estem restant
en la férmula tres nombres complexos a tres nombres complexos i per tant
hi ha nou resultats!, és a dir, la formula de Cardano ens déna nou possibles
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solucions de la cubica i tant sols tres d’aquestes nou soén les solucions del
polinomi de grau tres. COM TRIAR AQUESTES TRES SOLUCIONS? Tot i que
es pot fer un algoritme per elegir-ho correctament no hi entrem a detallar-
ho en aquest apartat. Per a més informacié podeu consultar per exemple:
http://www.uv.es/ivorra/Libros/Ecuaciones.pdf

Escrivim ara una férmula per a resoldre un polinomi de grau quatre
arbitrari similar a la de grau tres, per al lector interessat consulteu l'adre-
¢a http://mathworld.wolfram.com/QuarticEquation.html, o per exem-
ple, el llibre “Galois Theory” de Garling [10, §14.4].

La férmula, anomenada de Ferrero, per a les arrels d’'un polinomi de grau
quatre arbitrari

X4+ aX? +bX%2+cX +d

és la segiient:

Q+V@2—4P-R a -Q+ /@ 4P+R a -
2 2

4’ 4

on P és una arrel del polinomi XS—ng—rX—I—# en el que p := b—3a?/8,
q:=c+a/8—ab/2ir :=d—3a*/256+a?b/16—ac/4; i Q, R han de verificar
les equacions p = 2P — Q?, g = —2QRir = P?> — R

Igualment com en la féormula per les arrels de ’equacié de grau tres cal
fer un petit estudi de quines solucions son les correctes en trobar P, () i R
per aplicar la formula (2).

3.3 Resolucié de la pregunta per a n > 5 usant expressions
radicals.

Com podeu observar restava la pregunta de
si podem trobar una féormula similar a les que hi
ha per a grau 2, 3 o 4.

3 R . e .'1

X =)

% § FEM HUNDRE j
h \__ KRONER -/

o ‘Nrdrkgl:VSE;NK 500

Abel i Ruffini van afirmar: en general no és
possible trobar una formula usant RADICALS per
a lequacio

5D

an" + ap12" P+ + a1z 4+ ag = 0,

ambn >5 (on a, # 0). Aqui RADICALS indica que podem trobar les solu-
cions aplicant Gnicament un nimero finit de sumes, restes, multiplicacions,
divisions i extraccié d’arrels de qualsevol ordre a partir dels coeficients de
I’equacio.

Evariste Galois aporta un algoritme per a decidir si per a un
polinomi concret de grau més gran o igual que cinc existeix o no
una férmula per a trobar les seves arrels en RADICALS a partir del
cos generat pels coeficients de p(z). Per fer-ho Galois necessita crear
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dues teories, establint una bijeccid entre elles, veieu §6 per a una petita
explicacié d’aquesta bijeccio.

Anem primer a fer diverses aclariments del teorema d’Abel-Ruffini
i Paportacié6 d’Evariste Galois ja que de vegades s’entenen de forma
erronia.

El resultat d’Abel-Ruffini no afirma que les equaci-
ones polindomiques de grau cinc o superior no tenen so-
lucions o que no poden ser resoltes. De fet, pel teorema
fonamental de 1’Algebra qualsevol equacié polinomial té
solucions. El resultat d’Abel-Ruffini afirma que les so-
lucions no sempre poden ser calculades de forma exacta
amb un namero finit d’operacions aritmétiques (involu-
crant suma, producte i prendre arrels m-éssimes “ 7/* )
a partir del cos generat pels coeficients del polinomi.

Les arrels d’un polinomi de qualsevol grau sobre
els complexos poden trobar-se de forma APROXIMADA
usant métodes numeérics tals com el métode de Newton-Raphson o el métode
de Laguerre.

Per exemple Maple sap calcular arrels de polinomis de forma aproximada
als reals i complexos via

> fsolve(x™6 + x + x + 2, xX);
> fsolve(x~6 + x + 2, x, complex);

L’aportacié de Galois és donar un criteri per, fixat un polinomi concret
de grau > 5, decidir si les seves arrels poden calcular-se de forma EXACTA
amb un nombre finit d’operacions aritmétiques, incloent ’extraccié d’arrels,
a partir dels coeficients del polinomi o no.

Per exemple, les n arrels del polinomi 2™ — Re? amb R i 0 reals son de la

forma \Vﬁe%+2¢zki amb k =0,...,n — 1 i, per tant, sén les arrels n-éssimes
d’un dels coeficients del polinomi. Per tant, aquest és un exemple en qué
es pot calcular de forma EXACTA les arrels del polinomi per radicals, aixd
prové del fet que I'objecte algebraic associat per Galois al polinomi 2" — R e
compleix una propietat especifica. Evariste Galois va donar el segiient criteri:
donat un polinomi p(z) podem associar-li una estructura algebraica, un grup,
anomenat el grup de Galois associat a p(x). Llavors, aquest grup satisfa
una certa propietat, anomenada propietat de resolubilitat, si i només si les
arrels de p(z) es poden resoldre de forma EXACTA amb radicals a partir
dels coeficients del polinomi. Per aprofundir aquest resultat podeu consultar
qualsevol text de teoria de cossos basic o teoria de Galois, per exemple els
apunts [1, §5].

Prenem ara els polinomis de grau cinc de la forma z° — npx + p amb
n > 2 i p primer. El seu grup de Galois associat és el grup de permutacions
d’un conjunt de cinc elements, que no compleix la propietat de resolubilitat,
per tant, pel criteri que va obtenir Evariste Galois, no podem trobar de forma

5



8 Bicentenari d’un revolucionari: Evariste Galois

EXACTA usant radicals les arrels dels polinomis de grau 5: x® — 15z + 3,
x® — 20z 4 2, 2° — 22¢ + 11,. ..

Hi ha paquets informatics com Magma, Sage o Mathematica que poden
aplicar 'aportacié de Galois per a polinomis de grau no molt gran. Per
exemple, la majoria d’aquests programes poden decidir, per a polinomis de
fins a grau set, si és possible calcular de forma exacta les arrels per radicals
i en cas afirmatiu donar-ne I'expressié corresponent.

Com a resum sobre resolubilitat per radicals tenim:

Polinomi a C[X] | Les arrels del polinomi sén
b+ B2 4
X2 40X +c #
X3 +aX? 4+ bX + ¢ YVA = (/2) - VA + (a/2) - (af3)

amb A := (4p® + 27¢%)/108
on q := (2a%/27) — (ab/3) + c,
ip:=0b-—(a?/3).

X4+ aX? 4+ bX% 4 cX +d Q+/Q?—A(P-R)
2
_Qi\/m_a
2

S

on P és una arrel del polinomi

4 _ 2

X3 BXZ X 4 %
en el que p := b — 3a%/8,

q:=c+a*/8 —ab/2,
r:=d— 3a*/256 + a®b/16 — ac/4;
i @, R es determinen per
p=2P— Q2 q=—2QR,r=P?— R2.

X5+ aX*+bX3+cX?+dX +e | Abel-Ruffini: No hi ha férmula per radicals
Polinomi arbitrari de grau 5

Polinomi arbitrari de grau > 6 Abel-Ruffini: No hi ha féormula per radicals

Polinomi concret de grau > 5 Criteri de Galois de resolubilitat.

3.4 La resolucié final a la pregunta

Al final del segle XIX o a principis del XX, Hilbert va demostrar que la gran
majoria de grups de Galois associats a un polinomi de grau n > 5 sén no
resolubles, per tant pel criteri de Galois enunciat en la subseccié anterior,
per la gran majoria de polinomis de grau superior o igual a 5 no podem
esperar trobar de forma EXACTA amb radicals les seves arrels.

Després del resultat de Galois i de Hilbert podem plantejar-nos: podem
trobar les arrels d’'un polinomi de grau més gran o igual que 5 de forma
EXACTA usant altres expressions que no siguin via RADICALS, per exemple
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introduint certes funcions analitiques avaluades en els coeficients del polino-
mi?

La resposta és: si.

Mitjancant els Thetanullwerke és pot trobar una férmula per les arrels
d’un polinomi de grau arbitrari de forma EXACTA, observeu que ara per-
metem que les solucions s’escriguin d’avaluar en certs punts certes funci-
ons analitiques!, enlloc d’expressions en radicals com hem fet anteriorment.
J. Thomae troba una férmula en Beitrag zur Bestimmung von 9(0,0,...0)
durch die Klassenmoduln algebraischer Funktionen [19]. Per a més detalls
podeu consultar apéndix de H. Umemura en [14] que déna una férmula
general amb funcions theta per a les equacions algebraiques.

No obstant aquestes férmules per les arrels usant Thetanullwerke no sén
massa utils a la practica i per a calcular les arrels de forma aproximada
per als polinomis on el criteri de Galois ens afirma que no podem esperar
trobar-ne una expressié per radicals de les arrels a partir dels coeficients del
polinomi s’usa el métode de Newton-Raphson o similars .

4 Construccions amb regle i compas, problemes
classics grecs

Una contribucié més lidica de la teoria que va desenvolupar Galois és refereix
a problemes de construccié amb regle i compas i permet resoldre problemes
plantejats en temps dels grecs. Aqui intentem explicar una mica aquest
contingut que es desenvolupa en un curs tipic de teoria de Galois.

Suposem que només tenim un regle sense marques i un compas, i partim
de dos punts fixats del pla, que suposem a distancia 1. Direm que un punt
del pla és construible amb regle i compas si el podem obtenir a partir dels ele-
ments mencionats, fent successives interseccions de rectes i/o circumferéncies
obtingudes a partir de quantitats préviament constriiides (les circumferén-
cies tenen centres en punts construits i radis donats per la distancia entre
dos punts construibles). Diem que un nombre real positiu o és construible
si podem construir un segment de longitud «, és a dir, existeixen dos punts
construibles amb regla i compas tals que la distancia entre ells és a.

Alguns dels problemes relacionats amb construccions amb regle i compas
que varen preocupar als grecs son:

1. Es possible duplicar el cub? Es a dir, donat un cub de costat 1 (i volum
1), podem construir (amb regle i compas) un altre cub de volum 27
Aixo equival a construir la longitud real /2.

2. Es possible la quadratura del cercle? Es a dir, donat el cercle unitat,
que és construible amb regle i compas i té area m, podem construir un
quadrat que tingui la mateixa area? Aixo és equivalent a construir el
nombre real /7.
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3. Es possible la triseccié de I’angle? Es a dir, donat un angle construible
arbitrari 6, podem construir 'angle 6/37

Fent servir la teoria d’extensions de cossos —una teoria motivada pels
treballs de Galois— es pot veure que cap d’aquestes construccions és possible.
De fet la impossibilitat de resoldre el problema 1 es basa en el fet que el
polinomi irreductible amb coeficients a Q que té com arrel ¥/2 és un polinomi
de grau 3 (és el polinomi x® — 2), mentre que si /2 fos construible, llavors
hauria de ser un polinomi de grau una poténcia de 2. Per la mateixa rad,
no podem fer la trisecci6 de l'angle de 7/3 radiants (60°). Aquest cop, el
polinomi irreductible de cos(m/9) sobre Q és 2 — 3z — .

Pel que fa a la impossibilitat de la quadratura del cercle (problema 2), la
ra6 d’aquesta és el fet que el nombre 7 és transcendent, és a dir 7 no és arrel
de cap polinomi no nul a coeficients enters. Aquest fet va ser demostrat a
finals del segle XIX per Lindermann i Weierstrass. Com tota quantitat cons-
truible és un nombre algebraic, obtenim la impossibilitat de la quadratura

del cercle.
\/ 7T

La quadratura del cercle

Els poligons regulars construibles amb regle i compas varen atraure 1’a-
tenci6 de matematics molt importants, especialment Gauss, que a 1’edat de
19 anys va demostrar que el poligon regular de 17 costats és construible.
Gauss va provar al 1796 que si un poligon regular de n costats és constru-
ible, llavors n ha de ser de la forma segiient: n = 2°py---p,, on r i s s6n
enters no negatius, i p; son primers de Fermat diferents. El reciproc d’aquest
resultat va ser establert per Wenzel al 1836. Els primers de Fermat son els
nombres primers de la forma p = 2" + 1. Es pot veure que si p = 2" + 1 és
un primer de Fermat, llavors 'exponent r ha de ser una poténcia de 2. Per
exemple 22’ +1=3,22" +1=5,22 41 =172 +1 = 2571 2% +1 = 65537
son primers de Fermat. Fermat va conjecturar que tots els nombres de la
forma 22" + 1 so6n primers. Aixd és erroni, com va demostrar Euler I'any
1732. De fet

927 11 =232 1 1 = 4204967297 = 641 - 6700417

2 3 3 n ’ . .
és el nombre més petit de la forma 22" 4+ 1 que no és primer. Curiosament,
no es coneix cap primer de Fermat apart dels ja mencionats.

UNRB
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5 Construcions amb origami

Una altra contribucié ludica dels resultats de Galois ha estat la seva aplicacio
en origami o plecs de paper.

Una explicacié6 matematica més ampliada del que escriurem tot seguit
podeu trobar-ho en el llibre [4] o bé [1, B2|. També recomanem la pagina
web sobre origami de’'n Robert J. Lang, http://www.langorigami.com/

5.1 El terme origami i aquest escrit

L’origami és I'art d’origen japonés consistent amb el plegat de paper, per a
obtenir figures de formes variades. En catala també s’anomena papirofléxia.

En Porigami no es poden utilitzar tisores, cola o grapes, tan sols paper
i plegats amb les mans. Es pot observar que amb tan sols unes poques
fulles de paper podem construir diferents cossos geométrics (poliedres i tot),
a vegades aquestes construccions usant més d’un paper s’anomenen origami
modular i no seran tractats aqui.

Poliedres construits amb origami modular

En aquest escrit ens centrarem en construccions que es poden fer amb
un sol paper. La teoria iniciada per Evariste Galois ens indica quines linies
i punts podem obtenir de forma exacta sobre el paper per tal de després
procedir a fer plecs i obtenir amb ’art japonés d’origami figures increibles
com la rosa de Kawasaki, que veieu a continuacio.

A la web es troben videos per a construir ’anterior Rosa de Kawasaki.
Un que ens agrada especialment, ja que s’inicia amb el paper marcat, és el
video que actualment es troba a ’adreca


http://www.langorigami.com/
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http://www.youtube. com/watch?v=RmH86VqjGRg&feature=related

Aquest video s’inicia sobre un paper on hi ha linies i punts dibuixats
que representen les linies i punts marcades sobre el paper construibles amb
Origami a partir de 'axiomatica que presentarem tot seguit. Fixeu-vos que
un cop marcades les linies aconseguir la rosa de Kawasaki és TOT UN ART!
Matematiques i art complementant-se!

El full on s’inicia la construccié de la Rosa de Kawasawi, amb diferents pasos fins la seva
construccid

Comentem en aquest punt que molt sovint en assignatures de dibuix
técnic s’explica una construccié usant regle i compas de ’heptagon regular,
no obstant aquesta construccié no és exacta (ja que es pot demostrar usant
teoria de Galois que no és factible, llegiu-ho en §3 referent a construccié amb
regle i compas, o veieu també |1, B1]). La pseudoconstruccié de I’heptagon
regular amb regle i compas en dibuix técnic fa una petita aproximacié per
obtenir el punt necessari per la construccio, aquesta aproximacié quasi bé no
s’observa (similar al fet que qualsevol nombre real s’aproxima per nombres
racionals). De manera similar, en construir figures amb origami, a vegades,
es poden fer aproximacions i construir figures que necessiten punts que no
podem construir-se amb I'axiomatica amb origami i tan sols poden obtenir-se
de forma aproximada.

El qué explicarem a continuacié en aquest escrit és la justificacié de la
construccié en un full d’origami de punts i linies que sén construibles amb
origami de forma exacta via una axiomatica fixada. També explicarem el
motiu perqué les arrels de qualsevol equacio de tercer grau a coeficients els
nombres racionals sén construibles usant origami, i com en origami podem
trisecar un angle!

L’argumentacié matematica es troba dins la teoria que va iniciar Galois.

5.2 Punts i nombres reals construibles usant plecs en un
paper

Anem a explicitar certes operacions que podem fer sobre un pla (pensarem
també un paper quadrat) que ens permeten construir longituds reals i punts
sobre aquest pla, punts i longituds que direm que s6n construibles amb ori-
gami.

L’axiomatica per a la construccié és la segiient: partim de dos punts
(0,0) i (1,0) que marquem de forma arbitraria sobre el paper i construim
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els segiients punts i linies (que diem que sén construibles per origami) per
iteracié a partir dels axiomes segiients:

(i) la recta que es forma unint dos punts construibles direm que és una
recta (o linia) construible (amb origami),

(ii) el punt d’intersecci6 de dos rectes construibles (no paralleles) és un
punt construible,

(iii) donades dues rectes paralleles construibles, podem construir la recta
parallela a ambdues i equidistant amb elles,

(iv) donades dues rectes construibles, defineixen un angle, aquest angle es
pot biseccionar, és a dir podem construir la recta que bisecciona I’angle,

L

l2

(v) donats dos punts construibles P i @) diferents, podem construir la recta
perpendicular a la recta formada pels dos punts P i (Q de manera que
el punt de tall d’ambdues rectes és el punt mig del segment PQ),

/Yﬁ Q
.P\\
N
(vi) donada una recta construible ! i un punt construible P, podem cons-
truir la recta perpendicular a [ contenint el punt P,
+ P
|

|
l |
|

(vii) donades dues rectes construibles /; i lo (no necessariament diferents)
i dos punts construibles P; i P (no necessariament diferents) un pot
construir la recta que simultaniament reflexa P, en l1 i P en o,
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(es pot veure que aquest axioma afirma que un pot obtenir tangents
comuns de les paraboles p; i po amb focus P;, P i directrius l1 i Iy
respectivament. Per aix0 cal aprofundir una mica sobre les propietats
de la parabola).

(viii) donat un segment entre dos punts construibles i una recta construible r
amb un punt constuible P en la recta, podem portar el segment damunt
la recta a partir del punt P,

(ix) podem portar un angle construible (és dir I’angle entre dues linies cons-
truibles) a qualsevol punt construible P on hi ha una recta construible
r que passa pel punt P.

Els nombres reals construibles en origami sén els punts construibles en
origami en l'eix OX, és a dir de la forma («,0).

Denotem per M el conjunt de tots els nombres reals construibles amb
origami. Es demostra que és un cos (és a dir té operacié suma i producte on
aquestes operacions tenen les mateixes propietats que tenen la suma i el pro-
ducte dels nombres reals o racionals). El cos M conté els nombres racionals
i es pot caracteritzar de forma semblant al cas dels nombres reals constru-
ibles amb regle i compas. Es a dir, usant teoria de Galois, Geretschliger e
independentment Emert-Meeks-Nelson demostren 1’any 1995:

Proposicié 5.1 Es compleix que un punt x € R és construible en origami
si i momés si existeix una torre de cossos Q = Ko C K1 C ... C K, amb
r €K, i[K;:K;i_1] <3 on K, é un cos dins els nombres reals’.

Recordem aqui que per tal que x € R sigui construible amb regle i com-
pas el resultat és similar al teorema de Geretschlager i Emert-Meeks-Nelson
anterior, perd per a aquest altre cas la cadena de cossos que cal construir
ha de complir [K; : K;_1] < 2 i per tant tot punt construible amb regle i
compas és també construible amb origami.

Diem que un nombre complex P + i) amb P,QQ € R i i el nombre
imaginari pur, amb i = —1, és construible amb origami si i només si P i
@ s6n nombres reals construibles amb origami. Com que podem fer paral-
leles i perpendiculars per 'eix OX i OY obtenim que un punt (P,Q) € R?

2 Recordem que si tenim una inclusi6 de cossos L C K es té que K és un L-espai
vectorial i [K : L] és la dimensié de K com a L-espai vectorial.
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és construible amb origami si i nomes si P + ¢() és un nombre complex
construible amb origami. Obtenim immediatament la versié complexa de la
proposicid 5.1 segiient:

Proposicié 5.2 Un punt (P,Q) € R? (o el nombre complex P +iQ) és
construible en origami si, 1 només si, existeixen una torre de cossos de la
forma Q=Ko C K; C...C K, amb P+iQ € K,, i [K; : K;_1] <3, on
K, és un cos dins els nombres complexos.

Finalment, es demostra que (P, Q) € R? és construible amb regle i com-
pas si el nombre complex P + i @Q té una cadena de cossos com en la propo-
sici6 5.2 pero exigint [L; : L;—1] < 2; per tant tot punt construible amb regle
i compas és construible amb plecs de paper.

5.3 Exemples de nombres reals i punts construibles per ori-
gami

Anem primer a fer dos exemples de nombres reals construibles amb origami.

1. El punt v/2 + /2 és construible amb origami.

Efectivament, considerem la torre de cossos

QCQV2]CQ[V2, V2+V2]

dins els nombres reals (on F'[a,b] es 'anell de polinomis en a, b i amb
coeficients al cos F', es pot demostrar que F'[a,b] és un cos si a i b son
arrels de polinomis a coeficients en el cos F'). Fixeu-vos en qué com
V2 2 =2 tenim Q[v2] = {c+dVv2 | a,b € Q} i és un Q-espai vectorial
de dimensio 2, és a dir [Q(v/2 ) : Q] = 2 < 3, també observem que com

(\3/2—|—ﬁ )3 = 242 obtenim Q[ V2 +v2 | = {e+f(V2+ V2 )+
9(V2+v2 )?|e f,g € Q[V2]} iper tant [Q V2 +v2 ]: Qv2]] <

3, finalment hem construit una torre de cossos com en I’enunciat de la
s 2. c8 2 3 4 o . .
proposicié 5.1, aixd és /2 + /2 és construible amb origami.

2. Les arrels reals d’un polinomi de grau tres a coeficients en els nombres
racionals sén construibles amb origami.

Fem-ho tan sols en un exemple concret. Considerem el polinomi 23 +
3z 4+ 1. Com que és de grau senar sabem que té almenys una arrel
real, diem-li o, fixeu-vos que com a? = —3a — 1 la inclusié de cossos
QcQla]={h+ga+ma?|h,g,me Q} satisfa [Q[a] : Q] < 3 i per

tant per la proposicié 5.1 podem construir « en origami.

El mateix argument fet pel polinomi 2 4 3z + 1 el podeu fer per a un
polinomi arbitrari 23 + b2? 4+ cx + a amb b, c,a € Q.
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Anem a fer exemples de punts construibles amb Origami:

1.

UNRB

Usant origami podem trisecar un angle qualsevol que tinguem cons-
truit. Recordeu que aquest és un dels problemes que va interessar al
pensament grec i que com heu vist en §4 no és factible fer-ho amb Regle
i Compas.

Anem a justificar perqué podem trisecar un angle en Origami.

Considereu un angle donat construit amb origami, diem-li ¢, tenim
doncs construit sobre el paper el punt (cos(6),sin(@), el punt (0,0) i el
punt (1,0). Volem construir en origami el punt (cos(6/3),sin(6/3)).
Fixeu-vos que €/3 = cos(0/3) + i sin(0/3) és arrel del polinomi de
grau 3:

X3 o ei9

0

com €' és construible amb origami, tenim una cadena de cossos

QCKiC...CK,
on ¥ ¢ K,, amb [K; : K; 1] < 3. Construim el cos K,y :=

K, [e93) = {a+be?3 4 ce?/3 | a,b,c € K} on Ky K] <31
per la proposicié 5.2 obtenim el resultat.

. En origami podem construir ’heptagon regular!

Per a construir el poligon regular de 7 costats és suficient obtenir el punt
(cos(27/7),sin(27/7)) ja que fent el plec de paper sobre el (0, 0) entre la
linia de ’eix OX amb la linia definida per (0,0) i (cos(27/7),sin(27/7))
obtenim el punt (cos(4w/y),sin(47/7)) 1 aixi successivament fins a tro-
bar tots els vértexs del poligon regular de 7 costats.

Anem a justificar doncs que (cos(27/7),sin(27/7)) és un punt cons-
truible amb origami.

Prenem « := ¢'2™/7 i observeu que o+’ +at+ad+al+a+1=0
per tant tenim

QcQla]={a+ba+ca®+da’+ea*+ fa’ | a,b,c,d, e, f € Q}

on [Q[a] : Q] < 6, aixd no ens és 1til per aplicar la proposicio 5.2, ja
que els graus en la cadena han de ser menors o iguals que tres, per aixo
construim un cos intermedi que compleixi les propietats per usar el
teorema. Considerem el cos Q[+ @] on @ és el conjugat de . Fixeu-
vos Qo + @] C Q[a] (en aquest cas una manera facil de veure aixo és
tenir en compte que @ = o~ 1) i [Q[a] : Q[a + @]] = 2, ja que els dos
cossos 1o son iguals (un és dins els reals ja que oo +a = 2 cos(27/7) €
R i laltre no) i « és arrel del polinomi de grau 2 a coeficients en
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Q[cos(27/7)] = Q[ + @] donat per X2 — 2cos(27/7) X + 1, per tant
tenim una cadena de cossos

Q C Qleos(27/7)] € Q[e*™/T]

i es pot comprovar que la dimensi6é de Q-espai vectorial de Qe
(que sabem que és menor o igual a 6) és el producte de la dimensi6 de
Q[cos(2mi/7)] com Q-espai vectorial i de la dimensié de Q[e*™/7] com
a Q[cos(2mi/7)]-espai vectorial, per tant obtenim que

[Q[e*™/T] : Qleos(27/7)]] =2 <3, i [Qeos(2r/7)]: Q] <3

Usant la proposicié 5.2 obtenim que podem construir el poligon regular
de set costats de forma exacta usant origami (i no és construible amb
regle i compas!).

27ri/7]

6 El teorema fonamental d’Evariste Galois

Les conseqiiencies i aplicacions dels resultats anteriors en el mén de les equa-
cions so6n de gran utilitat per totes les ciéncies, aixi com en les construccions
amb regle i compas, origami i altres en geometria. Tota la teoria es basa en
el treball profund i teoric de Galois sobre ’estudi de la teoria de cossos i la
creacio de la teoria de grups. En aquest apartat no entrem en la definicid
de cos ni de grup, el lector pot consultar les definicions en [1,4,12], tan
sols enunciem el resultat clau que va obtenir Evariste Galois (tot i que no
va ser fins revisions posteriors de la seva obra que es va donar a conéixer
als matematics, ja que els seus escrits originals necessitaven revisio i petites
rectificacions). El lector interessat en aprofundir en el contingut matematic
pot consultar qualsevol dels textos citats anteriorment.
Galois va demostrar 'any 1832 la seva famosa correspondéncia: Sigui

f(x) =apx™ + -+ a1z +ag

un polinomi a coeficients enters, i sigui L el minim subcos de C que conté les
arrels del polinomi f(z). (Recordem que pel teorema fonamental de I’algebra
f(z) factoritza en factors lineals a C.) Sigui G = Aut(L) el grup de tots els
automorfismes del cos L. Llavors:

Teorema 6.1 (Galois) Ezxisteiz una correspondéncia bijectiva:
{subgrups de G} <— { subcossos de L}
Més concretament, si H és un subgrup de G, llavors:
H—IL"={zeL|o(x)=x VYoecH}.
L s’anomena el cos fix de H. Similarment, si F és un subcos de L, llavors

F— Autp(L)={c€G|o(z)=a VreF}.
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En el grafic segiient illustrem la correspondéncia de Galois per f(z) =

x> — 2.
Correspondéncia de Galois
E=Q[V2,w]amb w = */3 f(V2)=¥2w g(V2)=72
flw)=w g(w) = w’
Q[V2 {1d}
QVz] Q[Vzuw] QV2w?] {1d, g} {1d, gf } {1d, g/*}
Q[w] {Id, f, f2}

Q G={1d,f, f* ,g,gf,ng}

7 Galois al segle XXI

La teoria matematica que va desenvolupar Galois
s’estudia en molts graus de Matematiques com assigna-
tura obligatoria. Tot i que aquesta teoria pot semblar
molt abstracta, s’ha aplicat amb molt d’éxit des dels
temps de Galois tant per a trobar solucions de proble-
mes com per a provar que d’altres no tenen solucions.

Anem tot seguit a llistar alguns punts actuals de re-
cerca e interrelacié amb altres disciplines que ha aportat
la teoria que va iniciar Galois. Com observaréu molts d’ells sén de gran im-
pacte aplicat! 1 els que es troben dins la matematica fonamental séon de
tal rellevancia qué si algi n’obté la resolucié guanyaria amb molta seguretat
una medalla Fields (sempre i quant fos menor de 40 anys)® (Recordem que la
medalla Fields és 'equivalent dels Nobel a la disciplina de les matematiques,

http://en.wikipedia.org/wiki/Fields_Medal
i podeu llegir en
http://nobelprizes.com/nobel/why_no_math.html
certs motius per tal que no existeix el premi Nobel de Matematiques ).

3El premi de la Medalles Fields es concedeix actualment cada quatre anys durant el
Congrés Internacional de Matematics (ICM) i se’n poden concedir fins a quatre.
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7.1 Galois i cossos finits.

Evariste Galois, amb els seus treballs,va fer palesa la importancia dels cossos
finits, per aixd programes informatics per a fer calculs en matematiques com
Maple o Sage denoten el cos finit per GF “Galois Field” en reconeixement a
Galois. Recordem que els cossos finits son la base de la Matematica Discreta
i que tot aixo es relaciona amb la Informatica i I’Enginyeria.

7.2 Galois i Criptografia

La geometria de les corbes el'liptiques sobre cossos finits, és a dir corbes amb
equaci6 y? = 2% 4+ ax + b, on a, b sén elements d’un cos finit, té grans apli-
cacions a la criptografia de clau piblica, per exemple el passaport alemany

implementa aquesta aplicacié criptografica.

~
_

y=2"—2 vP=ad—z+1

Dibuix real de dos corbes ellitiques sobre els racionals

Per a fer una bona implementacié del métode d’encriptacio, cal fer una
bona eleccié dels valors a, b conjuntament amb un punt de la corba. Per aixo
és necessari un estudi dels punts de corbes de la forma y? = 2 +ax + b sobre
cossos finits. La teoria construida per Evariste Galois és de vital importancia
per a fer aquest estudi. El lector interessat en la implementaci6 i més detalls
técnics pot consultar el llibre d’ Steven Galbraith “Mathematics of Public
key cryptography” [8] i larticle de Gerhard Frey i Tanja Lange “Mathema-
tical background of public key criptography” [7] (http://www.exp-math.
uni-essen.de/zahlentheorie/preprints/preprintfreylange03.pdf).

7.3 Galois i la teoria d’automats

La teoria de Galois intenta estudiar si certs nimeros complexos sén arrel
o no d’algun polinomi a coeficients racionals. Per exemple diem que /3
és algebraic sobre els racionals ja que és arrel del polinomi a coeficients
racionals 72 — 3, no obstant, com ja hem comentat, 7 no és algebraic sobre
els racionals ja que no existeix cap polinomi a coeficients racionals on 7 és
una arrel. També es diu que 7 és un nombre transcendent sobre els racionals.


http://www.exp-math.uni-essen.de/zahlentheorie/preprints/preprintfreylange03.pdf
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Si anem al moén de la computacié i enginyeria ens interessa decidir quan una
série a coeficients en un cos finit

)
Zain amb aiequ
=0

és solucié o no d'un polinomi en el cos associat a I'anell de polinomis F,[X]
(on Fy denota el cos finit de ¢ = p™ elements amb p primer), per exemple la
serie

1+ X+ X240 X34 X4 4 ... 4 X201 4 x2012 (3)

ésigual a 1/(1—X) (prenent la topologia dels entorns del
zero donats per la poténcies de X que seria ’analeg dels
entorns al voltant del 0 per poténcies enteres de (1/10)
quan es considera la topologia del valor absolut usual en
els nombres racionals) i per tant la série (3) és solucio
del polinomi en la variable T" segiient: (1—X)7T—1 = 0.

La teoria d’automats resol quan és que una série
Yo ai Xt amb a; € Fy, és soluci6 o no d’un polinomi
en T' a coeficients en Fy[X]. La teoria d’automats s’es-
Alan Turing tudia en el grau d’Informética i esta relacionada amb la
(1912-1954) maquina de Turing.

Fem un exemple de com la teoria d’automats permet
construir séries que sén arrel d’un polinomi a coeficients en el cos de frac-
cions de Fy[z] amb ¢ = 2. Abans de concretar I'exemple introduim alguns
conceptes d’aquesta teoria en el cas de g = 2.

Un 2-automat (S, a, X, t) consisteix en:

1. Un conjunt finit S de situacions (els elements de S els anomenem
situacions) i una situacio inicial fixada «.

2. Una aplicacio t : S x ¥ — S (on ¥ := {0,1} es diu que és [’alfabet)
anomenada funcié transicio.

Escrivim ¥* := (J7? X", on X" és el conjunt de les seqiiéncies finites
de longitud n d’elements de ¥ (en particular, ¥° = {@#} i ! = %), que
s’anomena el conjunt de paraules de ’alfabet . Donat e € ¥* tenim que
e € X" pera algun n i escrivim |e| = n, a més per a cada j > 0 denotem per
e(j) lelement de ¥ que ocupa la posici6 j en la paraula e (iniciant per la
posicié zero i d’esquerra a dreta). En ¥* tenim un producte (té estructura
de monoid) que per a w € Xf,v € ¥ déna w - v € LF amb

w(n) si 0<n<|wl

(w-v)(n) :{

v(in—Jw]) s |w| <n < |w|+ vl

UNRB



Pere Ara, Francesc Bars 21

(es posa v després de w com a paraula).

Observem que X* com a conjunt es podria pensar com els enters ex-
pressats en base 2, no obstant el producte en ¥* no correspon a la multi-
plicacié de ntimeros: donats (2 =)w := 1.0 € %2, (4 =)v := 1.0.0 € ¥3,
w-v = (1.0) - (1.0.0) = (1.0.1.0.0) que no correspon a 8 en base dos que és
1.0.0.0 .

La funci6 transici6 ¢t s’extén a t : SxX* — S mitjangant la regla inductiva

t(a,0) =a, t(a,dm)=t(t(a,l),m) peraleX, meX*

Es diu que una seqiiéncia u = (u(k))r>0 és un “2-automaton” si existeix
un 2-automat (S, «, ¥, ¢) i una aplicaci6 Out : S — Fa, on u(0) = Out(a) i
u(k) = Out(t(a, kj. - -+ ko)) si k=3 ) _okn2™ amb k,, € ¥ ={0,1}.

Anem ara finalment a presentar 'exemple. Considerem el 2-automat
donat per la segiient taula amb estat inicial & = s1 i quatre estats s1, sa, s3,
s4 amb funci6 de sortida Out(s;) = Out(s2) = 1, Out(ss) = Out(s4) =01
amb taula ¢:

‘ 51 82 53 54
0|s1 s3 s2 54
1 S9 S4 S92 S4

Considerem la serie > 2 ja, X™ on a; € {0,1} del cos finit de dos ele-
ments i definides pel 2-autdomat anterior, aixo és ap = Out(s;) = 1, a3
Out(t(s1,1)) = Out(s2) = 1, ag = Out(t(s1,1.0)) = Out(t(¢(s1,1),0)) =
(1.0 &s la representacié en base 2 del 2 = 1-21 +0-2°), a3 = Out(t(s1, 1.1)
0,...

Podem veure que

=3l

9(X) = ZanX" = Z Xm,
n=0

meM

on M és el subconjunt de N definit per M = J;~, M,, essent My = {0,1}
i cada un dels M, s’obté calculant tots els valors 4m,4m + 1 per als m de
M, 1, per tant g(X) = (3,,ear X*™)(1 + X) i com que estem treballant a
coeficients en un cos de dos elements obtenim

9(X) = g(X)*(1 + X)
per tant g(X) = (1 + X)~1/3, és a dir g(X) és algebraic sobre el cos de
fraccions de Fy[X] i és arrel del polinomi en 7"

1+ X)73 - 1.

El fet que la série estigui construida per un automaton fa que la série
satisfaci un polinomi en 7T, i viceversal!

Per aprofundir en aquesta interrelacié podeu consultar per exemple el
capitol 11 del llibre de D. Thakur “Function Field Arithmetic” [18].
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7.4 (Galois i les equacions diferencials

La teoria de Galois diferenciable estudia extensions de cossos que tenen una
derivaci6. Bona part de la teoria de Galois diferenciable és parallela a la
teoria que va desenvolupar Evariste Galois. Una diferéncia entre ambdues és
que els grups que apareixen en la teoria diferenciable tendeixen a ser grups
de Lie de matrius. Recordem que els grups de Lie sén de gran rellevancia
en la fisica i la teoria de Galois diferenciable hi té certa relacio. També el
problema de trobar quines integrals de funcions elementals poden expressar-
se amb altres funcions elementals es ’analeg del problema que hem plantejar
en una altra secci6é de trobar expressions en radicals per arrels de polinomis.
En el cas diferenciable el problema estd resolt usant la teoria de Picard-
Vessiot. Per exemple amb la teoria de Galois diferenciable es pot demostrar:

a) La integral / e dt no es pot resoldre mitjancant funcions elementals.

b) L’equaci6 diferencial 2’ + tz = 0 no es pot resoldre usant funcions ele-
mentals e integraci6.

Treballs com “Differential Galois Theory” de M. Kamensky [11] o millor
consulteu llibres com “Introduction to differential Galois theory” de Teresa
Crespo i Zbigniew Hajto [5], us permetran aprofundir en aquesta teoria.

7.5 (Galois i les topologies de Grothendieck

Evariste Galois introdueix la idea segiient: enlloc
d’estudiar els objectes estudiem els morfismes entre
aquests objectes i les propietats d’aquests morfismes
ens han de caracteritzar ’objecte. Aquesta idea és va
reprendre de forma intensa durant els anys 1950 en el
mén de la Geometria, més concretament dins la Ge-
ometria Algebraica, per Alexander Grothendieck defi-
nint el que s’anomena actualment topologies de Grot-
hendieck per a varietats. En l'actualitat gran part de la
Geometria Algebraica segueix enfocada dins la direccié
desenvolupada per Grothendieck.*

Aquesta revoluci6é de Grothendieck es reflexa en la
formulaci6é de diverses conjectures que estan en el moment actual entre els
problemes més importants en matematiques, alguns d’ells es troben a la llista
dels problemes del Milleni de I'Institut Clay, la seva resolucié esta recompen-
sada amb un milli6 de dolars. Trobareu alguna informacié més sobre Grot-
hendieck a http://en.wikipedia.org/wiki/Alexander_Grothendieck

A. Grothendieck 'any
1970

*Va rebre la Medalla Fields I'any 1966.
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7.6 Galois i Cohomologia i Grup Fonamental

La topologia algebraica associa certs grups a varietats topologiques, un
exemple son els grups fonamentals i la cohomologia singular. Aquests ob-
jectes permeten estudiar propietats de la varietat topologica i sén de gran
rellevancia. Aquests grups tenen certa relacié amb la construccio de cert re-
cubridor de I'objecte topologic. Podem pensar que enlloc d’estudiar directa-
ment 'objecte topologic ho trasllada a estudiar-hi certs grups de homotopia
o homologia associats a I'objecte i la interrelacié d’aquests dos mons (similar
a la idea exposada al punt anterior). Per exemple en el grup fonamental
de varietats topologiques que s6n també algebraiques hi apareix de forma
natural el grup de Galois del cos base on esta definida la varietat, I'estudi
d’aquest grup fonamental s’inclou dins el programa anabelia de Grothendi-
eck, de gran importancia en la recerca actual sobre aquests temes. Igualment
per a representacions de grups sobre un espai vectorial de cohomologia de
certa varietat se li assigna la cohomologia de grups.

També, en una varietat algebraica sobre els ra-
cionals, el grup de Galois sobre QQ acttia en diverses
Galois cohomologies associades a la varietat, en particular
Cohomology acttia en la cohomologia étale de Grothendieck. La
cohomologia del grup de Galois a coeficients en les
oloay ¢ cohomologies de Grothendieck és d’importancia vi-
. tal per entendre 'aritmética de la varietat algebraica,
en particular té relacié6 amb la conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer. Per un estudi sobre cohomologies
en grups de Galois i alguns resultats aritmeétics po-
deu consultar Jean Pierre Serre “Galois Cohomology”
[16].

JEAN-PIERRE SERRE

Springer Monographs in Mathemati

% Springer

7.7 Galois i Gauss: teoria de nombres

Gauss afirmava: La reina de les matemati-
ques €s la Teoria de Nombres.

Per dir-ho en paraules més planeres la teoria
de nombres intenta decidir quan una equaci6 a
coeficients en els nombres enters té solucié o no,
i en cas que tingui solucions trobar-les explicita-
ment. Perqué és la reina de les disciplines matematiques? Bé, possiblement
per qué els problemes sén facils d’enunciar perd la seva resolucidé necessita
usualment técniques molt sofisticades, usant moltes rames fonamentals de la
matematica: Algebra, Analisi, Topologia, Geometria,... Podeu trobar més
detalls a http://en.wikipedia.org/wiki/Number_theory

AY7B31976K1 [

ot
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Un exemple és I'afirmacio seglient: [’equacio de Fermat
V—Q el ™ +y™ = 2™ no té solucid als enters amb xyz £ 0 in >3

| oo ,/ .1 natural.

= +y . N 5

| , ; Recordem que Wiles demostra el 1995° aquesta afirma-
ssssssssssssssssssssasad 0, 1 recordem també que l'equacié de Fermat va moure
una part important de la recerca de la matematica els 1ul-
tims dos segles! Andrew Wiles per demostrar-ho usa: al-
gebra, topologia, geometria i analisi. Hi ha més detalls al
I'apartat seglient de la wikipedia: http://en.wikipedia.org/

wiki/Wiles? _proof_of_Fermat’s_Last_Theorem

La teoria de Galois és clau per a 'estudi de punts en
corbes determinades per equacions definides en els enters,
com l’equacié de Fermat, ja que si una d’aquestes equaci-
ons té solucié en una extensioé dels racionals, per exemple
en Q(v/2), fent actuar el grup de Galois Autg(Q(v/2)), po-
dem construir una altra solucié de ’equacié, aixo fa que es
poguin associar objectes algebraics amb una accié de grups
de Galois i aixd ens permet obtenir resultats sobre l'arit-
mética, aquesta idea d’estudi s’inclou dins l’actual teoria
Iwasawa. La teoria Iwasawa és el cor per a lestudi dels
valors enters de la funci6 L i en particular de la funcio6 zeta

Kinkichi Iwasawa : ] ) )
(1917-1998) de Riemann, funcié que també té interés a la Fisica.

7.8 Galois i representacions de grups

Tant en la fisica com en la matematica donat un objecte on hi actua un
grup se li pot associar en moltes situacions una representacié de grup, i
aquesta representacié ha d’aportar informacié de 'objecte. En Geometria,
on la varietat esta definida per equacions algebraiques i per exemple aquestes
equacions estan definides en els nombres racionals, sempre podem considerar
I’acci6 de grups de Galois sobre els racionals donant representacions de grup
de Galois sobre els racionals. Aquests objectes sén claus per a resoldre
preguntes en Geometria Aritmética que inclou preguntes dins el camp de
teoria de nombres.

Andrew Wiles per a resoldre el teorema de Fermat construeix técniques
en teoria de representacions de Galois, aquestes técniques sén claus per a
I'estudi de la geometria algebraica aritmética de diferents varietats i de la
teoria de nombres.

En el curs 2010/11 el Centre de Recerca Matemética va desenvolupar un
Research Programm anual http://www.crm.cat/arithgeo/, en la direcci6
de l'estudi de teoria de representacions de grups de Galois. Estem parlant
doncs d’un tema d’actualitat puntera mundial en matematica fonamental.

5Lamentablement A. Wiles tenia més de 40 anys quant va aportar finalment la demos-
traci6 del resultat de I’equacié de Fermat, motiu que va fer que no se li concedis la Medalla
Fields
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7.9 Hilbert i el problema invers de Galois

Evariste Galois associava a un polinomi sobre els racionals un grup finit.
Una pregunta natural és: donat un grup finit qualsevol, hi ha un polinomi
sobre els racionals tal que el grup que Evariste Galois li associava coincideix
amb aquest grup? Aquest problema s’anomena el problema invers de Galois.

David Hilbert va aportar una idea fonamental en el
problema invers de Galois a finals del segle XIX amb el
que es coneix amb 'actualitat com “el teorema d’irreduc-
tibilitat de Hilbert”. Aquest teorema sobre els racionals
afirma: Sigui f(x1,...,20,X) € Qx1,..., 20, X]| un
polinomi sobre Q en n+1 variables x1,...,x,, X. Deno-
tem per Q(x1,...,x,) el cos de fraccions de ’anell que
polinomis a coeficients a Q en les variables x1, ..., xy.
Suposem que lextensio de Galois sobre Q(x1,...,xy,)
generada per f(x1,...,xn, X) té grup de Galois finit G. David Hilbert
Llavors hi ha infinits (by,...,b,) € Q" complint que (1862-1943)
f(b1,...,bn, X) genera una extensio de Galois sobre Q
amb grup de Galois G.

Usant el teorema d’irreductibilitat, Hilbert I’any 1882, va demostrar que
els grups de permutacions S, i alternat A,, es realitzen sobre Q. 1 per
exemple Shih al voltant de I'any 1970 demostra que el grup G = PSLy(IF,)
(el projectiu lineal) també satisfa la pregunta sobre els racionals.

El problema invers de Galois encara no esta resolt en I’actualitat tot i que
s’han fet molts avencos i hi ha molta literatura. Es un dels problemes que ja
va moure Hilbert finals del segle XIX i qué mou encara la recerca fonamental
actual (http://garden.irmacs.sfu.ca/?q=op/inverse_galois_problem).

7.10 Galois i Birch amb Swinnerton-Dyer: Funcions L

La Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer és un dels problemes del milleni
de I'Institut Clay que encara no estd resolt (http://www.claymath.org/
millennium/Birch_and_Swinnerton_Dyer_Conjecture/)

Donada una corba FE, anomenada elliptica, i
definida per y?> = 2% + az + b on a,b racionals
podem associar-li una funcié de variable comple-
xa anomenada L(F,s) amb s € C. La conjectura
de Birch i Swinnerton-Dyer descriu I'ordre d’a-
nul.laci6 d’aquesta funcié L(F,s) en s = 11 el va-
lor del primer coeficient del desenvolupament de
Taylor de L(E, s) en s = 1. Per a definir aquesta
funcié L es pot usar la representacié del grup de
Galois actuant en els grups de cohomologia asso-
ciats a una topologia de Grothendieck de la varietat F.

J.Birch i
P. Swinnerton-Dyer
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La teoria Iwasawa és clau segons Kazuya Kato (ICM 2006 Madrid) per
a entendre els valors enters de les funcions Zeta o L, és a dir L(F,2),
L(E,2011),.... Aquests valors enters estan relacionats amb un objecte de
geometria aritmética i per tant equipat de 'accié d’un grup de Galois. Es pot
demostrar que la conjectura de Birch-Swinnerton-Dyer és un cas particular
de conjetures generals de valors enters en funcions L, aquestes conjectures
generals, formulades per Bloch i Kato (1990) s’anomenen les conjectures del
nombre de Tamagawa, per saber-ne una mica més podeu llegir

http://en.wikipedia.org/wiki/Special_values_of_L_functions.

—1 %

Fotos de Spencer Bloch and Kazuya Kato autors de la conjectura dels valors especials de
funcions L anomenada també conjectura del nombre de Tamagawa

7.11 Galois i sistemes dinamics: hipotesi de Riemann

La hipotesi de Riemann és un altre dels pro-
blemes del milleni® i com ja hem dit interessant
tant per a matematics com per a fisics.

En aquest apartat volem introduir la visi6 de
Deninger en atacar la hipotesi de Riemann mit-
jancant sistemes dinamics. La teoria creada per
Deninger (1995-2005) pasa per a introduir aritme-
tica en els sistemes dinamics i per tant hi sorgeix
de forma natural I'accié del grup de Galois. Podeu
consultar sobre 'aritmética de sistemes dinamics
al llibre de Joseph H. Silverman “The Arithmetic
of Dynamical Systems” [17].

B. Riemann
(1826-1866)

7.12 Galois i matematics que han rebut medalles Fields

Com ja hem comentat, les medalles Fields son els equivalents en Matemati-
ques dels premis Nobel, llevat que es premien tan sols a matematics d’edad
inferior a 40 anys.

Anem ara a llistar alguns matematics que han obtingut medalla Fields i
que en la seva recerca hi apareix de forma acusada el llegat d’Evariste Galois:
Jean-Pierre Serre, Alexander Grothendieck, Alan Baker, David Mumford,
Pierre Deligne, Gerd Faltins, Vladimir Drinfeld i Laurent Lafforgue.

6 Veieu http://www.claymath.org/millennium/Riemann_Hypothesis/
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J.P.Serre, A. Baker, D.Mumford, P.Deligne, G.Faltings, V.Drinfeld, L. Lafforgue.

A tall exemple expliquem 'aportacié de Drinfeld i la interelaci6 amb la
teoria de Galois. Durant el segle XIX Kronecker i Weber van demostrar que
qualsevol cos que conté els racionals i tal que el grup de Galois és un grup
commutatiu s’ immersiona dins el cos Q(U,e2™/™), cos resultant d’introduir-
hi totes les arrels de la unitat. Drinfeld en 1975 dona un analeg del resultat
de Kronecker-Weber pero sobre el cos de fraccions de 'anell de polinomis
en una variable sobre un cos finit, on s’han d’introduir (enlloc de e2™/™)
les arrels de certs polinomis que s’obtenen dels moduls elliptics anomenats
actualment moduls de Drinfeld en honor al seu descubridor.

7.13 Té futur Galois?

Estem convencuts que noves aplicacions o idees per la matematica fona-
mental sorgiran en els propers anys de 'impacte de la obra que va iniciar
Evariste Galois! i potser també d’aplicades: ningt no sap encara si ’analeg
dels motius de Grothendieck traslladats en caracteristica positiva, anomenats
t-motius o motius d’Anderson, tindran rellevancia en aplicacions computa-
cionals i/o criptografiques.

Es per aixd, i molts altres arguments, que creiem que una assignatura
de teoria de Galois amb una continuacié en una assignatura en teoria de
Nombres (teoria que té forta interrelacié amb totes les subseccions del capi-
tol 7) haurien d’estar presents en tots els graus de Matematiques. En alguns
graus alguna d’aquestes assignatures no hi sén, potser per una suposada fal-
ta d’aplicabilitat, ja que llegint §7.12 s’intueix la seva rellevancia pel moén
matematic a nivell fonamental. No obstant, recentment s’han trobat diver-
ses aplicacions, per exemple de la teoria de corbes elliptiques en criptografia,
deixant de ser valid 'argument de falta d’aplicabilitat.

Cal justificar els continguts de les matéries dels graus cientifics per ten-
déncies influenciades cap a l’aplicacié industrial o bé ha de predominar el
contingut humanistic del coneixement sense pressions mercantilistes puntu-
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als? Quina Universitat volem construir? Qué creieu que afirmaria el “revo-

lucionari” Evariste Galois?

Podem resumir la influéncia de la teoria de Galois en la matematica

actual en el grafic seglient:

Galois, ara

Teoria

Geometria
aritmética
Representaci6
de
L= Hilbert i el
problema
invers

Teoria

de Criptografia
de clau

Ga |OiS publica

Teoria de
Cossos finits nombres
i matematica G Teoria

discreta d’autdmats
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