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Capitol 1

Programa de ’assignatura

Fem una distribuciéo de les aproximadament 27 hores de classe de teoria
d’aquesta assignatura.

1.

2.

10.

11.

12.

Nombres racionals i nombres reals. [Seccio 2.2/
Nombres complexos. Forma polar. [Seccions 2.3 i 2.4]

Arrels n-éssimes de nombres complexos. Férmula d’Euler. [Seccions
2.512.6]

Polinomis. [Seccid 3.1]

. Arrels de polinomis. [Seccid 3.2/

Factoritzacid. [Seccid 3.2]

Sistemes d’equacions lineals. [Seccid 4.1]

Matrius associades a sistemes. Matrius esglaonades. [Seccid 4.2/
Producte de matrius. [Seccid 4.4/

Matriu inversa. Metode per calcular-la. [Seccid 4.4/

Determinants. Segon metode per calcular la inversa d’una matriu. [Sec-

cid 4.5]
Vectors. Combinacions lineals. [Seccions 5.1 1 5.2]
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

Vectors linealment independents. [Seccid 5.3/

Rang. Teorema de Rouché-Frobenius. [Seccid 5.6 i 5.8/
Vectors i valors propis. [Seccions 6.1 1 6.2]
Diagonalitzacid. [Seccions 6.1 i 6.2/

Derivades. [Seccions 7.1, 7.2 1 7.3]

Derivades. [Seccions 7.4 i 7.5]

Primitives. [Seccions 7.6 i 7.7]

Equacions diferencials de primer ordre. [Seccions 8.1 i 8.2]
Exemples (elements radioactius, datacid, etc.). [Seccid 8.3/
Equacions diferencials de primer ordre lineals. [Seccid 8.4/
Equacions diferencials de segon ordre. [Seccid 9.1]
Equacions diferencials de segon ordre lineals. [Seccid 9.2/
Com trobar una solucié particuar en el cas no homogeni. [Seccié 9.4]

Sistemes lineals d’equacions diferencials de primer ordre. Cinética
quimica. [Seccions 10.1 i 10.2]

Solucié d’aquests sistemes en el cas diagonalitzable. [Seccid 10.3]



Capitol 2

Nombres complexos

2.1 Nota historica

Els' nombres irracionals, negatius i complexos tenen una historia fascinant.
Els grecs definien els nombres com agregats d’unitats, és a dir, parlaven de
nombres més grans que 1. Els primers Pitagorics varen estendre aquesta nocio
per poder-hi incloure quocients de nombres positius, és a dir, els racionals
positius. Tenien una creenca mistica de que aquest nombres eren la base
sobre la que s’havia construit la Natura. Es diu que un matematic anomenat
Hipassus va descobrir la irracionalitat mentre estava embarcat en una nau i
que, quan va comunicar el descobriment, el varen llancar a 'aigua.

En els Elements d’Euclides el nombres irracionals es manipulen basant
I’algebra en segments lineals, en lloc de en nombres, de manera que el pro-
ducte de dos nombres era una area, el producte de tres nombres era un volum
i el producte de quatre nombres era impossible.

El matematic Alexandri Heron, del primer segle de la nostra era, va donar
la férmula

Vp(p—a)(p—b)(p—c)

per a calcular I'area d’un triangle de costats a, b, ¢ i perimetre 2p. Aquest
va ser un dels primers forats en el dic Grec que protegia la idea de que les
formules no es podien utilitzar sense una conceptualitzacié geometrica del
significat de les seves operacions.

!Traduit de http://www.math.psu.edu/melvin/logic/node8.html
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Afortunadament cap noi grec va poder tapar el forat; el que va comencar
com un petit doll d’aigua es va convertir en una inundacié. L’algebra es va
convertir en un joc on es manipulaven simbols els quals es consideraven sense
sentit.

© ¢ o &

El primer s conegut dels nombres negatius va ser fet pel matematic Indi
Brahmagupta, al voltant de 'any 628. El gran matematic Indi Bhaskara, va
dir, després de donar 50 i —5 com solucions d'una equacié: El segon valor no
s’ha de considerar, ja que és inadequat; la gent no aprova solucions negatives.
No obstant, els nombres negatius es continuaven utilitzant inclis per aquells
que els consideraven simbols mancats de significat.

Quan es varen incorporar al sistema numeric es varen poder manipular
usant les lleis de I'algebra, i aquestes operacions semblaven consistents inclis
quan els propis objectes eren simbols sense significat.

Antoine Arnauld, un amic de Pascal, va qiiestionar que —1 : 1 =1: —1,
ja que, deia ell, —1 és menor que +1; per tant, com pot ser el més petit
al més gran com el més gran al més petit? Si poguéssim reescriure aquest
argument, em sembla que esta dient que, ja que els nombres satisfan ’axioma
VaVy(r < y = x/y < y/x), no poden haver-hi nombres negatius perque no
satisfan aquest axioma.

d’Alembert (1717-1783) va escriure en el seu famés diccionari que un
problema que porta a una solucio negativa significa que alguna part de la
hipotesi era falsa pero se suposava vertadera. Leibnitz considerava que hi
havia quelcom d’estrany amb els negatius i els imaginaris, pero argumentava
que es podia treballar amb ells, perque la seva forma era correcta.

Les objeccions als nombre negatius no foren res comparades amb la con-
troversia sobre els nombres complexos. El 1545, Cardano, en el seu llibre Ars
Magna, considera el problema de trobar dos nombres que sumin 10 i que el
seu producte sigui 40. Resol I'equacié z(10 — x) = 40 i obté les solucions,
i llavors diu aquestes son quantitats sofisticades, que encara que enginyoses,
son inutils. La solucié de Cardano de I'equacio cibica requeria prendre arrels
cubiques d’expressions que contenien arrels quadrades. Alguns cops aques-
tes arrels quadrades eren imaginaries, inclis quan la solucié ultima fos un
nombre real.



La solucié? de
2 +pr+q=0

€s

5 4 ¢ P 5 4 ¢ P
r= T Dy )
De nou, encara que la gent continuava manipulant nombres complexos
formalment, hi havia una intranquil-litat considerable sobre el seu is. Segons
Leibnitz, l’esperit divi va trobar una sublim sortida en aquesta meravella
de l’analisi, aquest portent del mon ideal, aquest amfibi entre el ser i no-
ser, el qual anomenem arrel imaginaria de la unitat negativa. Descartes
rebutjava les arrels complexes i va encunyar el terme despectiu “imaginari”

per descriure-les.

© ¢ L] &

Argand? és famés per la seva interpretacié geometrica dels nombres com-
plexos, on ¢ s’interpreta com una rotacié de 90 graus. El concepte de modul
d’un nombre complex també es deu a Argand pero Cauchy, que va usar el
terme posteriorment, és qui habitualment s’emporta la fama de creador d’a-
quest concepte. El diagrama d’Argand? s’ensenya a la majoria d’escolars que
estudien matematiques i el nom d’Argand perdurara en la historia de la ma-
tematica per aquest important concepte. No obstant, el fet que aquest nom

2De fet, aquesta férmula és de Scipion del Ferro, comencaments del segle XV, professor
de la universitat de Bologna, que la va mantenir en secret fins al final dels seus dies que la
va comunicar al seu gendre Annibal della Nave i al seu alumne Antonio Maria Fiore. El
1543, Cardano i el seu alumne Ludovico Ferrari viatgen a Bolonia per tal de que del Ferro
els hi mostri la férmula. A la seva obra Ars Magna, Cardano diu que publica el metode
de del Ferro, pero Tartaglia diu que és el seu metode i que Cardano li havia tret amb una
mentira i amb la promesa de no publicar-ho.

Niccold de Cusa o Niccolo Fontana, conegut com Tartaglia (tartamut) la va redemostrar
en una competicié contra del Fiore el 1535, tot i que sabia que Fiore la coneixia. La
tartamudesa fou a causa d’una ferida de ganivet que li causa un soldat frances durant
la massacre a la catedral de Brescia de 1512. Cada participant dipositava una suma de
diners davant notari i proposava trenta problemes per al seu oponent. Qui, en trenta
dies, resolgués més problemes s’emportava els diners. En menys de dues hores Tartaglia
va resoldre tots els problemes plantejats per Fiore. Llavors és quan Cardano enreda a
Tartaglia, prometent-li recomanar-lo al governador de Mila, i li treu la férmula.

3Va publicar aquest treball sense signar-lo. Un altre matematic, en llegir-lo, va demanar
que autor es donés a coneixer.

‘1C={zz=2+iy=(z,y)}



s’associl amb la interpretacié geometrica dels nombres complexos és només
una conseqiiencia d'una estranya successio d’esdeveniments.

El primer en publicar aquesta interpretacié geometrica dels nombres com-
plexos fou Caspar Wessel. La idea apareix en un treball de Wessel de 1787
pero no es va publicar fins que Wessel va sotmetre aquest article a la Reial
Academia Danesa de Ciencies el 10 de mars de 1797. L’article fou publicat
el 1799 pero va passar inadvertit a la comunitat matematica.

La controversia no es va acabar de tancar fins a inicis del segle 19 quan
Gauss, Hamilton, i altres resolen el problema a través de ’abstraccié. Per
a la matematica moderna, la pregunta no és si hi ha ideals platonics que
corresponen a certes paraules, sind si és consistent i util usar aquestes pa-
raules. Es tracta llavors de saber si hi ha un sistema algebraic en el qual —1
tingui arrel quadrada i en en el qual es compleixin la majoria de les lleis de
I’algebra. Veurem que aquest objecte existeix construint el cos dels nombres
complexos.

O & o L

2.2 Nombres racionals 1 nombres reals

Els nombres racionals es poden pensar com fraccions o com decimals pe-
riodics. Veiem aquestes dues presentacions.
El conjunt dels nombres racionals és el conjunt

@—{g; p,q € Z,q # 0}

amb el conveni de que

/

p _p .. P I
— == siinoméssi pq =pgq.
q q

En aquests moments la notacio § no vol dir p dividit per ¢, siné que és

tan sols una manera de referir-nos a la parella ordenada (p,q), de manera
que també haguéssim pogut escriure

Q={(p.q9); p.q € Z,q# 0}

amb el conveni de que
(p,q) = (P',q') siinoméssi pq¢ =7pq.
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Pero perque aquest conjunt Q sigui realment el que els matematics anome-
nen el cos del nombres complexos, ens cal dir com sumem i com multipliquem
els elements de Q. Ho farem aixi:

p P _ petra
q q qq’
pY _ow

q ¢ qq’

Teorema 2.2.1 FEls nombres racionals son els decimals periodics

L’algorisme d’Euclides ens diu que donats dos nombres enters D (dividend) i
d (divisor), existeixen dos tinics nombres enters g (quocient) i r (residu) tals
que

D =dqg+r, r<d‘

Dividint per d obtenim

b + <d
- — — r
a1
Aix0 ens ddna la idea d’identificar el nombre racional (D, d) = % amb el

decimal periodic g + %.

La fraccié 5 és més petita que 1 i per tant, quan realitzem la divisi6 r/d
usant l'algorisme d’Euclides obtenim un nimero del tipus 0,abc... T g+ %
és doncs del tipus g, abc. ..

Per exemple, calculem 3/7.

3 |7
2 0 0,428571
6 0
4 0

5 0

10
3
La observacié fonamental és que quan s’obté un residu que ja havia sortit

abans (el nimero 3 en el nostre cas) no cal continuar, ja que ara s’anirien
repetint els calculs com al comencament.

11



Ara bé, com els possibles restos sén niimeros més petits que 7 és clar que
el quocient podra tenir com a molt set xifres decimals diferents, ja que a
partir d’un cert moment s’aniran repetint.

En el nostre cas 3
- = 0,428571428571 . ..

Es a dir, obtenim un decimal periodic de periode 428571.
Més exemples:

3448 _
— = 3,48282...
990 ’
g = 0,6 periodica de periode zero 0,6 = 0,600. ..
1 _
- = 0,33...
3 )

Observem, per exemple en el primer cas, com en efectuar la divisié usant
I’algorisme d’Euclides, el residu es repeteix.

344 8 1990
47 80 3,482
820 0

2 800
820 0

Reciprocament, donat un decimal periodic, sempre podem obtenir dos
nombres enters que al dividir-los ens doni aquest decimal periodic. Veiem un
exemple.

Exemple 2.2.2 Trobeu dos nombres enters D, d tals que % = 34, 56789789

Solucio. Posem

34567 89789
— 34 56 789
345 33 33000

I

Es a dir, el nimero que ens donen el restem d’ell mateix pero desplagat
cap a l’esquerra de manera que els periodes coincideixin. En el nostre cas la
resta que estem fent és 1000a — a amb a = 34, 56789789.

Tenim doncs

999a = 34533, 33

12



o, equivalentment
34533,33 3453333
a = =

999 99900

Ara que tenim controlats els decimals periodics, és logic pensar en que
son els decimals no periodics.

Definicié 2.2.3 Els nombres reals son els decimals periodics i no periodics.

El nombre real, no racional, més famoés és probablement el nombre 7. Sabem
que m = 3,1415 ..., i que els decimals van apareixent sense que es formi mai
un periode que es vagi repetint.

La observacié important és que 3,14 < 7 < 3,142, és a dir, que tot i que
no sabem encara ben bé que és 7 si que veiem que és un valor que esta entre
dos racionals. I com més decimals donem, més el podem acotar entre dos
racionals. Per exemple, la meva calculadora diu 7 = 3, 14159265359, aixo vol
dir que

3,14159265358 < 7 < 3, 14159265360.

El que volem dir amb aixo és que en donar un decimal no periodic estem
donant un valor no racional pero que el podem aproximar tant com vulguem
per racionals.

V2

Ja sabeu que la primera demostracié que es va fer usant el metode conegut
com reduccid a l’absurd va ser demostrar que v/2 ¢ Q. Es a dir, no hi ha cap
nombre racional que elevat al quadrat doni 2.

La repetim tot i que que és molt estandard. Té més de dos mil anys!
Es basa en la observacié que en elevar al quadrat un nombre parell obtenim
un nombre parell i que en elevar al quadrat un nombre imparell obtenim un
nombre imparell.

En efecte, (2k)% = 4k? = 2(2k?) i (2k + 1) = 2(2k* + k) + 1.

Suposem que hi ha un nombre racional P tal que
q

¢y~

13



Podem suposar que p i ¢ no sén tots dos parells. En efecte, és clar que
anant dividint per dos successivament podem escriure p = 2%’ i ¢ = 2b¢
amb p’ 1 ¢’ imparells. Llavors

2a / Qafb /
]_9:2bp/: /p, sia>b
q q q

9a /
p_2p _ P , sia<b
q qu/ Qb—aq/

En ambdds casos tenim un nombre racional amb numerador o denominador

imparell.
2
() =
q
amb p, ¢ no parells a la vegada.
Llavors p? = 2¢?, que implica p? parell, i per tant p parell. Posem p = 2k.
Llavors p? = 4k? = 2¢2. Per tant ¢®> = 2k?, d’on ¢ és parell. Contradiccié.

Suposem doncs

Teorema 2.2.4 La diagonal no és commensurable amb el costat.

Aixo vol dir que no hi ha una unitat de mesura u tal que d = nu i D = mu,
amb m,n € N, on D és la diagonal d'un quadrat de costat d.

Com que pel teorema de Pitagores sabem que D? = d? 4 d? = 2d?, tenim

-

Si la diagonal fos commensurable amb el costat tindriem

(7) -y =)=

i tindriem un nimero racional que elevat al quadrat donaria dos.
El segiient dibuix demostra, amb una elegancia infinita, que la Diagonal
no és commensurable amb el costat, i per tant, que v/2 no és racional.

14



En efecte,

1.

2.
3.

Tracem 'arc de circumferencia de centre O i radi OA.
Aquest arc talla la diagonal del quadrat en el punt C.

Tracem la perpendicular a la diagonal OD per C. Equival a tragar la
tangent a la circumferencia anterior per C.

Sigui B el punt on aquesta tangent talla el costat AD.

. Els triangles AOAB i AOBC sén iguals, per ser rectangles, compartir

la hipotenusa i ser OC' = OA. En particular, AB = BC.

El triangle DCB és isosceles, ja que 'angle C'DB val 45 graus, i per
tant I’angle C'B D ha de valer també 45 graus. En particular CD = BC.

Tenim doncs, AB = BC = CD.
BC < DB. Per tant AB < BD, que implica AB + AB < AB + BD.
Es a dir, AB < %AD, o BC < %AD.

15



10.

11.

12.

. La construccié que hem fet en el triangle rectangle isosceles AOAD la

repetirem en el triangle rectangle isosceles ABC'D. Aquest dos trian-
gles s6n semblants i, pel punt anterior, el factor de proporcionalitat és
estrictament més petit que 1/2. En particular, comparant les hipote-
nuses, tenim BD < %OD.

Si la unitat de mesura u cap un nombre enter de vegades al costat
OA = 0OC i ala diagonal OD, també cap un nombre enter de vegades
en la seva diferencia OD — OC = C'D. Per tant, cap un nombre enter
de vegades a AB = C'D. 1 per tant, cap un nombre enter de vegades a

AD — AB = BD.

Resumint, la unitat de mesura cap un nombre enter de vegades en el
catet BC'ien la hipotenusa BD del triangle BC'D. Tindriem u < %OD.

Repetint aquest procés, a partir ara del triangle ABCD, (en lloc del
AOAD) obtindriem finalment u < (3)"OD. Com que n és qualsevol,
tindriem v = 0, el que és una contradiccio.

Si representem els racionals sobre una recta de seguida veiem que hi ha
punts de la recta que no sén racionals. Només cal abatre sobre la recta la
diagonal del quadrat de costat 1.

Exponencial

Que vol dir 277
Recordem que si a € R, a > 01in € N, llavors

a"=a---a, n vegades

16



Observem també que si m € N llavors
(a™)™ =a™". (2.1)

Aix0 suggereix una notacié molt adequada per denotar 1’arrel n-essima
d’un nombre real. En efecte, 'arrel n-essima de a és, per definicié, un altre
. .. 1 .
nombre real b tal que 0" = a. Si escrivim b = a» tenim (usant (2.1))

3=

~—

3
I
S
3

3
I
Q
I
IS

" = (a
Tenim doncs
1
C/E =an.

Analogament, el significat natural per a a» és el de ser 'arrel n-essima
de a™. En efecte (usant novament (2.1)),

33

an = (am)% = Va™.

D’aquesta manera sabem elevar un nombre real positiu a un nombre racio-
nal. Com que els nombres reals es poden aproximar per racionals (simplement
quedant-nos amb un nombre finit de les seves infinites xifres decimals) podem
definir a” per a tot nombre real r.

Per exemple, per calcular 27, calcularem 231, 2314 23141 93,1415 "otc  fing
tenir una aproximacié adequada per als nostres proposits. Per exemple, la
calculadora del meu ordinador només em deixa introduir quinze decimals, de
manera que dir que 27 ~ 8,824977827076 és una bona aproximacio.

Valor absolut

El valor absolut |z| del nombre real = es defineix per

] = r six>0
]l —z siz <0

Per exemple, |5| =5 perque 5 > 01 | — 5| = —(=5) = 5 perque —5 < 0.
Es pot veure facilment que

lz] <a <= —-a<z<a (2.2)



Per parlar dels nombres reals situats entre dos nombres reals donats, com
ara ha passat al considerar els x € R que estan entre —a i a, fem servir la
notacio segiient:

(a,b) = {reRa<az<b}
(a,b) = {reRa<a<b}
[a,b) = {re€R;a<z<b}
la,b] = {xeRja<z<b}

Exemple 2.2.5 Trobeu els nombres reals x tals que |3z — 2| <5
Solucid. Aplicant (2.2) tenim
32 —2| <5 <= —-5<3r-2<5

Sumant 2 a cadascun dels tres termes i dividint-los per 3 obtenim

7
—l<z<-
T3

La resposta és doncs que z compleix la desigualtat donada si i només si
ze(—-1,%). 0

Aquesta manipulacié de desigualtats que acabem de fer suggereix recordar
les propietats segiients:

a>byc>0 = ac>bc

a>bc<0 = ac<be

1 1
a>b>0 —= - < -
a b

2.3 Nombres complexos
Quan, sobre el conjunt N del nombres naturals,
N={0,1,2,...}

ens trobem l'equacié
r+2=1

hem de dir:aquesta equacio no té solucio. 1 problema acabat.
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Pero, pot ser més interessant plantejar aquesta equacié sobre el conjunt
7, del nombres enters
Z={-,-1,01,---}

i dir que la soluci6 de x +2 =1 és v = —1.
Observem que
N C Z.

Aixi, doncs, amb aquest exemple tant senzill veiem que la frase aquesta equa-
c10 no té solucio, és ambigua i que el correcte és dir aquesta equacio no té
solucio a N o bé aquesta equacio si que té solucio a 7.
Analogament, quan, sobre el conjunt Z del nombres enters, ens trobem
I’equacio
20 =1

hem de dir:aquesta equacio no té solucio. 1 problema acabat.
Pero, pot ser més interessant plantejar aquesta equacié sobre el conjunt
Q del nombres racionals

@Z{%p&EZﬂ#O}

i dir que la solucié de 2x =1 és x = %
Observem que®
NcZcQ.

Analogament, quan, sobre el conjunt Q del nombres racionals, ens trobem
I’equacié
2 =2

hem de dir:aquesta equacio no té solucio. 1 problema acabat.

Pero, pot ser més interessant plantejar aquesta equacié sobre el conjunt
R del nombres reals R i dir que la soluci6 de 22 = 2 és x = V2.

Observem que

NczZcQcR
Analogament quan, sobre el conjunt R del nombres reals, ens trobem
I’equacié
?+1=0

5Quan diem Z C Q és per que estem identificant el nombre enter p amb el nombre
racional .
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hem de dir:aquesta equacio no té solucio. 1 problema acabat.

Pero, per analogia amb tot el que estem dient, és més logic pensar que hi
ha un conjunt més gran que R on aquesta equacié si que té solucié. Efectiva-
ment, aquest conjunt sera el conjunt dels nombres complexos, que definirem
a la seccid segiient, i que denotarem per C, de manera que tindrem

NcZcQcRcC.

El que és increible, és que aquest conjunt C pensat especialment per a
que l'equacié 22 + 1 tingui solucid, sera tal que en ell tota equacié de segon
grau tindra solucié!!

2.4 Definici6 i operacions elementals. Forma
polar

Aixi com hem pensat Q com parelles d’enters amb una suma i un producte
concret, vegeu pagina 11, pensarem C com parelles de reals amb una suma i
un producte especials. Concretament

C ={(a,b);a,b € R}

amb la suma i el producte segiients:

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc)
Observem que la suma es realitza per la llei del paral-lelogram: Com que
els triangles sombrejats de la figura sén iguals, si z = (a,b) i w = (¢, d), el
vertex del paral-lelogram oposat a l'origen és (a + ¢,b + d).

z+w
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Quan escrivim R C C es perque estem identificant el nombre real a amb
el nombre complex (a,0). Observem que llavors el producte anterior és el
producte usual de nombres reals:

(a,0) - (c,0) = (ac,0).

El mateix passa amb la suma.
Observem que com a conjunt de punts C = R x R, pero amb la suma i el
producte anteriors.

Quan multipliquem un nimero real A per un nombre complex (a, b) tenim®

Ma,b) == (A, 0) - (a,0) = (Aa, Ab),

és a dir, hem multiplicat per A cada component de (a,b)
Com a conseqiiencia d’aquesta observacié tenim

(a,b) = a(1,0) + b(0,1),

expressio molt simple que déna gran importancia als dos nombres complexos
(1,0) i (0,1). Tot nombre complex és combinacid lineal de (1,0) 1 (0,1).
Donem-los un nom:

(1,0) = 1, ja que s’identifica amb el nombre real 1
0,1) = i.

D’aquesta manera tot nombre complex (a, b) s’escriu com
(a,b)=a-1+0b-i=a+bi

En particular, el producte de complexos es pot recordar molt bé pensant
els complexos com polinomis de grau 1 en la variable ¢ i el producte de
complexos com el producte de polinomis:

a—+ b
c+di
ac + cbi + adi + bdi* = ac — bd + (ad — bc)i

iZ2=-1

6La notacié := vol dir igual, per definicid.
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Calculem 2.

i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Per tant, I'equacié 22 + 1 = 0 que no tenia solucié a R, si que té solucié
aC: r =+

A Pexemple 3.2.7 es veu que no tnicament x? +1 = 0 té solucié a C, siné
que qualsevol polinomi de grau 2, ax? + bx + ¢ = 0, té soluci6 a C.

Invers d’un nombre complex

Aixi com tot nombre real diferent de zero té un invers, també és cert que tot
nombre complex diferent de zero te invers.
Donat (a,b) busquem (x,y) tals que

(a,b)(z,y) = (1,0).
Només hem de resoldre el sistema

ar — by
ay+br = 0
Obtenim que I'invers del nombre complex (a, b) és el nombre complex

a )
a2+ b2’ a2 + b?

( )-

La manera més comode de trobar 'invers es la segiient:

1 a—bi a—bi

a+bi (a+bi)(a —bi)  a®+ b2

Només ha calgut multiplicar numerador i denominador pel conjugat’ del nom-
bre complex que voliem invertir.

Forma polar

El modul |z| del nombre complex z = a + bi es defineix per

2| = VaZ + 52

"Vegeu la, definicié de conjugat a la pagina 31.
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i Pargument o de z és I'angle determinat per la condicié

tana = —
a
i tal que
e esta en el primer quadrant (0 <a < J)sia>0ib>0.
e csta en el segon quadrant (F <a <7)sia<0ib>0.
e esta en el tercer quadrant (7 < o < 37”) sia<01b<0.

e esta en el quart quadrant (37“ <a<27r)sia>0ib<0.

Per exemple, |1 +i| = v/2 i tana = 1. Com que estem en el primer

quadrant, o = 7.

En canvi, | — 1 —i| = v/2 i tana = 1. Com que estem en el tercer
o7

quadrant, o = 2F.

Aquesta distincié per quadrants es fa justament perque, com acabem de
veure, el fet de coneixer la tangent no és suficient per coneixer I’angle. De
fet tenim, per tot «,

tan(a) = tan(a + 7).

tan o= tan(o + )

o+
(0
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Ara, tal com es veu en el dibuix segiient,

recta imaginaria —> pla complex

z=atbi

b

recta real T

entre les components a, b del nombre complex z = a+bi, el seu modul m = |z|
i el seu argument « tenim la relacié segiient:

= Mmcosw

b = msino

De manera que

z = m(cos o + i sin a)

Aquesta manera d’escriure z es coneix com forma trigonomeétrica. Observem
que z cos a + ¢ sin a és un complex de modul 1.

A vegades, per referir-nos al nombre complex de modul m i argument «
escriurem simplement

Z = Mg

i direm que z esta escrit en forma polar.
Observem que

m = m

ma:m“(:}{a — a+2%nm, kez

Exemple 2.4.1 Trobeu els nombres complezos z tal que |z —al < r, on a és
un altre nombre complex donat v r € R.
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Solucié. Només cal observar que |z — a| = d(z,a), on d(z,a) vol dir la
distancia entre els punts z € R? i a € R%. Per tant, els punts z € R? que
compleixen |z — a|] < r s6n els punts que disten menys que r de a: sén els
punts interiors a la circumferencia de centre a i radi r.

a-z

Producte en forma polar
Observem que

cos v + ¢ sin o
cos B +isin 3
cosacos 3+ icos Bsina +icosasin S+ i’sinasin f =
cos acos 5 + i(cos fsina + cos asin f) — sin asin § =
cos(a + B) + isin(a + B)

Per tant, si 2 = m, = m(cosa +isina) i w = ng = n(cos f + isin ), tenim

2w = mn(cos a + isina)(cos B + isin 3) = mn(cos(a + B) + isin(a + 3))
es a dir,
w0 = ()

Es a dir, per multiplicar complexos en forma polar només hem de multiplicar
el moduls (el modul del producte és el producte de moduls) i sumar els
arguments.
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En particular, multiplicar per un complex de modul 1 ¢ argument [ és
girar un angle igual a 3. En efecte,

malg = Mo+

2.5 Arrels n-essimes de nombres complexos

Suposem que el nombre complex z tingui modul m i argument a.
Llavors les arrels n-essimes de z = m,, estan donades per

V2= (VM) g+ ok k=01, ,n—1L.

n

Es a dir, el modul de I'arrel n-essima de z és 'arrel n-essima del modul
de z i argument és I'argument de z (més 2km) dividit per n.
En efecte, observem que

2 2
(Ma)” = mamey = (MM)gra = (M)aq.
Analogament
n n
(Mma)" = (M")na-
Aixi doncs, si donat w = mgs busquem la seva arrel n-essima, és a dir
busquem un complex z = m, tal que 2" = w ha de ser

n —

mt = m
na = a-+2krw

Esadir,
m = vm
a+ 2km
a = ——
n

Observem que el nombre complex que obtenim amb £k = 01 k = n és el
mateix. En efecte, obtenim a = % ia= % + 27. El valor de o canvia, pero
els complexos

ma i Mayy,

3Q

son iguals.
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El mateix passa si comparem els complexos que obtenim amb k£ = 1 i
k=n+1,1en general amb £k = j i k = j +n. De manera que per calcular
arrels n-essimes aquesta k € Z que apareix només la farem variar des de 0 fins
an—1. Posarem £k =0,1,...,n— 1. A partir d’aqui els valors que obtenim
ja son repetits. En particular, tot nombre complex té n arrels n-éssimes
diferents.

Exemple 2.5.1 Trobeu
3
—8.

Solucio. El modul del nombre complex —8 és m = 8, i I'argument és a = 7.
Per tant

Y8 = (gyg)ﬂj%,m, k=0,1,2.

3
Sik =0,
s T .. :
—8:(2)7r:2(cos§—|—zsm§):—1+z\/§.
3
Sik=1,
V—8 = (2), =2(cosT +isinm) = —2.
Si k=2,

) )
V—8=(2)5, :2(Cosg+isin§) = —-1-iv3. O
3

Exemple 2.5.2 Trobeu

Vi
Solucid. El modul del nombre complex i és m = 1, i argument és o = /2.

Per tant
3/. 3
\/Z:<\/I)3+2,m, k=0,1,2.
3
Sik =0,
1
Vi=() T isnd) =

%:(cosg+ising) :7+@§.
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Sik=1,

5 5 3 1
Vi = (1)5_7T = (COS% —I—isin%) = —g—l—z’ﬁ.
6
Sik =2,
9 9
Vi= (g = (cosg —H’sing) =—i. O
6
Exemple 2.5.3 Trobeu
s V301
— — =1
2
Solucio. Primer trobem el modul i 'argument de z = —‘/7?: — %2
3 1 —1/2 1
2
m-=-+4+-=1, tana= = —.
4 4 —V/3/2 V3

Com que z esta en el tercer quadrant,

a=7m1+m/6="Tr/6.

Per tant,
s V3 1.
3
Si k=0,
3 \/g 1. s L. s .
-5 - 5@ = (1)77r/6 = cos(1—8) + zsm(ﬁ) ~ 0,3420 + 0,9396 7.
3
Sik=1,
s V3 1. 197, .. 197 ,
_7 — 52 = (1>77T/6 + o = COS(E)—{—l Sln(1—8) ~ —0, 9848—07 1736 1.
3
Si k=2,
s V3 1. 3lr. . . 31w _
- 52 — (1>77r/6 L 4p = cos(ﬁ)jtz sm(ﬁ) ~ (,6427—0,76604. [
3
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2.6 Formula d’Euler

Calcular el sinus i el cosinus d’un angle és molt dificil. Només observem que
les formules que donen aquestes funcions sén respectivament

> (_1)nx2n

COS ¥ = Z W
n=0

& (_1)nx2n+1

i D ey

n=0

Nota: La notacio cos « vol dir cosinus d’un angle de « radians. No vol dir
cosinus d’un angle de « graus!!

Hi ha una altre formula similar a les anteriors que ens dona el valor de
la funcié exponencial e*; on e = 2,71727459.. és la base dels logaritmes
neperians.

Concretament tenim

o xn
e’ = —
2 oy
n=0
que, en particular ens déna, per a x = 1 el valor del nombre e:

=1
GZZW

n=0

Observem també que les potencies de ¢ es van repetint amb periode 4:

i =1
it = 4
i = —1
o= —i
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1 = 1
i = —1
i = =
& =1

Es a dir: (i) = (—1)" i ( )2t — (—1)"
Aixo permet calcular e**

Ara descomponem aquesta suma amb els termes parells i els termes imparells.

2n+1

(o]
+ =cosx +isinx.
nZ: 2n + 1

2n

La férmula d’Euler és doncs

e = cosx—i—isinx.‘

Observem que per & = m obtenim una de les férmules més espectaculars

de la matematica:

En particular, a partir de I'expressio trigonometrica d’'un nombre complex
z tenim
z = |z]e*

on « és I'argument de z.
I el fet de que al multiplicar complexos se sumen les arguments (pagina
25) és ara trivial:
2w = |z]e|w|e? = |z||w|e’ @)
A més, ara podem definir I’exponencial complexa facilment.
Primer definim

ea+bz — €a€bl.
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Ja sabem, doncs, elevar el nombre e a un complex. Fent la trampa estandard

d’escriure y = €'°8Y, tenim, per a tot ¢ € R,
. (a+bi) .
C(a—f—bz) _ elogc _ e(a—i-bz)logc,

i ja sabem elevar qualsevol niimero real a un nombre complex. Que vol dir
z% quan z,w € C?

El conjugat d’un nombre complex

El conjugat del nombre complex z = a + bi és el nombre complex z = a — bi.
Es a dir, el conjugat de z és el simetric de z respecte de l'eix real. En
particular, el conjugat d’un nombre real és ell mateix. Es a dir,

z=z<= z€R.

Les propietats més importants de la conjugacié soén les segiients:

z+w = zZ+w
ZWw = Zw
22 = |z]?

Les dues primeres ens diuen que conjugar “es porta bé” amb la suma i
el producte: el conjugat de la suma és la suma de conjugats i el conjugat
del producte és el producte de conjugats. Es deixa la comprovacié com a
€Xercici.

La tercera es demostra facilment:

22 = (a+bi)(a—bi)=a®— (bi)* =a®+b* = |z]°.

Observem finalment que si usem la notacié exponencial z = |z|e'® llavors
zZ = |zle™™, ja que conjugar no canvia el modul i canvia o per —a.

N|
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Capitol 3

Polinomis

3.1 Introduccio
Un polinomi de grau 1 és una expressio de la forma
ap +a1x, ap,a1 € R,

on x és només un simbol. Suposem a; # 0.
Un polinomi de grau 2 és una expressié de la forma

2
ap + arr + agx”, ag, a1, az € R,

on x,x? sén només simbols. Suposem ay # 0.

I en general, un polinomi de grau n és una expressi6 de la forma

2
ag + a1 x + asx” + -+ + a,x", ag,ai,as,...,a, € R,

on x,z?,...2" sén només simbols. Suposem a,, # 0.

Interpretant x com una variable real els polinomis es poden pensar com
funcions, és a dir, com aplicacions de R en R.

Per exemple
R — R

r = 243

R — R
r — 24+ 3x+2?

on ara, z2 ja no és només un simbol, siné que vol dir, com sempre x - x.
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Per tant té sentit parlar de la grafica d’un polinomi. Vol dir la grafica de
la funcié y = ag + a1z + agx® + - - - + apa™.

Si n = 1 sabem que aquesta grafica és una recta, si n = 2 és una parabola
d’eix paral-lel a 'eix de les y, etc.

Per exemple

\/ \. Y,

s .‘ . S ‘ 1 -3 -2 -1 0 1 2

y = z? y=12>+x y=a*+1+3

Definicié 3.1.1 Direm que ¢ € R és un zero, o una arrel, del polinomi p(x)
st p(c) = 0.

Per exemple, x = 3 és un zero del polinomi p(z) = 6x — 18, ja que p(3) =
6 -3 — 18 = 0. També tenim que z = 2 és un zero de p(z) = z*> — 5z + 6 ja
que p(2) =22 —5-2+6 = 0.

Des del punt de vista de la grafica de la funcié els zeros sén les abscisses
dels punts en que la grafica talla ’eix de les .

En els tres dibuixos anteriors tenim doncs que y = 22 té un zero en x = 0
(que diem que és un zero doble), y = 2% + z té dos zeros, en z =0ix = —1
respectivament, i 2% + 2 + 3 no té cap zero.

3.2 Factoritzacié de polinomis

Teorema 3.2.1 (Teorema fonamental de ’algebra) Tot polinomi de grau
n, amb coeficients reals o complexos, té n arrels complexes (contades amb
multiplicitat).!

'La tesi doctoral de C. F. Gauss, un dels més grans matematics de tots els temps, va
consistir justament en donar una demostracié d’aquest teorema. Posteriorment, al llarg
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Per exemple 22 +1 té les arrels complexes +i cadascuna d’elles amb multipli-
citat 1; en canvi el polinomi de grau 6, (z+ 1) té larrel 4 amb multiplicitat
3 i l’arrel —i també amb multiplicitat 3.

En canvi no és cert que un polinomi de grau n amb coeficients reals tingui
n arrels reals, com posa de manifest I’anterior exemple 22 + 1.

Teorema 3.2.2 Les arrels enteres d’un polinomi amb coeficients enters son
divisors del terme independent.

Demostracié. Considerem el polinomi p(x) = ag + 17 + asz? + -+ + a,a™,
amb a; € Z. Sigui ¢ una arrel entera de p(z), és a dir, ¢ € Z i p(c) = 0. Aixi

ap + a1c+ as® + -+ a,c" =0,

i per tant
ap + clay + asc + -+ + a, ") =0,

0, equivalentment,
ag = —c(ay + agc+ -+ + a7 ).

Com el terme entre parentesi és un numero enter, ay és un multiple de ¢, o,
el que és el mateix, ¢ divideix ag. [J

Exemple 3.2.3 Trobeu les arrels enteres de p(x) = 23 — 322 — 6x + 8.

Solucio. Els divisors de —8 sén +1, 42, +4, £8.

de la seva vida, va donar encara un parell de demostracions més. De fet, la primera
demostracié de Gauss, de 1799, tenia un petit problema topologic que va ser notat per
Ostrowski el 1920 i estudiat per Smale el 1981. Pero Gauss va donar dues proves diferents
més el 1826 i una altre versio de la seva prova original el 1849.
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Els dltims tres valors p(—4), p(8), p(—8) no cal calcular-los ja que hem trobat
ja tres arrels enteres, 1, —2,4 i sabem, pel teorema fonamental de ’algebra
que no n’hi pot haver més. [l

Exemple 3.2.4 Trobeu les arrels enteres de p(x) = 23 — 2*> + x — 1.

Solucié. Els divisors de —1 sén £1. p(1) =01 p(—1) = —4. Per tant, aquest
polinomi només té una arrel entera. Aixo vol dir que les altres dues arrels
que té aquest polinomi son reals o complexes. []

Teorema 3.2.5 Si el nombre complex z és arrel d’un polinomi amb coefici-
ents reals p(x), llavors z (el conjugat de z) també és arrel de p(x).

Demostracio. Només cal recordar que el conjugat de la suma de complexos
és igual a la suma dels conjugats (z +w = zZ + ), i el conjugat del producte
de complexos és igual al producte dels conjugats (Z=w = z - w). Recordem
també que el conjugat d’un nombre real és ell mateix (el conjugat de z = a+bi
és Z =a — bi, isiz ésreal és que b =0).

Aixi, conjugant la igualtat p(z) = 0, obtenim

p(z) = ao+ar1z+ a2+ -+ a,z2"
Go+ a1z +ag22+ - +ap2"
= ap+aZ+ a4+ a,z"
= p(z2)=0=0.

Aixi doncs, les arrels complexes dels polinomis amb coeficients reals estan
aparellades: si apareix una, apareix també la seva conjugada.

Sabem que hi ha polinomis de grau parell i coeficients reals (per exemple,
22 4+ 1) que no tenen cap arrel real. No obstant tenim:

Corol-lari 3.2.6 Tot polinomi amb coeficients reals i de grau imparell té
almenys una arrel real.

Per exemple, si tenim un polinomi de grau tres i coeficients reals, i aquest
polinomi té I’arrel complexa z, també té I'arrel z. Si z no és real (z = a + bi
amb b # 0), Z tampoc ho és.

Pero com que el polinomi ha de tenir tres arrels complexes, i de moment
en tenim dues (z 1 z), forgosament la que falta ha de ser real (si fos complexa
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i no real, tindriem també la seva conjugada i el polinomi de grau tres tindria
4 arrels).

De fet, en un polinomi de grau tres (mateix argument per a qualsevol
grau imparell) és clar que el terme z? creix molt més rapid que els termes en
2% i x, de manera que quan z tendeix a infinit el polinomi també tendeix a
infinit, i quan = tendeix a menys infinit, el polinomi també tendeix a menys
infinit. Aix{, un polinomi de grau tres (qualsevol grau imparell) pren valors
positius (quan x és gran i positiu) i negatius (quan x es gran pero negatiu),
per tant ha de prendre entre mig el valor zero. Aix0 és una altre demostracio
del corol-lari 3.2.6.

Observacié 3.2.7 Observeu que per a polinomis de grau dos el teorema
3.2.5 és evident, ja que les arrels del polinomi p(x) = ax? + bx + ¢ sén

b= Vb? — 4dac

2a

x
Si b® — 4ac = 0, aquest polinomi té una arrel real doble.

Si b® — 4ac > 0, aquest polinomi té dues arrels reals diferents.
Si b* — dac < 0, aquest polinomi té les dues arrels complexes conjugades

— +i— on b —4dac=-m? O

L’expressié de x en funcié dels coeficients es dedueix facilment usant el
metode de completacié de quadrats. Concretament

b b?
2 2
b = —) - — =0.
ar” +br +c a(x—i—2a) T

Per tant,

b, b c

) =1 a
Per tant

b " Vb? — 4dac

2 2a

A les segiients figures es veu com els polinomis de grau 3 i 5, encara que
es traslladin amunt o avall, sempre tallaran a l'eix de les z, en canvi, els
polinomis de grau 4 i 6, si es desplacant cap amunt suficientment deixen de
tallar 1'eix de les x.
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Teorema 3.2.8 (Algorisme d’Euclides) Donats dos polinomis D(x) (di-

vidend) i d(x) (divisor), amb grau D(x) > graud(z), existeizen dos tnics
polinomis q(x) (quocient) i r(z) (residu) amb graur(z) < graud(z) tals que

D(z) = d(x)q(x) + r(z)

Si, en aquesta férmula r(x) = 0, diem que D(z) és divisible per d(z).
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Exemple 3.2.9 Dividiu D(z) = 2 + 42> — 11z — 25 entre d(z) =z — 3
3 442 —1lz —-25 |z -3

—23 4322 22+ 7z + 10
T2 —1lx
T2 21z
10z —25
—10x +30
5

Per tant g(z) = 2? + 7z + 10 i r(x) = 5. Tenim doncs
2 4 dr* — 11w — 25 = (v — 3)(2* + 72 +10) + 5

Observem que D(3) = 5.
Com que el residu és diferent de zero es diu que aquest dos polinomis no
son divisibles. [

Exemple 3.2.10 Dwidiu D(z) = 2* — 62* + 11z — 6 entre d(z) =z — 3
3 —62? +1lz -6 |x—3

—z3 4322 x?—3r+2
—3x2 +1lzx
32 —9x
2r —6
—2x +6
0

Per tant ¢(x) = 2? — 3z + 2 i r(z) = 0. Tenim doncs
2® — 62% + 11x — 6 = (v — 3)(2* — 37 + 2)

Observem que D(3) = 0.
Com que el residu és zero es diu que aquest dos polinomis sén divisibles.
O
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Teorema 3.2.11 FEl polinomi p(z) és divisible pel polinomi x — a si i només
si p(a) = 0.

Demostracio. 1’algorisme d’Euclides aplicat als polinomis p(x) (dividend) i
x — a (divisor) diu que

p(x) = (x —a)q(z) +r(x), amb graur(x) < grau(x — a).

Com que el grau de x — a és 1, aixo0 vol dir que r(z) té grau zero, és a dir
és una constant, que denotarem per r. Aixi tenim

p(x) = (z —a)q(x) +r.
Substituint x per a tenim

pla) = (a —a)q(a) +r=r.

Per tant, p(a) = 0 si i només si el residu r de dividir p(z) per x — a és zero.
[

Per exemple, 2 +124+-2%—3 és divisible per z—1 ja que 1% 41124123 =
0.

Teorema 3.2.12 Tot polinomi de grau n i coeficients complexos (en parti-
cular, enters, racionals o reals), factoritza com a producte de n polinomis de
grau 1 amb coeficients complexos. Es a dir,

pa) = (x—m) (z—ap) -z~ ay),
amb a; € C. Aquests a; no son forcosament diferents entre ells.
Demostracio. Pel teorema fonamental de 'algebra sabem que p(x) té n ar-
rels. Siguin aquestes arrels aq, ..., a,. Pel teorema 3.2.11 sabem que p(z) és
divisible per (z — ay). Tindrem doncs,

p(z) = (z — ay)g(x).

Com que p(az) = 0, ha de ser g(ay) = 0, i per tant, pel mateix teorema
3.2.11,
q(z) = (x — az)t(z).
En particular
p(x) = (x — a1)(z — az)t(z).
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Repetint el procés amb as, aq, ... obtenim el resultat. [
Per exemple
2+ 1= (x—i)(r+1)

2 —ir +x—i= (v —i)(v—i)(z+1i)

Teorema 3.2.13 Tot polinomi de grau n i coeficients reals, factoritza com a
producte d’uns quants polinomis de grau 1 amb coeficients reals © uns quants
polinomis de grau 2 amb coeficients reals. Es a dir,

ple)=(z—a) - (@ —ag) - ((x = bpa)? +yy) oo (& = bryr)® + Gy
amb a;, b;, c; € R. Aquests a;, b;, c; no son forcosament diferents entre ells.

Demostracio. Només cal observar que si a; és arrel de p(z), llavors @; també
ho és. Aixi, el termes complexos que apareixen en la factoritzacié del p(x)
donada pel teorema 3.2.12 es poden agrupar de dos en dos (si apareix ’arrel
z = b+ ci també apareix l'arrel Z = b — ¢i) i tenim productes de tipus

(x—2)x—2)=(@—-b—ci)(zv—b+ci)=(x—b>*+* O
Observem que k + 2r = n.

Exemple 3.2.14 Factoritzeu sobre els reals i sobre els complexos el polinomsi
4
r*+ 1.

Solucié. Trobem les seves arrels. Hem de resoldre z* +1 = 0, és a dir
x=+v—1

Com que —1 té modul m =1 i argument o = 7, tenim

\4/ 17-(- == 17'r+42k1r .

k=0. Vi =1z = 1+14).

\/5(
2
2
k=1, \4/_1W=13W/4:§(—1+¢).
>
]f:2 \4/ 17r_157r/4_\/7_(_1_7/)
2
k=3 VT, = Lo = gu—@).
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Aixd

(1—14)),

que és la factoritzacié de z* + 1 com a producte de 4 polinomis de grau 1 i
coeficients complexos. Agrupant les arrels conjugades, és a dir, multiplicant
el primer factor amb el quart i el segon amb el tercer, tenim

<(m — \/75)2 + %) ((:p + \/75)2 + %)

= (@ =V2r+1)(@?+V2z+1) O

S
S

(;L’—l—T(—l—z'))'(x—

2+ 1

Exemple 3.2.15 Factoritzeu sobre els reals i sobre els complexos el polinoms
p(r) = 23 — 22 + 4z — 8.

Solucio. Trobem les seves arrels. Comencem per mirar si aquest polinomi té
alguna arrel entera. Si és aixi, ha de ser un divisor del terme independent,
és a dir £1,4+2 + 4, £8. Tenim p(2) = 0, i per tant x = 2 és arrel entera
d’aquest polinomi. Els valors p(1), p(—1),p(=2), p(4),p(—4), p(8), p(—8) sén
tots diferents de zero, de manera que aquest polinomi no té més arrels enteres.
Les dues que falten sén doncs reals o imaginaries.

Sabem, pel teorema 3.2.11, que p(x) és divisible per (x —2). Fem aquesta
divisié amb I’algorisme standard.

1 - -8

\V]
(@)l (RN V]
e =

8
1 0

Aixo vol dir 2 — 222 + 42 — 8 = (22 + 4)(z — 2).

Aixi, les arrels de p(x) sén x = 2 i les arrels de 2 + 4, que s6n z = +2i.
Factoritzacié sobre R:

p(z) = (z° +4)(z — 2)
Factoritzacié sobre C:

p(x) = (r —2i)(z+2i)(x —2) O
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Exemple 3.2.16 Construiu un polinomi que tingui les arrels 1,2,3 amb
multiplicitat 1 ¢ ’arrel 4 amb multiplicitat 7.

Solucié. p(x) = a(x —1)(z —2)(z —3)(x —4)7, on a és qualsevol constant. [J

3.3 Solucié de I’equacié de segon grau amb
regla i compas

Utilitzarem el teorema de l'altura, que diu que [l’altura d’un triangle rec-
tangle, es mitja proporcional entre els dos segments que determina sobre la
hipotenusa. Obviament es refereix a laltura perpendicular ala hipotenusa.
En el dibuix I'angle recte és 'angle en el vertex C, ZACB, ja que un angle
inscri en una circumferéencia val la mitat de ’arc que abraga, i aquest abraca
180°, ja que AB és un diametre.

Es compleix
CD DB
AD ~ CD
De fet, el primer quocient és la tangent de I'angle ZC'AD i el segon es la
tangent de l'angle ZDC'B. Pero aquesta angles son iguals perque tenen els
costats respectivament perpendiculars.
Volem resoldre 1'equacié de segon grau

2 —pr+q=0, p,q>0.
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Si les arrels sén xq i xo tenim
2 —pr+q=(z—21) (T — 29)
i per tant

T1+x2 = p
q

T1T2

De fet, aquestes dues condicions caracteritzen les arrels.

Primer observem que podem construir facilment \/g. En efecte, només
cal posar la unitat al costat de ¢ i considerar la circumferencia de diametre
qg—+1.

Tindrem AD = g, DB = 1. Tracem la perpendicular a AB per D fins
tallar la circumferencia. Aplicant el teorema de I’altura tenim

cDh 1

qg CD’
és a dir

CD-CD =g,

0, equivalentment
CD = ./q.

Ara ja podem resoldre z? — pr + ¢ = 0. Construim un semicercle de
diametre p i perpendicular a ell, en qualsevol punt, hi coloquem el segment
V/q- Vegeu la primera part del dibuix.
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AB=p

/7

A D \B
AB=p

A continuacié tracem la paral-lela al diametre AB, a distancia \/q. Des
del punt on aquesta paral-lela talla la circumferencia baixem la perpendicular
a AB. Obtenim aixi un punt D. Les dues arrels de I'equacié donada son
$1:AD1I2:DB

En efecte, x1 + x50 =piz129 = ¢q.
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Capitol 4

Sistemes lineals 1 matrius

4.1 Sistemes d’equacions lineals. El metode

del pivot
L’objectiu és resoldre sistemes del tipus
20 -3y + 2 =
r—4y+52 =
or — by —z =

Operacions elementals. Son operacions sobre aquestes equacions que no
modifiquen la solucié del sistema. En considerarem tes:

1. Podem permutar equacions.

2. Podem multiplicar qualsevol de les equacions per un nimero real dife-
rent de zero.

3. Podem canviar una de les equacions per ella mateixa més un multiple
qualsevol d'una de les altres.

Aixo vol dir que el sistema donat i, per exemple, els sistemes

r—4y+52 =
20 =3y +z =
x —6y—z = 1
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(obtingut permutant dues equacions),

20 —-3y+z = 9
100z — 400y 4+ 5002z = 200
br—6y—z = 1

(obtingut multiplicant una equacié per un nimero), i

20 —-3y+z = 9
r—4y+52 = 2
br —6y —z+4(xr—4y+52) = 1+4-2

(obtingut sumant a la tercera equacié un multiple de la segona), tenen les
mateixes solucions.

Que les operacions elementals 1 i 2 no canvien les solucions del sistema és
evident. Per veure clar que la operaci6 3 tampoc les canvia podem esquema-
titzar el sistema (passant el terme independent a l’esquerra i denotant per
E; Tequaci6 i) com

E1 = 0
E2 -
E3 - 0

i el sistema que obtindriem amb la tercera operacié elemental seria

El - O
E, =
E3 + /\EQ -

Escrit aixi es veu evident que qualsevol solucié del primer sistema ho és del
segon i reciprocament.

Una manera simplificada de recordar el sistema donat és escriure simple-

ment
2 =3 119
1 —4 5 |2
5 —6 —1]1

48



4.2 Matrius esglaonades

Les matrius sén caixes de niimeros com la que acabem d’escriure. Una matriu
m X n és una caixa de numeros amb m files 1 n columnes.

Per exemple,
1 0
4 89

2 0
4 =8
10 90
4 7

és una matriu 2 x 2,

és una matriu 4 x 2, i

\]

és una matriu 3 x 1.
Una manera util d’escriure les matrius és

A = (ay;)
on a;; ¢és el terme que esta a la fila 7, columna j.

@11 a2
A= Q21 G292

Definicié 4.2.1 Una matriu esta esglaonada quan a sota del primer element
no nul de cada fila, © sota dels anteriors, tots els termes son zero. El primer
terme no nul de cada fila es diu pivot.

Per exemple, les matrius

2 0
1 0 0 -8 8
0 89 )’ 0 O ’ 0
0 O

son matrius esglaonades.
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També

o O =
=
ot W W
= JEN G
O O Ot
=~ s o

és esglaonada, en canvi

—_ O =
o o
oo w
o~
o o w»
=~ s o

no és esglaonada.
Quan una matriu esta esglaonada, podem “baixar I’escala” formada pels
pivots:

1 2345 6
011 3 7 0 10
0 0[5 00 4

123456
0]1 3 7 0 10
000 O0[L 4

La gracia de les matrius esglaonades es que quan la matriu associada a
un sistema esta esglaonada el sistema es resol trivialment comencant per la
ultima fila.

Per exemple, el sistema

r+y+z =1

y+z =
z = 3
té soluci6 (comengant per la dltima equacié): z =3,y = —3, z = 1.
La matriu associada
1111
0110
0013

esta esglaonada.
Metode per resoldre un sistema d’equacions. Donat un sistema d’equa-
cions li associarem una matriu. A continuacié l'esglaonarem. FEls sistema
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associat a aquesta matriu esglaonada té les mateixes solucions que l'inicial
(esglaonar no canvia les solucions) pero té I'avantatge que es resol trivialment
comencant per la darrera equacié.

Exemple 4.2.2 Resoleu el sistema

20 —-3y+z = 9
r—4y+5z = 2
ox —by—z = 1
Matriu associada:
2 =3 119
1 —4 5 |2
5 —6 —1]|1

Primer pas. Mirem si el terme aq; és diferent de zero. En aquest cas
a;; = 2. Com que és diferent de zero I'agafem com a pivot. Aixo vol dir de
moment només que fiquem el 2 dins un quadradet.

-3 119
I -4 5|2
5 —6 —1]|1

Tercer pas. Canviem cada element * pel determinant! determinat per ell
i el pivot, seguint I'esquema segiient

1det(Z Z)zad—bc
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En el nostre cas

Aixi, on hi havia el —4 ara hi va ( :Z ) =2(—4) —1(-3) = —5.

OnhihaviaelE)arahiva( 1>:2-5—1-1:9.

5
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OnhihaviaelQarahiva( g>:2-2—9-1:—5.

Observem que el que hem fet es canviar la segona fila Fy per a1 Fy —
ag Fy = 2F, — 1F;. Aixo vol dir que la matriu que hem obtingut s’obté
de la inicial per operacions elementals.

I ara canviem la tercera fila, pivotant també amb el :

On hi havia el —6 ara hi va ( -3 ) =2(—6) — 5(—3) = 3.

5 —6
On hi havia el —1 ara hi va ( _11 > =2(-1)—1-5=-T.
Onhihaviaellarahiva( ?):2~1—9-5:—43.

Tenim doncs,

-3 1] 9
0 -5 9| -5
0 3 —7|-43

Observem que el que hem fet es canviar la tercera fila F3 per a1 F3 —
az1 Fy = 2F3 — 5F;. Aixo vol dir que la matriu que hem obtingut s’obté
de la inicial per operacions elementals.

Repetim tot el procés pero agafant ara com a nou pivot el —5:

(2] -3 1|9
0 |[5] 9] -5

0 3 =743

Posem 0 a sota del pivot i canviem el —7 per

=5 ’ = 230. Tenim doncs

3 —43

? ‘ = §8, 1 canviem

-7

el —43 per




Observem que el que hem fet es canviar la tercera fila F3 per agoF3 —
agoFy = —5F3 — 3F,. Aixo vol dir que la matriu que hem obtingut s’obté
de la inicial per operacions elementals.

Per tant, el sistema donat és equivalent a

20 —-3y+z = 9

—-5y+92z = -5
8z = 230
que es resol trivialment comencant per la darrera fila: z = %, Yy = %, T =

277
=4
Exemple 4.2.3 FEstudieu, seqons els valors del parametre a, el sistema

dJr—2y+z2z =1
3r—by+7z = -2
3r—y+ (11 -3a*)z = a+4

Solucio. La matriu associada és
3 =2 1 1
3 —5 7 —2
3 —1 11—3d®|a+4

Com que el terme aq; és 3, que és diferent de zero, 'agafem com a pivot, i
tenim

3 -2 111
0 % *|=x*
0 * %%

i ara trovem els termes * pel metode del pivot. Obtenim
3 =2 1 1
0 -9 18 -9
0 3 30—9a%|3a+9

Com que el terme agy és diferent de zero (—9) pivotem agafant-lo a ell com
a nou pivot. Obtenim

3 =2 1 1
0 -9 18 -9
0 0 8la*>—324|—27a— 54
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Si 81a% — 324 # 0, és a dir a # £2, tenim tres pivots i per tant podem
resoldre facilment a partir de la tercera equacid. Es diu que el sistema és
compatible determinat, ja que té una tnica solucié.

Si a = 2, la ultima fila de la ultima matriu és ( 0 0 0 108 ), que
correspon a l'equacié Oz + Oy + 0z = 108. Com no hi ha valors x,y, z que
compleixin aquesta equacio, el sistema inicial tampoc té solucié. Es diu que
el sistema es incompatible.

Si a = —2, la ultima fila de la ultima matriu és ( 00 0O ), que
correspon a ’equacié 0x+0y+0z = 0. Aquesta equacié no imposa restriccions
a x,1, z i podem, doncs, prescindir d’ella. El sistema es redueix a

r—2y+z = 1
—9y+ 18z = -9

que es resol facilment comencant per la segona equacié i pensant que z pot
prendre qualsevol valor. Obtenim y = 1 + 2z, que substituint a la primera
equacié déna x = 1+ z. Es diu que el sistema és compatible indeterminat, ja
que té moltes solucions (una per a cada valor de z). O

Teorema 4.2.4 Tota matriu es pot esglaonar, usant operacions elementals.
Demostracio. Permutant si cal les files sempre podem arribar a tenir la

matriu escrita amb el terme ay; # 0. Pel metode del pivot que acabem de
veure, arribarem a una matriu del tipus

aip k%
0 *x =*
0 =*= =%

i ara continuarem el procés agafant com a nou pivot el nou terme asy. Com
que aquesta matriu és més petita que la inicial en nimero finit de passos
acabem. [J

Teorema 4.2.5 (Rouché-Frobenius) Sigui (A|B) la matriu associada a
un sistema d’equacions (A és la matriu dels coeficients de les incognites i B
és la columna dels termes independents). Sigui (A'|B’) la matriu que obtenim
esglaonant (A|B).
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(1) Si el nimero de files no nul-les de A" és igual al numero de files no
nul-les de (A'|B’) el sistema és compatible amb n —r graus de llibertat,
on n = nimero d’incognites i r = nimero de pivots.?

(2) Si el nimero de files no nul-les de A’ és diferent al nimero de files no
nul-les de (A'|B’) el sistema és incompatible.

Demostracio. Un cop hem esglaonat mirem la darrera fila no nulla de
(A'|B’"). Si té l'aspecte

(0 ... 0]a), a#0

el sistema és clarament incompatible. Si és de la forma
(0 ... 0 e x ... x|b), bER

on e és el pivot, és clar que totes les variables corresponents als * queden
lliures. Podem aillar la variable corresponent el darrer pivot en funcié d’a-
questes.

Ara aniriem resolent el sistema de baix a dalt i veiem que en cada fila
podem aillar la variable corresponent al pivot d’aquesta fila en funcié de les
variables de la seva dreta. Aixo fa que les variables les columnes de les quals
a A’ no tenen pivot queden lliures.

Per tant hi ha n — r variables lliures. [J

Per exemple, si tenim

r+2y+3z2+4t+5u =
y+z+t+u = 8

que és un sistema ja esglaonat amb darrera fila
(0 e x x x[b)=(01 11 1[8)

tenim n = 5 variables, r = 2 pivots (el coeficient de la x de la primera equacié
i el coeficient de la y de la segona), i per tant n — r = 3 graus de llibertat.

20bservem que de pivots n’hi ha com a molt un a cada fila i també com a molt un a
cada columna. En particular n —r > 0.
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Correspon a dir que les variables z, ¢, u sén lliures (poden prendre qualsevol
valor). Resolent a partir de la darrera equacié obtenim

y = 8—z—t—u
que substituint a la primera déna
r = —10—2z—-2t—-3u

Pero no sempre les variables lliures apareixen a la dreta del darrer pivot.
Per exemple, si tenim

rT+2y+32+44+5u =
z+t+u = 8

que és un sistema ja esglaonat (amb replans) amb darrera fila
(000 e % x|b)=(00111[8)

tenim n = 5 variables, r = 2 pivots (el coeficient de la x de la primera equacid
i el coeficient de la z de la segona), i per tant n — r = 3 graus de llibertat.
Correspon a dir que les variables que corresponen a columnes sense pivot
y, t,u sén lliures (poden prendre qualsevol valor). La darrera equacié ens diu

z = 8—t—u
que substituint a la primera déna
r = —18—=2y—1t—u.

Corol-lari 4.2.6 FEl sistema homogeni® AX = 0 és sempre compatible amb
d=n—1r >0 graus de llibertat (n és el numero de columnes de A i r el
nidmero de pivots de A esglaonada).

Demostracio. Apliquem Rouché-Frobenius amb B = 0. El procés d’esglao-
nament aplicat a la matriu (A|0) en porta a una matriu del tipus (A’|0). Les
files no nul-les d’aquesta matriu son les files no nul-les de A’ i el cas (2) del
teorema de Rouché no es pot donar. [

3Un sistema es diu homogeni quan tots els termes independents sén igual a zero.
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4.3 Gauss-Jordan

A vegades? no volem trobar totes les variables d'una equacié siné només una
d’elles. Llavors podem modificar lleugerament el metode del pivot per anar
a trobar justament la variable que volem. El metode consisteix en pivotar
sobre una variable que no necessitem, eliminant a continuacié la seva fila i
columna.

Exemple 4.3.1 Trobeu el valor de x

3r+2y+z =
r+ 3y +4z
Y+ 3z

La matriu associada és

3 2
1 3
01

W =
oo O

Prenem com a pivot el 2 de la primera fila (coeficient d’una variable diferent
a x que és la que busquem) i eliminem fila 1 i columna 2. Obtenim

-7 5|4

-3 5|10
Prenem com a pivot el 5 de la primera fila (coeficient d’una variable diferent
a x que és la que busquem) i eliminem fila 1 i columna 2. Obtenim

(20]30)
Per tant x = 2/3. Observeu que arribar aqui passant pel calcul de y i z (com
fem en el métode del pivot) és molt més llarg.
4.4 Producte de matrius

Les matrius es multipliquen multiplicant files per columnes. Aquest producte
de files per columnes es fa com com el producte escalar de vectors.

4Comentari J. J. Carmona.
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Recordem que el producte escalar es defineix com

(ur,uz) - (v1,v2) = Ugv1 + ugva, & R?

(w1, ug, us) - (v1,v2,v3) = U1v] + Uy + U3V3,

etc.

Per exemple, per multiplicar les matrius

1 2 3 10 11 12
4 5 6 13 14 15
789 16 17 18
posarem
1 2 3 10f 11 12 o x
4 5 6 13 14 15| = | * =
7 8 9 16| 17 18 %
i
10
o:(l 2 3) 13 | =1-10+2-13+3-
16
A continuacié posarem
10 | 11] 12 84
4 5 6 13114 15| = *
7 8 9 16 | 17| 18
i
11
e=(123)| 14 |=1-11+2-14+3-
17
A continuacié posarem
10 11 ] 12 84
4 5 6 13 14|15 | = *
7 8 9 16 17| 18 *
i
12
o:(l 2 3) 15 | =1-12+2-15+3-
18

29

a R?

* K% ¥

* % @
* ¥ ¥

* ¥

18 = 96.



I ara repetiriem el procés per a les files dues i tres.

En general, el terme a;; de la matriu producte (és a dir, el terme que esta
a la fila i columna j) sobté multiplicant la fila i de la primera matriu amb la
columna j de la segona.

Per exemple el terme a3z de la matriu pructe val

12
azz3= (7 8 9) [ 15 | =366.
18
Finalment obtenim
123 10 11 12 84 90 96
45 6 13 14 15 | = 201 216 231
789 16 17 18 318 342 3066

Propietats del producte de matrius

Només destaquem que no és commutatiu i que no es pot simplificar.

Per exemple,
1 2 06\ (14 8
0 —1 7 1) \ -7 -1
0 6 1 2 (0 —6
71 0 -1 /) \7 13

I podem tenir AB = AC amb B # C (no podem simplificar). Per
exemple,
1 2 I 1Y\ (12 5 5
(21)(a2)-(22)(00)

Una altra observacié important és que cada columna de la matriu pro-
ducte s’obté multiplicant la matriu de ’esquerra per la corresponent columna
de la matriu de la dreta.

Per exemple,
1 2 0 6\ (14 8
0 —1 7 1) \ -7 -1
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(0 5)(7) (%)
(0 5)()=(5)

Ho recordarem aixi (per a matrius n X n):

on B; representa la columna i-essima de la matriu B. Utilitzarem aquesta
propietat en la justificacié del metode per trobar la inversa d’una matriu,
pagina 63.

Matrius 1 sistemes

Utilitzant el producte de matrius que acabem de definir ens adonem que, per
exemple, el sistema

20 —-3y+z = 9

r—4y+52z = 2
ox —6y—z = 1
es pot escriure simplement com
AX =B
on
2 =3 1 x 9
A=1|1 -4 5 , X=lvy |, B=| 2
5 —6 —1 z 1

Si féssim capacos de trobar una matriu, diguem-li A=1, tal que A™1A =T
on I es la matriu identitat, és a dir

I =

o O =
O = O
_ o O



podriem multiplicar la igualtat AX = B als dos costats per A~! i tindriem
ATTAX =IX=X=A"'B

i ja tenim solucionat el sistema.
Aixd és el que déna tanta importancia al calcul d’aquesta matriu A™!,
que es diu matriu inversa de la matriu A.

Matrius elementals

Les matrius que s’obtenen de la matriu identitat per una (i només una) trans-
formacié elemental es diuen matrius elementals. Per exemple, en dimensi
dos les matrius elementals son:

01

10

(b))
() G

La gracia d’aquestes matrius es que realitzen, quan multipliquem per
elles, transformacions elementals. Per exemple

01 a b\ [cd
10 cd) \abd
(hem permutat les files),
A0 a b\ [ Aa A
0 1 cd) \ ¢ d

(hem multiplicat la primera fila per \),

1 0 a b\ a b
A1 c d) \c+Xa d+X\b

(hem sumat a la segona fila un multiple de la primera).
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Per tant, quan a una matriu A li fem successivament diverses transforma-
cions elementals, per exemple quan esglaonem, la matriu A" a la que arribem
finalment es pot escriure com

A'=PA

on P ésla matriu que obtenim com producte de totes les matrius elementals
que hem anat aplicant en cada pas de la transformacio.

Es a dir, prenem A i fem una transformacié elemental. Obtenim FE;A
on F; és una matriu elemental. Fem una segona transformacié elemental.
Obtenim E»>E; A on E5 és una matriu elemental. Aixo és el que escrivim com
PA amb P = EyF; producte d’elementals. I anar seguint.

Les matrius elementals 3 x 3 sén:

100 00 1 010
oo1],fo1o],[1oo0
010 100 001
A0 0 100 100
o1of,loxo],[o0o10
00 1 001 00 A
100 100 100
1o, lot1ol,{o1o0
00 1 A0 1 0 A1
1 A0 10 A 100
0o10],lo1o]|, {012
00 1 0 1 00 1

Calcul de la inversa

Per calcular la inversa de la matriu A usarem el segiient metode:

1. Escriurem la matriu identitat a la dreta de la matriu A. Tindrem

(AlT)

2. Efectuarem transformacions elementals fins arribar a tenir la matriu
identitat en el lloc on estava la matriu A. Sabem que el resultat equival
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a multiplicar aquesta matriu per diverses matrius elementals. Tindrem
(recordeu la propietat del producte de matrius, pagina 61),

P(A|I) = (PA|P)

3. La matriu P, que esta on hi havia la matriu identitat és la inversa de
A. En efecte, ens hem aturat quan PA = I, per tant P = A~ L.

Exemple 4.4.1 Calculem la inversa de
1 2
3 4

Solucidé. Posem la identitat a la dreta de A:

an-(230)

Esglaonem pel metode del pivot.
Primer pas.
1] 2 0
(515 0)

Segon pas. Tots els pivots han de ser iguals a 1, ja que volem obtenir la
matriu identitat. Dividim per —2 la darrera fila.

(5 ol e

3/2 —1/2

-2

Ara pivotem sobre el pivot de la segona fila per obtenir zeros a sobre
d’aquest pivot (no a sota, com habitualment). Posarem un zero a sobre
del pivot i canviarem els demés termes de la primera fila pel determinant
corresponent canviat de signe!.

0 -3/2 —1/2

2 1 |_
T[] 82| T

2 0
“‘\ —1/2\:1
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Per tant
0 |-2 1
0 3/2 —1/2

= (5n )

Exemple 4.4.2 Calculem la inversa (si és que en té) de la matriu

1 -1 2
A= 1 1 3
2 71
Posem
1 -1 2|1 00
(Al)=| 1 1 3/0 10
2 7 1]0 01
Pivotem sobre el terme aq;:
-1 2| 100
0o 2 1/-1 1 0
0 9 -3/-201
Multipliquem la segona fila per 1/2:
1 -1 2 1 00
0 1/2|-1/2 1/2 0
0 9 -3 —2 01
Pivotem sobre el terme agy:
1 -1 2 1 00
0 1 1/2 | -1/2 1/2 0
0 0 —15/2 5/2 =9/2 1
Multipliquem la tercera fila per —2/15:
1 -1 2 1 0 0
0 1 1/2]-1/2 1/2 0
0 0 11-1/3 3/5 —2/15
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Pivotem de cap per avall (canviar signe del determinant) sobre el terme

as3:

1 -1 0| 5/3 —6/5 4/15
0o 1 o0|-1/3 1/5 1/15
0 0

—~1/3  3/5 —2/15

Pivotem de cap per avall (canviar signe del determinant) sobre el terme

99
1 00| 4/3 -1  1/3
0 0|—1/3 1/5 1/15
0 0 1]|-1/3 3/5 —2/15
Per tant

4/3 -1 1/3
At=1| -1/3 1/5 1/15 O
-1/3 3/5 —2/15

Repetim l'exercici sense aplicar mecanicament el metode del pivot, siné
controlant les operacions amb les files en cada pas.

Exemple 4.4.3 Calculem la inversa (si és que en té) de la matriu

1 -1 2
A=|1 1 3
2 71
Solucid.
1 =1 2|1 00\ Bom-m (1 —1 2| 10 0
1 13/010 ™22l 2 1/-110
2 7 1]l0 01 0 9 —-3/-20 1
olR 1 —1 2 1 00 i —F1+F»
EEE o VRS B O O e
0 9 —-3|-2 0 1
5 1 1 5 1 1
1 1 1 371513 1 1 1
15 5 9 1 3 2
00 -3 3 —3 1 00 1]-3 5 —5
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Fo—Fh— L Fy 1 00 % -1 %
F1—)F1—§F3
—? 010|/-3 & &
1 3 2
001 3 5 15
Per tant,
4 1
3 1 3
-1 _ 1 1 1
AT = 3 5 15 .
1 3 2
3 5 15

Observem pero que hi ha matrius que no tenen inversa. En efecte, el
metode anterior funciona sempre que podem obtenir la matriu identitat a
base de transformacions elementals. Pero a vegades no es pot, per exemple,

si tenim
1 2|11 0
3 6|0 1

i pivotem sobre el terme a;; tenim

1 2|11 0

0 0|-3 1
i ja no podem obtenir la matriu identitat a ’esquerra. Només hi ha un pivot
diferent de zero 1 en necessitem dos.

4.5 Determinants

El determinant d’una matriu 2 x 2 es defineix per

a b
det(c d) = ad — bc

Utilitzarem la notacié habitual

a b
det(c d>_

El determinant d'una matriu 3 x 3 es defineix per

c d

ab‘

11 Q12 413
Q21 Q22 QA23 | = Q11
a3; azz2 as3

Q22 A23
32 Aass




Es diu que s’ha obtingut desenvolupant per la primera columna, ja que
cada terme de I'anterior suma és un element de la primera columna multipli-
cat pel determinant de la matriu que queda al suprimir la fila i la columna
del corresponent terme.

Aixi, aq; esta multiplicat pel determinant de la matriu que queda en
suprimir la primera fila i la primera columna a la matriu donada. as; esta
multiplicat pel determinant de la matriu que queda en suprimir la segona fila
i la primera columna a la matriu donada. asz; esta multiplicat pel determinant
de la matriu que queda en suprimir la tercera fila i la primera columna a la
matriu donada.

El determinant que multiplica a a;; es diu I'adjunt de a;;.

Per fer aquests desenvolupaments tenim en compta sempre la regla dels
signes. Les matrius les hem de pensar aixi:

— + - (4.1)

El signe + vol dir que el terme que esta en aquell lloc s’ha de multiplicar per
11 el signe — vol dir que el terme que esta en aquell lloc s’ha de multiplicar
per —1.

Aixi com els determinants 3 x 3 s’han definit a partir dels determinants
2 x 2, els determinants n X n es defineixen a partir dels determinants (n —
1) x (n — 1), aquests a partir dels (n — 2) x (n — 2), etc, de manera que per
recurrencia hem definit determinant de qualsevol matriu quadrada.

Acceptarem sense demostracié el resultat segilient.

Teorema 4.5.1 Per calcular el determinant d’una matriu podem desenvo-
lupar per qualsevol fila o columna.

Per exemple, 'anterior determinant també és igual a (desenvolupant per
la tercera fila)

11 Qa2 Q13
Q21 Q22 Q23 | = A31
a31 a3z G33

Q12 Aa13
Q22 Q33

I també és igual (desenvolupant per la segona columna),
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a11p Qa2 Q13
Q21 Q22 Q23 | = —Q12
a31 a3z G33

a11 a3

— 32
21 Q23

Comprovem-ho en un exemple numeric. Calculem de dues formes dife-
rents el determinant de

3 01
1 2 4
0 51
Desenvolupant per la primera columna tenim
3 01
2 4 0 1 01
124 :3‘ '_1‘ ‘+0’ ‘:_49.
05 1 5 1 5 1 2 4
I, desenvolupant per la segona columna,
3 01
1 4 31 31
1 2 4 :—O' '—1—2‘ ‘—5‘ ‘:—49.
05 1 0 1 0 1 1 4

Propietats dels determinants

1. Si multipliquem una fila d’'una matriu per un nimero, el determinant
queda multiplicat per aquest nimero. Per exemple, si multipliquem
per A la primera fila de la matriu

a b
c d
i calculem el determinant, obtenim

‘)\a Ab

e d ‘:)\ad—)\bc:/\(ad—bc):)\

2. Si una fila es pot pensar com suma de dues files (cada terme de la
fila es pensa com suma de dos termes), el determinant és suma de
determinants, cadascun amb una d’aquests files. Per exemple,

a b a v

c d c d

QUL

a
c

a+a b4V
c d
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3. Si permutem dues files el determinant canvia de signe. Per exemple,

a b
c d

c d
b

= ad — bc

= bc — ad

4. Si un determinant té dues files iguals, el determinant és zero. Con-

seqiiencia immediata de ’anterior

propietat, ja que si permutem dues

files iguals per una part el determinant no canvia i per I'altre canvia
de signe. Aix0 només pot passar si aquest determinant és zero. Aquest

fet permet calcular en un moment

1 -3 0 5
-5 0 0 3
1 2 3 4
8 9 10 11
6 0 —4 -3
6 8 78 12
1 -3 0 5

determinants com aquest:

6 9 1

10 12 =5

5 6 7

12 12 —46 | =0
-1 0 20

6 7 0

6 9 1

5. Si canviem una fila d’'una matriu per ella mateixa més un miltiple
d’una altre, el determinant no canvia. Conseqiiencia dels punts 1, 2 i
4. Per exemple, si sumem a la segona fila de la matriu

a
c
un multiple de la primera tenim

a b
c+Xa d+M\b
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6. det A = det A’. La notacié A! vol dir la matriu transposta de la matriu
A. La matriu transposta d’una matriu donada és la que s’obté en
canviar files per columnes.

Per exemple, si

a b
a=(eu)
lavors
¢ [ a c
=5 1)
Si
1 3 5)
A= 2 4 6
88 99 100
llavors
1 2 88
Al = 3 4 99
5 6 100

7. Tot el que s’ha dit fins aqui per a files val per columnes. Només cal
observar que les files de A sén les columnes de A i reciprocament.

8. El determinant d’una matriu esglaonada és el producte dels pivots.
Aix0 es veu evident desenvolupant per columnes. Aixi, per exemple

6 | =3-5-23=345.

9. det(AB) = det Adet B. El determinant del producte és el producte de
determinants. Comprovem-ho per a matrius 2 x 2.

a b e f\ _ [ ae+bg af +0bh
c d g h ) \ce+dg cf+dh
Prenent determinants,

ac af
ce cf

ae +bg af + bh
ce+dg cf +dh

ae  bh bg af bg bh
ce dh dg cf dg dh
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La primera i la quarta tenen files proporcionals i per tant el seu de-
terminant és zero. El segon determinant val eh(ad — bc) i el tercer
—fg(ad — be). Per tant la suma val

eh(ad — bc) — fg(ad — be) = (ad — be)(eh — fg)
com voliem veure.

10. Una matriu A és invertible si i només si det A # 0. Que si és invertible,
el determinant és diferent de zero, és conseqiiencia del punt anterior.
En efecte, que A sigui invertible vol dir que hi ha una matriu A= tal
que A~'A = I. Prenent determinants tenim,

det A7t - det A =det] =1,

i per tant ha de ser det A # 0. El reciproc també és cert, pero no el
demostrem.

De fet, un dels metodes tipics per calcular inverses de matrius implica
dividir pel determinant, cosa que només podem fer si aquest és diferent de
Zero.

Recordem, sense justificar-lo, aquest metode.

Segon metode per calcular la inversa d’una matriu.

1. Canviem files per columnes (i.e. transposem).

2. Canviem cada element pel seu adjunt.

3. Apliquem la regla dels signes (vegeu la matriu de signes (4.1)).

4. Dividim pel determinant.

Exemple 4.5.2 Calculem la matriu inversa de
1 2
3 4 /)
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1. Canviem files per columnes (i.e. transposem).
13
2 4
2. Canviem cada element pel seu adjunt.
4 2
3 1

3. Apliquem la regla dels signes.

4. Dividim pel determinant.

(32 <1p2)- O

Exemple 4.5.3 Calculem la matriu inversa de
-1
0
0

N W
[N V)

Solucid.

1. Canviem files per columnes (i.e. transposem).

1
2
-1

O =~ W

2
2
0

2. Canviem cada element pel seu adjunt.

0o 2 4
0o 2 3
-2 =2 =2
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3. Apliquem la regla dels signes.

0 -2 4
0o 2 =3
-2 2 =2
4. Dividim pel determinant.
0o -1 2
0o 1 =3/2
-1 1 -1
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Capitol 5

L’espai vectorial R"

L’espai vectorial R™ és el conjunt
R™ = {(ay,...,a,);0; € Ri=1,...,n}
amb la suma donada per
(a1,...,a,)+ (b1,...,by) = (a1 + by, ...,a, + by)
i el producte per escalars donat per

)\(al,...,an):()\al,...,)\an), A €eR.

5.1 Subespais vectorials

Definicié 5.1.1 Un subconjunt E de R™ és un subespai vectorial de R" si
és tancat per la suma 1 el producte per escalars, és a dir, compleix que

(1) Siu,v € E llavorsu+v € E.
(2) Siue Ei)eR, llavors A\ -u € E.

Proposicié 5.1.2 Un subconjunt E de R"™ és subespai vectorial si © només
st per a tot u,v € E 1 per a tot A\, u € R es compleix

ou+pv € B

Demostracio. Es deixa al lector. [
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Exemples

1. El propi espai vectorial R™ i el conjunt format tnicament pel vector
N .. . .
zero { 0 } s6n dos exemples trivials de subespais vectorials de R".

2. Sigui E = {(x,y,0);z,y € R} C R®. Es clar que si sumem vectors
de R? amb tercer component nul obtenim un vector de R® amb tercer
component nul; i que si multipliquem per un escalar un vector amb ter-
cer component nul obtenim un vector de R? amb tercer component nul.
Per tant £ és subespai vectorial de R?. D’aquesta manera, identificant
E amb R?, podem pensar R? com a subespai vectorial de R3.

3. Les solucions d’un sistema homogeni. Considerem una matriu A €
Mpxn(R). Sigui

Ty 0
E={(z1,...,z,) e R A : — }
Tn 0
Llavors E és un subespai vectorial de R". En efecte, si (z1,...,2,),
(y1,---,9yn) € E1 X € R, 1 denotem
x1 (0 0
X = ’ Y = ) 0= 5
Tn Yn 0

tenim
AX+Y)=AX+AY =0 +0 =0, AMX)=AAX) =10 =0,
és a dir, (x1,...,2,) + (Y1, Yn) € F 1 X(21,...,2,) € E, i per tant

E és un subespai vectorial de R™.

Si m = 1 el sistema té una sola equacié. L’espai de solucions es diu
hiperpla per l'origen de R™; si n = 2 es parla de rectes per l'origen i
si n = 3 es parla de plans per l'origen. Per exemple, a R?, 'equacié
2z + 35y = 0, que amb la notacié matricial anterior s’escriu com

(2 35)(5):0,
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represental una recta per 'origen de R? i 4+ y + 2z = 0 és un pla per
l'origen de R3.

Si tallem dos plans de R? obtenim una recta de R3. Per exemple, les
solucions del sistema homogeni

r+y—+=z
r—3y—"7z = 0

formen una recta per l'origen de R3. Matricialment s’escriu com

11 1 Y (o0
1—3—7652_0'

4. Les matrius. Podem identificar el conjunt de totes les matrius m x n
i coeficients reals amb R™*". Simplement a cada matriu (a;;) i =
1,...,m,n=1,...,nliassociem el vector de R"*™

(@11, oy Q1ny 21, ooy A2y e ey Ay - vy Q)

obtingut posant una fila a continuacié de l'altra.
5. Les matrius simetriques. Considerem
E={A¢c M,(R); A= A"}

Llavors E és un subespai vectorial de I'espai vectorial de les matrius
n x n, identificant M, (R) amb R".

En efecte, si A, B € F llavors
(A+B) = A"+ B'=A+ B, (A A)=)A"=)\A,

ésadir, A+ Be Fi)\A € FEipertant E és subespai vectorial.

Si n = 2, i identifiquem les matrius 2 x 2 amb R* posant una fila a
continuacio de laltre, les matrius simetriques s’identifiquen amb

E={(z,y, 21t ¢ Ry =2},

'La mateixa equacié 2z + 35y = 0 considerada a R? representa un pla.
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ja que son de la forma
Ty
Yy oz
Si n = 3, i identifiquem les matrius 3 x 3 amb R? posant una fila a
continuacié de I’altre, les matrius simetriques s’identifiquen amb
9
E = {(1’1, X2, T3, T4, T5,Te6, L7, T8, 'IQ) S R Ly = X2, T7 = X3,T8 = xﬁ}a

ja que sén de la forma

X1 T2 XT3
To T5 Tg
T3 Tg T9g

. Els polinomis de grau més petit o igual a r. Denotem per R[z| el conjunt
de tots els polinomis amb coeficients reals. Considerem

E = {p(z) € R[z]; grau p(z) < r}.
Aquest conjunt es pot identificar amb R™™! ja que el polinomi
ag+ a1x + -+ + ax”
s’identifica amb el vector de R™*!
(ag, ..., a).

Sumar polinomis o multiplicar polinomis per ntimeros reals correspon

en aquesta identificacié exactament a la suma i producte per escalars
de R™1,

5.2 Combinacions lineals

Definicié 5.2.1 Siguin uq,...,u, € R". Una combinacio lineal dels vectors
U, ... U, €S una expressio de la forma

Aug + -+ A,

amb Ay, ...\ € R.
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Es diu també que el vector
w = AUy + -+ \u,

és una combinacié lineal de uq, ..., u,.
Donat un conjunt de vectors uq, ..., u, denotarem per (uq, ..., u,) el con-
junt de totes les combinacions lineals d’aquests vectors:

<U1,...,Ur>:{)\1U1+“'+>\7.U,T;>\1,...,)\TGR}

Proposicié 5.2.2 Siguin uy,...,u, € R". Llavors (uy,...,u,) és un subes-
pai vectorial de R™ anomenat subespai vectorial generat per uq,...,u,. De
fet, és el subespai vectorial de R™ més petit que conté els vectors uy, ..., u,.

Demostracid. Es clar que la suma de combinacions lineals i el producte d'un
escalar per una combinacié lineal és una nova combinacié lineal. Per tant
(uy,...,u,) és un subespai vectorial de R".

Que és el més petit és també evident ja que si F' és un subespai vectorial
de R™ que conté uq,...,u,, també conté les seves combinacions lineals i per
tant (uq,...,u,) C F. O

Exemples

1. Estudiem el subespai vectorial de R? generat per (1,2,0) i (—1,2,0).
Tenim que

<<17270)7(_172>0)> = {)\(1,2,0)+M(—1,2,0);)\,uER}
= {(A—=p, 20 +2p,0); A, p € R}

Pero, per a tot (x,y) el sistema
rT=AN— [
y=2\+2u
té solucié unica, de manera que

E=1{((1,2,0),(—-1,2,0)) = {(A—p, 22+ 2u,0); A\, u € R}
{(,y.0);2,y € R} =R* x {0}.

Diem que z = 0 és 'equacio cartesiana de F, ja que aquesta condicid
caracteritza els elements de FE.
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2. Estudiem el subespai vectorial F de R? generat per (1,—1,2),(0,1,1)
i(1,1,4). Un vector (x,y,z) € E siinomés si

(x,y,2) = A(1,—1,2) + u(0,1,1) + v(1,1,4),
per a certs A\, u, v € R. Es a dir

rT=A+v
y=-At+ptv
2 =2 +pu+4v

La pregunta que ens estem fent és doncs si donat (x, v, 2) € R® (un punt
fixat, ara x,y, z no sén variables!) existeixen A, u, v € R que satisfacin
el sistema.

Per estudiar aquest sistema, on les variables sén A, i, v, esglaonem la
seva matriu ampliada:?

|
G

0 1 0 1|z
1 — | 01 2|z+4+y ,
1 01 2|z—-2x

>~ = =
[SIENSEE

on hem fet les transformacions Fy, — Fy + Fy, F3 — F3 — 2F;. A
continuacio,

1 0 1|2 10 1|z
01 2|x+y — | 01 2|z+y ,
01 2|z—2z 00 0jz—3z—y

on hem fet la transformacié F3 — F3 — F5. El sistema és compatible si
i només si

z—3r—y=0.
(A més, en aquest cas és compatible determinat amb un grau de lliber-
tat: A=z —v,u=x+y—2v.)
Per tant

E={(r,y,2) eR%z—-3x—y=0} = {(2,y,3c +y) € R%;z,y € R}.

20bserveu que les columnes sén les components dels tres vectors donats.
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Observem que
(x,y,3z+y) =x(1,0,3) + y(0,1,1)
de manera que també
E ={(1,0,3),(0,1,1)).

Diem que z — 3z —y = 0 és 'equacio cartesiana de E, ja que aquesta
condicié caracteritza els elements de F.

. Estudiem el subespai vectorial F de R* generat per (1,—1,2,0),
(5,0,1,1). Un vector (x,y,2,t) € E si i només si

(x,y,2,t) = A(1,-1,2,0) + u(5,0,1,1).

Es a dir
T =N+ 0
y=—A
2=2\+u
t=pu

Per estudiar aquest sistema esglaonem la seva matriu ampliada:

1 5|x 1 5|z
1 0|y 0 5|z4y

2102 | |o —9|lz-2

0 1]t 0 1|t

on hem fet les transformacions Fy, — Fy + Y}, F3 — F3 — 2F;. A
continuacio,

1 5z 1 5|z

0 Hlxz+y . 0 blxz+y

0 —-9|z2—-2x 0 0| —2+9y+ 52
0 1]t 0 0| —2—y+5t

on hem fet la transformacio F3 — 5F5+9Fs, Fy, — 5F,— F5. El sistema
és doncs compatible si i només si

—r+9Y+52=0
—r—y+5t=0
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Per tant

E = {(z,y,2,t) ERY, —2+ 9y +52=0,—2 —y + 5t =0}
-9
= {(:L',y,x 3 y,mgy)ER‘l;x,yGR}.

Observem que

r—9 x+y 11 -9 1
= 1,0, -, = 0,1, —, =
($7y7 5 Y 5 ) $<77575 +y 77575

de manera que també

11 —9 1
E={(102,2= 1,—, =) ).
<( 7075’5)7<0’ ) 575)>

Diem que el sistema d’equacions —z+9y+ 52 = 0, —x —y + 5t = 0 s6n
les equacions cartesianes de E, ja que aquestes condicions caracteritzen
els elements de F.

5.3 Dependeéncia i independeéencia lineal

Definicié 5.3.1 Direm que els vectors vy, ...,v, € R" son linealment inde-
pendents si i només si cap d’ells és combinacio lineal dels altres.

En cas contrari, és a dir quan almenys un d’aquests vectors és combinacié
lineal dels altres, es diu que vy, ...,v, € R" sén linealment dependents.

Dit d’una altra manera, vy,...,v, € R" son linealment independents si i
només si no hi ha cap combinacié lineal d’ells igual a zero (llevat de la trivial,
en la que tots els escalars son zero). En efecte, tenim el resultat segiient.

Proposicié 5.3.2 Els vectors vy, ...,v, € R" son linealment independents
st 1 només st \qvr + -+ v, = 0 amb A, ..., \. € R implica \y = --- =
A= 0.

Demostracio. Suposem primerament que sén linealment independents.
Es a dir, que cap d’ells és combinacio lineal dels altres, i escrivim A\jv; +-- -+
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Avr = 0. Si alguna \; fos diferent de zero el corresponent vector v; seria
combinacio lineal dels altres

A ~ A

V; = ——Uq1 — * ...__T/U
J )\j 1 J >\j T
en contra de la hipotesi. La notacié 3 vol dir que el terme j-ésim no hi és.
Per tant, per a tot j = 1,...,7 ha de ser A\; = 0 i els vectors sén linealment
independents.

Reciprocament, si un d’ells, per exemple el primer, fos combinacié lineal
dels altres tindriem
U = AUs + -+ Ay

1 per tant N
V1 — XUy — - — A0 = 0
seria una combinacié lineal dels vy, . .., v, igual a zero amb no tots els escalars

iguals a zero (el coeficient de vy és 1), en contra de la hipotesi que estem fent.
O

Sempre que agafem tres (o més) vectors a R?, aquests sén linealment
dependents. O quatre (o més) a R? també sén linealment dependents, etc.
De fet tenim,

Lema 5.3.3 Siguin uy,...,uy,, m vectors de R* amb m > n. Llavors
UL, . .., Uy, SON linealment dependents.

Demostracio. Fem, per simplificar el cas n = 2 1 m = 3 (més avall teniu el
cas general).
Escrivim uy, us, us respecte de la base candnica e;, e; de R?. Tenim

Uy = a11€1 + ag1€3
U = G12€1 + G22€2
Uz = Q1361 + 2363

Per veure si uq, us, ug sén linealment independents o no escrivim una combi-
nacié lineal d’ells igual a zero:

0= )\1U1+)\QUQ+)\3U3 = )\1 <a11€1+&2162)+)\2(a12€1+a22€2)+>\3(G1361+a23€2).
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Com eq, €5 son linealment independents ha de ser

Atar + Agag2 + Aza;z = 0,
A1G21 + Aaago + Agass = 0.

i aquest és un sistema homogeni de 2 equacions i 3 incognites. Per tant
té solucié diferent de A\; = Ay = A3 = 0 (és compatible amb 3 — r graus de
llibertat i » com a molt val 2), i per tant uy, ug, us, sén linealment dependents.
O

El cas general s’escriuria aixi. Escrivim wuq,...,u,, respecte de la base
canonica eq,...,e, de R". Tenim

n
U; = E Ai5€5, i:1,2,...,m.
Jj=1

Per veure si sén linealment independents o no escrivim una combinacio lineal d’ells

igual a zero:
m m n
0= E )\iui = E Ai E Aij€j.
=1 =1 7j=1

Com els e; s6n linealment independents ha de ser

m
Z/\,aijzo, j=1,...,n,
=1

i aquest és un sistema homogeni de n equacions i m incognites. Per tant té solucié

diferent de Ay = --- = A\, = 0 (és compatible amb m —r > n —r graus de llibertat
i r com a molt val n ), i per tant uq, ..., Uy, son linealment dependents.
Exemples

1. Els vectors
er =(1,0,...,0),ea =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
son linealment independents. En efecte
Mer o+ Anen = 0 = (0,...,0)

implica clarament que \; =0, perat=1,...,n.
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2. Els polinomis 1,z,22,...,2" sén linealment independents. En efecte,
aquests polinomis corresponen als vectors de R"*!:

= (1,0,0,...,0,0),
z = (0,1,0,...,0,0),

2" = (0,0,0,...,0,1).

També podem pensar que si tenim una combinacié lineal d’aquests
polinomis igual al polinomi zero

Ml+M Mz + -+ X2"=0+0x+---+ 02"

llavors tots els coeficients son zero, \; = 0, per a7 = 1,...,n, ja que
polinomis iguals tenen els coeficients corresponents iguals.

3. Les matrius

/10 (01 (00 (00
“={oo0)2 Voo )3 \10/)%*" {01

son linealment independents. En efecte, aquestes matrius corresponen
a als vectors de R*:

e (1,0,0,0)
€2 (0,1,0,0)
es = (0,0,1,0)
es = (0,0,0,1)

També podem pensar que si tenim una combinacié lineal d’aquestes
matrius igual a la matriu zero

AA 0 0
)\1€1+)\2€2+)\363+)\464I()\; )\i>:<0 0),

totes les \; han de ser zero, \; = 0 per a i = 1,2, 3,4, ja que matrius
iguals tenen components corresponents iguals.
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4. Els vectors (1,—1,2),(0,1,1), (1, 1,4) de R? s6n linealment dependents.

En efecte,
A1, —1,2) + u(0,1,1) + v(1,1,4) = (0,0,0)
implica
A+v=0
“A+tpu+v=0
22X+ p+4v =0
i aquest sistema admet la solucié no trivial A = —v, u = —2v. Es a dir

que 'equacié anterior no implica A = u = v = 0 sind que, per exemple,
podem agafar A =1,y =2, v = —1 i tenir

1(1,-1,2) +2(0,1,1) — 1(1,1,4) = (0,0,0)

5. Els vectors (1,2),(3,4), (—1, —8) de R? sén linealment dependents. Es
conseqiiencia del lema 5.3.3. De tota manera, si plantegem el sistema

x(3,4) +y(—1,-8) = (1,2)

obtenim = = 3/10 1y = —1/10.
Aixi, un és combinacié lineal dels altres, o equivalentment hi ha una

combinacio lineal d’ells no trivial igual a zero: Concretament

3 1
1—0(3,4) — 1_0(_]-7 _8) - (172) = (070)'

5.4 Base i1 dimensio

Definicié 5.4.1 (Generadors) Direm que els vectors vy, ..., v, € R" son
un sistema de generadors del subespai vectorial E de R™ si @ només si ' =

<Ul,...,Um>.

Es a dir, vq,...,v,, € R sén un sistema de generadors de E si i només
si tot vector de E és combinacio lineal dels vectors vy, ..., v,,.

Definici6 5.4.2 (Base) Direm que els vectors vy, ..., v, € R® son una base
del subespai vectorial E de R™ si i només si son un sistema de generadors de
E i a més son linealment independents.
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Exemples

1. Els vectors
e1=(1,0,...,0),eo =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)

sén un sistema de generadors de R™. En efecte, tot vector v = (ay,...,a,) €
R™ es pot escriure com

v=a:(1,0,...,0) +a2(0,1,0,...,0) + -+ a,(0,...,0,1).

2. Els vectors (1,0),(0,1),(1,1) sén un sistema de generadors de R%. En
efecte, tot vector (a1, as) € R? es pot escriure com

(a1,a2) = a1(1,0) + a2(0,1) +0(1,1).

3. A lespai vectorial de matrius M,,,(R), les matrius e;; definides com
aquelles matrius que tenen tots els seus components nuls llevat del que
ocupa el lloc (4,7) (fila ¢, columna j) que val 1, sén un sistema de
generadors (de m x n elements). En efecte, tota matriu A = (a;;) €
M, xn(R) es pot escriure com

m n
A: E E aijeij.
i=1 j=1

Amb la identificacié de M,,x,(R) amb R™" aquestes matrius corres-
ponen als vectors R™*",

€11 = (1,0,0,...,0,0)
e, = (0,1,0,...,0,0)

emn = (0,0,0,...,0,1)
4. B=((1,0), (0,1)) és una base de R?. En efecte, com que tot vector
(a,b) € R? s’escriu com
(a,5) = a(1,0) + 5(0,1)

son un sistema de generadors. A més, és clar que sén linealment inde-
pendents ja que
A(L,0) + p(0,1) = (0,0)

implica A = p = 0.
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5. Generalitzant I’exemple anterior, tenim que
B=1((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1))

és una base de R™. Ja hem vist a 'exemple 1 que séon un sistema de
generadors i a 'exemple 1 de la pagina 84 que sén linealment indepen-
dents. D’aquesta base se'n diu base canonica.

6. B=((1,2), (3,4)) és una base de R%. En efecte, tot vector (a,b) € R?
s’escriu com
(a,0) = x(1,2) +y(3,4)

ja que el sistema

= o+ 3y
b = 2v+4y
és compatible determinat (z = —2a + £,y = a — 2). Per tant els

vectors (1,2), (3,4) sén un sistema de generadors. A més, és clar que
son linealment independents ja que

A(1,2) + 1(3,4) = (0,0)
implica A = p = 0.

7. A Tespai vectorial de matrius M,,x,(R), les matrius e;; definides a
I'exemple 3 de la pagina 87 sén una base. Ja hem vist alla mateix
que so6n un sistema de generadors i és facil veure que sén linealment
independents.

8. B=(1,z,2% ...,2") és una base de l'espai vectorial R,.[x] de polinomis
de grau més petit o igual a r. Ja hem vist a ’exemple 2 de la pagina
85 que sén linealment independents i és evident que generen. [J

Com tot subespai vectorial E de R™ és de la forma E = (uy, ..., u;) amb
uq,...,u; linealment independents®, podem dir que tot subespai vectorial
admet una base. Aquest resultat es coneix com teorema de la base.

Exercici 1 Eztragueu una base de

E =1{(1,2,3),(0,2,5), (2,10, 21))

3Si un u; depen dels altres simplement el traiem del sistema de generadors.
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Solucio. Posant
(2,10,21) = 2(1,2,3) + y(0,2,5)

obtenim x = 2 i y = 3 per tant aquest tercer vector és combinacio lineal dels
altres dos, que son linealment independents. Aixi

E={((1,2,3),(0,2,5)). O

Exercici 2 Ertragueu una base de R? del sistema de generadorsu = (1,2),v =

(3,4),w = (~1, —6).

Solucié. Tenim R? = (u,v,w). Com que u és combinacid lineal de v i w (u =

%v — %w), tenim R? = (v, w). Com que v i w sén linealment independents,

ja hem acabat. [

Es pot demostrar que dues bases d’un mateix subespai tenen el mateix
numero d’elements®. Aquest nimero comu es diu dimensid del subespai F i
es denota per dim F.

Definicié 5.4.3 (Dimensié) La dimensié d’un subespai vectorial E de R
és el numero de vectors d’una base.

Es a dir, dim F = n siinomés si E' = (uy,...,u,) amb uy,...,u, linealment
independents. Per exemple,

— R™ té dimensi6 n (exemple 5 de la pagina 88);
— My (R) té dimensié m x n (exemple 6 de la pagina 88);

—{(1,2,3,4),(1,0,0,7)) C R?* té dimensié 2.

R, [z] té dimensié r 4+ 1 (exemple 7 de la pagina 88).

El conjunt de les matrius simetriques 2 x 2 és un subespai vectorial de
Msy2(R) de dimensié 3.

— El conjunt {(z,y, z,t) € R x4+ y+ 2+t = 0} és un subespai vectorial
de R* de dimensié 3.

4Mateixa prova que en el Lema 5.3.3, pagina 83, canviant la base canobnica de R™ per
una base donada del subespai.
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Exercici 3 Trobeu la dimensié del subespai vectorial de R*
F={(1,2,3,4),(7,10,13,16), (5,6, 7,8), (14, 16, 18, 20))

Solucio. Posem els vectors com files d’una matriu

1 2 3 4
7 10 13 16
5 6 7 8
14 16 18 20
i esglaonem.
Obtenim
1 2 3 4
0 —4 -8 —12
0 0 0 0
0 0 0 0

Com que el procés d’esglaonament consisteix essencialment en fer com-
binacions lineals de les files, aquest procés no canvia el subespai general per
les noves files de la matriu. De manera que podem dir que

F={(1,2,3,4),(0, -4, —8,—12))

i, com que aquests dos vectors son clarament linealment independents, dim F' =
2.0

Exercici 4 Trobeu la dimensid i una base del subespai vectorial de R que
té per equacions cartesianes

r+y+z = 0
20—z =0

5. I de la primera deduim
= —372. La solucié dels sistema és donces

z 3z 1 3
- - =z2(=. —=.1).
G -T2 =25 —51)

Solucio. La segona equaci6 ens diu directament x =

— ey — — oy Z
y=-—z—xr=—-2—13%

Per tant, (%, —%, 1) (o qualsevol miltiple no nul d’ell) és la base buscada. La

dimensié és, doncs, 1. [J

El resultat segiient ens estalvia feina a ’hora de demostrar que un cert
conjunt de vectors, continguts en un subespai vectorial de R™ del qual conei-
xem la seva dimensié, formen una base.
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Proposicié 5.4.4 Sigui E un subespai vectorial de R™ dimensio k. Llavors
k wvectors de E linealment independents son base de E 1 k vectors que siguin
generadors de E son base de E.

Demostracid. Fem només el cas £ = R? que es generalitza facilment. Supo-
sem que u,v sén dos vectors linealment independents de R?. Per veure que
generen prenem un tercer vector w € R%. El lema 5.3.3 ens assegura que els
tres vectors u, v, w son linealment dependents, és a dir, existeix una combi-
nacié lineal no trivial Au + pv 4+ vw = 0. Pero clarament ha de ser v # 0 (si
fos zero hauria de ser A = p = 0 per ser u,v independents) i aixi, dividint
per v, escrivim w com a combinacié lineal de u,v. Com w és qualsevol aixo
demostra que generen.

Suposem ara que u, v € R? s6n generadors de R?, és a dir, R? = (u,v). Si
fossin linealment dependents seria R? = (u) i tindriem una base de R? d’un
sol element, contradiccio. [

En particular, prenent £ = R", podem dir que n vectors linealment in-
dependents de R™ son base i n vectors que siguin generadors de R™ son base.

5.5 Coordenades i canvi de base

Fins ara hem escrit els vectors de R" respecte de la base canonica. Per exem-
ple, si parlem del vector u = (3,4) € R? volem dir u = 3e; + 4eq, on (e1, €3)
és la base canonica. Diem que el vector u té coordenades (3,4) respecte
de la base canonica. Ara generalitzarem aquest concepte de coordenades a
qualsevol base.

Proposicié 5.5.1 Sigui B = (u,...,uy,) una base d’un subespai vectorial
E de R™. Llavors tot vector v de E s’expressa de manera unica com a com-
binacio lineal dels elements de B.

Demostracio. Sigui u € E i suposem que
U= aiUy + -+ ap, = bju; + - + bpu,.

Restant, tenim
(a1 — bl)ul + -+ ((ln — bn)un =0

I, per ser uq,...,u, linealment independents, ha de ser

a;—b;=0 pera 1=1,...,n,
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com voliem demostrar. [

Definicié 5.5.2 Sigui B = (uy, ..., uy) una base d’un subespai vectorial E
de R™. Les coordenades d’un wvector v € E respecte de la base B son els
elements a1, ...,a, € R tals que v = aju; + - - - + a,u,.

Per exemple, el vector u = (1,2,3) € R? té coordenades (1,2, 3) respecte
de la base canonica e; = (1,0,0),e; = (0,1,0),¢; = (0,0,1) de R3. Pero
té coordenades (1,0,0) respecte de la base u; = (1,2,3),us = (0,1,1),uz =
(0,5,8) de R3.

Anem a trobar una férmula general que ens relacioni les coordenades d’un
mateix vector escrit en bases diferents.

Formula del canvi de base

Siguin B = (ey,...,e,) 1 B = (uy,...,u,) dues bases d'un cert subespai
vectorial F.

La matriu A = M (B, B’) que té per columna i-essima les coordenades de
e; respecte de B’ es diu matriu del canvi de base.

Aixi, si
€; = AUy + - F Apilly, i=1,...,n, (5.1)
tenim
ai;p ... QAp
A— ao21 ... Q9pn
Ap1 ... Qpp
Pregunta. Siun vector w té coordenades (z1, ..., x,) respecte de B, quines

coordenades té respecte de B'?
Per respondre aquesta pregunta només cal escriure

w=2x1€1+ -+ Tpey = Y1U + -+ YpUy
i mirar quina relacié hi ha entre les z; i les y;.
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Remplagant cada e; per 'expressié (5.1) tenim

Tiey + -+ xpe, =

xl(auul + -+ anlun) +

xn(alnul + -+ ann”n)

= Yrur+ -t Ynln
Igualant els coeficients de cada u; tenim
Yi = X101 + 0+ Tply, t=1,...,n.

Aquestes n igualtats es poden escriure matricialment com

L1 Y1
Y=AX, on A=M(B,B), X-= : , Y = : (5.2)

Tn Yn

que es coneixen com les equacions del canvi de base.
Hi ha qui denota

X =C(uB), Y =CuB)

per tal de saber rapidament que representen les matrius columna X,Y. Amb
aquesta notacié la formula del canvi de base és

C(u,B") = M(B,B)C(u, B)

Multiplicant els dos costats d’aquesta igualtat per la matriu M (B, B) es
veu que

M(B,B')=M(B,B)™,

igualtat que ve a dir essencialment que els canvis que hem de fer per passar
de B a B’ sén els inversos dels que hem de fer per passar de B’ a B. Atencid,
doncs, a 'ordre quan escrivim matrius de canvi de base.

Quan treballem a R™ sovint hem de passar de la base canonica C a una
segona base B donada. Com aquesta base esta generalment donada respecte
de la base canonica la matriu facil d’escriure és M (B, C) de manera que convé
reescriure la férmula del canvi de base amb aquesta notacio:

C(u,C) = M(B,C)C(u, B)

93



Exercici 5 Calculeu les coordenades del vector w = (3,5) € R? respecte de
la base B = (u,v) amb u = (—2,8) i v = (10, 20).

Solucio. Primer métode. Escrivim
w = (3,5) = y1u + yov = y1(—2, 8) + y2(10, 20).
Per tant

= —2y; + 10y,
5 = 8yi+ 20y,
Resolent el sistema obtenim que les coordenades de w respecte de B’ sén
y1 = —1/12,y, = 17/60. O
Observem que quan escrivim w = (3,5) volem dir w = 3(1,0) + 5(0, 1),

és a dir que w ens ’han donat implicitament respecte de la base canonica de
R2.

Segon metode. Aplicant la férmula del canvi de base

C(u,C) = M(B,C)C(u, B)

()= =) ()
(5)-(5e ) (2)- () o

Exercici 6 Quina relacid hi ha entre les coordenades (x',y") respecte de la

base B' = ((5,0),(1,6)) de R? i les coordenades (x",y") respecte de la base
B = ((1,2),(3,4))7

tenim

Solucio. Primer meétode. La férmula (5.2) del canvi de base diu Y = AX
on A = M(B',B"), Y és la matriu columna formada per les coordenades
respecte B” i X la matriu columna formada per les coordenades respecte B'.
La primera columna de la matriu A del canvi de base esta formada per
les coordenades de (5,0) respecte de B”.
Resolent el sistema (5,0) = z(1,2) + y(3,4) obtenim z = —10,y = 5.
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La segona columna de la matriu del canvi de base esta formada per les

coordenades de (1,6) respecte de B".
Resolent el sistema (1,6) = z(1,2) + y(3,4) obtenim z = 7,y = —2.

Per tant
-10 7
A_< ! _2).

Aixi la igualtat Y = AX s’escriu com
"\ (—-10 7 x
yl/ - 5 ) y/

2 = —102" + 7y
y' = b1’ —2y.

Es a dir,

Segon métode. Ho referim tot a la base canonica C de R2.

M(B’,C):(g é)

M(B",.C) = ( ) ) .

)

Per tant
2\ 13\ (5 1\[/2\ (-10 7 z -
y' ) 2 4 0 6 y ) 5 =2 y )

Exercici 7 Trobeu una base de R3 en la que el pla 11 : x + 2y — 2z = 0 tingui

equacio z' = 0.
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Solucié. Busquem una base de R? adaptada al pla, és a dir, tal que els dos
primers vectors pertanyin al pla. D’aquesta manera el pla estara caracteritzat
pels vectors amb tercera coordenada zero.

Resolem = + 2y — 2z = 0 i obtenim x = z — 2y. Els punts del pla soén,
doncs, de la forma (z — 2y, y, 2) = y(—2,1,0) 4+ 2(1,0,1). Es a dir

IT=((-2,1,0),(1,0,1)).

Completem aquests dos vectors a una base (per exemple, pel metode explicat
a la pagina 102, o simplement fent el seu producte vectorial) afegint el vector
(0,0,1).
Aquesta és la base buscada.
Comprovacio.
La relaci6 entre les coordenades (z,y, z) respecte de la base canonica C de
R3 i les coordenades (2, 1/, 2') respecte de la nova base B = ((—2,1,0), (1,0, 1), (0,0, 1))
de R? esta donada per

/

x -2 10 x
y | = 1 00 Y
z 0 1 1 Z

Com que 'equacio de II es pot escriure com

8

z
tenim
-2 10 T
(12 -1) 1 00 y | =0,
0 1 1 z
és a dir
:L,/
(00 -1)| vy |=-2=0,
Z/

com voliem. [
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5.6 Rang d’una matriu

Definicié 5.6.1 Sigui A € M,x,(R). El rang de A és la dimensid del
subespai vectorial de R™ generat per les files de A.

Equivalentment, el rang de A és el mazxim nombre de files linealment
independents de la matriu A.

Observeu que estem pensant els n elements d’una fila ( a1 ... Qi )
com un element (a;,...,a;) de R". Aixi, si denotem per F;,i = 1,...,m
les files de A tenim que el rang de A és

r(A) = dim(Fy, ..., F,).

Per exemple, el rang de

e

I
T =
~ ot
© o w

és 2, ja que

dim((1,2,3), (4,5,6), (5,7,9)) = 2.

En particular r vectors vy, ..., v, de R" sén linealment independents si i
només si rang A = r, on A és la matriu que té per files per les components
d’aquests r vectors.

Si una matriu esta esglaonada, és clar que les seves files no nul-les sén
linealment independents (ara veurem un exemple), de manera que tenim

Proposicié 5.6.2 Sigui A € M5, (R) una matriu esglaonada. Elrang de
A és el numero de files no nul-les de A.

Exemple 5.6.3 Comproveu que el rang de la matriu

1 2 3 4
0123
A= 001 2
0001
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Solucio.  Hem de veure que els vectors (1,2,3,4),(0,1,2,3),(0,0,1,2),
(0,0,0,1) sén linealment independents. Plantegem

A1(1,2,3,4) + X2(0,1,2,3) + A3(0,0,1,2) + A4(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
1 obtenim el sistema

A=

20+ A =

3N +2M+ A3 =
AN+ 3N+ 203+ Ny =

o O O O

d’On)\lz)\2:>\3:A4:0.D

Exemple 5.6.4 Comproveu que el rang de la matriu

S O ¥ ¥

O O O
O O T *

amb a, b, c diferents de zero®, és tres.

Solucié. Hem de veure que els vectors (a, *, *), (0,0, %), (0,0, ¢) sén linealment
independents. Plantegem

A(a’7 *’ *) + [’L(()? b? *) + V(O, 0’ C) = (07 0’ O)'

En igualar la primera coordenada obtenim Aa = 0, i per tant A = 0. En
igualar la segona coordenada (sabent ja que A = 0) obtenim pub = 0, i per
tant 4 = 0. En igualar la tercera coordenada (sabent ja que A = p = 0)
obtenim pc =0, i per tant = 0. [

La Proposici6 5.6.2 es demostra de manera similar als anteriors exemples.

Teorema 5.6.5 FEl rang d’una matriv no varia durant el procés d’esglaona-
ment. FEs a dir, el rang de A és igual al nimero de files no nul-les de la
matriu que obtenim en esglaonar A.

5Com sempre, el signe * vol dir que en aquella posicié pot haver-hi qualsevol element.
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Demostracid.® En el procés d’esglaonament per files (és a dir, quan apliquem
el metode del pivot) la tnica cosa que fem és substituir files per elles matei-
xes (o multiples) més combinacions lineals d’altres files, i aix0o no canvia la
dimensié de 'espai generat per les files. [

Exercici 8 Demostreu que els vectors u = (1,2,3,4), v = (0,1,3,6), w =
(5,3,2,1) de R* son linealment independents.

Solucio. Esglaonant la matriu

1 2 3 4
A=1 01 3 6
5 3 2
obtenim
1 2 3 4
A=1 01 3 6
0 0 8 23

que té rang 3. Per tant les files son linealment independents. []

Exercici 9 Demostreu que els vectors u = (1,2,3,4), v = (0,1,3,6), w =
(2,7,15,26) de R* sén linealment dependents.

Solucio. Esglaonant la matriu

N O =
- =N
—_
ot
]
S S

obtenim

1
0
0

S =N
S W W
S O =~

per tant el rang és 2 i els vectors sén linealment dependents. [

Si esglaonem una matriu quadrada el seu determinant pot quedar multi-
plicat per algun pivot, pero com els pivots sén per definicié diferents de zero,
el fet de que el determinant s’anul-li o no s’anul-li no varia al llarg del procés
de esglaonament. Es a dir, si A’ és la matriu esglaonada trobada a partir
d’una matriu A, llavors det A # 0 si i només si det A’ # 0.

Aquesta observacié permet demostrar el resultat segiient.

6La demostracié és essencialment el mateix argument que ja hem fet a Iexercici 3,
pagina 90.
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Corol-lari 5.6.6 n vectors de R™ son base de R™ si i només si det A # 0,
on A és la matriu que té per files les components’ d’aquests n vectors.

Demostracio. Sabem que n vectors de R™ linealment independents, sén base
(corol-lari 5.4.4). Com rang A = rang A’ on A’ és A esglaonada, si aquest
rang és n vol dir que hi ha n pivots, i el determinant és el producte d’aquests
n pivots. Com els pivots sén diferents de zero det A # 0, i reciprocament. []

Per exemple, els vectors u = (1,2,3),v = (0,5,1),w = (1,2,0) sén line-
lament independents ja que

1
0 = —15#£0.
1

N O DN
S = W

Nota 5.6.7 (Rang per columnes) També es pot definir rang d’una ma-
triu A com el maxim nombre de columnes linealment independents de A,
ja que es pot provar (no ho farem) que les dues definicions (maxim nombre
de files linealment independents o maxim nombre de columnes linealment
independents) coincideixen.

Exercici 10 Trobeu les equacions cartesianes del subespai vectorial de R*
generat per u = (1,2,3,4) i v=(5,6,7,8).

Solucic.® Si (z,y,z,t) pertany a aquest subespai, el rang de la matriu

= W N =
co J O Ut
N e 8

ha de ser 2, ja que la tercera columna és combinacio lineal de les dues pri-
meres. Esglaonant tenim primerament

1 5 T

0 -4 y—2x
0 -8 z—3z
0 12 t—4x

"Respecte de qualsevol base.
8Vegeu els exemples 2 i 3 de la secci6 5.2.
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1 a continuacid
1 5 T

0 —4 y— 2z
0 0 —4dx+8y—4z
0 0 —8xr+12y—4t
Com que les dues files d’aquesta matrius sén linealment independents les

dues tltimes han de ser zero (perque el rang sigui 2). Per tant, les equacions
cartesianes buscades son

—4r+8y—4z = 0
—8r+ 12y —4t = 0. U

5.7 Ampliacié a una base

Veurem, en 'exemple segiient, com donats dos vectors linealment indepen-
dents de R* podem formar una base que els contingui. El metode val en
general, és a dir, donats r vectors linealment independents de R™ els podem
ampliar a una base.

I amb petites modificacions es pot adaptar a subespais vectorials, és a
dir, es pot veure que tota familia de vectors linealment independents d’un
subespai vectorial E de R™ es pot ampliar a una base de E.

Exemple 5.7.1 Completeu uy = (1,2,3,4),us = (2,4, —3,10) a una base de
R*.

Primer métode. Sigui ey, es, €3, e4 la base canonica de R*.
Ens preguntem primer si e; és combinacié lineal de wy, us.
Per a aix0 posem

(1,0,0,0) = A\(1,2,3,4) + \2(2,4,—3,10)
Les dues primeres components porten al sistema incompatible

= )\1+2>\27
0 = 2\ +4X\.

Aixi, e; no és combinacié lineal de wuq, us.
Considerem, doncs,
<U1, Uz, €1>.
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Ens preguntem ara si e és combinacio lineal de uy, uso, €.
Per a aixo posem

(0,1,0,0) = A1 (1,2,3,4) + Aa(2, 4, —3,10) + A3(1,0,0,0).

Aquest sistema és incompatible, i per tant uy, us, €1, €3 son linealment inde-
pendents i, en particular, base de R*
Segon metode. Considerem la matriu

2
4
-3
10

(3 %)

és diferent de zero. El completem amb zeros

=~ W N =

El menor

1 2 00
2 4
3 =3 00
4 10

i posem la matriu identitat a la resta

1 2 00
2 4 10
3 -3 00
4 10 0 1

El determinant d’aquesta matriu és diferent de zero, i per tant, les 4
columnes sén linealment independents, i en particular base de R*. O

Nota 5.7.2 Que els dos métodes donin solucions diferents no és estrany, ja
que la manera de completar uns quants vectors linealment independents a
una base no €s pas unica.

Exercici 11 Completeu u; = (1,2,0,0),us = (5,6,0,0) a una base de R*.
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Primer métode. Sigui ey, es, €3, e4 la base canonica de R*.
Ens preguntem primer si e; és combinacié lineal de wy, us.
Per a aix0 posem

(1,0,0,0) = A\(1,2,0,0) + \2(5,6,0,0).
Tenim el sistema
= )\1 + 5>\27
= 2A; + 6Aq,

0A1 + 0\,
OA1 + 0As.

o o o =
\

que és compatible determinat (A = —3/2, Ay = 1/2.)
Per tant e; és combinacio lineal de uq, us.
No fem res i passem a preguntar-nos si e, és combinacié lineal de uq, us.
Per a aixo posem

(0,1,0,0) = A (1,2,0,0) + Az(5,6,0,0).

Tenim el sistema

0 = A +5N,
1 = 2\ + 6\,
0 = O0A +0M,
0 = O0A + 0.

que és compatible determinat (A\y = —5/4, Ay = —1/4.)
Per tant e; és combinacio lineal de uq, us.
No fem res i passem a preguntar-nos si ez és combinacié lineal de wuq, us.
Per a aix0 posem

(0,0,1,0) = A\i(1,2,0,0) + A\2(5,6,0,0).

Tenim el sistema

0 = A+ 5\,
0 = 2\ 46X,
1 = 0\ + 0\,
0 = 0\ + 0\
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que és incompatible.
Considerem, doncs,

<u17 U2, €3>'

Ens preguntem ara si e4 és combinacio lineal de uy, us, 3.
Per a aixo posem

(0,0,0,1) = A\(1,2,0,0) + A2(5,6,0,0) + A3(0,0, 1,0).
Tenim el sistema
= )\1 + 5>\2a
2X1 + 6)g,

= 0\ + O\o,
0A; + 0o

_ o o o
|

que és incompatible.
Per tant wq, uq, €3, e4 sén linealment independents i, en particular, base

de R*

Segon metode. Considerem la matriu

5

O O N

6
0
0

(27)

és diferent de zero. El completem amb zeros

El menor

5 00
6 0 0
0
0

S O N

i posem la matriu identitat a la resta

S O O Ut
o= O O
_ oo O O

S O N
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El determinant d’aquesta matriu és diferent de zero, i per tant, les 4
columnes sén linealment independents, i en particular base de R*. [

Exercici 12 Sigui
E =1{(1,2,0,0),(0,1,1,3),(0,1,2,3)) C R*,
i sigui u = (1,3,1,3) € E. Completeu u a una base de E.

Solucio. Primer meétode. Mirem si el primer vector de la base de F, e; =
(1,2,0,0) és linealment independent amb u. Com u, e; sén linelament inde-
pendents prenem e; com element de la nova base que estem construint.
Mirem ara si eo = (0,1,1,3) € (u,e;). Posem es = Au + pe; i trobem
A= —1,u = 1. Per tant si que hi pertany.
No fem res i passem al segiient vector de la base de E, e3 = (0, 1,2, 3).
Mirem si e € (u, e;). Posem e3 = Aey + pu i veiem que el sistema

0 = A+p
1 = 22+ 3u
2 = p

3 = 3u

és incompatible. Per tant els tres vectors u, €1, e3 sén linealment independents
i per tant sén una base de F.

Segon metode. Escrivim u respecte de la base donada i veiem que u =
€1+ es. Construim una matriu 3 x 3 posant les components de u a la primera
columna i completant amb zeros la fila amb terme no nul (la primera o la
segona). Si agafem la segona tindrem

O =
o
o

Completem amb la identitat i tenim

1
1
0

o O =
— o O

Per tant, mirant les columnes, els vectors u, e, e3 sén base. []
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5.8 Teorema de Rouché-Frobenius

Revisitem el teorema de Rouché-Frobenius (pagina 55) en llenguatge d’espais
vectorials.

Teorema 5.8.1 (Rouché-Frobenius homogeni) Considerem el sistema
homogeni AX = O on A € M,xn(R) i

Llavors el conjunt de solucions d’aquest sistema de m equacions i n incognites
és un subespai vectorial de R™ de dimensié d =n —r on r = r(A).

Demostracio. Ja hem vist a la pagina 76 que el conjunt de solucions d'un
sistema homogeni és un subespai vectorial de R™. Mirem la dimensio.

Sigui A’ la matriu que obtenim en esglaonar A. Té el mateix rang r
que A. Per tant té r files no nul-les (que sén automaticament linealment
independents), i per tant r pivots. Per tant, pel que hem vist a la pagina 55,
tenim d = n — r graus de llibertat.

Per no escriure tant continuem la demostracié suposant n = 4 i r = 2
(Pargument és exactament el mateix per a n i r arbitrari).

Llavors tenim d = 4 — 2 = 2 graus de llibertat. Suposem que les variables
lliures son z,t. Aixo vol dir que z i y depenen linealment de z i ¢t. Per tant
tota solucié és de la forma

(az +bt,cz 4+ dt, z,t) = z(a,c,1,0) + t(b,d, 0, 1).

Per tant 'espai de solucions esta generat pels dos vectors linealment inde-
pendents ((a,c,1,0),(b,d,0,1)). O

Exemple 5.8.2 Trobeu la solucio del sistema

r+t+2u+9w =
y+3dt+ut+v+dw =
z24+3t+ov+2w =
St+Tu+ 9w =

o O O O
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Solucio. En aquest cas n = 7, ja que les variables son ., y, z,t, u,v,w,ir =4
ja que la matriu del sistema

10012090
010311250
00130120
00037090

esta esglaonada, i per tant les 4 files son linealment independents. Pel teo-
rema de Rouché-Frobenius, sabem que la dimensié del subespai de solucions
ésn —r =7T7-—4=3. Pero anem a trobar-lo explicitament.

La ultima fila correspon a l’equacio

3t+ Tu+ 0v+ 9w =0,

1 per tant
t=—(7/3)u — 3w.

Les tres variables u, v, w queden lliures.
De la tercera fila obtenim

z2=—=3t—v—2w="Tu—v+ Tw.
De la segona fila obtenim
y=—-3t—u—v—>iw=>06u—v+4w.
De la primera fila obtenim
r=—t—2u—9% = (1/3)u — 6w.
La soluci6 és doncs qualsevol punt de la forma
((1/3)u — 6w, 6u — v + 4w, Tu — v + Tw, —(7/3)u — 3w, u, v, w),
que podem escriure com
u(1/3,6,7,-7/3,1,0,0) +v(0,—-1,—-1,0,0,1,0) + w(—6,4,7,—3,0,0, 1)
Per tant, el conjunt de solucions del sistema és el subespai vectorial de R",
((1/3,6,7,—-7/3,1,0,0),(0,—1,—-1,0,0,1,0), (—6,4,7,—3,0,0, 1)),

que, tal com sabiem per Rouché-Frobenius, té dimensi6é 3. [
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Teorema 5.8.3 (Rouché-Frobenius, cas general) Considerem el siste-
ma AX = B, on A € My,x,(R),

T bl
xX=1 : i B=

Tn, b

El sistema té solucid si i només sir(A) = r(A|B). En aquest cas tota solucio
Z és de la forma

Z=Xo+Y MNXi, ANER
i=1
on Xg €s una solucio particular de AX =B i1 X;,i=1,...,n—r és una base
de ’espai de solucions del sistema homogeni AX = O.

Demostracio. Que el sistema té solucié si i només si r(A) = r(A|B) és
conseqiiencia del teorema 4.2.5 i la invariancia del rang en el procés d’esgla-
onament.

La segona part és només la observacié de que si Xy 1 Z sén solucié del
sistema AX = B, llavors Z — X és soluci6 del sistema homogeni AX = 0,
ja que

AZ - Xy)=AZ - AXy=B—-B=0.
Per tant, Z — X, és combinacié lineal d’una base de I’espai de solucions del
sistema homogeni. [J

Exemple 5.8.4 Trobeu la solucio del sistema AX = B amb
100120 9|10

010311520
AB)=10901301 230
0003 70 940

Solucio. La solucié del sistema homogeni AX = 0 esta donada a I'exemple
anterior 5.8.2. Per trobar una solucié particular del no homogeni podem fer,
per exemple, v = v = w = 0 i obtenim (comengant per la darrera fila),

= 40/3

= —10

= —20
~10/3

[ SIS S S
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De manera que la solucié general de AX = B és

Z = (-10/3,-20,-10,40/3,0,0,0) + u(1/3,6,7,—7/3,1,0,0)
= 0(0,-1,-1,0,0,1,0) + w(—6,4,7,—3,0,0,1)

podent prendre, u, v, w qualsevol valor. [
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Capitol 6

Valors 1 vectors propis.
Diagonalitzacid

Quan operem amb matrius veiem de seguida que els calculs es simplifiquen
molt si treballem amb matrius diagonals. Recordem que una matriu es diu
diagonal quan tots els termes fora de la diagonal sén zero.

Per exemple, les matrius

0 0 0 1000
0200

012 0 |,

0 0 18 0030
000 4

son diagonals. A vegades, tot i que la matriu donada no és diagonal es pot
diagonalitzar. Concretament tenim la definicié segiient.

Definicié 6.0.5 Diem que una matriu A és diagonalitzable si existeir una
matriu invertible C tal que la matriu D = C~YAC és diagonal.

Veurem a continuacié com el fet de que una matriu sigui diagonalitzable
esta lligat al fet de que tingui suficients vectors propis (vegeu la definicié a
la pagina segiient). Tot i que els matematics tracten aquests temes en tota
generalitat nosaltres ens restringirem als casos senzills de matrius 2 x 2 i
3 %X 3.
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6.1 Matrius 2 x 2

=(e0)

e Traca de A= Suma dels elements de la diagonal de A.

Donada la matriu

definim:

Tindrem, doncs,
traga(A) = a + d.

e Determinant de A= Producte dels elements de la diagonal menys pro-
ducte dels elements de la diagonal secundaria.

Tindrem, docs,
det(A) = ad — be.

e Polinomi caracteristic de A= pa(x) =det ( “ ; v d E . )
Tindrem, doncs,
pa(r) = 2% — (tracad)r +det A = 2% — pr + ¢,
ambp=a+diqg=ad— bc.

e Valors propis. Les arrels dels polinomi caracteristic pa(z) es diuen
valors propis de A. Per tant, els valors propis A i p de A sén

/\:p+\/p2—4q p= P p* —4q
2 ’ - '

2

p? —4g > 0 tenim dos valors propis reals diferents,
p°—4q = 0 tenim un unic valor propi,

p> —4¢ < 0 tenim dos valors propis complexos conjugats.

e Observem que la suma dels valors propis de A és la traca de A i que el
producte dels valors propis és el determinant.

A+ p = p = traca(A)
A = q = det(A)
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e Vectors propis. Es diu que el vector u = (uy,us), u # 6, és un vector
propi de A, de valor propi A, si Au = \u.

Equivalentment (A — A I)u = 0, on I és la matriu identitat, és a dir,

~(30)

Aixi, doncs, per trobar u tan sols hem de resoldre el sistema (compatible
indeterminat)

() )= () o

Per que aquest sistema homogeni tingui solucié diferent de la trivial
(és a dir, diferent de la solucié u; = us = 0) ha de ser

a— A b
det( c d—A)ZO’

és a dir A ha de ser una arrel del polinomi caracteristic, o equivalent-
ment, un valor propi.

Per aixo a la practica quan hem de calcular vectors propis calculem
primer els valors propis trobant les arrels del caracteristic i després
resolem el sistema (6.1) per a cadascun dels valors propis .

Les dues equacions a que déna lloc el sistema (6.1) sén equivalents, i
per tant, només cal considerar-ne una d’elles, de manera que podem
dir que el vector propi de valor propi A esta determinat (llevat d'un
escalar) per I'equacid

(@ — N)uy + buy = 0.

Per tant, podem agafar com vector propi de valor propi A

u=(b,\—a)
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Proposicié 6.1.1 Vectors propis de valors propis diferents son linealment
dependents.

Demostracio. Suposem Au = Au i Av = pv amb A # p. Si tenim una
combinacio lineal d’ells igual a zero:

au+bv =0, a,b0¢€R(0C)
llavors, aplicant A a aquesta igualtat tenim
alu+ bpv = 0.
Resolent el sistema

au+bv =
alu+buy = 0

obtenim (p — A)bv = 0, i per tant b = 0. Aixo implica a = 0, i per tant u i v
son linealment independents. [

Diagonalitzacio

Teorema 6.1.2 Una matriu 2 X 2 és diagonalitzable si i només si té dos
vectors propis linealment independents.

Demostracio. Suposem primerament que la matriu A te dos vectors propis
linealment independents, Au = Au, Av = pv. Llavors A és diagonalitzable ja
que es compleix la igualtat matricial

(6.2)

o-(3 1)

és la matriu diagonal formada pels valors propis i

-3
Ug V9

és la matriu que té per columnes les components dels vectors propis u i v.

on

114



Com les columnes de C' son linealment independents el determinant és
diferent de 0 i C' és invertible.
Per demostrar la igualtat (6.2) tant sols hem d’observar que

AC =CD

ja que les columnes de la matriu producte de 'esquerra sén

a() (i)

i les columnes de la matriu producte de la dreta sén

Uy . V1
() ()

que soén iguals respectivament a les columnes de I'esquerra per ser w i v vectors
propis.

El reciproc també és cert: Si una matriu A és diagonalitzable es compleix
AC' = CD amb C invertible i el mateixos calculs anteriors mostren que A té
dos vectors propis (les columnes de C') que son linealment independents per
ser (per ser C' invertible). [

Exemple 6.1.3 Trobeu els vectors propis de
3 5
(%)

Solucio. Traca de A: 3+ 7 = 10.
Determinant de A: 26.
Polinomi caracteristic: 22 — 10x + 26.
Valors propis: A =5+, u=>5—1.
Vector propi de valor propi A: Resolem

o) ()= ()

Obtenim u = (5,2 + i) (o qualsevol multiple d’aquest).
Vector propi de valor propi u: Resolem

Es diagonalitzable?
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) ()= ()

Obtenim v = (5,2 —7) (o qualsevol miltiple d’aquest).
Per tant es compleix que

5 5 \ '/ 3 5 5 5 \_ (540 0
2+i 2—i 17 )\ 24i2-i )"\ 0 5—i

Com veieu, aquesta matriu no diagonalitza sobre els reals, hem hagut de

passar als complexos. [
7T =2
A= < 24 -7 )

Solucid. Si fem A? veiem que A? = Id, per tant A0 = [d.

No obstant, com exercici, podem utilitzar la diagonalitzacié. Els valors
propis sé6n 1, —1 i els vectors propis corresponents sén u = (1,3),v = (1,4).
Per tant,

Exercici 13 Donada

calculeu A0,

C'AC =D

(1) 20 5)

Per tant, A = CDC™1 i

amb

A0 — o plOc=t — . 1q.C~! = Id. O

Exemple 6.1.4 Diagonalitzeu la matriu

=51

Solucid. Caracteristic: 22 — 5z — 2.
Arrels del caracteristic (valors propis): A = 5*5/5, W= 5‘@
1. 3+V33 )
Y 4 N

Vector propi de valor propi u: v = (1, 3_21/@).

Vector propi de valor propi A\: u = (
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Per tant, si prenem

1 1
P:(3+\/?E 3\/5)
4 4

tenim

B

o ~ 0
plap={ 2 5] O

Exemple 6.1.5 Diagonalitzeu la matriu

20
A= .
Solucio. Linic valor propi d’aquesta matriu és A = 2, ja que el polinomi
caracteristic és (2 — z)?. Per calcular el vector o vectors propis associats al

valor propi A = 2 posem
0 0 up \ (0
1 0 U9 N 0

D’aqui deduim que I'inic vector propi és u = (0,1) (i, com sempre, qualse-
vol multiple d’aquest). Per tant no podem construir la matriu P invertible
formada per dos vectors propis de A. Aixo vol dir que A no diagonalitza (no
sobre els reals, ni sobre els complexos).! [

6.2 Matrius 3 x 3
Tot funciona essencialment igual que en el cas 2 x 2. Donada la matriu

aix aiz Az
A= a21 (Ag22 A3

a31 daszz G33

definim:

'Demostreu directament, sense recorre a vectors i valors propis, que no hi ha cap matriu
invertible P tal que AP = PD amb D diagonal (A la matriu de ’exemple).
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Traca de A= Suma dels elements de la diagonal de A.

Tindrem, doncs,
traca(A) = ai + agg + ass.

Suma de menors centrats a la diagonal. Es a dir,

Q22 A23
a3z Q33

a1; a3
a31 as3

ailp Qaig
a1 Qa22

o(A) =

Determinant de A= Producte dels elements de les diagonals principals
menys producte dels elements de les diagonals secundaries.

Tindrem, docs,

det(A) = 11022033+012023031 02132013 — 013022031 —A12023031 —A11A32023.

ajp — & a2 ai13
Polinomi caracteristic de A= pa(x) =det a91 sy — T 93
a3y asz2 azz — T

Tindrem, doncs,

pa(x) = =2 + (tracad)a? — o(A)z + det A.

Valors propis. Les arrels del polinomi caracteristic p4(z) es diuen valors
propis de A. Resoldre I'equacio de tercer grau pot ser complicat. Es
poden donar només dos casos:

1) que tinguem tres valors propis reals,
2) que tinguem un valor propi real i dos valors propis complexos

conjugats.

Observem que la suma dels tres valors propis de A és la traca de A, la
suma dels productes d’aquests tres valors propis agafats de dos en dos
és o(A) 1 el producte dels tres és el determinant.

Vectors propis. Es diu que el vector u = (uy, ug, usz), u # 0, és un vector
propi de A, de valor propi A, si Au = A\u.
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Equivalentment (A — X\ )u = 0, on
1 00
I=10120
0 01

Aixi, doncs, per trobar u tan sols hem de resoldre el sistema (compatible
indeterminat)

ap;; — A a2 ais Uy 0
21 99 — A 923 U9 == 0 (63)
asy asy  agz — A U3 0

Per que aquest sistema homogeni tingui solucié diferent de la trivial
(és a dir, diferent de la solucidé u; = us = us = 0) ha de ser

ap; — A Q12 a13
det asq a9y — A ass = O,
a31 a32 asz — A

és a dir A ha de ser una arrel del polinomi caracteristic, o equivalent-
ment, un valor propi.

Com en el cas 2 x 2 per calcular els vectors propis calcularem primer
els valors propis i resoldrem els sistemes corresponents.

Les tres equacions a que déna lloc el sistema (6.3) sén dependents, i
per tant, només cal considerar-ne dues d’elles.

Proposicio 6.2.1 Vectors propis de valors propis diferents son linealment
independents.

Demostracio. Suposem Au = Au, Av = pv i Aw = vw, amb \ # p, A #
v, i # v. Suposem que tenim una combinacié lineal d’ells igual a zero:

au+bv+cw=0, a,bcelR.

Aplicant A a aquesta igualtat tenim

a\u + bpv + vew = 0.
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Resolent el sistema

au+bv+cw =
alu +bpv +cvw = 0

(multiplicant la primera fila per A i restant la segona) obtenim
(= AN)bv + (v — N)cw = 0.
Aplicant novament A tenim
(1 — N)buv + (v — N)evw = 0.
Resolent el sistema
(L=ANbv+ (v —Ncw = 0
(= Nbpv + (v — N)evw = 0

obtenim
cv—=Nv—-—pw=0

i per tant ¢ = 0. Aixo implica facilment que a = b = 0, i per tant u i v sén
linealment independents. []

Diagonalitzaci6
Teorema 6.2.2 Una matriu 3 X 3 és diagonalitzable si i només si té tres

vectors propis linealment independents.

Demostracio. La demostracié és exactament igual que en el cas 2 x 2 pero la
repetim per a més comoditat del lector.

Si la matriu A té tres vectors propis linealment independents Au =
Au, Av = pv, Aw = vw es compleix la igualtat matricial

(6.4)

on

S

|
o O >
ox ©
T oo
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és la matriu diagonal formada pels valors propis i

U V1 W
C = Ug Vo W2
uz V3 ws

és la matriu que té per columnes les components dels vectors propis u, v i w.
Com les columnes de C' sén linealment independents el seu determinant
és diferent de 0 i per tant C' és invertible.
Per demostrar la igualtat (6.4) tant sols hem d’observar que

AC =CD

ja que les columnes de la matriu producte de 'esquerra sén

Uy U1 wq
A U2 s A (%) i A W2
% U3 w3

i les columnes de la matriu producte de la dreta son

Uy U1 w1
A (%) s % Vo 1 v Wao
Uus U3 w3

que soén iguals respectivament a les columnes de 'esquerra per ser u,v i w
vectors propis.

El reciproc també és cert: Si una matriu A és diagonalitzable es compleix
AC = CD amb C invertible i el mateixos calculs anteriors mostren que A té
tres vectors propis (les columnes de C') que sén linealment independents per
ser (per ser C' invertible). OJ

Exemple 6.2.3 Trobeu els vectors propis de

1/3  4/3 1/3
A= -2 3 1
~10/3 8/3 8/3

Solucio. Traga de A: 1/3+3+8/3 =6.
Suma de menors: (A) =11
Determinant de A: 6.
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Polinomi caracteristic: —a® + 622 — 11z + 6.
Valors propis: A =1, u =2, v =3.
Vector propi de valor propi A: Resolem

1/3—1 4/3 1/3 Uy 0
2 3-1 1 u, | =1 0
-10/3 8/3 8/3—1 U3 0
Obtenim u = (1,0, 2) (o qualsevol miltiple d’aquest).
Vector propi de valor propi u: Resolem
1/3—-2 4/3  1/3 w 0
2 3-2 1 u | =1 0
-10/3 8/3 8/3—2 U3 0
Obtenim v = (1,1, 1) (o qualsevol multiple d’aquest).
Vector propi de valor propi v: Resolem
1/3—-3 4/3 1/3 Uy 0
—2 3—3 1 Ug =10
-10/3 8/3 8/3-3 us 0
Obtenim w = (2,3,4) (o qualsevol multiple d’aquest).
Per tant es compleix que
112\ "/ 1/3 4/3 1/3 11 2 100
01 3 -2 3 1 013 ]=1020
2 1 4 —10/3 8/3 8/3 2 1 4 00 3
Exercici 14 Trobeu A™ quan
4 1 -2
A= 2 5 —4
3 3 -3
Solucio. El polinomi caracteristic és
4—z 1 -2
pa(z) = 2 55—z -4 |=-2'+62"—-9r=—2(xr—3)>

3 3 —-3—-x

Els valors propis sén doncs 0 i 3 (doble).
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Per calcular els vectors propis de valor propi 0 hem de resoldre el sistema

4 1 -2 T 0
2 5 —4 y | =10
3 3 -3 z 0

Obtenim u = (1,2,3) (o qualsevol miltiple) com a vector propi de valor
propi 0.
Per calcular els vectors propis de valor propi 3 hem de resoldre el sistema

11 =2 x 0
2 2 —4 y =120
3 3 —6 z 0

Obtenim v = (—1,1,—0),w = (2,0,1) (o qualsevol miltiple d’ells) com a
vectors propis de valor propi 3.
Per tant, posant

1 -1 2
C=12 1 0
3 0 1
tenim que
00 0
cl'AC=|0 3 0
00 3
Per tant
00 0\" 4 1 =2
A"=C|1 0 3 0 cl=3"1| 2 5 —4 | =3"14. m
00 3 3 3 -3
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Capitol 7

Derivades 1 integrals

Un dels problemes squares que va donar lloc al naixement del calcul diferen-
cial va ser el calcul de tangents a diverses corbes. La més fonamental va ser
la cicloide, és a dir la corba descrita per un punt d’una roda quan aquesta
gira sobre un terra pla. Per exemple la trajectoria descrita per la valvula
d’una roda de bicicleta.

Per exemple, molt abans dels creadors del calcul diferencial (Newton i
Leibnitz), se sabia (Wren 1670) que la tangent a la cicloide en el punt C' es
tracava de la manera segiient: Tracem la paral-lela al terra per C. Aquesta
talla la roda (en la seva posicid inicial) en el punt B. A continuacié unim el
punt més alt de la roda, A, amb B. Doncs bé, la tangent a la cicloide per C'
és la recta per C' paral-lela a AB.

NN

També van ser capagos de demostrar, sense derivades ni integrals, que la
longitud de la cicloide entre els punts A i C' és justament 2DC'.

Aquests dos resultats tan elegants i sorprenents ja fan veure que els ma-
tematics pre-Newtonians havien treballat a fons la cicloide. Pero els metodes
usats per a la cicloide no els ajudaven gaire per a resoldre el mateix tipus de
problema sobre una altra corba.
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La gracia del calcul diferencial va ser, entre d’altres, la unificacié de pro-
blemes aparentment diferents en un sol problema: el calcul de derivades (o
integrals).

Aixo va simplificar de tal manera els problemes que va fer que qualsevol
matematic podés resoldre problemes que abans tan sols podien resoldre els
grans matematics: es va democratitzar el Calcul.

Es un procés semblant al que va passar amb la introduccio de coordenades
a la geometria: es va posar la geometria sintetica a 1’abast de tothom.

Pero es va pagar un preu: cap matematic actual! coneix les corbes una per
una com les coneixien els nostres precursors!. Derivar i integrar és com usar
un mena de caixa negra en la que entra un problema i surt la solucié, pero
si no s’analitza detalladament, no se saps molt bé que ha passat. L’exemple
anterior de la cicloide és paradigmatic: avui tothom sap calcular la longitud
AC pero quasi ningu s’adona que el resultat numeric que obté integrant és
2DC.

7.1 Tangent a una grafica

La tangent a la grafica de la funcié y = f(z) en el punt A és la recta que
s’obté com posicié limit de les rectes AB, on B és un punt sobre la corba
que es va apropant a A.

!Potser exagero una mica, perd no massa.
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Si denotem per a I'abscissa del punt A, i per b I’abscissa del punt B, és a
dir A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)), el pendent de la recta AB val

/
/
/
/
/
/
/ T
/
/ y=1b)
a o
y=f@)

//a b

BC _ f(b) - f(a)
AC b—a

tana =
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Per tant, el pendent de la tangent a la grafica en el punt A val

e — 1 L0 =S (@)

b—a b—a

Es diu que f’(a) és la derivada de la funcié y = f(x) en el punt A.
També és usual denotar h = b — a de manera que també tenim

fla+h) = f(a)
h

f/(a) = limy, o

7.2 Velocitat mitjana

Si ens desplacem en cotxe entre dues ciutats distants entre si 100 km i triguem
1 hora, diem que la nostra velocitat mitjana ha estat de 100 km/h. Estem
usant la definicié de velocitat que ens diu

espai

velocitat =
temps

Denotem per s(t) I'espai recorregut pel cotxe quan fa t hores que ha sortit
de la primera ciutat. Aixi s(0) =01 s(1) = 100.

Quina velocitat mitjana hem portat entre els instants tg i t1 = to + h?

Novament

espai t1) — s(t
velocitat = pat _ s(t) = s 0>.
temps t1 —to

A quina velocitat anavem justament quant t = 37 Aquest és el concepte
de velocitat instantania. La idea és que la velocitat instantania en t = ¢ és
la velocitat mitjana entre t =ty i t = t; quan t; és molt i molt proxim a t,.

Escriurem

s(t1) — st
v(tg) = lim —( V) ( 0).
t1—to t1 — to

Equivalentment

s(to + h) — s(to)
h

Aixi doncs, la velocitat instantania és la derivada de [’espai respecte del
temps.

(% (to) = lil’Ilh_>0
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Tenim definida dons una funcié ¢, v(t), anomenada velocitat instantania
o simplement velocitat, donada per

7.3 Derivada d’una funcié en un punt

Motivats pels exemples anteriors donem la definicié segiient.

Definicié 7.3.1 Sigui f : [ CR — R una funcio definida sobre un interval
obert I de R, 1 sigui ¢ € I. Direm que f és derivable en ¢ si existeix

Lo Fe+ 1) = £(0

h—0 h

i €s finit.
En aquest cas escriurem
. fle+h) = f(c)
"lc)=1 )
1) h h
Quan f és derivable en tots els punts de I diem que f és derivable en I. En
aquest cas tenim una segona funcié f': I — R que es diu funcié derivada

de f i que assigna a cada = € I el nimero real f'(z).
A vegades es fa el canvi de variable x = ¢ + h i la definici6 de derivada

S esCriu f,(c) L f(x) B f(c) |

x—c €T —cC

Exemples

(1) Les funcions constants sén derivables i la seva derivada és zero.

(2) La funci6 potencial f(x) = x™, n enter positiu, és derivable i la seva
derivada és la funcié f'(x) = naz"'.
Per exemple, si n = 2 tenim

_ 2 .2
L)~ f@) (P
h—0 h h—0 h
2?2+ h® 4+ 2xh — 22
= lim
h—0 h
~ im h(h + 2x)
h—0 h

= 2.
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Es a dir, la derivada de f(x) =a2?és f'(x) = 2.
I en el cas general,

lim flz+h)— f(x) — im (x+h)"—=z
h—0 h h—0
" (MR — g n o
= lim E]_O (] ) = lim (n) IR
h—0 h h—0 i

— (n) xnfl — nmnfl
1

Es a dir, la derivada de f(z) = 2" és f'(z) = na""'.

(3) La funcié exponencial f(x) = b", b > 0,b # 1, és derivable i la seva
derivada és la funcié f'(x) = b In(x).

En efecte, tenint en compte 'exercici (15) de més avall tenim,
ot h) = fl@) b B 1

R T

= b” In(b)

(4) La funcié f(z) = sin(x) és derivable i la seva derivada és la funcié

f(x) = cos(x).

En efecte, tenint en compte la igualtat trigonometrica

—b b
a )cos(cH_

)

sin(a) — sin(b) = 2sin(

2
tenim
lim flath)—flz) _ . sin(z + h) — sin(zx)
h—0 h h—0 h
in(h/2
= }ILILI(I) % cos((2x + h)/2) = cos(x)

sin(h)

ja que limy_, = 1. Aquest darrer limit es veu clar mirant el dibuix

seglient, del que es dedueix que
sin(z) < z < tan(z).
Dividint per sin(x) tenim el resultat.
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Exercici 15 Sigui b > 0,0 # 1. Calculeu

bh—1
lim

h—0

Solucio. Primerament recordem que

1
e= lim (14 —)".
n—00 n
Ara bé, la successié 1/n que apareix aqui és pot substituir’® per qualsevol
successio que tendeixi a zero, que anomenem infinitesim, de manera que e és
pot pensar com 1 més un infinitésim elevat a l'invers d’aquest infinitésim.

Es a dir, que també tenim

-1 1/y
e Z111_1}1(1)(1+y) .

Per calcular el limit que ens demanen posem y = b" — 1 de manera que

In(y + 1) = hln(b). Aixi,

-1 ’ yIn(b) , 1

noo B yeoln(y + 1)

In(b). O

2Només hem d’acotar 1/y entre la seva part entera i la seva part entera +1 i fer una
petita manipulacié.
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Regles de derivacio

Si f i g sén funcions derivables definides sobre un cert interval I és facil veure
que

(f+9)(z) = fi()+4g(x)
(f-9)(x) = [fl(z)-g9(x)+ f(z)-g'(x

~—

N L [ g@) —g'(2) fx)
(5) @ - A
Per exemple, si h(z) = ., tenim
oy g ME A h) () g(e) — gl £ h)
Pia) = i h = h hg(x)g(z + h)
_ g Y@ —glzth) 1 G
b0 h h—0 g(x)g(z + h) g(x)?

Teorema 7.3.2 Sigui I un interval de R i f: I — R una funcio. Si [ és
deriwable en c € I, llavors és continua en c.

Demostracio. Hem de veure que

lim f(x) = f(c).

Tr—cC

Fem el truc

lim f(z) = lim(f(x) - f(c) + £(c)

o (-0 0)

= 0. f(e) + /() = fo)

Regla de ’Hoépital

Les derivades serveixen també en alguns casos per calcular limits. Per exem-
ple si ens trobem amb una indeterminacié del tipus

flz) 0

lim 2 — =

=0 g(x) 0
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pero

/
L f)
2—0 ¢'(x)
(L pots ser +00) llavors
lim —f(x> =1L
20 g(x)
Per exemple,
1 sin(x) 5 cos(x) 1
z—0 z—0 1

Exercici 16 Calculeu

lim 2sin(x) - sin(2z)
x>0 1z —sin(x)

7.4 Regla de la cadena

La regla de la cadena diu que si tenim una funcié d’una variable z = g(y),

g: R — R
y = gy

pero la variable y depén al seu torn d’una altre variable z, y = f(z), llavors
la derivada de la funcié composta z = g(f(z)) esta donada per

(go f)(z) =g (fz))- f'(z).

Equivalentment,
dlgo f), \_dg df
Abusant de la notacié la regla de la cadena s’escriu com?
dz dz dy
de  dy dx’

facil de recordar ja que només “multipliquem” i “dividim” per dy.
Observem que per poder escriure la composicié f o g necessitem que la
imatge de g estigui continguda en el domini de f, Im(g) C Dom(f).

3A Tesquerra considerem z com funcié de x, z = f(g(x)), i escrivim la seva derivada.
A la dreta considerem primer z com funcié de y, z = ¢g(y) i escrivim la seva derivada, pero
falta substituir, un cop derivat, y per f(x), i a la dltima derivada de la dreta s’identifica

y amb f(x).
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Exemples

(1) Suposem coneguda una funcié y = f(z) i volem calcular la derivada de
la funcié f(x)™.

Considerem la funcié g(y) = y™ i observem que la funcié que volem derivar
és go f. La derivada de g és ¢'(y) = ny" L.

Per tant,
d
(@) = (go )(z) = ¢ (f(@)) - ['(z) = nf(2)" " ['(@).
Equivalentment,
df(x)niﬁ @:n xn—l/‘r
by,

(2) Suposem coneguda una funcié y = f(x) i volem calcular la derivada
de /@),

Considerem la funcié g(y) = €¥ i observem que la funci6 que volem derivar
és go f. La derivada de g és ¢'(y) = €Y.

Per tant,
d
%ef(x) _ (g ° f)'(a:) _ gl(f<$>> . fI(QZ) — ef(x)f/(x).
Equivalentment,
def @) B de¥ @ o

e’ @ . f(x).

dv Y=g do

(3) Suposem coneguda una funcié y = f(z) i volem calcular la derivada
de sin(f(z)).

Considerem la funcié g(y) = sin(y) i observem que la funcié que volem
derivar és g o f. La derivada de g és ¢'(y) = cos(y).

Per tant,
% sin(f(x)) = (g0 f)(x) = g'(f(2)) - ['(x) = cos(f(x)) - f'(x).
Equivalentment,
dsin(f(z))  dsin(y) @ ~ cos F(z) - #(x
=T =) 1),
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7.5 Teorema de la funcio inversa

Hi ha funcions, com el logaritme o ’arcsinus que es defineixen com funci-
ons inverses d’altres funcions. El logaritme és la inversa de ’exponencial i
I’arcsinus és la inversa del sinus.

El teorema de la funcié inversa, que no desenvoluparem en aquestes notes,
diu essencialment que la derivada de la inversa €s la inversa de la derivada, i
ens permet doncs calcular la derivada del logaritme i I’arcsinus (per exemple)
a partir de la derivada de ’exponencial i la derivada del sinus.

Obtenim que si f(x) = log,(x) llavors f'(z) = ——. En particular si

zIn(a)
a = e, base dels logaritmes neperians,

dIn(x)

dz z

Si f(x) = arcsin(x), el teorema de la funcié inversa ens diu que

Resumint,
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Funcié Derivada Funcié Derivada
y =" Y = nzn! y = f(x)" y' =nf(x)"f'(x)
y = e y =" y = el@ y = f(x)e/®
y=Inz y’—% y=Inf(z) y = ?g;
y = sinx Yy =cosx y=sinf(z) |y = f'(z)cos(f(x))
Y = CcoST y = —sinx y=-cos f(x) |y =—f'(x)sin f(zx)
y=arcsinx |y = ﬁ y =arcsin f(z) | ¢ = %

7.6 Primitives d’algunes funcions

La primitiva (o integral) d’una funcié f(x) és una altra funcié F(x) tal que
Fi(z) = [(x).

Per exemple, si considerem les taules de la pagina 135 i les llegim de dreta
a esquerra tenim una taula de primitives d’aquelles funcions: la integral de
e® és e”, la integral del cos(x) és sin(x), etc.

La primitiva de f(x) es denota per

/ f(x)dz.

Potser la notacié [ f(z) sembla més adequada en aquest moment, perd per
diverses raons, entre elles raons historiques usem la notacié anterior, que es
llegeix integral de f(x) diferencial de x.

Com que la derivada de la funcié constant és zero la primitiva djuna
funcié només queda determinada llevat de constants, de manera que sovint
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escriurem
/f(a:)da: =F(z)+C.

on (' és una constant arbitraria.
Per exemple, la primera fila de la taula de la pagina 135, llegida de dreta
a esquerra, diu

/x”_ldx::p——I—C,
n

formula valida per a tot n € R, n # 0. Per aixo la tercera fila de la taula no
és un cas particular de la primera, i hem d’escriure

dx

=1 .
; n(x) +C

El fet de que una funcié tingui una unica derivada pero moltes primi-
tives jugara un paper important més endavant en 'estudi de les equacions
diferencials.

Hi ha molts metodes per calcular primitives que no explicarem aqui. La
majoria es basen en transformar el problema en el calcul d’alguna de les
quatre primitives anteriors.

Exemple 7.6.1 Trobeu una primitiva de /2x + 1

Solucid. Mirant la taula de la pagina 135 veiem que agafant f(z) = 2z + 1,
in = 3/2 tenim

nf(z)" ' f'(r) = 3v2z + 1.

Per tant,
. 1 n—1 ¢/ - 1 n __ 1 3/2
/\/Qx—i-ldac—/gnf(x) f(x)—gf(:c) —§(2x+1) +C. O

A continuacié donem una manera mecanica per resoldre problemes simi-
lars a aquest.

7.7 Metode del canvi de variable

Observem que podem passar de la taula de la dreta a la taula de 'esquerra
de la pagina 135 de la manera segiient: Posem

flz) = ¢
fl(x)de = dt}
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La segona fila 'hem obtingut derivant els dos membres de la primera igualtat
respecte de x:
df _dt

. = f'(x) =

pero que escrivim com f’(x)dx = dt, és a dir, manipulem el signe de derivacié
4t com si fos un quocient. Aquest és el motiu d’usar la notacié J f(z) dz en

ﬁ_g(c)c de [ f(x).

Amb aquest canvi de variable transformem la segona taula de la pagina
135 en la primera.

/nf(x)”lf’(:c) dr = /nt”ldt =t"+C=f(x)"+C

/f'(x)ef(‘”) dw—/et dt=c +C=e@ 1 C

fl@) o fd_ o (e
/f(x> dx/tl t+C=1Inf(z)+C

/f’(x)cosf(m) d:zc:/Costdt:sint+C:sinf(x)+C’

Repetim 'exercici 7.6.1 utilitzant ara el metode del canvi de variable.

Exemple 7.7.1 Trobeu una primitiva de \/2x + 1

Solucid. Posem

20+1 = ¢t
2dr = dt

1 substituim

dt 132 1
20+ 1) = [T = -+ C =20+ 1)+ C.
/(x—l—) T / 5 23/2+C 3(:c+) +C

O encara millor, posem

2 dx

|
[\
~
IS
~

2r+1 = ¢ }

1 substituim

t3 1
/<2w+1>”2d9€=/t2dt:§+C=§(2x+1)3/2+c. 0
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Exemple 7.7.2 Trobeu una primitiva de ze®.

Solucio. Posem

2 =t
2z dx dt
1 substituim

2 dt 1 1 -
x = t—:—t e
/aze alyz:—/e2 26 +C 26 +C. O

Exemple 7.7.3 Trobeu una primitiva de tanx.

Solucio. Posem
cosS X = t
—sinx dr = dt
1 substituim

i dt
/tanxd:c:/smx d:l:’:—/7:—lnt+C’:—ln(cos:C)+C’. O

COsS ™

Exemple 7.7.4 Trobeu una primitiva de cos(3z + 1).

Solucido. Posem

3r+1 = ¢
3dxr = dt

i substituim
a1 . 1.
cos(3x + 1) dx = cost§ =3 sint + C = gSlH(&’E +1)+C. O
En canvi, petites modificacions de les funcions anteriors, com ara v/2x2 + 1,
cos(3z% + 1), tanz?, e, donen lloc a funcions dificilment integrables. La

ultima d’elles fa més de cent anys que es va demostrar que la seva integral
no és expressable per funcions elementals.
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Capitol 8

Equacions diferencials de
primer ordre

8.1 Definicid i teorema d’existencia i unicitat

Una expressio del tipus
y' = flz,y)

on f és una funcié diferenciable de dues variables (que anomenem x,y) es
diu que és una equacié diferencial de primer ordre. De moment 3y’ és només
un simbol.

Per exemple,

y =z
y = x4y

y = y’+sin(z)

son equacions diferencials de primer ordre.

Resoldre una equacié diferencial de primer ordre y' = f(x,y) vol dir trobar
totes les funcions y = y(z) tals que en substituir la variable y per y(z), la
variable y' per y'(z) = d?é—(xx), obtinguem una identitat certa per a tots els

valors de z. Es a dir, s’ha de complir




Aixi, resoldre les anteriors equacions diferencials vol dir trobar funcions
y = y(x) tals que

y'(z) = =
x4+ y(x)
y'(x) = y*(x) +sin()

@\
—
8
S~—
Il

Per exemple, y = e” és una solucié de 'equacié diferencial

Y =y,

jaquey/(x) = d%ex = ¢e”. De fet, qualsevol funci6 del tipus y = ke® és solucid
de ¢y = .
També, y = %:pz és una solucié de I'equacié diferencial

’
Yy =1z,

ja que ¥/(x) = %(%ﬁ) = x. De fet, qualsevol funcié del tipus y = %.’Ez +C

és soluci6 de ¢/ = .
Aquests dos exemples ens fan pensar que les equacions diferencials tenen
moltes solucions. Tenim concretament el resultat segiient.

Teorema 8.1.1 (Existéncia i unicitat) L’equacid diferencial de primer or-
dre y' = f(z,y) té infinites solucions, pero només una y = y(x) tal que
y(x0) = o

Comentaris. Hem de suposar que la funci6é de dues variables f(z,y) és prou
bona. Podem pensar f : R?> — R, perd podria no estar definida sobre tot
R2. Per exemple, f(x,y) = £ no esta definida quan z = 0.

Suposarem que és derivable respecte cadascuna de les dues variables, i,e,
si fixem x és derivable respecte ¥, i si fixem y és derivable respecte x.

A més el valors g, yo que apareixen a la condicié inicial han de pertanyer
al domini de definici6 de f.

Tampoc especifiquem quin és el domini de definicié de la funcié solucié
y(x).

Identificant la funcié y = y(z) amb la seva grafica, el teorema diu que hi ha
infinites corbes del pla que s6n solucions de I'equaci6 diferencial iy = f(x,y),
pero per cada punt (zo,yo) del pla n’hi passa només una.
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Per exemple, I'equacio diferencial

admet les infinites solucions y(z) = kaz? (comproveu-ho). Infinites perque
n’hi ha una per a cada valor de k. Pero és clar que per cada punt (zo,vo)
del pla passa una unica parabola. Per exemple, si volem que passi pel punt
(4,32) hem d’imposar 32 = k42. Tenim k = 2, és a dir y(z) = 222 és la tinica
soluci6 de I'equacié diferencial y' = 2 tal que y(4) = 32.

Queda exclos d’aquest comentari tot punt del pla amb x = 0 (I'eix de les
x) ja que aquest eix no pertany al domini de definicié de la funcié f(z,y) = %y
que determina I’equacié diferencial. Observeu en el dibuix com pel punt (0, 0)
passen infinites paraboles. Sembla que aix0 vagi en contra de la unicitat pero

no és aixi, pel que estem dient.

\ 40

8.2 Interpretacié geometrica

Ja hem vist que resoldre una equacié diferencial és trobar una funcié y = y(z)
que compleixi la condicié ¢/ (x) = f(x,y(z))
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Si identifiquem les funcions amb les seves grafiques, sabem que y'(z¢)
és el pendent de la grafica de y = y(z) en el punt d’abscissa = = xy. O,
equivalentment, en el punt (zg,y(xg)).

Per tant, trobar una solucid de y = f(x,y) que compleizri la condicid
inicial y(xg) = yo vol dir trobar una corba del pla R?, parametritzada per
x, (z,y(x)), (és a dir, la grafica d’un funcié) tal que en el punt (zo,yo)
tingui pendent donada per f(xo,yo)-

Per exemple, resoldre I'equacié diferencial 3/ = xy, amb la condicié inicial
(20, Y0), vol dir trobar corbes (x,y(z)) tals que la seva pendent en el punt
(20, yo) valgui zoyo.

Per exemple, si xqg = 0, sigui qui sigui yg, les corbes que busquem tenen
pendent 0.yo = 0 en (0, yo). Es a dir, tallen l'eix de les y's amb pendent zero.
Si xg = 1, sigui qui sigui ¥, les corbes que busquem tenen pendent 1.y9 = o
en (1,yo). Es a dir, tallen la recta x = 1 amb pendents iguals a la ordenada
del punt de tall. Si dibuixem una quadricula de R? i en cada punt (zg,yo)
de la quadricula hi dibuixem un petit segment de pendent zyy, ens fem una
idea de com han de ser les corbes solucié.

A la figura es veu primer aquest esquema i a continuacié la veritable
solucié d’aquesta equaci6 diferencial, formada per les infinites corbes y =
ke®”/2, vegeu lexercici 8.3.1.
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O directament amb Maple

> with( DEtools) :

=i (r(x), x) =xp(r);

> equacio

d

M
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equacio :

r(x),

0,

X

> DEplot(equaci
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8.3 Equacions de variables separables

En el cas particular de que la funcié f(z,y) que defineix I'equacié diferencial,
sigui producte (o quocient!) de dues funcions, una de x i una altre de v,
I’equacio és pot resoldre facilment per 'anomenat metode de separacio de
variables.
Suposem
,_ g(z)

h(y)

Resoldre aquesta equacié diferencial vol dir trobar una funcié y = y(z) tal
que

és a dir
h(y(x)) -y (v) = g(x).

Simplement comparant amb la regla de la cadena veiem que el primer
terme és la derivada de la funcié composta H(y(xz)) on H = H(y) és una
primitiva de h(y), i.e. H'(y) = h(y) o

Tenim doncs

Equivalentment

([ ntv) )= [ aterac

La notacié de l'esquerra vol dir calcular [ h(y)dy i a la funcié que obtinguem
substituir y per y(x).

'El quocient de dos nombres es pot pensar com el producte d'un d’ells per I'nvers de
’ a _ 1
laltre, ¢ =a- 3.
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Si tornem a l’equacié inicial

dy _ g(x)

dr — h(y)

velem que tractant el primer terme com un quocient de diferencials ( i no
com un signe unic de derivacié %) I’anterior igualtat déna

h(y)dy = g(x)dz,

que integrant a cada costat (i canviant y per y(x)) ens déna el mateix resultat
que l'obtingut rigorosament usant la regla de la cadena.

Per resoldre
dy _ g(x)

dr — h(y)

posarem a un costat les y i dy i a 'altre les x i dz,

i integrarem a cada costat

/h(y)dy= /g(x)dx-

Aixo defineix implicitament y com funcié de x.

Exemple 8.3.1 Resoleu l’equacio diferencial y = xy.

Solucid. Escrivim

dy
— =
dx 4
i separem variables
d
Y _ xdx.
Y

Integrant als dos costats, tenim

d 2
/gy:ln|y|—l—(f1; /a:dx:%+02

Per tant )

T
1n|?/|:§+037 Cs =Cy — (f,
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d’on
_ z2/2 _ C
|y‘—04€/, C4—€3'
Observem que Cy és sempre positiva. Pero el que busquem és y, i no |y|.
Com que la diferéncia esta només en el signe podem escriure (canviant com

sempre y per y(z))
y(z) = ke® /2, ke R.

O

Exemple 8.3.2 (Refredament d’un cos) Suposem que la temperatura de
Uaula és de 20 graus. Situem un petit objecte sobre la taula a 100 graus (amb
una planza de ferro a sota per no cremar la taula i evitar aixi que el dega
s’enfadi). Suposem que al cap de 20 minuts la temperatura de l’objecte és de
60 graus. Trobeu la temperatura del cos al cap de 30 minuts. Quant trigard
en estar a 30 graus?

Informacié addicional. La ller de Newton de refredament d’un cos diu que
un cos es refreda a una velocitat proporcional a la diferencia de temperatura
entre el propi cos i 'ambient.

Solucio. Sigui T'(t) la temperatura del cos a 'instant ¢. La llei de Newton
diu

dT

— =k(T(t) —20), keR.

dt
Separant variables

dr
= kdt.
T — 20
Integrant
In(T — 20) = kt + C,

equivalentment

T(t) =20+ ac™, a=e°.

Tenim dues constants desconegudes: a i k. La k depen del material, ja
que hi ha materials que es refreden més rapid que altres, i a és una constant
que ha aparegut en integrar.

Per tal de determinar-les usarem tota la informacié que ens dona el pro-
blema.

La temperatura del cos en el moment de introduir-lo a 1'aula és de 100
graus. Aixo vol dir

T(0) = 100 = 20 + ae®® = 20 + qa,
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i per tant a = 80.
Al cap de 20 minuts la temperatura del cos és de 60 graus. Aixo vol dir

T(20) = 60 = 20 + 80e%%F.

Per tant

620k _

2
D’aqui deduim directament
In0.5
k= ,
20
perd és millor no aillar &k sind e* que és el que ens fara falta més endavant.
Com que

tenim que
Aixi

T(t) = 20 + 80" = 20 + 80(c")! = 20 + 80 (0.5)

Observem que quan t es fa molt gran, (0.5)% es fa molt petit, i la tem-
peratura del cos tendeix a 20 graus, és a dir, tendeix a igualar-se amb la
temperatura de l'aula, com era de preveure sense necessitat de fer cap calcul.

La temperatura del cos al cap de 30 minuts és

T(t) = 20 + 80 (0.5) ~ 48, 28 graus.
Finalment, perque sigui 7'(¢) = 30 ha de ser
30 = 20 + 80 (0.5)=

és a dir ]
~ —(0.5)%,
2 ( )20

Prenent logaritmes obtenim finalment

t = 60 minuts.

149



Exemple 8.3.3 (Mort del forense) La sala de disseccid es manté a una
temperatura constant de 5 graus. El forense es queda sol treballant per la nit.
L’endema a les 10 del mati, l'ajudant del forense arriba a la sala i es troba
el forense mort. Comprova que el cadaver esta a 23 graus.

A les 12 arriben els mossos d’esquadra i comproven que el cadaver esta a
18.5 graus. A quina hora va morir el forense?

Informaci6é addicional. Suposarem que el forense estava a 37 graus de
temperatura just abans de morir.

Solucio. Sigui T'(t) la temperatura del cos del forense a I'instant t. Comencem
a contar el temps en el moment de la mort, de manera que tindrem 7°(0) = 37.
Si entre la mort i les 10 del mati passa un temps (encara desconegut per
nosaltres) to, tenim 7'(ty) = 23 i T'(tp + 2) = 18.5.

Per la llei de Newton del refredament d’un cos tenim

dT(t)
——==k(T(t)—-5
= K((t) - 5)
Separant variables
dT
—— = kdt.
T—-5
Integrant
In(T"—5) =kt + C,
equivalentment

T(t) == 5+(l€kt, azec'
Com que T'(0) = 37, tenim 37 = 5 + ae’, és a dir, a = 32. Aix{
T(to) = 923 =5 + 32€kt0
T(ty+2) = 185 =5+ 39k (to+2)

Sistema de dues equacions amb dues incognites, ty i k.
De la primera deduim

ekto -

i de la segona

Aillant obtenim
k= —0.1438
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Per tant,

1. 18
fo = —In— — 4.
0= pingy =400

Es a dir, el forense va morir a les 6 del mati. [

Exemple 8.3.4 (Elements radioactius) Suposem que inicialment tenim
100 grams d’una substancia radioactiva. Al cap de 6 hores la mostra ha
disminuit un 4%. De quin material es tracta? Quina quantitat de material
tindrem al cap de 24 hores?

Informacié addicional. Hauriem de tenir a ma una taula amb la vida
mitja dels materials radioactius.

Solucio. Sigui x(t) la quantitat de material a l'instant ¢, de manera que
x(0) = 100 grams. Com que els materials radioactius disminueixen a una
velocitat proporcional a la quantitat de material existent en cada moment
tenim

2'(t) = kx(t),
equacié diferencial de variables separables

dx

— = kx(x
que es pot escriure com
dx
— = kdt,
x

que integrant déna
In(xz(t)) =kt +0b, b una constant.
Per tant,
z(t) = M = e ¢ = e’ una constant positiva.

Per calcular ¢ posem
100 = 2(0) = ce™ = c.

Per calcular k posem
96 = x(6) = ce® = 100e%*.
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Aquesta tltima equaci6 expressa que al cap de 6 hores (t = 6) la materia a
disminuit un 4%, i.e. x(6) = 100 — 4%(100) = 96. Aixi,
1., 96
k=—-In—
6 100
Com que el logaritme neperia d’un nimero més petit que 1 és negatiu, la
constant k és negativa.
Esta molt bé coneixer la k, pero si som una mica previsors veurem que
més que necessitar coneixer k el que realment necessitem és coneixer e¥. Com
que

96 6k
100 °©
tenim
96 96
ek _ (_)1/6 _ 8/ 77
100 100

k

Aixi{ Pequacié z(t) = ce™ s’escriu com

(1) = 100(e")" = 100(3%)/°.

Per tant, al cap de 24 hores tindrem una quantitat de material igual a
(24) = 100( %0 )t = 84,93
x = — ) = rams
100 008

I la vida mitja T és el temps que triga en reduir-se a la meitat. Es a dir,

96 1

T) = 100(—)"/% = ~100.
z(T) (150 5
Deduim,
96
2(—)T% = 1.
100
T 96 1
—In(—)=In-.
6 100 2
I per tant,
—0.6931
T=6 T0.0408 101,92 hores ~ 4 dies i unes hores.

Un material que té una vida mitja de quasi 4 dies és el radon 222. Per
tant, és molt probable que el nostre material inicial sigui radon 222. Hauriem
de saber si hi ha altres materials amb una semblant vida mitja. Hi sén?
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Exemple 8.3.5 (Datacid) *L’any 1950 es va comprovar que el Cy4 present
al carbo d’alzina usat per pintar les pintures paleolitiques de Lascauz, es
desintegrava a rao de 0.97 desintegracions per gram i minut. Quants anys
tenen aquestes pintures?

Informacié addicional necessaria: 1) El Cy4 present a la fusta viva es
desintegra a rad de 6.68 desintegracions per gram i minut. 2) La vida mitja
del Ch4 és d’uns 5568 anys.

Solucid. Denotem per z(t) la quantitat de carboni 14 present en el carbé
d’alzina a l'instant . Prenem com origen del temps el moment en que es
mata la fusta, és a dir, quan es fa el carbd, que identificarem amb el moment
en que es dibuixen les pintures de Lascaux.

Com que els materials radioactius es desintegren a una velocitat propor-
cional a la quantitat de material en cada moment, tenim

Resolent, obtenim

z(t) = ae®, a,k € R constants desconegudes.

La nostra incognita és el periode de temps 1" transcorregut des de I'inici
(t =0) fins el 1950.

Sabem 2/(T') = 0.97 i 2/(0) = 6.68 (ja que quan ¢t = 0 la fusta encara
estava viva.)

Derivant z(t) = ae*® tenim 2/(t) = ake*® i per tant

0.97 = ake*”
6.68 = ak
Dividint tenim
0.97 kT
— =
6.68
Aixi,
1 )
T=—-In 0—97
k  6.68

2Tret del llibre Ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, de M. Braun.
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Per trobar k£ hem d’usar la informacié sobre la vida mitja:

1 1
x(5568) = 53:(0) =50= ae”%8k,

Simplificant a i prenent logaritmes

1
In = = 5568 k
)
Per tant
1 5568
k' —In2
Substituint a (8.1) tenim
5568 =~ 0.97
T= "o ln@ ~ 15498 anys.

Nota 8.3.6 El primer d’estudiar la datacié per radiocarboni (Ch4) va ser W.
F. Libby. Ell va usar la vida mitja de 5568 anys que es continua usant per
raons hitoriques, pero és més exacte el valor de 5730.
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Dactor Williard F Libby, nacido en el estado de Coloredo de Estados Unidos, gradund

N L . o en |

sidad de California, premio Nobel de Oulmlca.Jnlzl:_gudwr de la dataclon rudlognrbdnfcn Ac\? unlgen
o

en el Instltuto ds Geofisica de fa
mla Neclonal de Clenclas de Bollvia.

Miambro corr

2.~ Libby, Dat. radiocar.

Nota 8.3.7 Informacio de la web de la cova: Las primeras proposiciones
cronoldgicas.

Henri Breuil y Denis Peyrony establecieron una relacion con el Grave-
tiense. Para Breuil, la cronologia del arte parietal paleolitico se basaba en
la existencia de dos ciclos, uno aurinaciense-perigordiense, otro solutrense-
magdaleniense. Puso en relacién con Lascaux las figuras pintadas sobre blo-
ques encontrados en estratigrafia -y bien datados- del abrigo de Labattut
(Perigordiense) y del abrigo de Blanchard (Aurifiaciense). Una evaluacién
mas matizada fue realizada por Annette Laming, quien senalé que esta ico-
nografia mostraba tantos caracteres que podian ser atribuibles tanto al uno
como al otro de estos dos grandes ciclos. Para Séverin Blanc, la mayoria
de indicios tendian a atribuir a una parte de este arte un origen mas bien
solutrense-magdaleniense.
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Primera datacion de radiocarbono. En 1951, un cierto nimero de frag-
mentos de carbones de madera que provenian de las excavaciones del Pozo
fueron analizados en Chicago, en el laboratorio del Dr. W. Frank Libby, ini-
ciador del método. Los resultados aportaron nuevos argumentos en favor de
la ultima propuesta. La fecha obtenida, en torno a 15.500 anios BP, colocaba
a Lascaux en la cultura Magdaleniense.

Sala dels torus de Lascaux

André Glory hizo datar nuevas muestras de carbones de madera, tomadas
durante las excavaciones en el Pasaje y en el Pozo, que dieron respectivamente
17.190 £+ 140 BP y 16.000+£500 BP, fechas que confirmaban la atribucién de
los artefactos a un periodo antiguo del Magdaleniense. André Leroi-Gourhan,
se basé en datos estilisticos; los yacimientos de Fourneau du Diable, en Bour-
deilles (Dordona) y de Roc-de-Sers (Charente), bien datados, sirvieron de
elementos de referencia. Le permitieron precisar que Lascaux era Solutren-
se. Sin embargo, algunos anos mas tarde, el estudio de la industria litica y
Osea, asi como el andlisis estratigrafico de los cortes practicados por André
Glory, introdujeron modificaciones a este esquema. Los trabajos, dirigidos
por Arlette Leroi-Gourhan y Jacques Allain, precisaron y estrecharon la esti-
macion cronolédgica y el conjunto de Lascaux fue atribuido al Magdaleniense
II. André Leroi-Gourhan suscribi6 esta propuesta. Estos ajustes sucesivos
muestran las dificultades encontradas para establecer un diagndstico preciso,
suficientemente argumentado.
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1998, 2002, nuevos andlisis. En 1998, y mas adelante en 2002, dos dataci-
ones radiocarbonicas realizadas a partir de fragmentos de varilla de cuerno de
reno hallados en las excavaciones de Henri Breuil y Séverin Blanc, tienden a
envejecer las ultimas estimaciones, con una edad situada entre 18.600 y 18900
BP, en el limite entre el Solutrense superior y el Badeguliense.El analisis for-
mal de las figuras de Lascaux hace pensar que este arte perteneceria a una
tradicién solutrense. Obviamente, estas figuras evocan mas bien las obras de
Fourneau-du-Diable o de Roc-de-Sers, yacimientos perfectamente datados de
este periodo, que cualquier ejemplo magdaleniense. Los signos geométricos
participan en la aproximacion del arte de Lascaux con el del Solutrense.

Nota 8.3.8 El valor de 6.68 desintegracions per gram i minut em sembla
molt petit. Hi ha diverses fustes que es mouen sobre 14 o 15 desintegracions
per gram i minut. Per exemple, avet blanc, om, roure, etc. Si repetim els
calculs del problema canviant el 6.68 per un valor entre 14 o 15 obtenim per a
T un valor proxim als 20000 anys (en lloc del 15498 obtinguts). Ens movem
dintre dels periodes que trobem a la web de la cova.

Nota 8.3.9 Cada atom de (4 es transforma en un atom de nitrogen Ny,
i emet una particula § (de fet, un electrd), de manera que quan parlem de
desintegracions per gram i minut (o gram i segon) ens referim al nombre
de particules [ emeses per tots els atoms de C74 que hi ha en un gram
(concretament 0,42 x 10?3 atoms, ja que aquest nombre s’obté dividint el
nimero d’Avogadro pel pes atomic del Cyy que és 14,003). Per comptar
les particules J es mesura la seva energia amb un comptador Geiger. Cada
particula g produeix una energia de 0,156 MeV .

L’activitat especifica del C4, segons les taules de propietats nuclears dels
elements, és de 1,67 - 10" Bq/g

La notacié Bq vol dir Becquerel. Un cos té una activitat especifica d’un
Becquerel quan emet una radiacié per segon. La notacié Bq/g vol dir Bec-
querels per gram de Chy, no per gram de mostra.

Com que en el problema de Lascaux s’esta parlant de 6,68 desintegracions
per gram i minut (0,111 desintegracions per gram i segon = 0,111 Bq per
gram) de MOSTRA, aixo vol dir que que la proporcié de Carboni 12 a la
mostra és del 66% ja que llavors en un gram de mostra hi ha 0.066 grams de
carboni 12, i per tant aproximadament 0.066 x 10712 grams de C\4.

Per tant, cada gram de mostra emet (1.67x 10'1)x0.66 x 1072 = 0,11 Bgq
que quadra amb la dada del problema.
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Exemple 8.3.10 En unes ruines es va trobar carbo vegetal que contenia una
relacio Ch4/Chay igual a la cinquena part de la que es troba en la materia viva.
Calculeu ledat de las ruines.

Informacié addicional necessaria: El quocient C14/Cho €s constant en els
€ssers vius.

Informacié addicional no necessaria: El quocient C14/C1s €s igual a 10%
en els éssers vius.

Solucio. Denotem per Cy(t) la quantitat de C14 que hi ha a la mostra de
carbd vegetal a l'instant ¢.

La quantitat de C'4 en els éssers vius és constant. De fet, la velocitat amb
que un ésser viu assimila C4 de 'atmosfera és igual, pero de signe contrari,
a la velocitat amb que el perd (per desintegracié radioactiva). Es a dir, la
velocitat global de variaci6 és zero.

Com que el (5 no és radioactiu, la seva quantitat en els éssers tan vius
com morts és constant, i la denotarem simplement per C}s.

Un cop l'organisme mort, sabem que ’element radioactiu C'4 decau se-
guint la llei

014(t) = 014(0)€kt

on

In2 ) ...
k= ~Tmag 5730 = vida mitja C4

Per tant
Cua(t) _ Cha(0)er _ 014(O)€kt
012 012 Cl2

El problema ens diu que en el moment 7' de ’estudi tenim

014(T) _ 1<014(0)
012 5 012

Comparant aquestes dues ultimes igualtats tenim

— 6kT

1
)
Per tant,
1.1
T = z ln(g) = 8266, 642 - 1,6094 = 13304, 64
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Exemple 8.3.11 (Esta nevant) * Estd nevant amb regularitat. A les 12
surt una maquina llevaneus. La primera hora recorre 2 km, pero la segona
només 1 km (degut als problemes que té en avancar, per la neu acumulada).
A quina hora va comencar a nevar?

Informacié addicional necessaria. 1) La velocitat de la maquina llevaneus
és inversament proporcional a altura de la neu acumulada (aizi traduim
Pexpressio degut als problemes que té en avancar ...). 2) L’altura de la
neu és proporcional al temps que fa que neva (aixi traduim [’expressic Esta
nevant amb regularitat. )

Solucio. Sigui z(t) I'espai recorregut per la maquina llevaneus quan han
transcorregut ¢ hores des que va comencar a nevar.
La grafica d’aquesta funcié sera doncs del tipus

x(1)

tp

on ty és la nostra incognita: el temps que passa des de que comenca a nevar
(t = 0) fins que surt la maquina llevaneus. Com que la maquina surt a les
12, sabem que va comencar a nevar a les (12 — t,) hores.

Si denotem per h(t) altura de la neu acumulada a 'instant ¢, tenim

h(t) = at, a una constant.

Aixo0 és el que diu la frase L’altura de la neu €s proporcional al temps que fa
que neva.
També tenim

b
2 (t) = —,
Aix0 és el que diu la frase La velocitat de la maquina llevaneus és inversament
proporcional a altura de la neu.

b una constant.

3Tret del llibre Ecuaciones Diferenciales de Puig Adam.
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Per tant .
2 (t) = 5 cuna constant (¢ =b/a).

Integrant tenim
z(t) = cln(t) + k, Kk una constant.
Per determinar c, k, ty necessitem tres equacions. Sén les segiients:

z(t)) = 0 =cln(ty) +k
x(to+ 1) 2 =cln(to+1)+k
z(to+2) = 3 =cln(to+2)+k

Observem que z(ty+2) és I'espai recorregut per la maquina dues hores despres
de sortir. Com que la primera hora avanca 2 km i la segona 1km, en dues
hores ha avangat 3 km.

Aillant £ de la primera equacié i substituint-la a les altres dues equacions
tenim

to+1 1

2 = cln(to+1) —cln(ty) =cln 0: :cln(l—l—t—)
0 0

to+2 2

3 = cln(to+2) —cln(ty) =cln 0: :cln(l—l—t—)
0 0

Posem 7 = % Tindrem

2 = cln(l1+7)

= cln(l+27)
Per tant
2 In(l1+7)
3 In(1+27)
Equivalentment,
2In(1+27) =3In(l +7)
o bé
In(1+27)%* =In(1 + 7)?,
1 per tant
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(1+27) = (1+7)°
1+47+47° = 14+37+372+7°
4441 = 3437+72

P?—7r—1 =0

Per tant,
1
T = V5 =1,618..

2
14

1

to = — =10,618..
T

Per tant va comencar a nevar a les 12 — 0,618 = 11, 382 hores, i.e. a les
11h 22,8 = 11h 22’ 48” aproximadament. [J

Exemple 8.3.12 (Diposits) Tenim un diposit de 200 litres ple d’aigua. Hi
tirem 30 grams de sal. A continuacié obrim una aiveta per la que entra
dissolucio d’aigua amb sal, que té una concentracio de 1 gram de sal per
litre, a una velocitat de 4 litres per minut i obrim al mateiz temps una altra
aizeta per la que surt el contingut del diposit a una velocitat també de 4 litres
per minut.

Suposem que la mescla de les dues dissolucions, la del diposit i la que
entra, es fa de manera instantania.

Estudieu la quantitat de sal que hi ha en el diposit en cada moment. En
quin moment hi haura 60 grams de sal al diposit?

Solucio. Sigui x(t) la quantitat de sal dins el diposit a U'instant ¢. En parti-
cular, z(0) = 30 grams.

—— 4 Um

4 l/m

x(1)

4Casualment ha sortit que 7 és la raé aurea o nombre d’or. Aixi que ja sabem que val
1.618 i que el seu invers s’obté restant 1, és a dir és igual a 0, 618.
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La concentracié de la sal al diposit (quantitat de sal per litre) és doncs
q(t) = x(t)/200 grams/litre.

A quina velocitat surt la sal? La dissolucié surt a raé de 4 litres/minut,
pero la dissolucié que surt a U'instant ¢ té una concentracié de sal ¢(t), per
tant la sal surt a raé de

4 litres/minut X q(t) grams/litre = 4q(t) grams/minut

(veure aclariment més avall).

Ara escrivim que la velocitat de variacié de la quantitat de sal dins el
diposit (x(t)) és igual a la velocitat en que entra sal (4 grams/minut) menys
la velocitat en que surt (4q(t)).

t) x(t)
"(t) =4 — 4q(t :4—4i:4——.
() a(t) 200 50
Separant variables
dx
— = dt,
i-%
i per tant
—501In(4 — %) —t+C.
Equivalentment,
In(4 — ;—0)—50 —t+C,
i per tant
_ L \-50 _ t+C

Elevant a —1/50, tenim

4 — 53:_0 _ k€_t/50, k= 6_0/50.

x(t) = 200 — 50 k e7t/50

Observem que aquesta funcié és creixent (sempre hi haura més de 30
grams de sal al diposit), i que a la llarga s’estabilitzara en 200 grams de sal,
és a dir 1 gram de sal per litre, cosa raonable ja que aquesta és la concentracio
de la sal que entra.
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Quan diem a la llarga volem dir

lim z(t) = 200,
t—o0
ja que limy_, e7¥/%0 = 0.
Si ara volem saber quan hi haura 60 grams de sal al diposit només hem

de posar
60 = 200 — 170e~"/%0.
Per tant t = 50 1In % = 9,7 minuts.
O

Aclariment. La quantitat de sal que surt entre to @ to + At és igual a
4LZO+Atq(t)dt. I per tant, la velocitat de sortida de sal a l'instant t és 4q(t).

En efecte, en I'interval de temps At, surten 4At litres de dissolucio. A
I'instant to esta sortint dissolucié amb una concentracié ¢(tp) i a l'instant
to + At esta sortint dissolucié amb una concentracié q(to + At).

La idea intuitiva és que com At és molt petit podem suposar ¢(t) constant
en aquest petit interval. Pero precisem-ho millor.

Posem

Q(to, At) = Quantitat de sal que surt entre tg i ¢y + At.

Si dividim 'interval [to, to+At] en n parts iguals i considerem ¢(t) constant
en aquests petits intervals tindrem

Q(to, At) ~ Z quantitat de sal que surt durant U'interval [t; 1, ;]
i=1

“LAt At
= ) 4—q(ts), ti=to+i—
- n n

Per canviar el signe ~ per = només hem de fer que n tendeixi a infinit.

Aixi

Q(to, At) = 4lim§2q(ti)
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(La dltima igualtat és la definicié d’integral.)

qt]
q[g ‘

tp 1
— At —>

Si denotem per y(t) la sal que ha sortit al cap de ¢ minuts, la velocitat de
sortida de la sal és

_ylto + At) — y(to)
yl) = lim, At
. quantitat de sal que surt entre ¢y i tg + At
= lim
At—0 At

— i o S ()t
A0 At
. 4At

= 4q(to).

8.4 Equacions diferencials lineals de primer
ordre

Reben aquest nom les equacions diferencials del tipus

Y +p(z)y = q(x)

on p(z),q(x) sén funcions arbitraries.
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Per exemple

y+y = 0
y/ +ay = €
y +sin(z)y = cos(z)
etc

El que fa senzilles aquestes equacions és que en el cas particular ¢(x) = 0
I'equacié que tenim, y' + p(x)y = 0, és de variables separables. Es diu que
y'+p(x)y = 0 és'equacié diferencial homogénia associada a y'+p(x)y = q(x).

Que la homogenia és de variables separables és facil de veure ja que

dy

o = ~p(a)y
1 per tant

dy

— = —p(x)dz

) ()

i ja tenim les variables separades. Integrant,

Iny =— /p(x)dx +C,
és a dir
y(a) = ke~ J s
Denotem per P(z) una primitiva de p(x) (en cada cas particular tindrem
el problema de calcular explicitament aquesta primitiva P(z)), i posem

y(z) = ke P@,

Es diu que y(z) = ke @ és la solucid general de I'equacié diferencial

homogenia 3" + p(z)y = 0. Pel teorema d’unicitat, tota solucid és d’aquesta
forma, per a un valor adequat de la constant k que es determina a partir de
les condicions inicials.

Es a dir, que si sabéssim que una certa funcié y = f (x) és solucié de
v + p(x)y = 0, calculariem f(z¢), per a un cert valor o, i posariem y, =
f(xp). A continuacié buscariem k per tal de que

y(xo) = k/'e_P(xO), le k‘ = y(xo)ep(xo)

Llavors f(x) i y(x) = ke @ amb aquesta k que acabem de trobar, sén
solucions de la mateixa equacié diferencial amb la mateixa condici6 inicial, i
per tant son iguals.
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Proposicié 8.4.1 Siy;(x) iyz(x) son dues solucions de l’equacio diferencial
lineal y' + p(x)y = q(x), llavors ezisteix k tal que

yQ({L') =" (l’) + kje_fp(x)da:‘

Demostracio. Només cal veure que y(x) = ya(x)—11(z) és solucié de 'equacid
diferencial homogenia y' + p(x)y = 0. Perd aixo és clar, ja que

(v2 = v1)" + p(@) (Y2 — y1) = (W — p(2)y2) — (41 + p(x)y1) = q(x) — g(x) = 0.
Com que tota solucié de la homogenia és de la forma ke~ /?(#)4*  tenim
Yo(2) — y1 (x) = ke I 2@
i hem acabat. [J

Corol-lari 8.4.2 La solucid general de y' + p(x)y = q(x) és igual a una
solucid particular de y'+p(x)y = q(x) més la solucid general de la homogeénia

Y +p(x)y = 0.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la proposicié anterior, ja que si
coneixem una solucié y;(z) de ¥’ + p(x)y = q(z), la igualtat

yo(z) = y1(x) + ke_fp(x)dx,

ens déna qualsevol solucié yo(x). O

La soluci6 general de la no homogenia és igual a la solucié general de la
homogenia més una solucié particular de la no homogenia.

Per tant, per resoldre y' + p(z)y = ¢(z) tant sols hem de donar algun
metode que ens permeti trobar una solucié particular. Despres només hi
hem de sumar la solucié general de la homogenia. Explicarem ’anomenat
meétode de variacio de les constants.

Metode de variacid de les constants

La idea és que si ke P® és solucié de la homogenia, la solucié de la no

homogenia no sera massa diferent d’aquesta. Podem provar si hi ha alguna
solucié de la no homogenia que sigui del tipus k(z)e* (@) per a una certa
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funcié k(x) que s’ha de determinar. Com que el que fem és canviar k per
k(x) el metode es diu de variacié de les constants.
Posem y,(7) = k(x)e~ @), Llavors

yi(z) = K (2)e "™ — k(z)P'(2)e "™ = K/ (2)e” "™ — k(z)p(x)e "™,
i per tant
i (@) +p(@)y (@) = K (2)e PO k(@)p(@)e " p(a)k(a)e " = K(z)e ",
Com que volem que y; + p(z)y; sigui igual a g(x) imposem
K(2)e P = q(a),
és a dir
K (x) = q(x)e™™),

i per tant podem trobar k(z) simplement integrant (en cada cas particular
aquesta integral pot ser dificil de calcular)

k(x) = /q(a:)ep(x) dx
Aixi,
n(e) = ([ ala)e"™ daje "
és una soluci6 particular de y' + p(z)y = q(z).

Exemple 8.4.3 Trobeu la solucié general de y' + 2xy = 2z i la solucid
particular tal que y(0) = 2.

Solucié. Resolem primerament I'equacié homogenia i + 2zy = 0. Separant
variables tenim
dy

— = 2xdx.
Yy

Integrant independentment els dos costats d’aquesta igualtat obtenim
Y= ke ™.

Ara busquem una solucié de 3/ +2zy = 2ze™" que sigui del tipus y;(x) =

k(z)e=*" (variaci6 de les constants). Derivant tenim

() = K (z)e ™ — 2ze " k(x),
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1 per tant

2

Yo+ 2wy = K (2)e™ — 2ze  k(z) 4 2zk(z)e ™™ = K (2)e ™.

T

Ara imposem que y; + 2zy; sigui igual a 2ze” *. Tenim

K(z)e ™ = 2ze™™,

1 per tant
k(z) = 2%

(En aquest cas ens podem oblidar de la constant d’integracié.)
Per tant, la solucié particular buscada és

i la solucié general (suma de la particular més la general de la homogenia)
és doncs
2 2 2
y(z) = 2% +ke™ = (k+a%)e ™.

Per trobar la solucié que compleix y(0) = 2 substituim = = 2 a la férmula
solucié general i obtenim

2= (k+0%)e " =k
Per tan la solucié particular demanada és
y(z) = 2+ 2%)e ™.
O

x

Exemple 8.4.4 Sabent que y(x) = xe " és solucid de y +y = e~
la solucio de y' +y = e™* tal que y(0) = 1.

, trobeu

Solucio. La solucié general de la homogenia 3’ +y = 0 és y(z) = ke™™. Per
tan la solucié general de la no homogenia és

y(x) =xe ™ + ke ",

Imposem y(0) = 1 i obtenim k£ = 1, de manera que la solucié particular
demanada és

y(z) = (x+1)e "
O
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Exemple 8.4.5 Trobeu la solucié de y' +y = e * tal que y(3) = 7.

Solucié. Resolem la homogenia ¢y +y = 0. Es de variables separables.
Obtenim y(x) = ke™™.

Per trobar una solucié particular fem wvariacio de les constants. Es a dir,
busquem una solucié del tipus y(z) = k(z)e™*. Com que y'(z) = k'(z)e™™ —
k(x)e™®, tenim

v +y=FK@)e ™ —k(x)e™ + k(x)e ™ =k (x)e ",
i ara imposem ¢’ +y = e~ * i tenim
K(x)e ™ =e™®,

és a dir, k'(x) = 1 i per tant k(x) = x (podem prescindir de la constant
d’integraci). La solucié particular és doncs y(x) = xe™® i la solucié general
és doncs

y(x) =ze "+ ke " = (v +k)e "

Si imposem y(3) = 7 tenim
7=3+k)e?
d’on k = 7e3 — 3 i per tant la solucié buscada és
y(x) = ze ™ + ke ™ = (x4 Te* — 3)e ™.
U
Exemple 8.4.6 Trobeu la solucid de y' + Ly = x tal que y(6) = 20.

Solucio. Resolem la homogenia y’ + %y = 0 que és de variables separables.
Tenim

dy _y

dz x’
d’on

dy  dx

i

que integrant dona

Iny=-Inz+C=lhas'+C=hks!, C=Ik.
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Per tant

Per trobar una solucié particular fem variacio de les constants. Es a dir,
busquem una solucié del tipus

Com que y/(z) = K/ (x)1 — k(x)-5 tenim

T

Vb= Kt b))

i ara imposem 3’ + %y =z 1 tenim

1
K(z)= =
(0 =,
és a dir
K (z) = 2
i per tant k(z) = ’”—; (podem prescindir de la constant d’integraci6). La
solucié particular és doncs
1‘3
— 3
y(fL’) - T )
i la soluci6 general és doncs
2k
y(zr) = 3 + s
Si imposem y(6) = 20 tenim
62 k
20 = — 4 —
3 + 6’

d’on k = 48 i per tant la solucié buscada és
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Capitol 9

Equacions diferencials de segon
ordre

9.1 Definicio i teorema d’existéncia 1 unicitat

Una expressio del tipus
y' = flz,y,9)

on f és una funci6 diferenciable de tres variables (que anomenem z,y,y’) es
diu que és una equacié diferencial de segon ordre. De moment y” és només
un simbol.

Per exemple,

= T
y' o= z+y+y
y? + sin(y)

son equacions diferencials de segon ordre.

Resoldre una equacié diferencial de segon ordre 3" = f(z,y,y') vol dir
trobar totes les funcions y = y(z) tals que en substituir la variable y per y(z),
la variable ¢y per y/(x) = dzl(;), i el simbol 3" per y'(z) = % obtinguem
una identitat certa per a tots els valors de z. Es a dir, s’ha de complir

d*y(x)

= f(l’, y((L’), y/(ﬁ))

dx?
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d*y(z)
)
Aixi, resoldre les anteriors equacions diferencials vol dir trobar funcions
y = y(z) tals que

d

La notaci6 vol dir £ L (y(x)), i es llegeix derivada segona de y(z).

y//($) — T
Y'(@) = z+yl)+y ()
y'() = y(z) +sin(y(z))

Per exemple, y = e” és una solucié de 'equacié diferencial

1
y' = §(y + ),

ja que v/ (z) = d%e:” =e”, 1y (v) = G5 = €, i per tant
! 1 T T
V(@) = (e + ).

També, y = %x3 és una solucié de I'equacié diferencial

Yy =2,

. ’ _od(1,3\ _ 1.2 : 7d2(%w3)7 .

ja que y'(z) = £(52°) = 52°, 1 y"(v) = — %= = z, i per tant
y'(z) ==

Exemple 9.1.1 (Caiguda d’un cos) Suposem que deizo caure un guiz des
d’una altura de dos metres. Quant triga a caure? Quina velocitat porta quan
toca el terra?

Informacié addicional. Suposarem que no hi ha fregament, és a dir que
la unica forca que actua €s el pes del guiz.

Solucié. Denotem per s(t) 'espai recorregut pel guix des del moment en que
el deixem caure, és a dir s(0) = 0.
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<LS(O):O
h s()

La llei de la gravitacié universal de Newton diu que la relacié entre ’accele-
racié que adquireix un cos de massa m sotmes a una forca total F' és

F = ma.

En general és una igualtat vectorial (F' = ma) perd com que en el nostre
cas el problema és unidimensional (el moviment és vertical) podem prescindir
de la notacié vectorial.

Com que estem acceptant que la unica forca és la de la gravetat, tenim
d*s

mg=m-—

g

ja que l'acceleraci6 és la derivada segona de 'espai (la derivada primera de
la velocitat). Recordem que g = 9.8m/s%.
Hem de reosldre doncs 1'equacio diferencial de segon ordre

os
dt?

Una primera integraci6 als dos costats d’aquesta igualtat ens diu

ds
— =gt .
7 gt +C

Si acceptem que el guix el deixem caure, és a dir, no el tirem contra el

terra, tindrem que la velocitat inicial % —o = 0, i per tant 'anterior constant

C val zero. Tenim doncs 'equacié diferencial de primer ordre

ds

— = qgt.
a9

Integrant a cada costat obtenim
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1
s(t) = 5gtz + C.

Novament aquesta constant C' queda determinada per la condicié inicial
s(0) = 0. Ha de ser, doncs, C' = 0, i per tant tenim
1
s(t) = =gt>.
(t) =59
Ara ja podem respondre les preguntes del problema. Per saber quant
triga a caure posem

1 alllem ¢. Obtenim

2h 4
to =1/ — =1/ — = 0.63 segons.
9 Y

Per saber la velocitat que porta el guix quan arriba a terra, substituim
aquest valor de t a I'expressié de la velocitat. Obtenim

d
v(tyg) = d—it = gty = 6.26 metres/segon.
0

U

Teorema 9.1.2 (Existéncia i unicitat) L ’equacid diferencial de segon or-
dre y" = f(x,y,y") t€ infinites solucions, pero només una y = y(zx) tal que
y(xo) = yo i y'(z0) = yo-

Comentaris. Hem de suposar que la funcié de tres variables f(x,y,y’) és
prou bona. Podem pensar f : R® — R, perod podria no estar definida sobre
tot R3. Per exemple, f(z,y,y') = yTy/ no esta definida quan z = 0.

Suposarem que és derivable respecte cadascuna de les tres variables, i,e,
si fixem x,y és derivable respecte 1/, si fixem x,3y’ és derivable respecte 3/ i
si fixem g,y és derivable respecte z.

A més el valors xg, Yo, Y, que apareixen a la condicié inicial han de pertanyer
al domini de definici6 de f.

Observem que y; no és en principi la derivada de res, és simplement un
valor donat. Posteriorment existeix una funci6 y(x) tal que la seva derivada
en xo val justament aquest valor donat y,. Potser no és una notacié molt
afortunada pero és la habitual.

Tampoc especifiquem quin és el domini de definicié de la funcié solucié

y(z).
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9.2 Equacions de segon ordre lineals

La generalitzacié natural de les equacions diferencials lineals de primer ordre
a equacions diferencials lineals de segon ordre seria canviar y' + p(z)y = q(x)
per ¢y + p(x)y' + q(z)y = r(x). Perd com que aquesta tltima equacié pot
ser dificil de resoldre en aquest capitol només estudiarem el cas particular en
que les funcions p(z) i ¢(z) sén constants. Es a dir, estudiarem les equacions
del tipus

y'+by +cy=q(x), bceR; gq(x)una certa funcié de z

Proposicié 9.2.1 Siyi(x) i ys(x) son dues solucions de l'equacié diferencial
lineal de segon ordre y" + by + cy = q(x), lavors y(x) = ya(x) — 11 (x) €s
solucio de y" + by’ + cy = 0.

Demostracio. En efecte,

(Y2 — )" + 0y — ) +clya —y1) = (Y + byy + cyp) — (Y + byy + cn)
= q(z)—q(z)=0. O

L’equacié diferencial lineal de segon ordre y” + by’ + cy = 0 es diu equacié
homogeénia associada a y” + by’ + cy = q(x).

Corol-lari 9.2.2 La solucié general de y"+by'+cy = q(z) és igual a una so-
lucid particular de y" +by' +cy = q(x) més la solucio general de la homogénia
y' +by +cy=0.

Demostracio. Conseqiiencia immediata de la proposicié anterior, ja que si
coneixem una solucié y;(z) de y” + by’ 4+ cy = q(z), qualsevol solucié ys(x)

és de la forma

y2(z) = y1(x) + solucié general de la homogenia. [

La solucio general de la no homogenia és igual a la solucio general de la
homogénia més una solucio particular de la no homogenia.
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9.3 Soluci6é de la homogenia

Anem a resoldre ’equacié homogenia 3" + by’ + cy = 0.

Observem primerament que la suma de solucions és solucié i que el pro-
ducte d’una solucié per un nimero és també solucio.

En efecte, si yi(x) 1 y2(x) sén solucions, llavors

(1(x) + y2(2))" + b(y1(2) + yo(2)) + c(y1(x) + ya(x))
[y1(2)" + byr(z)" + cyr ()] + [y2(2)" + bya(w)" + cya(z)]
= 04+0=0.

Si yi(x) és solucid, llavors Ay;(z) també és solucié ja que
(Ay1(2))" 4+ b(Ay1(x)) + cAyi(x) = Ayi(x)" + byr (x)" + ¢] = 0.

Introduim ara la notacié D = % de manera que I’anterior equacio s’escriu
com

(D* +bD + c)y = 0,

on, evidentment, D? vol dir aplicar dos cops I'operador D:

D*y=D(D(y)) = —=—y=1y"

El polinomi X? + bX + ¢ es diu polinomi caracteristic de I’equacié dife-
rencial 3" 4+ by’ + cy = 0.

El metode per resoldre aquesta equacié diferencial varia lleugerament
segons que el polinomi caracteristic tingui arrels reals simples, una arrel real
multiple o arrels complexes.

Arrels reals simples. Siguin X, p les arrels reals diferents. Sabem X? +
bX +c= (X — N)(X — ). Per tant, també tenim

(D +bD +c)y = (D — \)(D — p)y = 0.
Si trobem y = y(x) tal que
(D = py(x) =0

també sera

(D= N)(D - wy(x) = 0
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i ja tindrem doncs una solucié de I'equacié diferencial donada.
Pero com que

(D =MD —=py=(D—p)(D—-ANy

també qualsevol solucio de
(D—-MNy=0

sera solucié de 'equacié diferencial donada.

Pero la solucié de (D—\)y = 0 és y(x) = C1e ilasolucié de (D—pu)y = 0
és y(x) = Coet®.

Pel comentari que hem fet sobre la suma de solucions i el producte d’un
numero per una solucié resulta que

y(z) = C1eM + Coer®

és solucié de 3" + by’ 4+ cy = 0 per a qualsevol valor de les constants Cy, Cs.

Es diu que és la solucio general de 'equacié homogenia.

La observacié fonamental és que qualsevol altra solucié de la homogenia
és d’aquest tipus.

En efecte, com a conseqiiencia del teorema d’unicitat, si tenim una solucié
amb y(xg) = yo 1 ¥'(z0) = y; i també tenim una solucié del tipus

y(r) = C1e™ + Coel”

amb aquestes mateixes condicions inicials, aquestes dues solucions han de

coincidir. La pregunta és doncs si existeixen valors de 'y i Cy que fan que la

corresponent solucié compleixi les condicions inicials donades.
Concretament hem de tenir

Cre™ + Coeh™ =y
Ol/\e)\zo + Cg/ubeﬂzo = y6
Perd aquest sistema és de Cramer (té solucié inica) perque el determinant

Mo ehxo

e o ueHTo

anomenat Wronskia, és diferent de zero. De fet val

(1 — )\)B(H/L)xo £ 0.
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Per aixo és fonamental haver-nos restringit al cas A # pu.

Arrel real mailtiple. Sigui X larrel real doble. Sabem X2 + bX + ¢ =
(X — A\)% Per tant, també tenim

(D> +bD 4+ c)y = (D — \)(D — Ny = 0.
Si trobem y = y(x) tal que
(D —=Ny(z) =0

també sera
(D =MD = A)y(x) =0
i ja tindrem doncs una solucié de 'equacié diferencial donada. Concretament
y(x) = Cret.
Ara hem de trobar una solucié “essencialment” diferent d’aquesta. Volem
dir una solucié tal que el Wronskia (determinant format per les solucions i
les seves derivades) sigui diferent de zero.

Per analogia amb el metode de variacié de les constants assajarem la
solucio

y(x) = ze

Tenim

(D = X)(D =N (ze*) = (D — M\ (D(ze) — Aze ™)
= (D= N[N + Ave™ — Aze]
(D —X\)er =0

Aixi doncs la soluci6 general en aquest cas esta donada per

S

y(z) = Cre*® + Chwe®

Com en el cas anterior aqui estan totes les solucions de ’equacié diferencial
ja que sempre podem ajustar les constants per tenir una condicié inicial
donada.

En aquest cas el Wronskia val

6)\1 ZL‘B/\x

2\
)\e)\m 6)\3: + )\xe)\m =€ 7é 0
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i per tant el sistema a que déna lloc la condicié inicial

CLeM 4+ Chxe’™ = Yo
CiAeM + Cy(eM™ + Aze?™) = 4
té soluci6 unica.
Arrels complezes. Suposem que les arrels del polinomi caracteristic sén

z=p+iqiZzZ=p—1iq. Recordem que han de ser conjugades. Com en el cas
d’arrels real diferents tenim

(D*4+bD +c)y = (D — 2)(D — 2)y = 0.
I també com en el cas real, veiem que qualsevol soluci6 de
(D—2)y=0, obéde (D—-2)y=0

sera solucié de I'equacio diferencial donada.
Pero ara, si plantegem

(D—2)y=9y —2y=0

tenim una equacié diferencials amb coeficients complexos. No tenim més
remei que pensar que y(z) és també una funcié complexa

y(r) = y1(x) +iya(2),

és a dir
y: R— C
e y(x)
Si la resolem com en el cas real tindrem
dy
—_— =z
dx Y
que separant variables déna
d
Y zdx.
Y
Integrant! als dos costats obtenim
Iny=zzx+C

IEl logaritme neperia d’un nombre complex es defineix bé a partir de la notacié z = re’®
ja que llavors, si volem que es conservin les propietats fonamentals dels logaritmes, ha de
ser Inz = In(re’®) = Inr+Ine'® = Inr +ia. Observem que amb aquesta definicié té sentit
parlar del logaritmes de nombres negatius. Per exemple, In(—1) = 7.
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1 per tant
y(x) = ke*™, k=eC.

En particular, quan k£ = 1, tenim que

y(x) = yo () +iya(z) = e = PHVT = Pela® — oPT(cos o 4 4 sin )

és solucié de (D — z)y =y — zy = 0. I per tant, solucié de
y' +by +cy=(D—2)(D—2)y=0.

De fet, demostrar directament (ara que sabem el resultat!) que y = e**
és solucié de y"” + by’ + cy = 0 és trivial, ja que v/ = ze* i y" = 2%e**, de
manera que

y' +by +cy= (2 +bz+c)e =0

ja que z és un zero del caracteristic. Com que estem pensant y = y(z) =
y1(z) + 1yo(x), la igualtat y” + by’ + cy = 0 ddna lloc a dues igualtats: una
en igualar las parts reals i una altre en igualar les parts imaginaries (el 0 de
la dreta és el 0 de C, es a dir, 0 = 0 + i0)
Com que b, c € R tenim y{ + by; + cy; = 01 y§ + byl + cys = 0 amb
y1(x) = e’ cosqx
ya2(x) = ePsingx
D’aquesta manera hem aconseguit dues solucions reals de 'equacié dife-
rencial donada. A més el Wronskia és diferent de zero, de manera que pels
mateixos arguments esgrimits en els casos anteriors podem afirmar que tota

solucié de y” + by’ + cy = 0, quan les arrels del caracteristic sén el nombres
complexos p +iq, ¢ # 0, sén

y(x) = C1eP* cos qr + CoeP” sin qx

que escriurem com

y(z) = eP*(C cos gr + Cysin gx)

on (4 1 Cy sén constants reals arbitraries.
El Wronskia val concretament

eP* cos qr eP’ sin gz

— 2px
peP* cos qr — qeP* sinqx peP” sin qx + geP” cos qx g™ 70,

ja que estem suposant q # 0.
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Exemple 9.3.1 Trobeu la solucié general de l'equacid y" — 5y’ + 6y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X? —5X + 6 té dues arrels reals diferents
A =21 p=3. Per tant, la soluci6 general és

y($) = 016236 + 0263‘70.
U
Exemple 9.3.2 Trobeu la solucid general de l'equacid y" — 6y’ + 9y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X? — 6X + 9 té I'arrel real doble A\ = 3.
Per tant, la soluci6 general és

y(x) = C1e* + Cyze™.
Il
Exemple 9.3.3 Trobeu la solucié general de ’equacio y" — 4y + 13y = 0.

Solucié. El polinomi caracteristic X2 —4X +13 té les arrels complexes 2+ 3i.
Per tant, la soluci6 general és

y(x) = e**(Cy cos 3z + Cysin 37).
U

Exemple 9.3.4 Trobeu totes les solucions de lequacid y" — 5y’ +6y = 0 tals
que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = C1e* + Cye™.

Imposem
y(0) =0 =C1e*" + Coe® = C1 + Cy

Per tant, tota solucié del tipus
y(z) = C1(e* — ).

compleix la condicié demanada. [

181



Exemple 9.3.5 Trobeu totes les solucions de ’equacié y" — 6y’ +9y = 0 tals
que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = C1e* + Cyze™.

Imposem
y(0) = 0= C1e®® 4+ Gy 0-¢*° = Cy.

Per tant, tota solucié del tipus
y(z) = Cowe™
compleix la condicié demanada. [

Exemple 9.3.6 Trobeu totes les solucions de l'equacié y" — 4y’ + 13y = 0
tals que y(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general és
y(x) = e**(Cy cos 3z + Cy sin 37).
Imposem
y(0) = 0 = e*°(C} cos(3 - 0) + Cysin(3 - 0)) = C.
Per tant, tota solucié del tipus
y(x) = Cye®” sin 3
compleix la condicié6 demanada. []

Exemple 9.3.7 Trobeu la inica solucié de ’equacio y" — 5y’ + 6y = 0 tal
que y(0) =0 7 y/(0) = 1.

Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén

y(x) = C1e* 4 Cope™”
y(z) = 201* + 3Cye™
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Imposant la condicié inicial obtenim

0 = C1+0y
1 = 2C,+3C,
Per tant, C; = —11 Cy = 1, i la solucié buscada és

y(r) = —e** + .
O
Exemple 9.3.8 Trobeu la unica solucié de [’equacio y" — 6y’ + 9y = 0 tal
que y(0) =0 7 y'(0) = 1.
Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén
y(z) = O + Coxe®
y(z) = 301* 4 Co(e* + 3we)
Imposant la condicié inicial obtenim
0 = Oy
1 = 3C)+Ch
Per tant, C; = 01 Cy = 1, i la solucié buscada és
y(z) = ze™.
O

Exemple 9.3.9 Trobeu la unica solucid de l'equacio y" — 4y’ + 13y = 0 tal
que y(0) =0 7 y'(0) = 0.

Solucio. Sabem que la solucié general i la seva derivada sén

y(z) = €**(Ccos3z + Cysin3z)
y(z) = 2€*(Ccos3z + Cysindz) + **(—3C) sin 3z + 3C, cos 3z)

Imposant la condicié inicial obtenim
0 = Oy
1 = 20+ 30,
Per tant, C; = 01 Cy = 1/3, i la soluci6 buscada és

2

1
y(x) = 3¢ “ sin 3z.
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9.4 Solucié particular en el cas no homogeni

La idea intuitiva per trobar una solucié particular de y” + by’ + cy = q(x) és
molt senzilla. Si g(x) és un polinomi buscarem una solucié que sigui també
un polinomi. Si ¢(x) és una exponencial buscarem una solucié que sigui
també una funcié exponencial, i si ¢(x) és un sinus o un cosinus buscarem
una solucié que sigui combinacié de sinus i cosinus.

Estudiarem només els casos en que ¢(z) és una de les funcions de la
taula de la pagina 190: polinomi, exponencial, polinomi per exponencial,
exponencial per sinus i cosinus o polinomi per exponencial per sinus i cosinus.

Funcionament de la taula de la pagina 190. Si g(x) és un polinomi de grau
m buscarem una soluci6 que també sigui un polinomi de grau m (primera linia
de la taula). Pero si déna la casualitat de que 0 és arrel del caracteristic amb
multiplicitat 1, I’anterior metode no funciona i hem de buscar una solucié
que sigui un polinomi de grau m + 1 sense terme independent, és a dir x
mutiplicat per un polinomi de grau m (segona linia de la taula). Si déna la
casualitat de que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 2, els anteriors
metodes no funcionen i hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de
grau m + 2 sense terme independent ni terme lineal, és a dir 2 mutiplicat
per un polinomi de grau m (tercera linia de la taula).

Exemple 9.4.1 Trobeu una solucid particular de y" — 5y’ + 6y = 2.

Solucio. Com que 0 no és arrel del caracteristic busquem una solucié que
sigui del tipus y(z) = az® + bx + ¢. Tenim

y(xr) = 2ax+0b

y'(x) = 2a
i per tant
y" — 5y + 6y = 2a — 10ax — 5b + 6ax? + 6bx + 6¢ = 22
Igualant coeficients

6a =
—10a+6b = 0
2a —bb+6¢c = 0
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i per tant a = §, b= % i ¢ = $%. Aixi, el polinomi

18 108 °

(23)—1$2+E33+£
=57 7187 T 108

és una solucié particular de I'equacié donada. [
Exemple 9.4.2 Trobeu una solucid particular de y" + 1y = x2.

Solucio. Com que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 1 busquem
una solucié que sigui del tipus y(z) = z(az? + bx + ¢) = az® + bx* + cx.
Tenim

Y (r) = 3ax®+2bx+c
y'(x) = 6ax+2b

1 per tant
y' +1y = 3ax® 4 2bx + ¢ + 6ax + 2b = 2*

Igualant coeficients

3a =
2b+6a =
c+2b =

i per tant a = %, b= —11c=2. Aixi, el polinomi

1
y(x) = §x3 — 2?22

és una solucié particular de ’equacié donada. []

Exemple 9.4.3 Trobeu una solucié particular de y" = 2.

Solucio. Com que 0 és arrel del caracteristic amb multiplicitat 2 busquem
una solucié que sigui del tipus y(x) = z%(az?® + bz + ¢) = az* + ba® + c2?.

Tenim

y(r) = 4ax® + 3ba* + 2cx
y'(z) = 12az® + 6bx + 2¢
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1 per tant
y' = 12az” + 6bz + 2¢ = 2°

[gualant coeficients

12¢ = 1
6b = 0
2c = 0

i per tant a = %, b=01ic=0. Aixi, el polinomi

Ly

y(z) = Ex

és una solucié particular de I'equacié donada. [

Funcionament de la taula de la pagina 190 [continuacid]. Si q(x) és un
polinomi de grau m multiplicat per una exponencial, q(x) = p,,(x)e**, bus-
carem una solucié que també sigui un polinomi de grau m multiplicat per
I'exponencial e**(quarta linia de la taula). Pero si déna la casualitat de que
« és arrel del caracteristic amb multiplicitat 1, 'anterior metode no funciona
i hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de grau m + 1 sense terme
independent, és a dir x mutiplicat per un polinomi de grau m, multiplicat
per e*® (cinquena linia de la taula). Si déna la casualitat de que « és arrel
del caracteristic amb multiplicitat 2, els anteriors metodes no funcionen i
hem de buscar una solucié que sigui un polinomi de grau m + 2 sense terme
independent ni terme lineal, és a dir 2> mutiplicat per un polinomi de grau
m, multiplicat per e®* (sisena linia de la taula).

Exemple 9.4.4 Trobeu una solucié particular de y" + y = e3*.

Solucié. Com que 3 no és arrel del polinomi caracteristic X2 + 1, buscarem
una solucié del tipus ke3*. Observem que estem aplicant la quarta linia de
la taula en el cas de que el polinomi p,,(x) que multiplica a ’exponencial €3*
és una constant, és a dir, un polinomi de grau m = 0. Tenim

y(x) = ke
y(r) = 3ke*
y'(r) = ke’
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Aixi, y' +y = (9% + k)e* = € i per tant k = . La soluci6 buscada és

1 3z
y(x) = ¢

g

Exemple 9.4.5 Trobeu una solucié particular de y" — 5y’ + 6y = 3%,

Solucié. Com que 3 és arrel del polinomi caracteristic X2 — 5X + 6 amb
multiplicitat 1, buscarem una solucié del tipus kze3*. Observem que estem
aplicant la cinquena linia de la taula en el cas de que el polinomi p,,(x) que
multiplica a I’exponencial €3* és una constant, és a dir, un polinomi de grau
m = 0, que hem, de multiplicar per . Tenim

y(x) = kae
y(z) = 3kxe® + ke
y'(r) = 9Ykxe® + 3ke’ + 3ke®”

Aixi, y" — by + 6y = Ykwe®® + 6ke>® — 5(3kze’® + ke®®) + 6kxe® = 3%,
Simplificant ’exponencial i igualant coeficients tenim

9k — 15k + 6k = 0, que no diu res
6k — bk =1
Per tant, £ = 1, i la solucié buscada és

y(z) = ze’.

U
Exemple 9.4.6 Trobeu una solucié particular de " — 6y’ + 9y = 3%,

Solucié. Com que 3 és arrel del polinomi caracterfstic X2 + 1 amb multipli-
citat 2, buscarem una solucié del tipus kz2e3® (sisena linia de la taula).

y(z) = ka®e®
3ka?e™ + 2kwe”
y'(x) = 9kx*e™ + 6kxe™ + 2ke®™ + 6kxe

@\
—~
8
Il
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Aixi y" — 6y’ +9y = 9kx?e3® +12kxe’” 4 2ke3” — 6(3kx?e® +2kxed”) +9kaed”.
Simplificant ’exponencial i igualant coeficients tenim

9k — 18k +9k = 0, que no diu res
12k — 12k = 0, que no diu res
2k = 1

Per tant, k = %, i la solucié buscada és

12395
y(x)—Za:e :

Funcionament de la taula de la pagina 190 [continuacid]. Si q(z) és el
producte d’una exponencial e** per un sinus o un cosinus de Sz (o una
combinacié lineal d’aquests) llavors hem de buscar una solucié que sigui
exactament d’aquest tipus o d’aquest tipus multiplicat per z, segons que el
nombre complex « £ i3 sigui o no arrel del caracteristic.

Exemple 9.4.7 Trobeu una solucid particular de y" +y = e* cos .

Solucio. En aquest cas « = = 1. Com que 1417 no és arrel del caracteristic
hem de buscar una solucié del tipus

y(x) = e"(Acosx + Bsinx).
Tenim

y(x) = e*(Acosz+ Bsinx)
y'(r) = e"(Acosz+ Bsinx)+ e"(—Asinz + Bcosx)
y'(xr) = e"(Acosx+ Bsinz) + e*(—Asinx + Bcos )
+e"(—Asinx + Bceosz) + e (—Acosx — Bsinx)

Per tant, "4y = e"((A+2B) cos x4+ (—2A+ B) sinx) = €” cos z. Simplificant
I’exponencial veiem que la igualtat es compleix quan

A+2B =
—2A+B =0
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D’aqui deduim A =1/51 B = 2/5, de manera que la solucié buscada és

1 2
y(x) = ex(g cosx + R sinx).

g

Exemple 9.4.8 Trobeu una solucid particular de y" — 2y’ + 2y = e® cos x.

Solucio. En aquest cas a = = 1. Com que 1 £ és arrel del caracteristic
hem de buscar una solucié del tipus

y(x) = ze®(Acosx + Bsinx).
Tenim

y(x) = xze"(Acosx + Bsinx)
y'(z) = e cosz(A+ (A+ B)x)+ e"sina(B + (B — A)x)
y'(x) = €"(2A+ 2B+ 2Bx) + e sinz(—2A + 2B — 2Ax)

Per tant y” — 2y’ + 2y = 2Be” cosx — 2Ae” sinz. Deduim A =01 B =1/2
de manera que la solucié buscada és

1
y(x) = e sinz.
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Taula per trobar una solucié particular de

Y+ by + cy = q(x), b, ¢ constants

q(x) caracteristic=p.(r) = 2? + bz + ¢ Solucié particular
Pm(x) 0 no és arrel de p.(x) Pm ()
Pm(x) 0 és arrel de p.(z) amb multiplicitat 1 x pm ()
Pm () 0 és arrel de p.(x) amb multiplicitat 2 22 P ()
P ()€™ a no és arrel de p.(x) D ()€™
P ()€™ « és arrel de p.(x) amb multiplicitat 1 T P (x)e®
Pm(x)e® « és arrel de p.(x) amb multiplicitat 2 22 P ()™
e®*( ¢y cos B + ¢y sin fx) a +if no sén arrels de p.(z) e**(Acos fr + Bsin fx)
e**(¢y cos fx + co sin ) a £ i sén arrels de p.(z) x e (Acos fx + Bsin fz)
e* (pp(x) cos Bz + g (z) sin Sx) a £ i no sén arrels de p.(z) e (pr(z) cos fx + Gr(z) sin Sx)
e* (pp(x) cos Bz + g (z) sin Sx) a £ i sén arrels de p.(z) x e (pr(x) cos fx + Gk (x) sin Sx)
e /i3 sén nombres reals donats. Agusti Reventos
e k= max (m,n); pp(x) i gx(x) polinomis de grau k que s’han de trobar.

® p,,(x) és un polinomi de grau m donat.

Pm(x) és un polinomi de grau m que s’ha de trobar.

c1 1 ¢y constants donades; A i B constants a determinar.




Capitol 10

Sitemes d’equacions diferencials
lineals

L’objectiu d’aquest capitol es donar la férmula general de la solucié del sis-
tema d’equacions diferencials X’ = AX.

10.1 Sistema d’equacions diferencials
L’objectiu és trobar dues funcions x = x(t) i y = y(t) de les quals sabem

unicament que les seves derivades sén combinacié lineal d’elles mateixes.
Concretament tenim

dz(tt) — qa(t) + by(t)
dgii—(tt) = cx(t) + dy(t)

que escrivim simplement com

r = ar+by
y = cr+dy

on a, b, c,d son nombres reals coneguts.
Es 1til usar notacié matricial i escriure aquest sistema com

X' =AX
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on

xexo- (50), x-S0 (70). a-(2h)

Teorema 10.1.1 (Existéncia i unicitat) Fl sistema d’equacions diferen-
cials X' = AX té infinites solucions pero només una X = X(t) tal que

X(to)z(;?).

Una altra observacié important és que la combinacio lineal de solucions de
X' = AX és també solucid. En efecte, si X (t) és solucid, llavors Z(t) = AX ()
és també solucio, ja que

Z'(t) = AX'(t) = MAX(t) = ANX(t)) = AZ(1).

Isi X(t)1Y(t)sén solucions, llavors Z(t) = X (t)+ Y (t)és també solucid,
ja que

Z't) = X'(t) +Y'(t) = AX(t) + AY (t) = A(X(t) + Y (t)) = AZ(¢t).

10.2 Cinetica quimica

En CINETICA QUIMICA! apareixen diagrames com el segiient que presentem,
que modelen situacions de descomposicié de materials en altres materials.

ks
A B ko C
ks

Un material A és transforma en un material B. Aquest es transforma en
els materials A i C. Trobeu A(t) (concentracié molar* de A a linstant t) i
B(t) (concentracic molar de B a l'instant t).

Solucio. L’equacié que regeix la descomposicié dels materials és z'(t) =
kx(t). Per tant, la situacié del problema es regeix per

Weure Ecuaciones diferenciales para las ciencias quimicas vy fisicas, F. Balibrea, V,
Jiménez, ICE Universidad de Murcia, (2000).

2A(t) =na(t)/V, on na(t) és el nombre de mols de A a Pinstant ¢ i V és el volum del
sistema, que se suposa constant.
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A'(t) = —klA(t)+ k3B(t)
B'(t) = kA(t)— (k2 + k3)B(t)

En efecte, la velocitat de variacié de A (A’(t)) és proporcional a la quan-
titat de A que hi ha en cada moment (A(t)) i aquesta constant és negativa
(—k1) perque A(t) és decreixent. Pero A(t) augmenta per la part de B que
es transforma en A. Aquesta part és proporcional a la quantitat de B que
hi ha en cada moment (B(t)) i aquesta constant és positiva (k3) perque A(t)
augmenta.

Un argument similar justifica la segona equacié. La velocitat de variacié
de B (B'(t)) es la suma de les velocitats en les que el cos B es transforma en
A (que és proporcional a quantitat de cos B que tenim (B(t)) amb constant
de proporcionalitat k3), de la velocitat en la que el cos B es transforma en
C' (que és proporcional a quantitat de cos B que tenim (B(t)) amb constant
C}e proporcionalitat ko) i a la velocitat en la que el cos A es transforma en B.
Es a dir:

B'(t) = kyA(t) — ko B(t) — k3 B(t).

10.3 El caracteristic té arrels reals diferents

Volem resoldre el sistema

X'=AX

en el cas en que el polinomi caracteristic de A, tingui dues arrels reals dife-
rents A, fi.
La solucié general esta donada per

X(t) = C’leMu + C’ge“tv

xo=(50 ) =(n) =)

essent u vector propi de A de valor propi A (Au = Au), i v vector propi de A
de valor propi p (Av = pw).
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Es a dir

l’(t) = C’le)‘tu1+026“tv1 (101)
y(t) = CreMuy + Coetluy

Justificacio. Demostrar que

X(t) = CreMu + Cyet'v (10.2)
és solucié de X' = AX és molt senzill ja que, derivant, tenim

X'(t) = CieMhu+ Cye v
= C1eMAu + Cyett Av
= A(CyeMu + Cyet'v)
= AX.

Ara bé, d’on surt l'equacié (10.2)7 Dons justament del procés de diago-
nalitzacié que hem vist a la seccié 6.1, pagina 114.

En efecte, que A sigui diagonalitzable vol dir que existeix una matriu
invertible P, (formada pels vectors propis de A) tal que la matriu D =
P~1AP és diagonal (els elements de la diagonal sén els valors propis de A).

Llavors A = PDP~! i per tant

X'=AX = PDP'X
Multiplicant per P!,
P'X'=DP'X.

Posem Z = P7'X. Com que P és constant, al derivar tenim Z' = P71X’ i
per tant
7' =DZ
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Pero resoldre aquest sistema és ara trivial ja que si

(50

aquest sistema esta format en realitat per dues equacions diferencials inde-
pendents. Concretament

(200) = (o) (20)

equival a
21(t Az (t)
#(t) = pz(t)
que té solucié
2(t) = CreM

Zg(t) = C’ge“t

I, per tant, la solucié del sistema és

C'ge“t

X(t)=PZ({t) =P ( Cre ) (10.3)

Com que sabem que P és la matriu que té per columnes les components

dels vectors propis,
Uz V2

z(t) = CreMuy + Cye''v;
y(t) = CreMus + Coheltug

i per tant

que no és més que 'equacié (10.2).

Exemple 10.3.1 Resoleu el sistema
X' = AX
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on
31
A= ( s > |
Ve ./ . O
Trobeu també la solucio particular tal que X (0) = 1
Solucié. Polinomi caracterfstic: 2? — 6z + 8.

Arrels del caracteristic (valors propis) A = 2, u = 4.

Calcul del vector propi de valor propi 2.
Hem de resoldre el sistema

3—2 1 U1 _ 0
Equival a resoldre la tinica equacio

U,l—l—Ug:O.

Per tant, tot vector que tingui la primera component igual a la segona can-
viada de signe és vector propi de valor propi 2.

Prendrem, doncs, com a vector propi de valor propi A = 2 el vector
u=(1,-1)

Calcul del vector propi de valor propi 4.
Hem de resoldre el sistema

3—4 1 U1 o 0
Equival a resoldre la tinica equacio

—u1 +up = 0.

Per tant, tot vector que tingui la primera component igual a la segona és
vector propi de valor propi 4.

Prendrem, doncs, com a vector propi de valor propi u = 4 el vector
uw=(1,1)

Per tant, la solucié general del sistema

(20 ) =cwr () vewr ().
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és igual, en el nostre cas, a

x(t) \ _ 2t 1 a1
(o )= () et (1)
Equivalentment

x(t) = Cre* + Coet (10.4)
y(t) = —01€2t+0264t

Si ara volem la solucié particular amb X (0) = ( (1) ) només hem de
resoldre el sistema

0 = C1+ 0
1 = —Cl+02

Per tant, C; = —1/2, Cy = 1/2 i la solucié buscada és

1 1
x(t) = —§th+§e4t
1 1
y(t) = §€2t+§€4t. a

Exemple 10.3.2 Un diposit conté inicialment 100 litres d’aigua + 10Kg de
sal. A aquest diposit hi entra aigua a rad de 3 litres per minut, 1 surt disolucio
(aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. Aquesta disolucid va a
parar a un seqgon diposit que conté inicialment 50 litres d’aigua i del qual surt
disolucio (aigua amb sal) a raé també de 3 litres per minut. En quin moment
sera mazxima la quantitat de sal en el segon diposit?

—3m

NEYZ

x(1)

»@®
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Solucio. Si diem x(t) a la quantitat de sal en el primer diposit i y(t) a la
quantitat de sal en el segon diposit tenim:

() = %
y(t) = % 3%

amb x(0) =101 y(0) = 0.

Observem que z(t)/100 és la concentracié de sal del primer diposit (quan-
titat de sal per litre) i que y(t)/50 és la concentracid de sal del segon diposit.
Com que la velocitat de sortida de dissolucié del primer diposit és de 3 litres
per minut, i cada litre conté x(t)/100 Kg de sal, la velocitat de sortida de sal
del primer diposit (2'(t)) és igual (en valor absolut) a 3(x(t)/100). El signe
menys de la primera equacié (2'(t) = —3%) prové del fet que la funcié z(t)
és decreixent, i per tant , té derivada negativa. Un argument similar justifica
la segona equacio del sistema anterior.

La matriu associada al sistema és
—3/100 0
3/100 —3/50 ) -

Vector propi de valor propi A = —3/100: v = (1,1
Vector propi de valor propi A = —3/50: v = (0, 1).

Per tant:
z(t) \ _ —3/1000 {1 _ass0t [ 0
(y(t))—01€ (1>+026 1 .

En imposar les condicions inicials 2(0) = 10, y(0) = 0, obtenim C} = 10,
Cy = —10. En imposar y/'(t) = 0, obtenim

).

9e(=3/50)t _ (=3/100)¢

Y

és a dir,
9 — (3/100)t

i per tant ¢t = (100/3)In2 = 23,1 minuts. O
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Exemple 10.3.3 Un diposit conté inicialment 100 litres d’aiqua 1 10 Kg de
sal. A aquest diposit hi entra aigua a rad de 3 litres per minut, 1 surt disolucio
(aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. Aquesta dissolucié va a
parar a un seqgon diposit que conté inicialment 100 litres d’aigua @ del qual
surt disolucio (aigua amb sal) a rad també de 3 litres per minut. En quin
moment sera maxima la quantitat de sal en el segon diposit?

Solucio. Es deixa al lector. O
Exemple 10.3.4 Resoleu el sistema

X'=AX

=(i2)

Solucid. Polinomi caracteristic: (x —2)2. Arrels del caracterfstic: A = 2 amb

multiplicitat dos. Com que A = 21 tot vector es vector propi de valor propi
2.
La solucié sera doncs

per a qualsevol valor de u; i de wus.

10.4 Metode alternatiu: Pas d’un sistema 2 x
2 de primer ordre a una equacio de segon
ordre

Els sistemes d’equacions diferencials lineals 2 x 2 amb coeficients constants es

poden reduir a equacions diferencials lineals de segon ordre amb coeficients

constants. En particular, podem resoldre aquests sistemes sense parlar de

matrius, valors propis etc., com acabem de fer a les seccions anteriors.
Concretament, donat el sistema

/

r = ar+by
"= cr+dy
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amb a, b, ¢, d constants, derivem la primera equacio i obtenim

1
" = ar’ + by’ = ax’ + b(cx + dy) = ax’ + bex + bdg(x’ — ax)

(La dltima igualtat prové d’aillar y a la primera equacid).
Es a dir, tenim 'equacié de segon ordre

t" — (a+ d)z' + (ad — be)x = 0,

que sabem resoldre pels metodes explicats a les seccions anteriors. Un cop
coneguda la funcié z(t) podem trobar y(t) resolent la segona equacié y' —dy =
cx(t) que és lineal.

També podem trobar y(x) observant que el mateix calcul anterior pero
derivant la segona equacio en lloc de la primera ens dona

y' — (a+ d)y + (ad — be)y = 0.

Curiosament, doncs, z(t), y(t), sén solucions de la mateiza equacié dife-
rencial.
Observem que si denotem per

- (2h)

I'equacié diferencial que compleixen tant x(t) com y(t) es pot escriure com

2" — (tracaA)z’ + (det A)x = 0.

Resolem per aquest metode el mateix exercici 10.3.1.

Exemple 10.4.1 Resoleu el sistema
X' = AX

on



Solucio. L’equacié diferencial que compleixen tant z(t) com y(t) és
2’ — 62" +8x = 0.
Les arrels son 2 i 4 i per tant

$(t) = 01€2t + Cg€4t
y(t) = Cse* + COhet

Ara bé, les constants no sén independents. Com que la primera equacié
dels sistema ¢és 2/(t) = 3z(t) + y(¢) s’ha de complir que

201 + 4Cye* = 3(Cre* + Cye) + Oge® + Cye.
[gualant els coeficients de les dues exponencials tenim

207 = 3C, +C5
402 = 3CQ+C4

Per tant, C5 = —C i Cy = Cs. Aixi que la solucié és

x(t) = Cre® + Coet
y(t) = —01€2t+02€4t

d’acord amb el resultat obtingut a la pagina 197, equacié (10.4).

10.5 Cas no homogeni

Volem resoldre el sistema d’equacions diferencials

X'=AX+B
o= ()

Teorema 10.5.1 La solucio general del sistema

on

Tenim el resultat segiient.

X'=AX+B

és igual a la solucid general del sistema homogeni X' = AX més una solucio
particular del sistema no homogeni X' = AX + B.
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Demostracio.  En efecte, la diferencia de dues solucions del no homogeni
¢és una solucio6 del sistema homogeni. L’argument és essencialment el mateix
que 'utilitzat a 8.4.2 1 a 9.2.2. [

Corol-lari 10.5.2 La solucid del sistema
X' =AX +C,

amb C' constant, és igual a la solucio del sistema homogeni X' = AX menys

A~LC.
Demostracio. El vector constant
Y(t)=-A"'C
és una soluci6 particular del sistema X' = AX + C. En efecte,

Y'(t) = 0= A(—A"'C) + C.

Exemple 10.5.3 Considerem?® la reaccid quimica

k1 ks
Le—ap— P e ¢
2 4

amb ki = 1,ky =2,k =1, k4 = 3, © Suposem que tenen concentracions inici-
als A(0) =4, B(0) = 3,C(0) = 3 mmol/l. Demostreu que les concentracions
de A, B, C tendeizen a estabilitzar-se.

Solucio. Pels arguments que hem explicat a la pagina 192, amb la petita
modificacié que ara ’element C' també déna lloc a I'element B a velocitat
ks, tenim

A'(t) = —A(t)+2B(t)
B'(t) = A(t)— (1+2)B(t)+ 3(10 — A(t) — B(t))

ja que sempre es compleix A(t) + B(t) + C(t) = constant = A(0) + B(0) +
C'(0) = 10. Hem de resoldre doncs el sistema

3Veure Balibrea-Jiménez, pag. 34.
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¥ = —r+2y
y = —2x—6y+ 30

Per fer aixo trobarem la solucié del sistema homogeni associat

= —x+2y

:L'/
y = —2x— 6y

pels metodes que veurem tot seguit, i la modificarem com indica el teorema.
En el nostre cas

= %) e ()

Y(t)=X(t)—AC=X(t) — ( :g )

on X(t) és la solucié del sistema homogeni X’ = AX que trobarem pels
metodes ja explicats a la seccié anterior. Concretament s’obté

Aixi

z(t) = Cre? + Coe ™™ + 6,
y(t) = —(C1/2)e % —2Cee™"" + 3.

Quan t és gran z(t) s’estabilitza en el valor 6 i y(t) s’estabilitza en el valor
3.0

Exemple 10.5.4 Resoleu el sistema

¥ = 3x+y+t
"= z+3y+é

Solucid. Sabem (exemple 10.3.1, pagina 195) que la solucié del sistema ho-
mogeni associat és

(zt) ) [ e et Cy
xo= (50 )= (o ) (&
Per tal de trobar la solucié del no homogeni fem variacio de les constants.
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Llavors imposem

Z'=8'C+SC'"=AZ+ B, (10.5)

(1) ()

Com que X (t) = S(t)C(to) és solucié del sistema homogeni, per a qualsevol
valor fixat ty, tenim

amb

X'(t) = S'(t)C(tg) = AS(t)C(to), Vito
En particular, prenent derivades en t = ty, tenim
S'(t0)C(ty) = AS(toC(to))
i com que aquesta igualtat és certa per a tot ¢y tenim
S'(t)C(t) = AZ(t).
Substituint a (10.5) tenim
S(t)C'(t) = B(t)
que permet calcular C'(t) integrant

C'(t) = S(t)'B(t).

(50 ) =2 (=) ()

Un parell d’integrals senzilles, usant que

t—1
/te“t dt = a4 e

a?

Tenim
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ens donen

1 1+2¢
c(t) = —e ' — i e 2

_ L5 144t
c(t) = ge 35 ¢

Per tant la solucié particular buscada és

1, 5412t
_e p—
x(t) \ [ e et c1(t) ) |3 32
y(t) )\ = et )\ ) 2, 344t
__et + [
3 32
i la general
1, 5412
< I(t) ) _ ( 01€2t+02€4t ) + 3 32
y(t) —Che? + Cyet 2, 3+
3 32
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