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Capitol 1

Programa de ’assignatura

Donem una distribucié aproximada de les 15 hores de teoria del modul de Calcul.

10.
11.
12.
13.
14.

15.

. Funcions reals de variable real.

Composicié de funcions.

. Funcié exponencial. Funcions trigonometriques.
. Limit d’una funcié en un punt.
. Funcions continues. Teorema de Bolzano.

. Derivacid. Definicié i primeres propietats.

Regla de la cadena i teorema de la funcié inversa.

. Maxims i minims. Teorema del valor mitja.

. Aplicacions del metode de calcul de maxims i minims.

Integraci6. Primitives d’algunes funcions. Meétode del canvi de variable.
Altres metodes per calcular primitives.

Sumes de Riemann. Férmula del Trapezi.

Teorema fonamental del calcul. Principi de Cavalieri.

Arees i volums de superficies de revolucié.

Longitud de corbes.






Capitol 2

Funcions reals de variable real

2.1 Primeres definicions

Quan! donat un nombre real tenim una manera determinada (o llei) d’obtenir-ne un
altre, tnic, diem que tenim una aplicacié o funcié de R en R. També es diu que
tenim una funcié real de variable real.
Per exemple, si a cada x € R li associem 22 € R tenim una manera determinada,
elevar al quadrat, de passar d’'un nombre real a un altre.
En aquest cas escriurem
f: R— R
T 2l

o bé simplement y = f(x) = z?, i direm que tenim una funcié de R en R que associa
a cada nombre real z el nombre real z2.
En general, les funcions

fR—R

definides per
fx)=ao+ax+- - +apz", a €Ri=0,...,n

es diuen funcions polinomiques.
Per exemple y = 3z, y = 4, y = 25 — 3z sén funcions polinomiques.

Altres funcions serien, y = sin(x),y = tan(z),y = etc. En canvi, hem

1_’_%7
d’anar en compte en escriure coses com ara y = /T ja que aquesta expressié només
té sentit si x > 0, i a més, encara que x > 0, I'arrel quadrada admet sempre dues
solucions, i no sabriem quina agafar.

També hem d’anar en compte en escriure y = f(x) = 1/, ja que aixd només té
sentit si x # 0, 0 y = f(z) = In(z) ja que aix0o només té sentit si z > 0.

Quan la llei donada (logaritme, invers, arrel quadrada, etc.) no esta definida per
a tot x € R pero si que té sentit per a un cert subconjunt A C R diem que tenim
una funcié de A a R i escrivim f: A CR — R o simplement f: A — R.

Resumint

I'Notes basades en els apunts de Ferran Cedé.



Definicié 2.1 Sigui A CR. Una funcio f : A — R és una llei que associa a cada
element x € A un dnic element y = f(x) de R.
FEs diu que A és el domini de la funcio i que el conjunt

Im(f) ={f(a);a € A}
és la imatge de la funcio.

Per exemple, el domini de f(z) = 1/x és A = R\ {0} (tots els nombres reals
excepte el 0) ja que podem dividir per qualsevol nombre real excepte el 0, i la imatge
és també A = R\ {0} ja que donat y € A existeix z € A (concretament x = 1/y) tal
que y = f(x) i per tant y € Im(f); i reciprocament tot element de Im(f) és de A.

Si f(x) =3, el domini és R i la imatge és {3}.

El domini de? f(z) = In(x) és A = {x € R;x > 0} ja que la funci6 logaritme esta
definida només per als nombres reals estrictament positius, i la imatge de f(x) =
In(z) és R ja que tot nombre real y és el logaritme d’algun altra ntimero real z,
només cal agafar © = eV ja que y = In(eY).

Exercici 1 Determineu el domini de definicid de la funcidy = f(x) = Va? — bz + 6

Solucid. L’expressié 22 — 5x + 6 que apareix sota el signe radical a de ser positiva o
zero. Posem 22 — 5z + 6 = 0 i veiem que les arrels sén # = 2 i # = 3. De fet tenim
la descomposicio del polinomi com

2 — 5246 = (v —2)(z —3)

Aquest producte és positiu o bé quan els dos factors sén positius (és a dir, x > 3) o
bé quan els dos factors sén negatius (és a dir, z < 2).
Per tant el domini de definicié de la funcié f(x) és el conjunt?

A= (—00,2] U3, 00].

Definicié 2.2 (Grafica) Sigui f : A C R — R wuna funcid real de variable real.
La grafica de f és el subconjunt de R?

G(f) = {(z, f(z)) € R*z € A}.

2A la pagina 18 recordem la definicié de logaritme.
3Recordem que

z € (a,b) <= a<z<b
z€(a,b <= a<zxz<d
x €la,b) <= a<z<b
x€la,b] <= a<ax<b
x € (—00,b] < x<b
z € (a,0) <= z>a
10



Per exemple, la grafica de la funcié f(x) = 3z + 1 és el conjunt de punts del pla de
la forma (z,3z + 1), o equivalentment la recta y = 3x + 1 (recta que passa per (0, 1)
amb pendent 3). La grafica de les funcions polinomiques de grau 2 sén paraboles
d’eix paral-lel a 'eix de les y's.

y:a:2+6:c+2
y=x]— 12z + 39

Grafica de diverses paraboles

La segiient figura representa la grafica de la funcié logaritme.

6

.F
Grafica de la funcié y = In(x)
Exercici 2 Trobeu el domini, la imatge i la grafica de la funcio f(x) = ++v1 — 22,

11



Solucio. Observem que hem posat el digne + davant ’arrel quadrada per evitar el
problema del signe i que, aixi, f(z) sigui una vertadera funcié
Per altra banda, perque tingui sentit escriure 'arrel quadrada, ha de ser

1—a?>0,

que equival a —1 < x < 1, és a dir, el domini de f és Uinterval [—1,1].
Per estudiar la imatge observem que sempre

0<+v1—22<1,

de manera que el recorregut esta contingut a linterval [0,1]. Pero és que també

tenim que qualsevol y € [0, 1] és de la forma y = ++/1 — 22 per a algun x € [—1,1]

(només hem d’agafar z = +4/1 — y2). Per tant, el domini de f és tot I'interval [0, 1].
La grafica és el conjunt

G(f) ={(z,V1—a?);z € [-1,1]}.

Si posem y = +v/1 — 22 veiem que 22 + y?> = 1, de manera que la grafica és un
semicercle de radi 1 i centre 1'origen.

y = In(z)

Grafica de les funcions y = 3,y = V1 — 22,y = In(x).

x
2 -1

Exercici 3 Trobeu el domini, la imatge i la grafica de la funcio y = f(z) =

Solucio. Per que I'expressié — tingui sentit ha de ser x # +1 de manera que el

domini de la funcié y = f(z) = 2= és R\ {—1,1}.
Mirant la grafica és veu que tota recta horitzontal talla la grafica en dos punts
(excepte la recta y = 0 que talla només en un). Aixo vol dir que donat y # 0 (el

pensem com el punt(0, y) de la grafica) existeixen dos valors de x tals que f(z) = y.

12



De fet els podem trobar facilment resolent I'equaci6 de segon grau y = —*, és a dir

yr? —x —y = 0 que déna
14 /1 + 4y?
2y '
Siy =0 prenem x =01 f(0) = 0. Resumint la imatge de f és R.

xTr =

6

Grafica de la funcid y = —".

2.2 Operacions amb funcions

Les operacions de R, suma, producte, divisions, etc. es traslladen de manera natural
a les funcions. Per exemple, si f: ACR—Rig: ACR — R, definim

f+g9:ACR—R  per (f+g)(x) = f(z)+g(x),
frg:ACR—R  per(f-g)(z)=f(z) g(),
flg:ACR—R per (f/g)(z) = f(x)/g(x) (només té sentit si g(x) # 0).

Si f i g estiguessin definides en dominis diferents A i B respectivament, les
operacions anteriors també es defineixen, en el benentes que el domini de definicio
de f+9,f-9,f/g és AN B. En el cas de que AN B = () aquestes operacions no
tindrien sentit.

En el cas particular en que les funcions f : ACR —Rig: BCR —R
compleixin que la imatge de g estigui continguda en el domini de f (és a dir, g(B) C
A) podem definir la composicio

fog:BCR—R

per la férmula

(f o g)(x) = f(g(x)).

13



Per exemple, si f(x) = 2?1 g(x) = 3x + 1, (en aquest cas A = B = R) tenim

(fog)(x) = flg(x)) = (Bz+1)°
(go )lx) = g(f(x)) =32"+1

Observem doncs, de passada, que la composicié de funcions no és una operacié
commutativa.

Exercici 4 Trobeu f o g quan f(x) =sin(3zx) i g(x) = V1 — 22.

Solucio. Per poder fer la composicié f o g cal que Imatgeg C Domini f pero aixo
passa sempre ja que Domini f = R. Llavors

fog@) = flg(a) = F(VI—27) = sin(38V1— 2.

Observem que el domini de f o g coincideix, en aquest cas, amb el domini de g que
és l'interval [—1,1].

Estudieu g o f. [

Inversa d’una funcio

Definicié 2.3 Sigui f : A C R — R. Diem que f és injectiva quan elements
diferents de A tenen imatges diferents per f. FEs a dir,

fle)=fly) ==y, Vz,yecA

Per exemple, f : R — R donada per f(z) = 3z + 1 és injectiva. En efecte, si
f(z) = f(y) tenim 3x + 1 = 3y + 1 i per tant z = y.

14



En canvi l'aplicacié f : R — R donada per f(z) = 2 no ho és, ja que hi ha
elements diferents de R, per exemple x = 1 i x = —1 que tenen la mateixa imatge.
Si restringim el domini d’aquesta darrera aplicacié si que podem tenir una aplicacié
injectiva, concretament f : [0,00) — R donada per f(z) = 2 és injectiva, ja que si
2% = 92 i tant o com y sén positius ha de ser z = y.

Quan f: A C R — R és injectiva podem definir sobre el conjunt B = I'm(f),
una aplicacié f~!: B C R — A anomenada aplicacié inversa de f de la manera
segiient.

Definicié 2.4 Sigui f : A C R — R injectiva i sigui B = Im(f). L’aplicacid
inversa de f és l’aplicacio
ff'l:BCR— A

donada per la condicio
f'b)=a<=b=f(a), Vbe B.

Gracies a la injectivitat, donat b hi ha un tnic a € R tal que f(a) = b, és a dir, a
esta univocament determinat i la definicié que acabem de donar de f~! és correcta.

Observem que per a tot x € A es compleix (f~'o f)(x) =z, és adir, f~Lo f és
I'aplicacié identitat? de A. També es compleix que per a tot y € B, (fo f~H)(y) = v,
és a dir, f o f~1 és I'aplicacié identitat de B.

Posarem

foft=idp, fto f=ida.

Les grafiques de y = f(z) iy = f~(x) s6n, alla on estan definides, simétriques
respecte de la diagonal del primer quadrant.

En efecte, els punts de la grafica de y = f(z) sén de la forma (x, f(z)) i els de
la grafica de y = f~!(z) sén de la forma (f(z),z). Aixo vol dir que la recta que
determinen té vector director (1, —1) jaque (f(z)—z,z—f(x)) = (f(x)—x)(1,—1)iel
vector (1, —1) és perpendicular al vector director de la bisectriu del primer quadrant
que és (1,1). Recordeu que aquesta recta té equacié y = x que vol dir que els seus
punts sén de la forma (z,x), i.e. tenen les dues coordenades iguals. A més, el punt
mitjd pertany a aquesta bisectriu ja que®

(ac +2f(ac), f(ac)2—i- x>

Exemple 2.2.1 Clarament les funcionsy = x3 iy = /x sén inverses una de laltra.
Les seves grafiques son

4L aplicaci6 identitat de A és laplicaci6 ids : A — A donada per ida(x) = z per a tot z € A.

SComproveu que donats els punts A = (a,b), B = (¢,d) el punt C' = (“T'“, %) pertany a la
recta AB i d(A,C) = d(C, B), és a dir, C és el punt mitja entre A i B. De manera analoga es
defineix el baricentre de tres punts no alineats A = (a1, az), B = (b1,b2),C = (¢1,¢2) com el punt

a1 +bi+c a2+bz+02>
3 ’ 3

G=(

Comproveu que les rectes que uneixen un vertex d’un triangle amb el punt mitja del costat oposat
es tallen en el baricentre (centre de gravetat).

15



Elevar al cub @ treure arrel cubica

A la practica, per trobar la funcié inversa de y = f(z) només hem d’aillar x en funcié
de y i canviar llavors les 2’s per les y's i les y's per les x’s. Veiem alguns exemples.

Exercici 5 Trobeu la funcié inversa de la funcié f : R — R donada per f(z) =
3x+ 1.

Solucio. Posem y = 3z + 1 i aillem x. Trobem

y—1
r=>—
3
Permutant els papers de 2's i ¢/'s tenim
=1
Y=73
s . 1 r—1
Aix0 vol dir que f~'(z) = 7

Comprovem que la composta és la identitat.

r—1 r—1
=3
—) =3

(fo /™) (@) = f(

3r+1—1

5 )=

(fHof)la) = Br+1) = (

Les grafiques sén simetriques respecte la recta y = x.

16



y="z—1)/3 y Z{3z + 1

Grafiques simeétriques

Exercici 6 Trobeu la inversa de la funcic y = f(x) =

341

Solucio. Aillem x en funcié de y. Tenim

yr’ +y—1=0

d’on

Ara canviem x per y i obtenim que la fncié inversa de la funcié dnada és

/1 —x

y=f"tz)=

T

que, com es veu, només esta definida a R\ {0}, cosa que era d’esperar ja que la
imatge de f és justament R\ {0}. El domini de f(z) (que coincideix amb la imatge
de f~Y(z)) és R\ {—1} i el domini de f~(x) (que coincideix amb la imatge de f(z))

és R\ {0}.

17



Grafiques simétriques

La funcié exponencial

Ja hem comentat, quan parlavem a l'inici de curs de nombres reals, que per tot
nombre real a > 0 té sentit calcular a® amb x € R.

Per tant, té sentit considerar la funcié exponencial de base a > 0 com la funcié
f :R — R donada per

f(z) =a".

La funcié logaritme

Sia # 1, aplicaci6 exponencial f(x) = a” és bijectiva quan es considera com aplicacié
de R a RT (nombres reals estrictament positius).5

Que a” és injectiva sobre els naturals és evident ja que si a™ = a™ amb m > n,
tindriem (dividint per a™) ™™ = 1 que implica m = n. De manera similar es raona
sobre els racionals i s’ha de passar al limit per exponents reals. Ometem els detalls
que ens portarien a la definicié de nombres reals per intervals encaixats que hem
comentat només de passada en el capitol de nombres reals.

Per tant té inversa que s’anomena funcié logaritme de base a, definida a R, i es
denota per

fH (@) = log, ().
També podem escriure
log, : R — R.

Per ser inversa de la funcio exponencial tenim que

a8 =g, log,(a") = =.

6f: A — B és bijectiva quan és injectiva i f(A) = B. En aquest cas existeix la funci6 inversa
f1:B— A

18



La primera igualtat serveix com definicié de log, z: el logaritme en base a de x
és el numero al que s’ha d’elevar a per que doni x.

Quan a = e, no escrivim log, sin6 simplement In i parlem del logaritme neperia.
Recordem que el nimero e = 2, 718281 --- és una de les constants més importants
en matematiques, i es pot caracteritzar de diverses maneres.

Per exemple

e= lim (14 l)”
n—oo n

Tindrem doncs
@ =z In(e®) = .

6

Exercici 7 Demostreu que
In(a®) = bIn(a).
Solucio. L’exponencial amb base e del primer membre és
eln(ab) _ CLb

i 'exponencial amb base e del segon membre és

b
ebln(a) _ (eln(a)) _ CLb.

Com 'aplicacié exponencial és injectiva ha de ser In(a®) = bIn(a) com voliem veure.
[

Exercici 8 Demostreu que
In(ab) = In(a) + In(b), In(a/b) =In(a) —In(b), a,be R,
Solucio. L’exponencial amb base e del primer membre és

eln(ab) — ab

i 'exponencial amb base e del segon membre és

e(ln(a)+1n(b)) _ eln(a)eln(b) = ab.

Com I'aplicacié exponencial és injectiva hem acabat. El cas del quocient és similar.

19



Exercici 9 Trobeu la funcio inversa de

et +e”

y = f(x) = cosh(z) =

Solucio. Observem que la imatge de f és [1,00). En efecte 622111

1 —2¢e® = (e® — 1)% > 0. Per tant la inversa esta definida a [1,00).

A més, per tal que y = cosh(x) sigui injectiva ha de ser z > 0 (o, equivalentment
z < 0) ja que si no posem aquesta condicié tindriem f(z) = f(—=x) i la funcié no
seria injectiva.

Per trobar-la explicitament aillem x en funcié de y. Per a aixo posem

> 1 ja que €2 +

1
y=1t+ —, t=e"
t
Esadir,
2 —2y+1=0,
d’on

e’ =1t

2yt /Ay -4
B 2
(com t = e® > 1 per ser z > 0, hem d’agafar el signe + a 'arrel) d’on

x=In(y++y>—1).

I ara canviem x per y;

y = argsinh(z) = In(z + Va2 — 1) x> 1.

Cosinus hiperbolic (penseuw x > 0) i la seva inversa .

20



Funcions trigonometriques

Quan escrivim f(x) = sin(z), o f(x) = cos(z) volem dir que f : R — R és la funcié
que associa a cada angle de x radians respectivament el seu sinus o el seu cosinus.

Recordem que un radian és un angle ZAOB com el de la figura (és a dir, format
pel centre d’una circumferencia i dos punts sobre ella) tal que la longitud del segment
de circumferencia entre els punts A i B ésigual al radi OA = OB de la circumferencia.
Es pot veure que la longitud de la circumferencia és 2r = 6.28... radians

A

Un radian.

Recordem també que una manera simple de definir sinus és a partir d'un cordill
i de la circumferencia unitat, que és la circumferéencia de centre l'origen i radi 1 (en
una certa unitat de mesura). Llavors, donat x amb 0 < z < 27, mesurem sobre la
circumferéncia unitat a partir del punt (1,0) i en sentit contrarellotge, la longitud x
(amb la mateixa mesura en que hem mesurat el radi de la circumferéncia). Es a dir,
desenrotllem el cordill per sobre la circumferencia. L’extrem del cordill, com és un
punt de la circumferéncia unitat, és de la forma P = (a,b) amb a® + b*> = 1. Llavors
es defineixen el sinus i el cosinus de x per”

cos(z) =a, sin(x)="b.
Amb la notacié de la figura, si OA = OB = 1,1 ZAOB = z radians,
cos(z) = OC, sin(z) = AC,

si0 <z < m/2 (situacié de la figura).

A

"No penseu mai que sin(z) vol dir sinus d’un angle de = graus! Sempre mesurem en radians.

21



Sinus 1 cosinus d’un angle de x radians a la circumferéncia de radi 1.

Si B resta fix i A va girant per sobre la circumferencia, quan A esta en el segon
quadrant el cosinus és negatiu i el sinus positiu, quan esta al tercer quadrant ambdéds
son negatius i quan esta al quart quadrant el cosinus és positiu i el sinus negatiu.

Aixi quan A esta en el segon quadrant cos(z) = —OC, sin(z) = AC, (s'entén
que OC' i AC' sén quantitats positives perque representen la distancia entre aquests
punts).

La tangent de = es defineix per la férmula

sin(z)

tan(z) = cos(z)’

Quan pensem aquestes funcions com funcions definides a tot R és perque les
estenem modul 27, és a dir, si € R 'escrivim de la forma
r=2kr+vy, keZ, 0<y<2m,
i posem
sin(x) = sin(y).
Observeu que 2km < x < 2(k + 1)7.
Per exemple, si x = 10 el sinus de 10 radians val

sin(10) = sin(y), 10 =27 +y,

és a dir sin(10) = sin(3.716814....). Observeu que 27 < 10 < 37 i per aixo agafem
y = 10 — 27. La part fosca de la grafica adjunta és I’angle com I’hem definit a la
circumferencia anteriorment, i per tant entre 0 i 27, i aquest periode és el que es va
repetint.

N

0 ™N__ 2

La férmula explicita per al sin(x), sense utilitzar el metode del cordill, és molt
apreciada pels matematics pero s’aparta dels coneixements d’aquest curs

o0 (_1)nx2n+1

sin(z) = ; W

Funcions trigonometriques inverses

Observem que les funcions trigonometriques no sén bijectives. Pero, si considerem
la funcié f : [—7/2,7/2] — [—1,1] definida per f(x) = sin(x) per a tot z €

22



[—m/2,7/2], llavors f és bijectiva i la seva inversa f~1 : [—1,1] — [—7/2,7/2] és la
funcié que anomenem arcsinus

f(z) = arcsin(z).

La funcié ¢ : [0,7] — [—1,1] definida per g(z) = cos(z) per a tot x € [0, 7]
també és bijectiva i la seva inversa ¢! : [—1,1] — [0, 71] és la funci6 arccosinus

g (z) = arccos(x).

La funci6 h : (—7/2,7/2) — R definida per h(x) = tan(z) també és bijectiva i
la seva inversa h™! : R — (—7/2,7/2) és la funcié arctangent

h~!(z) = arctan(z).

I T 1§ I 1 2 SU 7
=T

Funcions sinus 1 arcsinus
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Funcions cosinus 1 arccosinus

g

8

-4

-3

-2

-1 0 1

Funcions tangent © arctangent
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Capitol 3
Limits 1 continuitat

Considerem una funcié f : I € R — R, on I és un interval obert! de R, i sigui

a € I. La notacié
lim f(x) =L

r—a
vol dir que quan x és molt proxim a a, pero diferent de a, f(x) és molt proxim a L.
Més precisament, donat un petit entorn de L, podem agafar un petit entorn de a, tal
que la imatge per f dels elements = d’aquest entorn, exceptuant el punt a, pertanyen
a I’entorn de L previament considerat. Donem la definicié més precisa segiient.

Definicié 3.1 Sigui f : I CR — R i sigui a € I. Direm que el limit de f(x) quan
x tendeix a a és L € R, i escriurem

lim f(z) =L

r—a

st @ momés si per a tot € > 0 ewisteix 0 > 0 tal que
O0<|z—a|l<d=|f(z)—L|<e

Per exemple, si f(z) = 22,

. s 2 _
o) =g =9
Si f(z) = sin(x),
lim f(z) = lim sin(z) = 0.
r—Tm T—T
En aquests dos exemples L ha coincidit amb f(a) pero a vegades L # f(a), per
exemple

ro={y 570 (3.)

En aquest cas

iy o) =1 =1

LQuan diem que I és un interval obert de R volem dir que I és de la forma (a, b), (—00, b), (a, )
0 (—00,00).
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(observeu la importancia de la condicié 0 < |x — a| a la definici6 de limit; el punt a
no compleix aquesta condicié i per tant no diem res sobre la seva imatge).
També considerarem limits a l'infinit. Concretament la notacio

lim f(z)=1L

r—+oo

vol dir que a mesura que x es va fent molt gran (o molt petit), f(z) s’acosta a L.
Ho precisem amb la definici6 segiient.

Definicié 3.2 Direm que
lim f(z) =L
T—00

st © momés si per a tot € > 0 existeix k > 0 tal que
r>k=|f(r)—L| <e.

I direm que

lim f(x)=1L

T—r—00

st 1 només si per a tot € > 0 existeix k > 0 tal que

r<k=|f(z)—L| <e.

Per calcular limits quasi mai usarem aquesta definicié formal ja que donarem
metodes que ens permetran trobar el limit facilment.

Calculem pero directament lim,_, % Donant valors a x intuim que quan x creix
1/x decreix, de manera que intuim que

Per provar aquesta igualtat formalment hem de veure que donat € > 0 existeix k£ > 0
tal que si z > k

1
=] <e.
x
Pero aixo és facil ja que només hem d’agafar k = 1/e.
Pero ja és més dificil veure per exemple que

33'2

lim ——— =1/3,
z—too 312+ + 1 /
com es veu clarament a la grafica adjunta.
1 4
~ —
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5




Grafica de f(z) = 2%/(32* +z + 1)

En efecte, en aquest cas hauriem de veure que donat € > 0 existeix k£ > 0 tal que

six >k

1172

32+ +1

1
- §| <€
és a dir,
z+1
|3(3x2 +z+1)
Aixo porta a calculs llargs si volem calcular la k per cada e. No obstant es pot trobar
aquest limit usant les propietats dels limits que enunciem sense demostracio:

o lim, ,, f(x)+ lim,, g(x) = lim,,,(f(z) + g(x))

| <€,

o limy o f() - limyq g(2) = limga(f(2)g(2))

e lim, ,, % = % sempre que aquests denominadors no s’anul-lin.

Les tres propietats son valides quan a = 4o0.
D’aquesta manera el limit anterior es calcula sense necessitat d’aplicar directa-
ment la definicié 3.2. En efecte,

x? 1 1

Funcions que tendeixen a infinit

La definicié de limit es pot adaptar al cas en que L = +oo. Concretament diem

li_r>n f(z) =00

si per tot k > 0 existeix § > 0 tal que si 0 < |z — a| < 0 llavors f(z) > k. Aixo vol
dir que aproximant x a a suficientment la funcié es fa tant gran com vulguem.

I diem
lim f(z) = —o0

r—a

si per tot k € R existeix § > 0 tal que si 0 < |z — a| < § llavors f(z) < k.

Per exemple,

5 1 B
xl—r% (m—5)2 -

20

15

10
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1/(z —5)?

A vegades no tenim més remei que parlar de limits per la dreta o per I'esquerra.
Quan ens acostem al punt a per la dreta posarem

lim f(x),

z—a™t

(els punts = que considerem compleixen = > a) i quan ens hi acostem per l'esquerra
posarem

lim f(z),

r—a~

(els punts = que considerem compleixen = < a)

I la definicié és la mateixa definicié 3.1 afegint a la condicié 0 < z —a < ¢ la
condicié x > a o0 x < a segons ens acostem per la dreta o per I'esquerra .

Per exemple,

. _ 1
lim =00, lim
z—5+ 1 —hH z—5- T — D

= —0Q,

com es veu a la figura.

I

IS

Grafica de y = 1/(x — 5).

Asimptotes

Diem que la grafica de la funcié y = f(x) té una asimptota vertical d’equacié x = a
quan

lim f(z) = =oo,

r—a™t

lim f(z) = =oo.

T—a—

Aixi, doncs, per I'exemple que acabem de veure, la recta d’equacié x = 5 és una

asimptota vertical de la grafica de la funci6 y = 32175

Diem que la grafica de la funcié y = f(x) té una asimptota horitzontal d’equacid
y = b quan

lim f(x) = b

xr—*+o0o
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132

Per exemple, la funci6 f(z) = Y]
2 +x

considerada. a la pagina 26 té asimptota

horitzontal la recta y = 1/3.

Finalment diem que la recta y = mx + n, m # 0, és una asimptota obliqua de la
grafica de la funcié y = f(z) si
lim _f(x)
T—00 €T
lim (f(z) —mx) = n.

T—r00

Per exemple, la grafica de la funcié f(z) = % compleix

tin B2~ 1
lim (f(z) —z) = 0.

T—00

i per tant té 'asimptota obliqua y = x.

Indeterminacions
Quan en calcular un limit ens trobem amb expressions del tipus
00 — 00, 0o/00, 0/0, 000, 1%

diem? que tenim una indeterminacid ja que el valor d’aquests limits depenen de la
velocitat amb que ens acostem a zero o a infinit. De manera que dos limits poden ser
tots dos de un dels tipus anteriors i tenir resultats diferents. Veiem alguns exemples.

2el 011’1 en aquestes expressions no representen els nimeros 0 i 1 siné que representen variables
que tendeixen a 0 i 1 respectivament.
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(0o — oo]. Els limits

lim [(z +5) — 2], lim (2* — z)

T—r00 T—r00
son tots dos del tipus oo — oo pero el primer val 5 i el segon oo.

[co/o0]. Els limits

6z + 1 ! 8 — 2

lim ,

1m
z—o00 20 — 3 z—o0 4o — 3

sén tots dos del tipus oco/oo perd el primer val 3 i el segon 2.

[0 - oo]. Els limits
) 1 ) 1
lim (— . x), lim (—2 . x)
r—o00 \ T T—00 \ T

son tots dos del tipus 0 - oo pero el primer val 1 i el segon 0.

[1°°]. El limit que ens déna el nimero e

lim(1 4 z)/% =e

z—0

és del tipus 1°°, pero el limit
lim (1 + z)"/**

x—0

també és del tipus 1°° i el seu valor és oco.
De fet, el nombre e es defineix com

1
= lim (1 4+ —)"

n—o0

perd la successié 1/n es pot substituir® per qualsevol successié que tendeixi a zero,
que anomenem infinitesim, de manera que e és pot pensar com 1 més un infinitésim
elevat a linvers d’aquest mateix infinitésim.

Exercici 10 Caleuleu lim, o0 (1 + 55)".

Solucio. Utilitzarem que 1 més un infinitessim elevat a l'invers d’aquest mateix
infinitessim és el nombre e.

1 1
li 1 Sl VU 1 _\3n1/3 _ 1/3 _ 3 .
im ( +3 ) im [( +3n) ] e e

n—0o00 n n—00

Exercici 11 Calculeu lim,,_, (1 + n%)”

Solucio. Utilitzarem que 1 més un infinitessim elevat a l'invers d’aquest mateix
infinitessim és el nombre e.

. L. L n21i/n  dimpoel/n 0
T et
32+ —2

Exercici 12 Calculeu lim,_,
- x?2+1

3Només hem d’acotar 1/z entre la seva part entera i la seva part entera +1 i fer una petita
manipulacio.
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Solucid. Dividim numerador i denominador per z2.

3 +ax—2 . 3+1i-2
hm—:hm#

L
72

Exercici 13 Sigui b > 0,b # 1. Calculeu

b —1
lim

h—0
Solucié. Posem y = b — 1 de manera que In(y + 1) = hIn(b). Aixi,

b—1 . yln(b) = In(b) lim _ In(b).

i =
0 y—0 ln(y + 1)1/y

0  ho yl_I)I(l) In(y + 1)

3.1 Continuitat d’una funcio

Definicié 3.3 Sigui f : I C R — R una funcid definida sobre un interval obert [
de R. Diem que [ és continua en ¢ € I si i només si

lim f(2) = f(c).

T—cC

Diem que és continua a I si és continua a tots els punts de I.

Per exemple, la funcié definida a 'exemple (3.1), pagina 25, no és continua en
r = 0. En canvi les funcions, z?,sin(z), ¢” sén continues en qualsevol punt.
Com

lim f(z) = f(c) = f(lim x)

r—C Tr—cC

hi ha qui diu que f és continua quan commuta amb el pas al limit.

Per manipular funcions continues acceptarem sense demostracio que les funcions
més conegudes, com les funcions polinomiques, exponencials, logaritmes, potencials,
sitnus 1 cosinus son continues.

I acceptarem les regles que diuen que la suma, producte, divisié (denominador
no nul) 1 composta de funcions continues és continua.

Per exemple, les funcions segiients sén continues.

2% + sin(z)

In(z® +1) + 3"
r+1

241

x -3 -sin(Va? +1)

La idea intuitiva de funcié continua és que es pot dibuixar la seva grafica sense
aixecar el llapis del paper. Per aixd 'anomenat teorema de Bolzano és obvi.*

4S’ha de veure que el model matematic de la realitat, en aquest cas del dibuix, és un bon model,
el que passa a la realitat passa en el model.

31



Teorema 3.1.1 (Bolzano) Sigui f : [a,b] — R wuna funcié continua. Si f(a) i
f(b) son de signes oposats llavors existeiz ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Es a dir, que quan volem unir els punts (a, f(a)) amb (b, f(b)) amb la grafica de la
funcié, aquesta grafica travessa 'eix de les 2’s entre a i b.

(b, f(b))

Exercici 14 Demostreu que donada una funcié continua f : [a,b] — R i donat
d € R tal que f(a) < d < f(b), existeix ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Solucio. Apliquem Bolzano a ¢g(z) = f(z) —d. O

4

Exercici 15 Demostreu que el polinomi f(x) = x* — 23 + 22 — 3 té almenys una

arrel més petita que —1 1 una altra més gran que 1.

Solucio. Com f(—2) =171 f(—1) = —3 hi ha una arrel a 'interval (=2, —1). Com
f(1) = =11 f(2) =9 hi ha una arrel a l'interval (1,2).

Exercici 16 Demostreu que [’equacio e* = x + 10 té almenys una arrel positiva 1
una negativa.

Solucié. Considerem f(z) =e* —x —10. Com f(—10) =¢e7* > 01 f(0) = —9 hi ha
una arrel a l'interval (—10,0). Com f(4) = e¢* — 14 > 0 hi ha una arrel a I'interval
(0,4).

Exercici 17 Demostreu que l'equacié x> = 181In(x) té almenys una arrel real.

Solucid. Només cal observar que la funcié f(z) = 2 — 181In(x) compleix que f(1) =
1>01i f(e) = e* — 18 < 0, per tant a l'interval [1, ¢] hi ha almenys una arrel.
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Exercici 18 Un lama tibeta puja fins al seu monestir per un cami a la muntanya.
Un dia a les 8 del mati surt d’un punt A situat en el pla, on comencga ljestret cami
de pujada, 1 arriba al monestir a les 8 del vespre. Ha anat a estones rapid a estones
lent o parant a descansar de tant en tant, pero suposem que no torna mai al punt
de partida. L’endema a les vuit del mati surt del monestir i fa el mateix cami de
baizada, una mica més rapid, arribant al punt A a les 4 de la tarda. Demostreu que
hi ha una hora del dia en la que estava exactament en el mateix punt del cami, tant
quan pujava om quan bairava.

Solucid.Representem en un grafic la funci6 p(t) que déna la distancia al punt A en el
moment ¢ quan pujava; i la funcié b(t) que déna la distancia al punt A en el moment
t quan baixava. Diguem L a la longitud el cami de manera que p(12) = L (esta dotze
hores pujant). També p(0) = 0 ja que surt del punt A i posem l'inici del temps a les
vuit del mati. L’endema tenim b(0) = L (a les 8 del mati esta al monestir) i b(8) = 0
(esta vuit hores baixant).

Considerem la funcié h(t) = p(t) — b(t) que és una funcié continua definida a [0, 8].
Com h(0) = p(0) — b(0) = —L i h(8) = p(8) > 0. Pel teorema de Bolzano hi ha un
instant ¢y, amb 0 < ¢ty < 8, on h(ty) = 0, i per tant p(ty) = b(ty), que vol dir que a
les tg hores de cadascun dels dies de pujada i baixada estava a la mateixa distancia
del punt A, és a dir, en el mateix punt del cami.
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Capitol 4

Derivades

4.1 Introduccio

Un dels problemes fonamentals que va donar lloc al naixement del calcul diferencial
va ser el calcul de tangents a diverses corbes. La més fonamental va ser la cicloide,
és a dir la corba descrita per un punt d'una roda quan aquesta gira sobre un terra
pla. Per exemple la trajectoria descrita per la valvula d'una roda de bicicleta.

Per exemple, molt abans dels creadors del calcul diferencial (Newton i Leibnitz),
se sabia (Wren 1670) que la tangent a la cicloide en el punt C' es tragava de la manera
segilient: Tracem la paral-lela al terra per C'. Aquesta talla la roda (en la seva posici6
inicial) en el punt B. A continuacié unim el punt més alt de la roda, A, amb B.
Doncs bé, la tangent a la cicloide per C' és la recta per C' paral-lela a AB.

NN

També van ser capacos de demostrar, sense derivades ni integrals, que la longitud
de la cicloide entre els punts A i C' és justament 2DC'. Aixo implica que la longitud
d’un arc de cicloide és 8 R on R és el radi de la roda.

Aquests dos resultats tan elegants i sorprenents ja fan veure que els matematics
pre-Newtonians havien treballat a fons la cicloide. Pero els metodes usats per a la
cicloide no els ajudaven gaire per a resoldre el mateix tipus de problema sobre una
altra corba.

La gracia del calcul diferencial va ser, entre d’altres, la unificacié de problemes
aparentment diferents en un sol problema: el calcul de derivades (o integrals).

Aixo va simplificar de tal manera els problemes que va fer que qualsevol ma-
tematic podés resoldre problemes que abans tan sols podien resoldre els grans ma-
tematics: es va democratitzar el Calcul.

Es un procés semblant al que va passar amb la introduccié de coordenades a la
geometria: es va posar la geometria sintetica a ’abast de tothom.
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Perd es va pagar un preu: cap matematic actual® coneix les corbes una per una
com les coneixien els nostres precursors!. Derivar i integrar és com usar un mena
de caixa negra en la que entra un problema i surt la solucid, pero si no s’analitza
detalladament, no se saps molt bé que ha passat. L’exemple anterior de la cicloide
és paradigmatic: avui tothom sap calcular la longitud AC' pero quasi ningt s’adona
que el resultat numeric que obté integrant és 2DC'.

4.2 Tangent a una grafica

La tangent a la grafica de la funcié y = f(z) en el punt A és la recta que s’obté com

posici6 limit de les rectes AB, on B és un punt sobre la corba que es va apropant a
A.

y=tx)

/

Si denotem per a ’abscissa del punt A, i per b ’abscissa del punt B, és a dir
A= (a,f(a)) i B = (b, f(b)), el pendent de la recta AB val

!Potser exagero una mica, perd no massa.
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y=fl@)

//a b

BC _ f(b)— f(a)

tana =

AC b—a
Per tant, el pendent de la tangent a la grafica en el punt A val
b) —

b—a b—a

Es diu que f'(a) és la derivada de la funcié y = f(z) en el punt A. I coincideix doncs
amb el pendent de la recta tangent a la grafica de la funcié y = f(z) en el punt
d’abscissa x = a.

També és usual denotar h = b — a de manera que també tenim

fla+h) = f(a)
h

f/(a) = limy, o

Exercici 19 Trobeu l'equacié de la recta tangent a la parabola y = x* en el punt
P =(3,9).

Solucid. El pendent m d’aquesta recta és la derivada en z = 3 (abscissa de P) de la
funcié f(x) = x?. Per tant,

m:f'(B):limf(3+h)_f(3) = lim

h—0 h h—0

B+h)?*-3_
—— =6

Per tant 'equacié demanada és y — 9 = 6(x — 3).

4.3 Velocitat mitjana

Si ens desplacem en cotxe entre dues ciutats distants entre si 100 km i triguem 1
hora, diem que la nostra velocitat mitjana ha estat de 100 km/h. Estem usant la
definicié de velocitat que ens diu

espai

velocitat =
temps
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Denotem per s(t) I'espai recorregut pel cotxe quan fa ¢ hores que ha sortit de la
primera ciutat. Aixi s(0) =01 s(1) = 100.
Quina velocitat mitjana hem portat entre els instants to i t; = to + h?
Novament
espai  s(t1) — s(to)

velocitat = =
temps t1 —to

A quina velocitat anavem justament quant ¢t = ¢,? Aquest és el concepte de
velocitat instantania. La idea és que la velocitat instantania en t = t; és la velocitat
mitjana entre t =ty i t = t; quan t; és molt i molt proxim a t.

Escriurem

t1) — s(t
v(ty) = lim s(t) — sto)
t1—=to t1 — 1o

Equivalentment

s(to+ h) — s(to)
h

(% (to) = limh_>0

Aixi doncs, la velocitat instantania és la derivada de [’espai respecte del temps.
Tenim definida dons una funcié ¢, v(t), anomenada velocitat instantania o sim-
plement velocitat, donada per

Exercici 20 Uns ciclistes van del punt A al punt B a una velocitat mitjana de 24
Km/h, un cop a B donen mitja volta i arriben al punt de partida A a una velocitat
mitjana global (tot el trajecte d’anada i tornada) de 28 Km/h. Quina ha estat la
velocitat mitjana de tornada?

Solucio: Sigui a la velocitat mitjana d’anada. Sigui b la velocitat mitjana final. Sigui
c la velocitat mitjana de tornada.

Volem trobar una férmula que ens doni ¢ en funcié de a i b. Es a dir que ens
permeti coneixer la velocitat mitjana de tornada a partir de la velocitat mitjana
d’anada i la velocitat mitjana final.

Tenim, per definicié de velocitat mitjana, que

(&
a = —

on e és 'espai recorregut a ’anada i t és el temps emprat en el trajecte d’anada.

També per definicié tenim
2e

b=
t+7T
on 2e = e+e és 'espai recorregut a ’anada i a la tornada, i T" és el temps de tornada.

Aixi t + T és el temps total invertit en el recorregut. Observem també que aillant T’
tenim

2e — bt

T:
b.
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Per tant,

e abt
C= — =
T 2e—bt

que simplificant déna la formula que buscavem, concretament

. ab
 2a—1b

En el cas particular anterior en que la velocitat mitjana d’anada, a, era 24 Km/h
i la velocitat mitjana final, b, era de 28 Km/h, la velocitat mitjana de tornada,c, val
concretament.

_ab 2428
 2a—b 2-24-—98

c = 33.6Km/h

Exercici 21 Uns ciclistes van del punt A al punt B a una velocitat mitjana de 24
Km/h, un cop a B donen mitja volta i tornen a A amb una velocitat mitjana de
tornada es 26 Km/h. Quina és la velocitat mitjana final?

Solucio. Sigui a la velocitat mitjana d’anada. Sigui b la velocitat mitjana final. Sigui
c la velocitat mitjana de tornada.

Volem trobar una férmula que ens doni b en funci6é de a i ¢. Es a dir que ens
permeti coneixer la velocitat mitjana final a partir de la velocitat mitjana d’anada i
la velocitat mitjana de tornada.

Tenim, com abans, que

e

a=-

t
on e és 'espai recorregut a ’anada i t és el temps emprat en el trajecte d’anada.

i que
2e
b=
t+7T

on 2e = e+e és 'espai recorregut a 'anada i a la tornada, i T" és el temps de tornada.
Aixi t + T és el temps total invertit en el recorregut. Finalment

C = —

T

Per tant tenim
2e 2at 2at

:t+T:t—|—e/c:t+at/c

que simplificant déna la formula que buscabem, concretament

b

2ac
a—+c

b=

En el cas particular anterior en que la velocitat d’anada, a, era de 24 Km/h i la
velocitat mitjana de tornada, ¢, era de 26 Km/h, la velocitat mitjana final, b, val
concretament:

22426

— 24.9Km/h.
24 + 26 9Km/h
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4.4 Derivada d’una funcié en un punt

Motivats pels exemples anteriors, tangents a corbes i velocitat mitjana, donem la
definici6 segiient.

Definicié 4.1 Sigui f : I CR — R una funcié definida sobre un interval obert I
de R, i sigui ¢ € I. Direm que f és derivable en c si existeix

fle+h) = fle)
h

lim
h—0
1 €s finit.

En aquest cas escriurem

F(0)  tim LR = 1)

h—0 h

Quan f és derivable en tots els punts de I diem que f és derivable en I. En aquest
cas tenim una segona funcié ' : I — R que es diu funcid derivada de f i que
assigna a cada x € I el nimero real f'(z).

A vegades es fa el canvi de variable x = ¢+ h i la definicié de derivada s’escriu

o) 1 L) = 1)
Tr—c Tr — C
Exemples

(1) Les funcions constants sén derivables i la seva derivada és zero.

(2) La funcié potencial f(x) = ™, n enter positiu, és derivable i la seva derivada
és la funci6 f'(r) = na™ .

Per exemple, si n = 2 tenim

_ 2 2
o JEE = f@) (@R
h—0 h h—0 h
o 2?2+ h? 4 2zh — 22
= lim
h—0 h
5 h(h + 2z) _ 9y
h—0 h

Es a dir, la derivada de f(z) = 22 és f'(z) = 2z.
I en el cas general, utilitzant la férmula del binomi, tenim

LS - @) @b
h—0 h h—0 h
" (M IR — 2 n o
= lim Zj 0 ( ) = lim (n) vl Y
h—0 h h—0 i



Es a dir, la derivada de flx) =2" és f'(x) = na" L.
(3) La funcié exponencial f(z) = b", b > 0,b # 1, és derivable i la seva derivada
és la funcié f'(x) = b* In(b).
En efecte, tenint en compte U'exercici (13), pagina 31, tenim,
flz+h)— f(x) brth — b b —1

i B = g T =g

= b"In(b)

(4) La funcié f(z) = sin(z) és derivable i la seva derivada és la funcié f'(x) =
cos(x).
En efecte, tenint en compte la igualtat trigonometrica

sin(a) — sin(b) = 2sin(*—2) cos(“0)
tenim
o f@Eh) = @) singe+h) —singa)
o D el 7
= lim w cos((2z + h)/2) = cos(z)
sin(h)

ja que limy_,q = 1. Aquest darrer limit es veu clar mirant el dibuix segiient?,

del que es dedueix que
sin(z) < z < tan(z).

Dividint per sin(z) tenim el resultat.

tan(x)

Exercici 22 Demostreu que per dibuizar la tangent a la pardabola y = px?, on p €
R, en el punt P = (a,b) (i per tant b = pa®) només hem d’unir P amb el punt

Q= (0? _b)

2Penseu en les arees dels dos triangles de base 1 i altures sin(w) i tan(x), i del sector circular
entre ells. L’area del sector circular d’angle « en una circumferéncia de radi 1 és /2. Tenim
(1/2) sin(z) cos(x) < /2 < (1/2) tan(z), i ara dividim per sin(z) i fem el limit.

41



Solucio. L’equacié de la recta tangent a la parabola en P és

y—b=2pa(x — a).

K
o

’ Q (0 ’ b)

Si tallem aquesta recta amb 'eix 2 = 0 obtenim y — b = —2pa? i per tant
y=b—2pa® = —pa® = —b,

és a dir la recta tangent passa pel punt (0, —b) com voliem.

Propietats de les derivades
Si f i g sén funcions derivables definides sobre un cert interval I és facil veure que
(f+9)(z) = fl(z)+d(x)
(f-9) (@) = [fl(2) g(x)+ f(z) g (x)
o

.g,
AN P g - g) - fla)
(5) (@) = (@) £0.

Per exemple, si h(z) = ﬁ, tenim

11 B
H(z) = lim h(z+h) =) _ . et~ g@ _ . 9(%) — gz +h)
h—0 h h—0 h h—0 hg(x)g(x + h)
— /
= lim 9(x) — g +h) - lim 1 :_g(x)'
h—0 h h—=0 g(x)g(z + h) g(x)?

Observeu que si acceptem la férmula del producte i aquest calcul podem demos-
trar la féormula del quocient. En efecte

(D@ = (r ) @=ro () =r@ s+ -2

9
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La férmula del producte és immediata ja que (sumant i restant la mateixa quan-
titat f(z + h)g(z) tenim

(f-o)(@) = lm @HMeE+R) — F@)g(z)

h—0 h

. fle+h)g(x+h)— flz+h)g(z)+ flz+h)g(z) — flz)g(x)
h—0 h

o JEE RN @) | o))~ f@)
h—0 h h—0 h

= f(x)g'(z) + g(z) ().

Acabem aquesta seccié comentant que les funcions derivables sén automaticament
continues. El reciproc no és cert, per exemple la funcié y = |z| és continua perd no
derivable en x = 0.

Teorema 4.4.1 Sigui I un interval de R ¢ f : I — R una funcio. Si f és derivable
en c € I, llavors és continua en c.

Demostracio. Hem de veure que

lim f(z) = f(c)-

Tr—cC

Fem el truc

lim f(z) = lim(f(z)— f(c)+ f(c))

o (-0t f0)

= 0-f(c) + flc) = f(c).

4.5 Regla de la cadena

La regla de la cadena diu que si tenim una funcié d’una variable z = g(y),

g: R — R
y = g(y)

pero la variable y depén al seu torn d’una altre variable z, y = f(x), llavors la
derivada de la funcié composta z = g(f(x)) esta donada per

(g0 f)(@) =g (f(x) f(x).

Equivalentment,
dlgof),  _dg df
Abusant de la notacié la regla de la cadena s’escriu com

& _dz dy
de dy dx’

3

3A l'esquerra considerem z com funcié de x, z = f(g(x)), i escrivim la seva derivada. A la dreta
considerem primer z com funcié de y, z = g(y) i escrivim la seva derivada, perd falta substituir, un
cop derivat, y per f(x), i a la dltima derivada de la dreta s’identifica y amb f(z).
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facil de recordar ja que només “multipliquem” i “dividim” per dy.
Observem que per poder escriure la composicié f o g necessitem que la imatge de
g estigui continguda en el domini de f, Im(g) C Dom(f).

Exemples

(1) Suposem coneguda una funcié y = f(x) i volem calcular la derivada de la funcié

)™,

Considerem la funcié g(y) = y™ i observem que la funcié que volem derivar és

go f. La derivada de g és ¢'(y) = ny" .
Per tant,
d
—(f(@)") = (go ) (x) = ¢ (f(@)) - ['(w) = nf(2)"" f'(2).
Equivalentment,

gy _dy oy
dv Y =gy o

nf(z)" 1 f (z).

(2) Suposem coneguda una funcié y = f(x) i volem calcular la derivada de ef(®).

Considerem la funcié g(y) = €Y i observem que la funcié que volem derivar és
go f. La derivada de g és ¢'(y) = e¥.

Per tant,

%ef(x) _ (g ° f)’(x) _ g'(f(I)) . f/(ZL’) _ ef(ac)f/(;)j).

Equivalentment,

def@  dev d
e _ de Y e

= f'(z).
dv Y=y do

(3) Suposem coneguda una funcié y = f(z) i volem calcular la derivada de
sin(f(x)).

Considerem la funcié g(y) = sin(y) i observem que la funcié que volem derivar és
go f. La derivada de g és ¢'(y) = cos(y).

Per tant,
% sin(f(2)) = (g0 f)(z) = g'(f(2)) - f'(x) = cos(f(x)) - f'(2).
Equivalentment,
dsin(f(x)) _ dsin(y) dy

L B = et @)

Exercici 23 Calculeu f'(x) quan f(x) = sin?(2® + 322).
Solucié. Per la regla de la cadena (vegeu exemple 1)

f(z) = 2sin(z® + 327) cos(z® + 32?) - (32% + 61).
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Exercici 24 Calculeu f'(z) quan f(x) = e 13",
Solucio. Per la regla de la cadena (vegeu exemple 2)
Fl(x) = e . (322 + 6z).
Exercici 25 Calculeu f'(x) quan f(z) = sin(52)-
Solucid. Per la regla de la cadena (vegeu exemple 3)
1 ). —2x
14+ a2" (14 22)?

F'(x) = cos(

Regla de I’Hopital

Les derivades serveixen també en alguns casos per calcular limits. Per exemple si
ens trobem amb una indeterminacié del tipus

lim M = 0
==0g(x) 0
pero
/
lim () =L
z—0 g’(m)
(L pots ser +00) llavors
lim M = L.
20 g(x)
Per exemple,
. sin(z) . cos(x)
lim = lim —— = 1.
=0 X z—0 1
Exercici 26 Calculeu
.oet—1
lim
z—0 31
Solucio. Aplicant la regla de I'Hopital tenim
.oet—1 .oet 1
lim = lim — = —.
z—0 31 z—0 3 3
Exercici 27 Calculeu
. 2sin(x) — sin(2x)
lim -
=0 x — sin(x)

Solucio. Aplicant tres cops I’'Hopital tenim

lim 2sin(x) — sin(2z) _ 2 cos(x) — 2 cos(2z)

=0  x —sin(x) ra—y 1 — cos(x)
— im -2 sin(m? + 4sin(2z)
20 sin(z)
_ m —2cos(x) + 8 cos(2z)
20 cos(z)
= 0.
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Exercici 28 Calculeu ]

lim (1 + 22)510(7)

x—0

1

Solucié. Es un limit infeterminat del tipus 1°. Posem y = (1 + 2z) SIn(2) § prenem
logaritmes.
In(1 + 2x)
In(y) = " =%)
n(y) sin(x)

1 calculem
lim In(y)

x—0

aplicant ’'Hopital. Tenim (vegeu més endavant la derivada de la funcié logaritme)

In(1+2 2/(1+2
z—0 x—0 snl(q:) z—0 COS({E)

Per tant, com el logaritme commuta amb el pas al limit, tenim

Inlim(y) = 2.

z—0
Aixi,
1
lim (1 + 22)5@ = ¢,

z—0

4.6 Derivada de la funcio inversa

El teorema de la funcié inversa diu essencialment que la derivada de la inversa és la
wmversa de la derivada. Concretament tenim

Teorema 4.6.1 (Funcié inversa) Suposem que tenim una funcic f : (a,b) —
(¢,d) i la seva inversa* f=': (¢,d) — (a,b). Si f és derivable en xq € (a,b) amb
f'(x0) # 0, llavors f~' és derivable en el punt yo = f(xo) i

1
ffl / — )
( ) (y0> f’(SC0>
Aquesta igualtat es pot escriure també com
1
() = ,
W= Fw)
0, equivalentment,
d) _ I
dy df (z)
dz |e=f-1(y)
d,
La notaci6 f(z) . vol dir derivar f(x) respecte de z i a continuacié subs-
T Jz=f"1(y)

tituir z per f~!(y).
Veiem, com exemple, la derivada de ’arcsinus i la derivada del logaritme.

4a i ¢ poden ser —oco i bi d poden ser co.
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Derivada de ’arcsinus

Donada la funcié f(x) = sin(z) volem trobar la derivada de la seva inversa f~1(y) =
arcsin(y). Pel teorema de la funcié inversa tenim

d(arcsin(y)) _ df ~1(y) 1 1 1

iy dy dsidr;(x) . cos(arcsin(y)) 1— g2

Derivada del logaritme

Per exemple, anem a calcular la derivada de la funcié logaritme. Recordem que
log,(x) és la funcié inversa de la funcié exponencial f(x) = a®, a > 0,a # 1, és a
dir, f~}(x) = log,(x). I recordem també que

da®

= a”In(a).
Per aplicar la férmula del teorema anterior és millor canviar x per y i escriure
fH(y) = log,(y).

Llavors tenim

d(log,(y)) _ d(f~'(y) _ 1 1 1
dy dy df (z) a*In(a) |, e () YIn(a)’

Quan a = e tenim

dy y
I per tant, per la regla de la cadena, si y = f(z) és una funcié estrictament
positiva, tenim
dn(fe) _dnw) L P
dx dy  jy—p@ dv f(x) f(z)
Aixi doncs la derivada del logaritme neperia d’una funci6 és igual a la derivada de
la funcio dividida per la mateix funcio.

Derivada de 2" amb r € R

Ja hem vist que la derivada de y = 2™ amb n enter positiu és iy’ = nz" . Pero la
demostracié que hem donat d’aquest fet no funciona quan canviem n per un nombre
real. No obstant la férmula val exactament igual, és a dir

—a" =ra" L

dx
En efecte, prenent logaritmes a y = 2" tenim

In(y) = In(z") = rIn(z),
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i derivant,

1 per tant

com voliem veure.

Exercici 29 Trobeu l’angle amb que es tallen les corbes y = 2\/x, y = x*%, en el
punt de tall diferent de l’origen.

Solucio. Primerament hem de calcular els punts de tall i el pendent de la tangent en
aquests punts.
Per calcular la interseccié posem

2/r = 22,

Elevant al quadrat

4oy = gt

i per tant 4 = 3, és a dir, si suposem x # 0, el punt de tall és el punt
P = (V, (V) = (2% 2.

Pendent de la tangent a y = 2y/x en x = 22/3. Fem la derivada i obtenim

/ e p—
y'(x) = NG
i per tant el pendent de la tangent a la grafica en P és
1 1
my = tan(aq) = = _—_=271/3

V9273 21/3
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Pendent de la tangent a y = 22. Fem la derivada i obtenim
y(z) =2z
i per tant és
my = tan(ay) = 2- 2%/ = 2°/3,

Si 6 és I'angle entre les rectes
My — My 25/3 _ 9=1/3
L+ mimy 1421732573
Per tant 6 = arctan(0.6764...) = 0.594 ... radians. (Uns 34 graus).

=0.6764. ..

tan(d) = tan(ae — o) =

Exercici 30 Considerem la parabola y* = 4px. Demostreu que la projeccié sobre
l’eix de les x del segment de normal determinat per un punt arbitrari de la parabola
i la interseccié d’aquesta amb leiz de les x és constant (no depén del punt) i igual a

2p.
Solucié. Posem y = 2,/py/x de manera que la parabola donada sigui la grafica

d’aquesta funcié. El pendent de la tangent a la grafica en el punt (xg,yo) és m =

y'(z0) = Y2 de manera que el pendent de la normal és

Vo’

i 'equacio de la recta normal és

Y—Yo = ——(JU - 950)-

normal

Aquesta recta talla ’eix de les = en (2p+x¢, 0) (només heu de posar y = 0 a 'anterior
equaci6). La projeccié del segment de norml demanat és el determinat pels punts
A = (29,0) 1 B = (2p + x0,0) per tant

d(A, B) = 2p.
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Taula resum

Fem un resum de les derivades de les funcions més habituals.

Funcio Derivada
Yy = " y/ — nxnfl
y — ex y/ — ez’
1
y=Inz Yy = .
y =sinx Yy = cosw
Y = CoSx y = —sinx
y = arcsinx |y = L
V1—22

Funcié Derivada
y=fl@)" |y =nfl)""f(z)
y = el @ Y = f(z)el @

y=1nf(z) y = &
y=sinf(z) |y = f(z)cos(f(z))
y=cosf(z) |y =—f(a)sinf(z)

y = arcsin f(x)
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4.7 Maxims 1 minims

Donada f: I C R — R diem que a € I és un maxim si f(z) < f(a) per tot z € I.
Correspon a dir que el punt (a, f(a)) és el punt més alt de la grafica de la funci6
y= f(z).

Analogament es defineix minim.

També tenen importancia els maxims i minims locals, que sén maxims o minims
pero no sobre tot I siné només en un petit interval. Concretament, diem que a € [ és
un maxim local de f(z) si existeix § > 0 tal que f(x) < f(a) peratot x € (a—d,a+9).

La grafica mostra una funcié definida a linterval [2,6] que té un maxim i un
minim globals i un maxim i un minim locals.

<N

4 -

A\

Mazims i minims locals i globals

Per la interpretacié geometrica de derivada com pendent de la recta tangent a la
grafica queda clar que en els maxims © minims locals de la funcio la derivada és zero
(la tangent és paral-lela a 'eix de les ’s).

Demostrem-ho més rigorosament.

Teorema 4.7.1 Considerem la funcio derivable f : I C R — R 1 suposem que
a € I és un maxim (resp. minim) local. Llavors f'(a) = 0.

Demostracio. El quocient que apareix a la definicié de derivada
f(z) — f(a)
r—a
en el cas en que a sigui un maxim local (argument semblant pel minim) és negatiu si

ens acostem a a per la dreta i positiu si ho fem per 'esquerra.® Per tant, en el limit
ha de ser 0. [J

5Com que per fer el lfmit ens acostem a a podem suposar que estem dintre de 'interval (a—d, a+9)
on f(z) < f(a) (resp. f(a) < f(x)) i el numerador és doncs positiu (resp. negatiu).
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No obstant la derivada pot ser zero en un punt i aquest punt no ser ni maxim ni
minim, com passa amb la funcié f(z) = 23 que té derivada 0 quan x = 0 i en canvi
el punt x = 0 no és ni maxim ni minim, com es veu de seguida mirant la seva grafica.

Punt amb derivada zero que no és ni maxim ni minim

Aixo fa que a la practica per calcular maxims i minims no n’hi hagi prou calculant
els punts on s’anul-la la derivada (aquests son els tinics candidats a maxim o minim)
siné que s’ha de fer un estudi particular de cada problema.

Hi ha alguns criteris senzills, com per exemple el que diu que si f'(c) = 0 ¢
1"(¢) > 0 llavors la funcié té un minim a x =c, i si f'(c) =01 f"(c) <0 lavors la
funcid té un maxim a x = c. Perd queda pendent el cas f'(c) = f”(c¢) = 0. Podriem
afinar aquest criteri, pero en general un estudi de la funcié ens resoldra el problema.

En molts casos es pot determinar si el punt critic (punts ¢ on f’(¢) = 0) és maxim
o minim sense recorre a la derivada segona, només cal mirar si la derivada primera
és positiva a 'esquerra de ¢ i negativa a la dreta de c¢. Aixo ja diu, com veurem a la
seccié segiient, Corol-lari 4.8.3, que la funcié és creixent fins a ¢ i decreixent a partir
de ¢ i per tant ¢ és un maxim.

4.8 Teorema del valor mitja

Teorema 4.8.1 (Teorema del valor mitja) Sigui f : I C R — R una funcid
derivable definida a linterval obert I. Si a,b € I, amb a < b, ezisteix ¢ € (a,b), tal
que

f(b) = fla) = (b—a)f'(c).

Demostracid. Donem només la idea intuitiva.® Una mirada a la figura fa veure que
existeix un punt ¢ € (a,b) on la tangent és parallela a la recta que uneix els punts

5Des del punt de vista formal és més normal demostrar primer el teorema de Rolle a partir de

92



A = (a,f(a)) i B= (b, f(b)). Només heu d'imaginar aquesta tangent dibuixada en
un punt de la grafica que es va movent de A a B.

Aquestes dues rectes tenen doncs la mateixa tangent, és a dir,
f(b) — f(a)

b—a
Corol-lari 4.8.2 (Teorema de Rolle) Sigui f : I CR — R una funcic derivable

definida a linterval obert I. Si a,b € I, amb a <b, i f(a) = f(b) ezisteiz c € (a,b)
tal que f'(c) =0

F(e)= m

Demostracio. Conseqliencia immediata del teorema del valor mitja. [

El teorema del valor mitja permet relacionar el creixement o decreixement d’una
funcié amb la seva derivada. En efecte, tenim el resultat segiient.

Corol-lari 4.8.3 Sigui f : [ C R — R una funcié deriwable definida a l'interval
obert I. Si f'(x) > 0 per a tot x € I, llavors la funcid és creizent. Si f'(x) < 0 per
a tot x € I, llavors la funcio és decreixent.

Demostracio. Que f(x) sigui creixent vol dir que = < y implica f(z) < f(y) i
decreixent vol dir que z < y implica f(xz) > f(y). Aplicant el teorema del valor
mitja a linterval (z,y) hem acabat. O

Exercici 31 Proveu que la funcié y = tan(z) és creizent a (—7/2,7/2).

Solucio. Només hem de derivar

1
cos?(x)

/

y:

i observar que aquesta derivada és sempre positiva. [

la idea de que la derivada s’anul-la en els maxims i minims i deduir després el teorema del valor
mitja. Per a aixo només cal considerar la funcié
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Exercici 32 Proveu que l'equacio e* = x + 1 només admet la solucio x = 0.

Solucio. Que x = 0 és solucié és clar. Observem que la funcié f(z) =e* —x — 1 és
tal que f(0) =01 f'(z)=e*—1<0siz<0,if(z)=e"—1>0siaz>0.

Grafica de la funcio y = e* —x — 1.
Per tant és decreixent a (—o00,0) i creixent a (0,00). Per tant ha de ser positiva
sobre aquests dos intervals. [

Exercici 33 Proveu que el polinomi P(z) = az* + bz + ¢, siguin qui siguin a,b, c
amb a # 0, no pot tenir més de dues arrels reals.

Solucio. Pel teorema de Rolle entre dues arrels consecutives z7 < x5 de P(z) hi ha
una arrel ¢ del polinomi. En efecte,

P(x1) — P(xg) =0—0=0= (x9 — x1) P (&)

Si P(x) tingués tres arrels reals diferents la seva derivada tindria, pel que acabem
de dir, com a minim dues arrels rels diferents. Perd P'(z) = 4az® + b de manera que
si posem

daz® +b=0
obtenim x = {/—b/4a i aquesta equacié només té una arrel. O

Exercici 34 Proveu que l'equacid xe® = 2 té una tnica arrel a l'interval (0,1)

Solucié. Considerem la funcié f(z) = ze® — 2. Com f(0) = —2 és negatiu i f(1) =
e — 2 aquesta funcié té, pel teorema de Bolzano, almenys un zero ( i per tant una
solucié de I'equacié donada) en aquest interval (0,1). A més, com f'(z) = e*(x + 1)
podem afirmar que aquesta derivada és positiva a (0, 1). Per tant la funcié és creixent
i només pot tenir una arrel. [J

4.9 Exercicis d’aplicacié del calcul de maxims i
minims
Exercici 35 Trobeu els mazims i minims locals de la funcid y = f(x) = x* — 4x.
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Solucid. Igualem a zero la derivada primera i obtenim f'(z) = 42 —4 = 0 d’on
I'tinic candidat a punt critic és 2 = 1. Es clar que si 2 < 1 tenim f/(z) < 0isiz > 1
tenim f’(x) > 0. Per tant la funcié decreix fins a © = 1 i creix a partir d’aquest
punt. Per tant z = 1 és un minim.

El criteri de la derivada segona ens diu directament que x = 1 és un minim ja
que f"(1) =12 > 0.

Exercici 36 Trobeu els mazims i minims locals de la funcid y = f(x) = (In(z? +
r+1))>%

Solucié. Observeu que per tot o 'expressié 2% + x + 1 és sempre positiva de manera
que té sentit calcular el seu logaritme neperia. La derivada val f'(x) = 2In(2? + = +
1) - wfj‘r:}rl que s’anul-la quan 2x + 1 = 0, o bé quan 2°> + z + 1 = 1 (el logaritme
neperia de 1 és 0). Aixo déna x = —1/2, = —1iz =0.

La derivada segona’ val

1
(@ 1z+1)2 (2(2x + 1)+ 2In(z? + z + 1)(—22° — 2z + 1))

f”(l‘) —
per tant

8
f'(=1/2) = 21n(3/4)(§) <0, xr = —1/2 és maxim,
(=1 = 2>0, x = —1 és minim,
f'(0) = 2>0, x = 0 és minim.

Podeu arribar a la mateixa conclusié sense fer la derivada segona, estudiant el signe
de la derivada primera abans i després de cadascun d’aquests tres punts.

Per exemple si volem estudiar # = 0 observem que 22 + x + 1 val 1 en el punt
x = 01 que és més gran que 1 a partir de z > 0 i més petita que 1 si z < 0 (observeu
que és una parabola). Llavors In(z? + x + 1) es positiu si z > 0 i negatiu si z < 0
(els logaritmes neperians de nombres positius menors que 1 és negatiu). Com el
signe de la derivada primera prop de x = 0 ve controlat pel signe d’aquest logaritme
(la quantitat (2z + 1)/(2? + = + 1)) és positiva per x proxima. a zero) la funcié és
decreixent abans de x = 0 i creixent a partir de z = 0, per tant = 0 és un minim.

4 -
3
2
14
T T —0 T v
-3 -2 -1 0 1 2

"Aquest exercici és per que veieu que al derivada segona surt complicada i en canvi I'estudi del
signe de la derivada primera és relativament senzill.
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Mazims 1 minims.

Exercici 37 De totes les rectes que passen pel punt (1,8) i tallen les parts estricta-
ment positives del eixzos x iy, trobeu la que el segment determinat sobre la recta per
aquests eixos sigui de longitud minima.

Solucio. Observem que 'enunciat és equivalent a demanar quin és el segment més
curt d’entre tots els segments que tenen els extrems sobre els eixos de coordenades i
passen pel punt (1, 8).

Les rectes per (1,8) sén y —8 = m(z — 1) on m és el pendent desconegut que hem
de determinar. Aquesta recta tallal'eix z en A = (1—2,0) il'eix y en B = (0,8—m).
La distancia al quadrat és doncs la funcié de m

F(m) = (A, B) = (1 — %)2 +(8—m)2.

Derivant i igualant a zero tenim

Flm) =201 = 2 )(-5) +2(8 — m)(~1) =0,

m2

que es pot escriure com
8(m —8) = (8 —m)m?®

d’on o bé m = 8 cas excloem ja que la recta passaria er l'origen o

m=+v/—-8=—-2.

JI=12.73

AN

GH=11.18

K \H
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Repetiut l'exercici canviant P = (1, 8) per P = (a,b).

Exercici 38 FEs vol construir un diposit d’acer en forma de cilindre circular i semi-
esferes en els extrems per emmagatzemar gas propa. El cost per metre quadrat dels
extrems esferics és el doble que el de la paret cilindrica. Quines dimensions son les
més economiques si el volum desitjat és de 10 metres ciubics?

Solucio. Siguin r, h respectivament el radi de la base i 'altura del cilindre mesurats
en metres. Ha de ser, doncs,

4
V=10 = 57?7“3 + 7r2h.

El cost depen de 'area. Si el cost del cilindre és p euros metre quadrat, el cost de
esfera és 2p €/m?, i per tant el cost total és

C = 2mrhp + 4mr*2p.

Com
10 — %7?7"3
h= —=
mr?
la funcié a minimitzar és
10 — 793 20p 1672
C(r) = 2mrp——23— + 87r’p = el L
mr? T 3

L’extrem s’agafa quan

dC  —20p n 32mrp
dr 12 3
és a dir,
r = g

Substituint a I'expressié de h obtenim

30
/2251

Per justificar que el valor de r trobat és realment el punt on C(r) pren el valor
minim observem que C(r) tendeix a infinit tan quan r tendeix a 0 com quan r tendeix
infinit, per tant té un minim absolut, que ha de ser, doncs, el punt trobat.

b=

Exercici 39 Un filferro de longitud L es talla en dos trossos, un d’ells per formar
un quadrat 1 'altre per formar un triangle equilater. Com s’hauria de tallar el filferro
st volem que la suma de les arees tancades pels dos trossos sigui minima?

Solucio. Sigui x el costat del quadrat i y el costat del triangle equilater. Ha de ser,
doncs,

L =4z + 3y.
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La funcié a minimitzar és A = 2% + @yz. En funci6 de z:

x2+? L —4x

Ala) = (=50

L’extrem s’agafa quan

dA \/§ 2\/§
— =2 —2(L —4x)(—4) =2 —(dx — L) =
- x+36 ( x)(—4) T+ 5 (4x )

Resolent obtenim
V3L 3L

rT=—, = —
9o+4v3 VT o143

Es molt clar que la derivada segona és positiva, per tant estem en un minim.

Exercici 40 Demostreu que el con de volum minim circumscrit a una esfera, com
indica la figura (Iesfera és tangent a la base i a les generatrius del con) té volum 2

vegades el de [’esfera.

Solucio. Com el volum del con és V = %ﬂ'TQh, on r és el radi de la base i h I'altura
del con, només hem de trobar una relacié entre r i h a partir de la relacié donada
amb l'esfera de radi R, per poder escriure el volum com funcié d’una variable i poder

derivar.

Aquesta relacié es dedueix d’estudiar els dos triangles rectangles que es formen. Si
calculem la tangent de 'angle o de la figura en el triangle ombrejat i després en el

triangle més gran obtenim
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<

; B R T
wle) = —m  h
d’on
B Rh
- VW2 —2Rh
Ara ja podem escriure el volum del con com funcié d’una tunica variable, I’altura
h.
1, TR? h3
Vi) = gmh = == orn
Llavors S, ;
Vi(h) = 7R* 3h*(h* — 2Rh) — h°(2h — 2R) _0
3 (h? —2Rh)?

que equival a
h* —6Rh* 4+ 2h*R = h*(h — 4R) = 0

i per tant h = 4R. Observem que aixo implica
4R

r=—

V8

Aix{ el volum del con és V(h) = £r?h = $2R*4R = §7TR3 que ¢és justament el doble

del volum de 'esfera de radi R. [J
Exercici 41 Demostreu el principi d’optica de Fermat.

Solucio. El principi de Fermat diu que si la llum viatge d’un punt A que esta en un
cert medi (aigua, oli, etc) a un punt B que esta en un altra medi, la trajectoria de
la llum sera tal que el temps emprat en aquest trajecte sigui minim.

Aix0 es tradueix en la formula

sinf;  sinf,

C1 Co
on c¢; és la velocitat de la llum en el primer medi i ¢ en el segon, i 0,6y son els
angles d’incidencia de la figura (angles entre la trajectoria de la llum i la normal a
la superficie inter-medis.)
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Sigui t; el temps que triga la llum en anar de A = (0,a) a P = (z,0) ity el temps
que triga la llum en anar de P a B. Tenim

AP PB
Qg =—, Cy=—"
1 tl ) 2 t2
El temps total a minimitzar és
AP PB
t=1t+tyg=—+—.
C1 Co

Posem totes les funcions en funcié de = on, com acabem de dir, P = (z,0). Tenim,
posant B = (by, bs),

AP =+va?+ 2%, PB=\/(bh —x)?+ b3

Per tant

dt 1d 1d
(72 2 - b, — 2 b2
dz cld:c( “ +x)+C2d$< (b1 = 2)* +b3)
1 T 1 bl—ZL‘

ava+a® o (by — x)2 + b3

Pero el dibuix ens diu que

sin 92 =

T
Va2 + 2%’ (b1 — )2 + b3

Per tant, igualant a zero la derivada de t respecte x, ja que busquem un minim,
tenim

sin (91 =
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1
—sinf; — —sinfy =0,
1 Co
com voliem.
Observem que trobar x, donats A, B, ¢y, ¢y, ens porta a resoldre l'equacié (de

quart grau si traiem arrels, i per tant complicada)

1 T 1 b —x

ava+12 & (b1 — )2 + b3
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Capitol 5

Calcul Integral

5.1 Primitiva d’una funcio

Definicié 5.1 La primitiva (o integral) d’una funcié f(x) és una altra funcid F(x)
tal que F'(z) = f(x).

Per exemple, si considerem les taules de la pagina 50 i les llegim de dreta a esquerra
tenim una taula de primitives d’aquelles funcions: la integral de e” és e”, la integral
del cos(z) és sin(z), etc.

La primitiva de f(x) es denota per

/ f(x)dz.

Potser la notacié [ f(z) sembla més adequada en aquest moment, perd per diverses
raons, entre elles raons historiques, usem la notacié anterior que es llegeix integral
de f(z) diferencial de x.

Com que la derivada de la funcié constant és zero la primitiva d’una funcié només
queda determinada llevat de constants, de manera que sovint escriurem

/f($)d:£ =F(x)+C.

on C' és una constant arbitraria.
Per exemple, la primera fila de la taula de la pagina 50, llegida de dreta a esquerra,
diu
:L,n
/a:”_l de = — + C,
n

férmula valida per a tot n € R, n # 0. Per aixo (ser n # 0) la tercera fila de la taula
no és un cas particular de la primera, i hem d’escriure
dx
— =1In(z) + C.
x
El fet de que una funcié tingui una unica derivada pero moltes primitives jugara
un paper important més endavant en l'estudi de les equacions diferencials.
Hi ha molts metodes per calcular primitives. Aqui n’estudiarem algun per tal de
que us feu una idea de la situacié. La majoria es basen en transformar el problema
en el calcul d’alguna de les quatre primitives anteriors.
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Exemple 5.1.1 Trobeu una primitiva de /2x + 1.

Solucio. Mirant la taula de la pagina 50 veiem que agafant f(x) =2z +1,1in = 3/2
(I'arrel quadrada vol dir elevar a 1/2 i a la taula apareix ’exponent n — 1; posant
n—1=1/2 tenim n = 3/2) tenim

nf(@)" " f(x) =3vV2r + 1.

Per tant,

/v% +1ldz = /%nf(x)“f’(:c) = %f(x)” = %(zx +1¥2 40 O

Amb Wolfram Alpha només heu d’escriure “integrate sqrt(2x+1)”.

A continuacié donem una manera mecanica per resoldre problemes similars a
aquest.

5.2 Metode del canvi de variable

Observem que podem passar de la taula de la dreta a la taula de I'esquerra de la
pagina 50 de la manera segiient: Posem

flz) =1t
fl(x)de = dt}

La segona fila I’hem obtingut derivant els dos membres de la primera igualtat respecte
de x:

df dt
= fl@)=1
x
pero que escrivim com f’(z)dzr = dt, és a dir, manipulem el signe de derivacid 3—;
com si fos un quocient. Aquest és el motiu d’usar la notacié [ f(z) dz en lloc de

[ f(@)

Amb aquest canvi de variable transformem la segona taula de la pagina 50 en la
primera.

/nf(a:)"_lf’(x) dr = /nt”_ldt =t"+C=f(x)"+C

/fl(v”‘?)ef(m) dx = /et dt =et +C =@ 4 ¢

f’(x) dw:/%zlnthC:lnf(fE)JrC

f(z)
/f ) cos f(x /costdt:sint+C:sinf(x)+C
Repetim 'exercici 5.1.1 utilitzant ara el metode del canvi de variable.

Exemple 5.2.1 Trobeu una primitiva de /2x + 1
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Solucio. Posem

20 +1 = ¢
2dr = dt

1 substituim

dt 132 1
20 + 1)V2de = [ 2= = 22— =20+ 1)+ C.
/(:c+ ) dx / 5 23/2+C 3(x+ )E+C

O encara millor, posem

2r+1 = 2
2dx = 2tdt

1 substitum

t? 1
/(2x+1)1/2dx_/t2dt_§+c_§(2x+1)3/2+0' O

Exemple 5.2.2 Trobeu una primitiva de ze”.

Solucid. Posem

x? = t
2z dx dt

1 substituim
1

2 dt 1 2
x — t—:—t :_(E
/xe alac—/e2 26 +C 26 +C. O

Exemple 5.2.3 Trobeu una primitiva de tan x.

Solucio. Posem
cosS X = t
—sinx dr = dt
1 substituim

i dt
/tanxda::/smx d:c:—/—:—lnt—i—C’:—ln(cos:c)—l—C’. OJ
cosx t

Exemple 5.2.4 Trobeu una primitiva de cos(3z + 1).

Solucido. Posem

3z+1 = ¢
3der = dt

i substituim
a1 . 1 .
cos(3x + 1) do = costg =3 sint+C = gsm(Sx +1H)+C. O
En canvi, petites modificacions de les funcions anteriors, com ara v/2x2 + 1,
cos(3z% + 1), tan a2, 612, donen lloc a funcions dificilment integrables. La tultima

d’elles fa més de cent anys que es va demostrar que la seva integral no és expressable
per funcions elementals.
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5.3 Integracié per parts

Integrant els dos termes de la férmula de la derivada del producte

(f-9)(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

obtenim ’anomenada formula d’integracio per parts

/ f(@)g(x) dz = f(z)g(x) - / f(2)d(x) dz + C

util quan la integral de la dreta és més simple que la de ’esquerra.

/ ze®dx

ef = f(ﬂ:)}

Exercici 42 Calculeu

Solucié. Posem

r = g()
Observeu que com que volem integrar el producte f'(z) - g(x) un cop decidim que

g(x) =2 ha de ser f(z) = [e*du.
Llavors

/xe’”dx:/f'(a:)g(x)dx:xem—/e’”dx::vem—ex%—a O

/x cos(x)dx

sin(z) = f(l’)}

r = g(x)

Exercici 43 Calculeu

Solucio. Posem

Observeu que com que volem integrar el producte f'(x) - g(x) un cop decidim que
g(x) =z ha de ser f(x) = [ cos(z)dz.
Llavors

/ zcos(z) dz = / f'(2)g(x) de = zsin(z) - / sin(z) dz = zsin(z) +cos(z) +C. O

Exercici 44 Calculeu
I= /ew cos(x)dx
Solucio. Posem

sina) = f(a) }



Observeu que com que volem integrar el producte f'(x) - g(x) un cop decidim que
g(x) = €” ha de ser f(z) = [ cos(z)dx. Llavors

I= /ew cos(z) dr = /f’(m)g(x)dm = e"sin(x) — /e” sin(z) dz.
Per calculat aquesta darrera integral tornem a fer el mateix. Posem
—cos(z) = f(x) }
et = glx)

Observeu que com que volem integrar el producte f'(x) - g(x) un cop decidim que
g(x) = €” ha de ser f(z) = [sin(z)dz. Llavors

I = €"sin(x) — [—ez cos(x) + /em cos(x) dx} +C
= e’sin(z) +e"cos(z) — I + C.
Per tant
21 = e”sin(x) + €” cos(x) + C,
és a dir,

/e’” cos(x) dx = %(e"’ sin(z) + e” cos(z)) + C

(com C' és una constant arbitraria C'/2 també i li tornem a dir C').

5.4 Integracié de funcions racionals

Per funcié racional entenem una funcié donada com a quocient de polinomis. Per

exemple,
r+1 24 +1
f(x):my f(x):xg—Jrl

La férmula de la divisio euclidiana sobre el conjunt de nombres enters

, etc.

D=dq+r, r<d

(dividend igual a divisor per quocient més residu) és valida també en el conjunt de
plonomis
D(z) = d(z)q(x) +r(z), graur(z) < graud(x)

amb la petita variacié de canviar r < d per graur(z) < graud(z) (no té sentit dir
que un polinomi és més petit que un altra).

Aix{ doncs tenim
r(z)

=q(z)+ M graur(z) < graud(x)

de manera que la integral del terme de I'esquerra d’aquesta igualtat és la integral
d’un polinomi, que és trivial, més la integral d’'un quocient de polinomis amb el grau
del numerador menor que el grau del denominador.
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Aixi doncs per saber fer integrals racionals només cal saber fer integrals racionals
en les que el grau del numerador és menor que el grau del denominador.

Només farem, a titol d’exemple, el cas en que el polinomi del numerador té grau
11 el denominador té grau 2 amb arrels reals diferents.

Per calcular
/ Ax + B J
T
(r —a)(x —b)

escrivim
Az +B M N  M(z—b)+ N(xz—a)
(x—a)(x—b)_x—a+x—b— (x —a)(x—0b)
i determinem M i N resolent el sistema
M+N = A}
—Mb— Na = B

i la integral demanada val

/(fo)j(LxB—b - M/x—a+N/x—b

= MIn(z —a) + Nln(z —b) =In(z —a)M(z - 0)". O

Ja es veu que si @ = b (i no arrel del numerador) el sistema anterior no té solucié.
Hem de modificar lleugerament el metode. Fem un exemple.

/ﬁdw.

z A B A+B(z-3)

@—37 (@=32 7-3  (z-3)

i determinem A i B igualant coeficients. Obtenim B = 1, A = 3 Llavors,

x 3 1 3
— " dr= [ — = — 1 — .
/($_3>2d1' /(x_g)de+/$_3d:c x_g—i-n(af 3)+C

Exercici 46 Calculeu
r—17
— dx.
22 —x4+6

Solucio. Les arrels del denominador sén x = 2 i x = 3. Per tant,

Exercici 45 Calculeu

Solucid. Posem

r—7 M N M(z —3)+ N(x —2)
@—2(r—3) 2-2 2-3  (@-2@@-3
per tant
1 = M+ N
-7 = —-3M —2N

d’on M =5, N = —4. Aixi

/(x—é)_(;—adx - 5/9361—562_4/;—%3

= 5In(r —2) —4ln(z —3) =In(z - 2)°(z - 3)"* O
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Exercici 47 Calculeu

Solucid. Posem

x? _ A N B N C :A+B(x—3)+0(x—3)2
(=3 (z=3)* (@-30° (z—-3)? (z—3)!
d’on
= C
0 = B-6C

0 = A-3B+9C

d’on A=9,B=6,C =1. Per tant

3 3 1
= TG-3¢ w-3p z-3 ¢
22 —3x+3
== —W‘i‘Ct.

5.5 Sumes de Riemann

L’area d’'una regio6 del pla es pot trobar per exemple dividint-la en petits triangles o
rectangles i sumant les arees d’aquestes figures. Com més petits fem aquests triangles
o rectangles més n’hi haura i més acurat sera el resultat.

Per exemple, si volem calcular I'area sota la grafica d’una funcié f : [a,b] — R
continua, podem dividir la regié en petits rectangles de base sobre el segment |[a, b]
i altura donada per la grafica de f com indica la figura.
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y=f(x)
f(zn)
f (x2)
f(x1)
a=xy X1 T9 T, =Db
b—a

Aquesta area es denota per?
b
A= / f(z)dz,
a

i representa, doncs, l'area sota la grafica de la funcié y = f(x), entre els punts
d’abscisses t =aix =10

Area=Integral

Aquesta area la podem calcular directament, sense recérrer a derivades, com
farem posteriorment. En efecte, dividim U'interval [a, b] en n parts iguals. Cada part

'El teorema fonamental del calcul, que veurem a continuacid, teorema 5.6.1, justifica aquesta
notacié: el mateix simbol f s’utilitza per calcular primitives i per calcular arees, amb la tnica

e o . . . b
diferéencia de que ara apareixen els limits a, b de l'interval, fa.
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—a
tindra longitud i aquestes parts estaran delimitades pels punts

b—a

n

l’k—CL—i‘k'

k=0,1,...,n.

Observem que g =a i x, = b.
L’area que busquem és aproximadament igual a la suma de les arees dels rectan-

gles de base — 5§ altures respectives f(z1), f(x2),..., f(x,)
n
Aixi
b —a b—a b—a ¢
[ e ey o ) = S . 6
k=1
Si la n és molt gran I'error sera molt petit, i tindrem
f@)de — tm 220 5.2
| f(e)de = lim — ;f(ka) (5.2)

que prendrem com definicié d’integral (definida) d’una funcié.
Es veu facilment que no cal que la divisié que s’ha fet sobre 'interval [a, b] sigui
per intervals iguals, de manera que tenim la tipica expressié

[ #adde =t 3" pa) A (5:3)
@ k=1

Exercici 48 Trobeu l’area sota la parabola v = a2 entre x =0 i x = 1.

k
Solucid. Aplicant? la formula (5.2) en aquest cas, tenim x; = 0+ k— = —. Per tant,
n on
k2 Inn+1)2n+1) 1
/xdx—gl_{rolong xk—nh_glong nh—{goﬁ o :g. O

Hem usat la coneguda féormula

,  nn+1)(©2n+1)
Zk ;

que podeu demostrar per induccié o bé com s’indica a continuacio.

Exercici 49 Demostreu, sense usar induccio, que

s nn+1)(2n+1)
Z’f 5

2Aplicant el el teorema fonamental del calculque veurem a continuacid, teorema 5.6.1, aquest
exercici és immediat.
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Solucio. Posem

1? = 1
(1+1)?° = 1°4+3-1°+3-1+1
(2+1)7° = 2°4+3.2°+3-2+1
(3+1)° = 3+3-3°+3-3+1

(n+1)? = n*+3-n*+3-n+1

Sumem totes aquestes igualtats i observem que el terme 1% de la primera fila a
I'esquerra es simplifica amb el terme 12 de la segona fila a la dreta; el terme 23 de la
segona fila a I’esquerra es simplifica amb el terme 23 de la tercera fila a la dreta; el
terme 32 de la tercera fila a 1’esquerra es simplifica amb el terme 3% de la quarta fila
a la dreta; i aixi successivament.

De tots els termes de 1’esquerra només queda sense simplificar I"altim (ja que no
té cap més fila per sota). Aixi tindrem

(n+1)° = 3(2 #) 432D 4 gy
Aillant
Zk2:ngl((n—l—lf—l—:%n):n(n+1)6(2n+1>. O

Formula del trapezi

Tot i que aquests temes els desenvolupareu a la part de calcul numeric fem ara un
comentari sobre la fomula del trapezi. La idea és molt simple: per aproximar millor
I’area sota la grafica d'una funcié dividim aquesta zona en trapezis en lloc de en
rectangles com haviem fet a la férmula (5.1). Recordeu que 'area d’un trapezi és
igual a la suma de la base major més la base menor dividit per 2 i multiplicat per
I’altura.
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" Ys

Y3
Y2

1
Yo

De la grafica adjunta és dedueix directament que

b
- + 1+ Yn
/f(x)dx:h<y()2y1+y12y2+_”+y 12 y)

que es pot escriure com

b
/ f(x)dx:h(g/();—%—i-yl—l—---—l-yn_l). (5.4)

5.6 Teorema fonamental del calcul

Teorema 5.6.1 (Fonamental del calcul) Sigui f : [a,b] — R una funcidé continua
i suposem que F(x) és una primitiva de f(z), és a dir, F'(z) = f(x). Llavors

b
/ f@)dz = F(b) — Fla).
Demostracio. Sigui A : [a,b] — R la funcié area, és a dir,
Alz) = / f(z)dx.

Veiem que A(z) és una primitiva de f(x). En efecte,

JE F(x) da

A'(z) = lim Al +h) - A) = lim

h—0 h h—0

L’area del numerador esta compresa entre les arees dels rectangles de base h i altures
f(z) 1 f(x + h) respectivament com es veu a la figura.

Per tant, si anem augmentant 'altura dels rectangles des de f(z) fins f(x + h)
hi haura, per continuitat, un rectangle amb ’area igual a ’area de la figura.
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flx+h)

f (@
xr £ TR
Es a dir
z+h
f@)de = hf(€), w<E<a+h

Per tant,

z+h d h

o) = fig B <y M < gt

Finalment, com
Alx) = F'(z) = f(z)

tenim que A(z) = F(x) + C i, com A(a) = 0, tenim que F(a) = —C, d’on A(x) =
F(z) — F(a). En particular

b
[ #a)dz = aw) = F o) - Pl
com voliem veure. [

Exercici 50 Trobeu l’area del triangle mixtilini format per la grafica de la parabola
y = 22, leix de les x, i la recta v = 3.

Solucio. Només hem de calcular

3 373
/ 22dr = {x—] =0.
0 3 0

Exercici 51 Trobeu l’area interceptada per les grafiques de les funcions y = x? i
y=—-322+1

Solucio. Trobem primer els punts d’interseccid. Igualem
2?2 =322 +1
itenim x = :i:%.
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f1 /2 1 /'2\

L’area demanada és I'area sota la grafica de y = —3x? 4+ 1 menys 1'area sota la grafica
de y = 2? entre els punts d’abscissa z = —1/2 i z = 1/2. Per tant

1/2 1/2 9
A:/ (=322 +1) — 2% dx:/ (1—4x2)d$:§.

1/2 —-1/2

Exercici 52 Trobeu, pel meétode del trapezi, una aproximacio de © a partir de

/1 dx
0 1+£C2

Solucio. Pel teorema fonamental sabem que

/1 dx tom 1 T
=arctanl = —.
o 1+ 22 4

Dividint 'interval [0,1] pels punts zg = 0,27 = 1/4, 290 = 1/2,23 = 3/4,24 = 1
veiem que els valors de la funcié

en aquests punts sén respectivament
yo=1,y1 =0.941,y, = 0.8, y3 = 0.64,y4 = 1/2.
Per la férmula del trapezi (5.4) (en aquest cas h = 1/4)

™ 1(1+1/2
2

1
= 941 : 64| =-3.131...
11 +0.9 —|—08+06) 43 3
per tant m ~ 3.131.

Com més petites fem les subdivisions de l'interval més aproximarem el valor de

. O

Exercici 53 (Arquimedes) ? Demostreu que l'drea sota la parabola y = —ax? +0,
a >0, ileix de les x, és igual a 4/3 de l’area del triangle inscrit amb base leiz x.

Demostracio. L’area demanada val

A:/_C(—axQ—i—b)d:E, c=+/b/a.

C

3Arquimedes ho calcula essencialment amb el que avui anomenem sumes de Riemann.
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/(—c, 0)

Aixd

ac?

4
A= —-2— 4 2bc = =bc.
5 + 2bc 3bc

(Hem usat ¢ = cg) I com es veu directament a la figura be és justament ’area del
triangle inscrit.

5.7 Principi de Cavalieri

La idea d’aquesta seccié és demostrar que 'area d’un cos pla és la integral de les
longituds de les seves seccions rectes, i que el volum d’un cos de ’espai és la integral
de les arees de les seves seccions rectes.

Suposem que volem calcular I’area del recinte R limitat per les grafiques de les
funcions y = f(x) i y = g(z) entre els punts x = a i x = b, com hem fet a I’exercici
51.

Suposem, només per simplificar I'explicacid, que f(z) > g(x) per tot x.

Sabem que
Avea = [ (7(2) = gla))da
Pero
I(xo) = f(w0) — g(w0)

és justament la longitud de la seccié que obtenim al tallar el recinte R amb la recta
vertical x = x.
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Aixi,
. b
Area = / [(x)dx = Integral de la longitud de les seccions.

Hem demostrat doncs el resultat segiient.

Teorema 5.7.1 (Cavalieri) L’area A d’un cos del pla és igual a la integral de les
longituds de les seves seccions rectes.

Exemple 5.7.2 Calculeu l’area del triangle curvilini format per les rectes x = 4,
y = 0 4 la grafica de la funcid y = ++/z, tallant per x = constant i tallant per
Yy = constant.

Solucid 1.Sigui ¢(zy) la longitud del segment que obtenim en tallar el triangle curvilini
donat amb la recta z = zg.

4 4 16
A:/ c(x)dx:/ Vrdr = —.
0 0 3

y=2
c(x)
c(y)

y

x=y? x=4
Solucié 2. Sigui c¢(yp) la longitud del segment que obtenim en tallar el triangle
curvilini donat amb la recta y = yp.

Llavors

2 2 16
Az/ C(y)dyzf (4—y°)dy=~—.
0 0 3

El principi de Cavalier que acabem de demostrar per al calcul d’arees val essen-
cialment igual per al calcul de volums.
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Teorema 5.7.3 (Cavalieri) Donats dos cossos solids de la mateiza altura tals que
en tallar-los per plans perpendiculars a aquesta altura, donen seccions de la mateixza
area, llavors els cosos inicials tenen el mateix volum.

M¢és concretament, si tenim un solid de R3 encaizat entre els plans x = a i v = b,
a < b i denotem A(t) larea de la interseccié del solid amb el pla x =t, a <t < b,
tenim

b
Volum:/ A(t)dt.

Demostracio.

/

Només hem d’aplicar la definicié d’integral (5.3). En efecte, si dividim laltura
d’un cos en n parts iguals d’algada h i descomponem el cos en rodantxes d’altura h,
cada rodantxa té per volum ’area de la base per l'altura, és a dir,

V o~ Z hA(xy)

on A(zy) es l'area de la seccié plana que obtenim en tallar el cos per plans perpen-
diculars a l'altura en punts x; amb h = x| — .
Per tant, per definicié d’integral,

n b
V =1lim » hA(zy) = / A(t)dt.
h—0 a

Volum dels cossos de revolucid

En el cas particular dels solids de revolucié (obtinguts girant la grafica de y = f(x)
al voltant de l'eix de les 2’s a R?) es veu clarament que A(t) = 7f(t)* de manera
que pel principi de Cavalieri

b
Volum = 7r/ f(t)*dt.

4Encaixat vol dir que els plans donats, perpendiculars a l'altura, sén tangents al solid. La
variable x aqui es mou sobre 'altura del solid de manera que 'altura és b — a.
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Exercici 54 Calculeu el volum de [’esfera.

Solucid. Considerem la funcié f : [—r,r] — R donada per

flz) = Vr2 — a2

La seva grafica en el pla x,y és una semicircumferencia de centre l'origen i radi
r. El cos de revolucié que engendra aquesta semicircumferencia en girar al voltant
de l'eix de les x és 'esfera de radi r. Per tant
T 31"
x 4
Volum = 7r/ (r* —a®)dv=m [7"295 - ?] = gwr?’.
T

—-Tr
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Exercici 55 Calculeu el volum d’un con circular recte d’altura h i radi de la base r.

Solucio. Podem pensar que és la figura generada per la rotacié de la grafica de
y =7z amb 0 <z < h al voltant de l'eix de les z.

Aixi

h2 B2 3 3

h 2.2 2h3 1
V=7r/ L — = —7r’h,
0

és a dir, un terc de l'area de la base per l'altura.

Exercici 56 Calculeu el volum d’una piramide d’altura h © base un triangle equilater
de costat L.

Solucio. No importa si la piramide és recta o inclinada. Es veura a continuacio que
I’argument seria el mateix.

A la figura de la dreta hem dibuixat només una de les cares laterals de la piramide
amb la notacié que usarem a continuacio.

Pel Teorema de Tales, aplicat dos cops, el costat ¢ del triangle que s’obté tallant
la piramide per un pla perpendicular a l'altura a distancia x del vertex compleix

c VP «x
L VQ n
L’area d’un triangle equilater de costat c és

Area= Y32 = V3L
T T e
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fh
7

L Q

Per tant, el volum de la piramide és

B h@L%?d V3L2h

Vv —
4 2 T 1

Com l'area del triangle equilater de costat L és

azﬁl}2

4

tenim que el volum de la piramide donada és un terg de ’area de la base per I'altura.

Nota: Volum de I’esfera a partir del volum del cilindre i el con (Métode
d’Arquimedes)®. Considerem la meitat d’una esfera de radi R col-locada sobre
el terra de manera que el seu pla equatorial sigui horitzontal, amb l'obertura de
la semiesfera mirant cap amunt (figura adjunta). Al costat hi col-loquem un con
circular recte amb el radi de la circumferencia de la base igual a R i altura igual a R,
de manera que es recolzi sobre el terra per la seva base. Al costat hi col-loquem un
cilindre recte amb el radi de la circumferencia de la base igual a R i altura igual a R,
també recolzat a terra. Tallem aquestes tres figures per un pla horitzontal qualsevol.
Sigui h la distancia del centre de la semiesfera a aquest pla. Calculem les arees de
les interseccions d’aquest pla amb les tres figures.

+

5Redacccié de Joan Girbau.
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El radi del cercle intersecci6 del pla amb la semiesfera sera v/ R? — h? pel teorema
de Pitagores. Per tant, la seva area sera m(R? — h?). El radi del cercle interseccié del
pla amb el con serd h, i la seva area, 7h?. El radi del cercle interseccié del pla amb
el cilindre és, obviament, R i la seva area és mR2. Veiem, doncs, que la suma de les
dues primeres arees (semiesfera i con) és igual a la tercera (cilindre). Aleshores, pel
principi de Cavalieri, la suma de volums de la semiesfera i el con és igual al volum
del cilindre. Es a dir,

1
Volum semiesfera + §7TR2R = 71R’R

de la que deduim que el volum de 'esfera és 4w R3/3.

5.8 Area d’una superficie de revolucio

Sector circular. Recordem primerament que l'area d’un sector circular d’angle
(radians) i radi R. Només hem de fer una regla de tres: si 'angle en el vertex fos 27

'area seria mR?, per tant tenim
27 15}

TR? 1w
per tant

N 1
Area sector = 3 BR2.

Corona circular. Recordem a continuacio 'area d'un sector de corona circular.
Suposem que l'angle de la corona és « i esta compresa entre les circumferencies de
radis r, R amb r < R.
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L’area del sector és la diferencia d’arees de les corones. Per tant,

N 1 1 1
Area sector de corona = §R2a - 57"204 = éa(R +7)(R—r).

Pero obserem que la longitud de la circumferéncia central és L = a(r+£57) = £q.
Per tant,

Area sector de corona = L(R — r).

Es a dir, l'area d’un sector de corona circular de costat a és iqual a La on L és la
longitud de la circumferencia intermedia.

Tronc de con. Com un tronc de con es pot desenvolupar sobre el pla, sense
canviar I'area, donant lloc a un sector circular tenim

Area tronc de con = La

on a és la longitud del costat del tronc i L la longitud de la circumferencia intermedia.

Area de la superficie de revolucié. Quan fem girar la grafica de y = f(x)
al voltant de l'eix de les z (suposada la grafica dins R3) obtenim una superficie de
revolucié. Per calcular la seva area només I’hem d’imaginar que ’aproximem per
trossos petits de tangents, com indica la figura. Aixi la superficie de revolucié queda
aproximada per troncs de con, dels quals sabem la seva area. Sumant aquestes arees
infinitesimals i passant al limit obtindrem el resultat.

83



(@ + Az, yp + Ayy)

\ Ari + Ayl
/ Ayk
(‘rka yk)
Axk

L’area del tronc de con és

Ay = 2mhy\ [ Ax? + Ay}

on hy és I'ordenada del punt on hem calculat la tangent.

Sumant aquestes arees obtindrem una aproximacié de I'area de la superficie de
revolucié generada per la grafica i fent tendir aquests increments Az, a zero obtin-
drem el valor exacte. Suposarem la grafica definida en un interval [a, b], és a dir, f :
[a,b] — R, i dividim l'interval de definicié en subintervals a = zo < x; < ...xp = b,
i denotem Azy = zp1 — Tk

A _ : 2 2
Area = 27 Alilil[) ; hi/ Azy + Ay;

que per poder-la comparar amb la férmula que ens déna la definicié d’integral (5.3)
escrivim multiplicant i dividint per Axy,

N - Ay?
Area = 27 li § {1+ = Axy.
rea = 2m Awl,:r—l>0 Pt e [T+ Ax? T

Perd quan Azp — 0 veiem (observeu la figura) que hy — yr = f(zg) 1 per

definici6 de derivada % — /(xy). Per tant podem posar

T

Area = 27 li 1+942A
rea ”Ag},fio;y“/ +yi Axy,

que comparant amb la férmula (5.3) ens déna la férmula de 1’area buscada:

Area = 27rf;y\/1 +y?de = 27Tf;f(x)\/1 + f(z)? dx.
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Exercici 57 Calculeu l’area d’una esfera de radi r.

Solucid. Aquesta esfera la podem pensar com la superficie que s’obté en fer girar
la grafica de la funcié y = /72 — 22 al voltant de 'eix de les x. Recordeu que
I'equacié de la circumferéncia de centre l'origen i radi r és 22 + 3> = r%2. Com

y = 2\/;22%12 = —x/y tenim

N T 2 T
Area = 27r/ Y1+ ;L’_2 dr = 27r7"/ dr = 2nr(2r) = 4nr?. O
—r Yy —r

Exercici 58 Calculeu [’area de la superficie de revolucié que obtenim en fer girar
la grafica de la funcid y = 2%, per 1 < x < 3, al voltant de ’eix de les y.

Solucio. Com la férmula que tenim es refereix a rotacions al voltant de I'eix de les
x, hem de considerar la funcié inversa de la donada (observeu la figura). Es a dir,
hem de calcular I’area de la superficie de revolucié que obtenim en fer girar la funcio
r=/y, per 1 <y <9, al voltant de 'eix de les y.

O per adaptar-nos a la notacié del teorema, 'area de la superficie de revolucié
que obtenim en fer girar la funcié y = /x, per 1 < x < 9, al voltant de eix de les
x.

9 9
1
A = 27T/ y\/1+y’2d$:27r/ NG 1—{—de
1 1
9
= w/ Vazr +1de = %(37@ —5V5) ~35.647. O
1

Amb Wolfram Alpha seria “integrate sqrt(4x+1), x=1..9".
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5.9 Longitud de corbes

Una corba plana és una aplicacié v : I € R — R?. Escriurem v(t) = (z(¢),y(t)).
Suposarem que z(t) i y(t) sén funcions derivables amb derivada continua. La longitud
d’aquesta corba entre els punts y(a) 1 y(b) esta donada per

b b
L:/ |7’(t)|dt:/ V()2 4y (t)2dt.

En el cas particular de que la corba que tractem sigui la grafica d’'una certa funcio
f(z) podem escriure y(z) = (z, f(x)) i aplicar la férmula anterior. Tindrem

L= [ Wla= [ VTT P

Aquesta férmula es justifica, sense entrar en detalls, pel fet de que la corba (en
aquest cas la grafica de y = f(z)) s’aproxima per poligonals, com hem fet a la figura
de la pagina 72, de manera que la longitud de la corba és més o menys igual a
la longitud de la poligonal, i com més s’aproxima la poligonal a la corba més s’hi
aproxima la seva longitud arribant a ser igual a ella en el limit.

a t1 to tn tynt1 b

Si suposem la grafica definida en un interval [a,b], és a dir, f : [a,b] — R, i
dividim l'interval de definicié en subintervals a = zqg < 1 < ...z = b, i denotem
Axp = Tl — Tpy 1 AYp = Ypa1 — Yp amb y, = f(2x) tenim (multiplicant i dividint

per Axy)
LZi\/AQZ2—I—Ay2:i 1+A—yzA:Uk
k=0 * ’ k=0 Az

que passant al limit és justament la definicié d’integral de la funci6é /1 + y’2.
Recordeu que la derivada és el limit dels quocients incrementals

fla) = flzo) _ (@) —ylzo) _ . Ay

T—T0 xr — Xo T—T0 xr — Xo Az—0 A_J,’
Exercici 59 Clalculeu la longitud de la cicloide
7(t) = (a(t —sin(?)), a(1 — cos(t)))

Solucio. El dibuix fa veure que les coordenades de P sén les donades per «y(t), essent
t angle que ha girat la circumferencia.
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Com 7/(t) = (a(1l — cost),asint) la longitud d’'un arc de cicloide és

2 2m 2w
L:/ a\/(l—cost)2+sin2tdt: a\/Q—QCostdt:/ 2asin(t/2) dt = 8a.
0 0 0

(recordeu que 1 — cost = 2sin?(¢/2)). O

3/2

Exercici 60 Calculeu la longitud de la grafica de la corba y = 2x°/* entre els punts

d’abscissa x =0 1 x = 1.

Solucio. Aplicant la férmula de la longitud d’una grafica tenim

1 1 9 9
L_/ «/1+(3x1/2)2dx: / V1+9rdr = [ﬁ<1+9x)3/2](1] _ ﬁ<103/2_1)'
0 0

Corbes a I’espai

Hem estudiat la longitud de corbes planes, pero els mateixos arguments permeten
calcular la longitud de corbes a l'espai. Una corba a l’espai és una aplicacié v :
I C R — R3. Escriurem (t) = (z(t),y(t), 2(t)). Suposarem que z(t),y(t) i z(t)
son funcions derivables amb derivada continua. La longitud de « entre dos punts de
parametre t = a, t = b, ve donada per

b
L) = [ Wl
la mateixa expressio formal que en el cas pla.

Exercici 61 Trobeu la longitud d’una volta d’héliz.

Solucio. L’helix d’amplada a i pas de rosca 27b és la corba
~(t) = (acost,asint, bt).
Ens demanen la longitud d’aquesta corba entre v(0) 1 v(27).
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Com ~+/(t) = (—asint,acost,b) tenim que

27 27
L= [T Ii= [ VT Ta = /@ R O
0 0

Férmula de Crofton

Donem, sense entrar en la base matematica necessaria per demostrar-la, que ens
endinsaria en el camp de la Geometria Integral, la formula de Crofton per aproximar
la longitud d’una corba. Prové d’aproximar una certa integral.
Prenem una familia de rectes horitzontals separades entre elles una distancia r
i a continuacié les fem girar angles de 7, %Tﬂ? %”, obtenint aixi un enreixat de rectes
transversals.
Dibuixem aquest enreixat sobre un paper transparent i el posem a sobre de la
corba de la qual volem calcular la seva longitud.
Contem el nombre de talls n de la corba amb ’enreixat.
La longitud de la corba és aproximadament igual a
L~ m’z
4
Com més petit és r i més petit 'angle que hem anat girant les rectes, és a dir,
com més espés sigui 'enreixat, millor aproximacié obtindrem.

La segiient corba ha estat dibuixada desenrotllant un cordill de 30 cm. sobre el
paper.

PN
y4 \
/
A
AR
/ N\
\ 7 N\
N\ ~ AN
\ \
\ \
\
\
AN
\
N\
AN
N /
N Z
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Amb un enreixat com I'anterior, construit a partir de rectes horitzontals separades
4 cm. i que ara hauriem de posar sobre la corba, contar els punts de tall, girar
el paper transparent 90 graus i tornar. contar, i aixo quatre vegades, s’obtenen
aproximadament 180 punts de tall, de manera que

1 .14
[~ 5180-4 . BT = 282.6 mm

resultat forca aproximat.
Posant aquests enreixats transparents en un microscopi electronic s’ha aconseguit
calcular longituds de molecules de ADN.
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