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Capitol 1

Introduccio

Resumiré aqui els resultats classics de geometria projectiva, seguint el llibre
[1], pero ho faré en el pla euclidia, és a dir, sense introduir els elements a
I'infinit, cosa propia de la Geometria Projectiva. Arribarem fins a estudiar,
mitjancant aquest punt de vista, les propietats més conegudes de les coniques.

1.1 Raod simple i raé doble

Definim la raé simple de tres punts alineats A, B, C' del pla com

AC
(4,B.C) = £ 7

amb signe — si i només si C' estd entre A i B.!
La raé doble de quatre punts alineats es defineix simplement com el quo-
cient de raons simples:

(A, B,C)

(A, B,C, D) - m

Podeu estudiar el signe i els diversos valors que s’obtenen en permutar
aquests punts, per exemple a [3].

Definicié 1.1.1 Siguin r,r’" dues rectes del pla. Direm que una aplicacio
f:r —> 1" és una projectivitat si conserva la rad doble.

1La notacié AB en aquest context vol dir la longitud del segment AB. Per les propietats
de la relacié “esta entre” vegeu [2].
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No és necessari que el domini de f sigui tot r, pero no ho especifiquem per
no carregar la notacid.?

Per exemple, sigui r l'eix de les y (z = 0) i sigui 7’ l'eix de les x (y = 0) i
considerem f la projecci6 de r sobre 1’ des del punt (1,1). Concretament

2—a
a—1’

f(0,a) = ( 0).

Comproveu que f conserva la raé doble (no la raé simple). El punt (0,1)
no té imatge. Per raons obvies es diu que és un punt limat.

De fet f:7\ (0,1) — "\ (=1, 0) és bijectiva amb inversa

b+2

J7H(b,0) = (0, b1

).
Exercici 1.1.2 Demostreu que ['aplicacio f : R — R donada per

at +b

(=5 ad=be£0,

conserva la rad doble. Es cert el reciproc?

Solucio. La primera part és un calcul directe. Per veure el reciproc, identi-
ficant els punts de R amb la seva coordenada, podem suposar conegudes les
imatges t],t5,t5 de tres punts ty, ts, t3 respectivament. Per tot ¢ € R tenim

(tla lg,ts, t) = (t,h t,27 t;’,: t/)
on t' = f(t). Equivalentment

ts—t t—t _ty—ty -1
tg—ty t—ty th—th t—1t)

Aillant ¢ tenim el resultat. [J

Aixi doncs les projectivitats estan definides per a tots els punts de r o per
a tots els punts de r menys un (el de coordenades —d/c, ¢ # 0, de 'exercici
anterior).

2El mateix passa en Analisi quan es parla de funcions reals de variable real que s’escriu
f R — R i a continuacio s’estudia el domini de f.
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Definicié 1.1.3 Si una projectivitat f : r —> r té dos punts firos M, N es
defineix la seva caracteristica per

(M, N, X, f(X))

on X és un punt qualsevol de r.

Per veure que aquesta rad doble no depen de X, i que per tant ’anterior
és una bona definicid, prenem dos punts arbitraris A, B € r i tenim

(M,N,A,B) = (M,N, f(A), f(B))

Equivalentment,
MA MB Mf(A) Mf(B)
NA NB Nf(A)  Nf(B)
1 per tant
MA Mf(A) MB Mf(B)
NA “Nf(A)  NB Nf(B)
és a dir

<M7N7A7f(A)) = (M7N7B7f(B))7
com voliem veure.

A més d’estudiar aplicacions entre rectes també estudiarem aplicacions
del pla.

Definicié 1.1.4 Una projectivitat del pla és una aplicacio del pla en el pla
que porta punts alineats a punts alineats i conserva la rad doble.

Quan tenen un punt fix P i una recta e de punts fixos, amb P ¢ e, es diuen
homologies generals. 1 té sentit parlar llavors també de la seva caracteristica
com (P,Qx, X, X’), on Qx és el punt d’interseccié de la recta PX amb 1'eix
e.

Es veu, com en el cas d’aplicacions de la recta, que aquest valor no depen
del punt X. En efecte, si P, X,Y estan alineats, estem en el cas anterior,
d’aplicacions de la recta en la recta, amb dos punts fixos P i Qx = Qy i
tenim doncs com abans, (P, Qx, X, X') = (P,Qy,Y,Y").

3El teorema fonamental de la geometria projectiva diu que si una aplicacié del pla en
el pla porta rectes a rectes ja conserva automaticament la radé doble. No ens preocupem
aqui d’aquests resultats, vegeu [3].
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Si X,Y no estan alineats només cal adonar-se de que les rectes XY i
X'Y" s’han de tallar sobre l'eix (si sén paral-leles Tales resol), ja que si
Z = XY Ne la imatge de la recta ZXY és la recta ZX'Y”’, per ser Z fix.
Llavors (P, Qx, X, X') = (P,Qy,Y,Y’) per projeccié des de Z.

1.2 Projectivitats de la recta.

Sigui f : 7 — 7 una projectivitat de la recta r. Siguin A, B, C' € r i denotem
A" = f(A),B = f(B),C" = f(C). Suposem aquests tres punts donats i les
seves imatges conegudes (equival a coneixer f). L’objectiu d’aquesta seccié
és, donat D € r construir D' = f(D) i, en particular trobar els punts dobles,
és a dir, aquells punts M € r tals que M’ = M.

La tecnica auxiliar que utilitzarem aqui i en situacions similars consisteix
en fixar un punt V' ¢ r i una circumferencia C que passi per V.

A continuacié construim els punts

A, = VANC,
B, = VBNC,
c, = vanc.

interseccié de la circumferencia amb les semirectes VA,V B, V(' respectiva-
ment.
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Analogament construim

A = VANC,
B, = VB'NnC,
cT = va'nc.

C A M A C B N B

De fet, la situacié és que l'aplicacié f : r — r indueix f :C — C
donada per f(X) =Y siinomés si

fVXnr)y=vyYnr. (1.1)
~ Quan X s’acosta a V' la recta VX tendeix a la tangent de manera que
f(V)=V’'siinomés si

f((tangent a C per V) Nr)=VV'Nr.
En principi f no esta definida sobre el punt Z en que la paral-lela a r per
V talla C. Per continuitat, podem definir Z7 = Z quan f no té punts limit

(el seu domini de definici6 és tota la recta) i té per imatge la interseccié amb
C de la recta VL on L és el punt limit de f~! en cas contrari.
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Proposicié 1.2.1 L’aplicacié f : C —s C induida per una projectivitat f
r — 1 sobre el cercle auziliar C per la formula (1.1) és una projectivitat.

Demostracio. Hem de veure que conserva la raé doble. Recordem que la raé
doble de quatre punts X; € C esta definida per la raé doble de les quatre

rectes
(X17 X27 X37 X4) == (VX17 VX27 VX37 VX4)

Es pot veure que aquesta raé doble no depen del punt V' elegit a C A
Denotant Y; = f(X;) i usant que f conserva la raé doble tenim
(Y1,Y5,Y3,Yy) = (VY1,VY,, VY3, VYY)

Vyinr,VYonr,VYsnr, VY, Nr)

= (f(vVXine), f(VXenr), f(VXs ), f(VXiN7))

VXinrVXenr,VXsnr,VX,Nr)

= (X1, X, X3, Xy),

i per tant f és una projectivitat. [J

Per calcular f(D), amb D € r, observem que la igualtat (1.1) es pot
escriure com

f(D)=Vf(D)nr (1.2)

on D; = VD NC. Per tant, per coneixer f(D) tan sols hem de coneixer
f(Dy) 1 aixo és facil si coneixem Peix de f. En efecte, les projectivitats sobre
el cercle es comporten com les projectivitats sobre rectes en el sentit que
queden practicament conegudes quan es coneix el seu eix. Vegeu la definicié
i propietats de l’eix d’una projectivitat a [3]. Concretament tenim el resultat

segiient.

Teorema 1.2.2 Si una aplicacio f :C — C és una projectivitat els punts

Pif(P) N Pof(P)

en variar Py, Py a C, estan alineats.® D’aquesta recta se’n diu eix de f.

4Aix0 serd cert per a qualsevol conica; en aquest cas la conica és una circumferencia, i
la independeéncia del punt és conseqiiencia de la propietat dels angles inscrits. De fet

sinac sinad

(A,B,C,D) =

sinbec ~ sinbd
onA,B,CDeCia=VAb=VB,c=VC,d=VD per a qualsevol punt V € C
5Aix0 sera cert per a a qualsevol conica, vegeu el teorema 2.0.7.
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Demostracid. Left to the reader. I am the reader. ) 3
Prenem Al,Bl,Ol € C i denotem All = f(Al),Bi = f(Bl)7 C{ = f(Cl)
Considerem la recta PQ (sera 'eix e que busquem) amb
P = A\BiNA B
Q = ACiNAC.

Prenem un quart punt D; € C. El punt D] = f(D;) esta caracteritzat per
la condicié (Ay, By, Cy, Dy) = (AY, B}, C}, D). Construirem un punt D) que
complira aquesta condicié. Definim

A" = ADiNe,
i a continuacié prenem
Di :AlA”ﬁC, A1 7£D/1

(la recta A; A” talla C en dos punts, un dels quals és A;.)

W e

D',

B,

Cy

Tenim doncs

(A17B17017D1) == (A/lAlaAllBlaAllclyA/lDl)
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ja que A} € C. Tallant amb l'eix e tenim

(AlthCl?Dl) = (A/1A17A/1317A/1017A/1D1)
= (Ma PaQaA”)
— (AlMu A1P7 AlQ) AIA”)

que tallant amb C ens déna

(AlaBlaclle) AllAlaAlleA/lCl?A/lDl)

(

= (M,P,Q,A")
(
(

AlMJ A1P7 A1Q7 AIA”)
A}, B, C, Dy).

Com D és un punt qualsevol i s’ha complert que AD' N A’D € e el teorema
queda demostrat. []

Tornem ara al problema inicial. Es a dir, suposem que tenim una projec-
tivitat f : r — r de la qual coneixem les imatges A’, B’,C" de tres punts
diferents A, B,C de r. Sigui D € r. Volem construir D’ = f(D). Seguim els
passos seglients.

1) Construim A, =VANC, Bi=VBNC,C;=VCNC, D;=VDnC.

2) Construim l'eix e de f. Esla recta determinada pels punts P = A1BiN

3) Sigui P = Dy f(A;) Ne.
4) Construim f(D;) = PA; NC.

5) Construim f(D) =V f(Dy)Nr

En particular, si apliquem aquests passos als punts M = VM ' Nr, N =
VN ' Nron M, N sén els punts d’interseccié de e i C, obtenim f(M) = M
i f(N) = N. Quan es déna aquesta situacié, és a dir que l'eix e de f talla C
en dos punts, es diu que la projectivitat és hiperbolica. Si l'eix és tangent a
C tenim un unic punt fix i la projectivitat és diu parabolica, i si ’eix no talla
C no hi ha punts fixos i la projectivitat es diu el-liptica.
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1.3 Involucions. Punt de Frégier

Definicié 1.3.1 Una involucié f : r — r és una projectivitat bijectiva tal
que f? =1id.

Observem que la caracteristica d’'una involucié amb dos punts fixos és
—1. En efecte, si M i N sén fixos tenim (aplicant f)

(M, N, X, f(X)) = (M, N, f(X), X)

i aixo implica k = 1/k i per tant, o bé és la identitat o k = —1.
Aix0 ens diu que el punt mitja P entre M i N no té imatge (es parla de
‘punt 1imit’)® ja que
(M, N, P) -1

—1=(M,N,P, f(P)) = (M,N, f(P)) ~ (M,N, f(P))

i aixo no es pot donar (ens hi acostem quan f(P) tendeix a infinit).

Exercici 1.3.2 Demostreu que

at +b
t) = —— d—2>

és inwvolucio diferent de la identitat si i només si a +d = 0. Trobeu els punt

fixos.

Solucio. La primera part és un calcul directe. Per trobar els punts fixos

posem
at +b B

ct—a

t,
d’on
ct? — 2at — b = 0.
Per tant, si ¢ = 0 (que implica a # 0), t = —b/2a és I"inic punt fix. Si
c # 0, resolem 'equacié de segon grau i tenim que si a® + bc > 0 hi ha dos

punts fixos i si a? + be < 0 no hi ha cap punt fix. [

Per estudiar les involucions observem primer que queden determinades
quan sabem la imatge de dos punts.”

5Es diu que el punt mitja és el conjugat harmonic del punt de l'infinit.
"Es pot veure analfticament.
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En efecte, donats A, B i les seves imatges A’, B’ si volem saber la imatge
X’ d’un punt donat X només hem d’escriure

(A, B, A", X) = (A, B, A, X

i adonar-nos que la tinica incognita és X', que la podem trobar doncs facilment.

Construccio del punt de Frégier

Utilitzarem la mateixa tecnica del cercle auziliar que hem emprat a la seccid
1.2.

Suposem coneguts A, B, A" = f(A), B’ = f(B) per a una certa involucié
f d’una recta r. Considerem un punt V' ¢ r i una circumferencia C que passi
per V. Portem aquests punts sobre C definint

A, = VANC
B, = VBNC
Al = VANC
B = VB'nC

La involucié f indueix una involucié f : C — C per la férmula (1.1) i
denotarem f(A;) = A, f(B;) = B}.

Tenint en compte el teorema 1.2.2 construim l'eix de f aix{: construim
els punts

M = AB,NAB
N = A(B)nAB,

((B) = By per ser f involucid) i llavors leix és la recta e = MN.

Un cop construit I'eix e = M N la imatge de qualsevol punt C' € r es
troba facilment construint primer C; = VC'NC i a continuacié P = A;C1Ne.
Llavors

Cl = j(Cy) = A/PNC.

Finalment
fo) = VC{ Nr

i aixi f(C) ha quedat conegut a partir de A, B i les seves imatges.
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Els triangles A;B,C} i A]B]C" sén Desarguesians (els costats correspo-
nents es tallen en punts alineats, en aquest cas es tallen sobre l'eix ). Per
tant les rectes que uneixen els vertex corresponents es tallen en un punt

F=AANBB, = AANCC,

anomenat punt de Frégier.
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Observem doncs que un punt arbitrari ¢ € C i la seva imatge C] estan
sempre alineats amb F', per tant un cop trobat F' (només hem de tallar A; A
amb By B}) per calcular f(C;) = C només hem de tallar la recta F'C; amb
C, és a dir,

Cl = FC,NC.

Ara f(C) =VCiNr, ha quedat determinat.

Punts fixos

Finalment notem que quan F' és exterior a C les tangents a C des de F' donen
dos punts P;, (Q; fixos per f,ipertant P=VP Nri@Q =VQQ;Nr sén els
punts fixos per f.
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Ara bé, si V@, és paral-lela a r tenim només un punt fix. Aquesta situacié
es dona quan f(t) = —t + cte. En ambdés casos es diu que la involucié és
hiperbolica. Si el punt de Frégier és interior a C no tenim punts fixos i diem
que la involucio és el-liptica. Si el punt de Frégier F' esta a C la projectivitat
f porta tots el punts a un tunic punt V F N7 i no conserva la raé doble. Aixi
les involucions només sén hiperboliques o el-liptiques.

Punt mitja entre punts fixos

Notem que, denotant R el punt d’interseccio de la paral-lela a r per V' podem
trobar el punt mitja entre els punts fixos P i () unint R amb el punt de Frégier
F i tallant el segment F'R amb C; la recta formada per aquest punt i V' talla
r en el punt mitja M.

En efecte, sabem que per tot X, (P,Q, X, f(X)) = —1, o equivalentment
(VPVQ, VX, Vf(X)) = —1. Quan X és el punt mitja de PQ aquesta
igualtat no és certa, a menys que f(X) tendeixi a infinit. Per la construccié
donada aixd vol dir que X! = f(X;), on X; = VX NC, tendeix a R.
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Nota 1.3.3 Observem que el punt de Frégier pot no existir® com es veu en
la figura on f(z) = —x i prenem V sobre l'eix y.

e
5 % o %

8Es a l'infinit, en llenguatge classic.
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1.3.1 Feixos involutius

Si tenim una projectivitat involutiva definida en un feix de rectes de vertex V'
podem trobar raigs fixos, imatges de raigs, etc procedint com anteriorment, és
a dir, tallant tots els raigs per una circumferencia C que passi per V. Un cop
trobat el punt de Frégier F' la imatge d’un raig a, que talla la circumferencia
en un punt A, és el raig a’ que passa per A| = FA; NC.

v

ratg|fix

En particular, si considerem la recta determinada pel punt de Frégier F' i
el centre de la circumferencia, i la tallem amb la circumferencia, obtenim dos
punts Py i P/, i per la construccié anterior el raig V' Py té com imatge per la
involucié el raig V P[; aquests raigs, que sén clarament ortogonals, es diuen
raigs principals.

Si F' coincidis amb els centre de la circumferencia tot el raigs sén princi-
pals. i es diu que la involucio és rectangular.
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Capitol 2
Coniques

Definicié 2.0.1 Siguin V, V' dos punts diferents del pla. Suposem que hi ha
una projectivitat bijectiva entre el feix de rectes per V' i el feix de rectes per
V', i que el raig VV' no és doble. El lloc geométric dels punts d’interseccio
de raigs homolegs es diu conica.

Nota 2.0.2 Si el raig V'V’ va a parar al raig V'V (és a dir, la recta V'V’ és
doble) llavors el lloc geometric dels punts d’interseccié de raigs homolegs és
una recta. En efecte, considerem la recta r determinada pels punt d’inter-
seccié de dos raigs homolegs donats. Aixo vol dir que si a,b son raigs per
V' que van a parar als raigs a’,b per V', r és la recta que passa pels punts
M=and, N=bNnVv.

21
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Sigui @ = VV'Nr. Sigui P la interseccié amb r d’un raig ¢ per V' i sigui P’
la interseccié amb r del raig ¢ = f(c). Llavors (per ser els feixos projectius
i tallant amb r)

(Q,M,N,P)=(VQ,VM,VN,VP)=(V'Q,V'M,V'N,V'P") = (Q, M, N, P)

per tant P = P’, que implica que P = ¢N ¢ i, com ¢ és arbitrari, aixo vol
dir que tots els raigs homolegs es tallen en punts d’'una mateixa recta, com
voliem. ¢

De manera analoga es demostra que st una conica té tres punts alineats
és una recta. En efecte, suposem P, (), R € C alineats sobre una recta r.
Sigui X € C. Aixo vol dir que el raig VX va a parar al raig V'X. Siguin
A=VXnr, A =V'XnNr. Llavors

(A, P,Q,R)=(VAVPVQ,VR)= (VA V'PV'QV'R) = (A, P,Q,R)
i per tant A = A’, que implica X € r. ¢

Teorema 2.0.3 Suposem que hi ha una projectivitat bijectiva entre el feix de
rectes per Vi el feix de rectes per V'. Llavors V i V' pertanyen a la conica
determinada per aquests feizos i la imatge per la projectivitat de la recta V'V’
és tangent a la conica.

Demostracio. El raig V'V’ va a parar a un raig per V' diferent del V'V. La
interseccié d’aquests raigs, que és V', pertany a la conica. Considerant la
inversa de la projectivitat es permuten els papers jugats per V i V.
La imatge de V'V’ és un raig per V’ que no conté cap més punt de la
conica que V'.? Es clar per continuitat que és posicié limit de secants. []
De fet, podem prendre com definici6 de tangent a la conica en V' la recta
fvv.

Si cada raig per V talla al seu homoleg per V', la conica es diu el-lipse.
Si hi ha un i només un raig per V paral-lel al seu homoleg per V' la conica
es diu parabola. D’aquesta direccié se’n diu direccié de 'eix de la parabola.
Si hi ha dos raigs per V paral-lels als seus homolegs per V' la conica es diu
hipérbola. D’aquestes direccions se'n diuen direccions asimptotiques.

2

9La recta x = 0 només té un punt en comt amb la parabola y = 22 i no és tangent.
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El dibuix representa una hiperbola perque els raigs r i s per V van a
parar respectivament al raigs f(r) i f(s) per V', amb r paral-lel a f(r) i s
paral-lel a f(s).1°

Es facil veure que si hi ha tres raigs paral-lels amb els seu homolegs tots
ho sén i la conica es buida.

Es clar que una circumferencia és una conica i que cinc punts (no tres
alineats) determinen una conica.

El paper jugat per V i V' pot ser jugat per dos punts qualssevol de la
conica. Aixo diu el segiient resultat:

Teorema 2.0.4 (Steiner) Projectant els punts d’una conica des de dos punts
qualssevol d’ella, s’obtenen feixos projectius.

Demostracio. Left to the reader. [J

0Comproveu que I'aplicacié entre el feix de rectes per (—1,0) i el feix de rectes per
(1,0) que porta a una recta del primer feix de pendent m sobre la recta del segon feix de
pendent 1/m és una projectivitat. Podeu usar la férmula del sinus de I'angle que formen
dues rectes a, ¢ en termes de les pendents:

Me — Mg

VA +m2)(1+m2)

sinac =
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Aquest resultat permet parlar de la raé doble de quatre punts sobre la
conica, de manera analoga al que hem comentat al peu de pagina 4, pagina
10, per al cas de circumferencies, malgrat les coniques no tinguin la propietat
de I’angle inscrit. Només hem de definir (A, B,C, D) = (VA,VB,VC.V D),

on V € C, i aquest valor no depen de V' pel Teorema de Steiner.

I té sentit doncs la definici6 segiient.

Definicié 2.0.5 Una aplicacio f: C — C és una projectivitat de la conica
C si i només si conserva la rad doble.

Com passa amb les projectivitats de la recta pot ser que una projectivitat
d’una conica no estigui definida en un punt o dos punts, els punts limit.

Per exemple si C és la parabola y = 22 I'aplicacié

I C — C
(v,2%) — (1/x,1/2?%)

conserva la raé doble!'!, i per tant és una projectivitat, perd no esta definida
en (0,0). Equivalentment, la imatge d’aquest punt és el punt de Uinfinit.

Analogament, si C és la hiperbola 22 — y? = 1 laplicacié

f: c — C
@y o (51

conserva la raé doble i per tant és una projectivitat, pero no esta definida en
(1,0) ni en (—1,0). Equivalentment, la imatge d’aquests punts sén punts de
I'infinit.

HLa raé doble de quatre punts de la parabola A, B, C, D, és la raé doble de les quatre
rectes OA,OB,OC, 0D, on O és 'origen de coordenades. Si els pendents d’aquestes rectes
sén ma4, mp, me, mp, els pendents de les rectes OA’,OB’,OC",OD’, on A’ = f(A),B’ =
f(B),C" = f(C),D’" = f(D), sén 1/ma,1/mp,1/me,1/mp; Navors la férmula del peu
de pagina 10, pagina 23, conclou.
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Els punts Y, Z no tenen imatge.

Aquesta aplicacié consisteix en tallar la hiperbola amb les rectes que pas-

sen pel punt (0, —1). Deixem com exercici veure que efectivament conserva
la ra6é doble.?

Caracteritzacio de les tangents

Proposicié 2.0.6 Una recta r és tangent a una conica C si i només si rNC
és un sol punt, 1 r no és paral-lela a la direccio de ’eix de la parabola o a les

12Per exemple si prenem els punts
A=(2,V3),B=(3,V8),C = (4,V/15),D = (5,v/24)
les seves imatges sén
A= (2/V3,1/V/3), B’ = (3/V8,1/V/8),C" = (4/V/15,1/V/15), D’ = (5/V/24,1/\/24)

iles rectes VA, VB, VC, VD, amb V = (—1,0) tallen l’eix x = 0 en punts d’ordenades
V3/3,/8/4,v/15/5,1/24/6 i les rectes VA', VB',VC', VD' el tallen en punts d’ordenades
1 1 1

1 sz s
1 és facil I
21V 348 A4 V/15 b yvaa | ©8 lacl veure que

(V/3/3,V/8/4,v/15/5,v/24/6) = (

1 1 1 1
24+v3 3+v8 4+V15' 5424

) = 1.33685....

Feu els calculs en general.
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direccions asimptotiques de la hipérbola.

Demostracio. Suposem C donada per una projectivitat bijectiva entre els
feixos de rectes pels punts V i V', Ja sabem que la tangent talla en un tnic
punt. Pel reciproc raonarem en el punt V’ ja que, pel teorema de Steiner, tots
els punts de C poden jugar aquest paper. Si a’ és una recta per V' existeix
una recta a per V tal que f(a) = d’ i aNa’ és un punt de la conica o bé a
i a’ sén paral-leles, casos que apareixen a la parabola i a la hiperbola i que
hem exclos per hipotesis.

Si aNa’ és'inic punt que té a’ comi amb C, aquest punt ha de ser V’,
i a’ ha de ser la imatge per la projectivitat que defineix la conica de la recta
V'V’ i per tant a’ és tangent. [J

De fet, es pot veure que per cada punt d’una parabola passen dues rectes
que la tallen en un dnic punt, la tangent i la paral-lela a l'eix.!3 I per cada
punt d’una hiperbola passen tres rectes que la tallen en un unic punt, la
tangent i les paral-leles a les asimptotes.

2.0.1 Poli polar

Donada una conica C considerem un punt P ¢ C. Farem essencialment la
mateixa construccié que en el teorema 1.2.2.

13 A questa afirmacié per a les rectes per V i V'’ és evident. Per als altres punts es desprén
del teprema de Steiner, que permet reduir sempre la situacié a I'anterior.
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Teorema 2.0.7 Sigui f : C — C una projectivitat involutiva de la conica
C. Llavors el conjunt de punts XY' N Y X', amb X' = f(X), Y = f(Y),
quan X,Y wvarien a C, estan sobre una recta, anomenada eix de f.

El punt XX'NYY' no depén dels punts X,Y elegits sobre C** i es diu
punt de Frégier de f.*°

Demostracio. Prenem dos punts A, B € C i les seves imatges A’ = f(A), B’ =
f(B).

Considerem els punts'®

= AANBB
AB'NA'B
= ABNA'B.

=2 =
|

Denotem la recta M N per e. Per la propietat del quadrangle complet

(P, P4, A A"y = (P,Pg,B,B') = —1

on P4 i Pp sén respectivament les interseccions amb e de les rectes PA1i PB.

14Perd han d’estar dObviament en el domini de definicié de f.

5Pot ser el punt de l'infinit corresponent a la direccié de les rectes XX’ , YY’ quan
aquestes sén paral-leles. El teorema diu que les rectes X X', YY’, independentment de
quins siguin els punts X,Y € C sén paral-leles. En aquest cas l’eix s’anomena didametre
corresponent a la direccié X X'.

16Tota, la demostracié val igual si les rectes AA’ i BB’ sén paral-leles. Es diu que P és
el punt de Uinfinit (la seva direccié). Vegeu la definicié 2.0.10.
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Sigui Z € C. Veiem com podem construir Z’ = f(Z). Com, aplicant f,
(A,A" B, Z)=(A',A, B, 7
tenim, per definicié de radé doble per a punts sobre una conica,
(B'A,B'A',B'B,B'Z) = (BA',BA,BB',BZ")
que tallant amb e déna (denotem R = BB’ N MN)
(M,N,R,B'ZNe)=(M,N,R,BZ' Ne)

per tant B'Z N BZ' € e.
Aplicant aquesta construccié no a Z siné a Z’, i recordant que f?(Z) = Z,
tenim que
B'Z'NBZ € e, VZ eC.

A més ZZ' N BB' = P. En efecte, sigui P; el punt d’interseccié de
les rectes ZZ' i BB'. Per formar Z, 7', B, B’ un quadrangle complet tenim
(P, Pg,B,B") = —1. Com (P, Pg, B, B") = —1 ha de ser P = P; com voliem

veure.!”

17Si les rectes AA’ i BB’ sén paral-leles, aquest darrer paragraf diu simplement que les
rectes ZZ' i BB’ s6n paral-leles.
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Com el paper jugat per B el pot jugar qualsevol punt de C el teorema
queda demostrat. [

Tot punt P ¢ C indueix una involucié fp sobre C definint fp(X) com la
interseccié amb C de la recta PX, diferent de X si aquesta interseccio té dos
punts o el propi X si PX és tangent.!8

El Teorema de Frégier ens diu que aquesta involucié és una projectivitat,
en el sentit de que conserva la rad doble dels punts de la conica, i estem doncs
en les hipotesis del teorema anterior.

Teorema 2.0.8 (Teorema de Frégier) Una aplicacio f : C — C és una
projectivitat involutiva si i només si existeix un punt P ¢ C tal que per tot
X € C en el domini de f, la recta PX talla la conica C en dos punts, X 1

f(X).

Demostracio. Que si f és una projectivitat involutiva existeix un punt
P ¢ C tal que per tot X € C del domini de definicié de f, la recta PX talla
la conica C en dos punts, X i f(X), és el que hem vist en el teorema 2.0.7.

Pel reciproc, suposem que existeix un punt P ¢ C tal que per tot X € C,
del domini de f, la recta PX talla la conica C en dos punts, X i f(X). Aixo

18Gi PX té la direccié de ’eix de la parabola o de I’asimptota d’una hiperbola, X no
pertany al domini de definicié de fp.
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ja implica que f és involutiva. Pero s’ha de veure que conserva la rad doble.
Per a aixo considerem la homologia general f (pagina 7) de centre aquest
punt P, d’eix la polar de P respecte la conica, i caracteristica —1.

Demostrarem que f , restringida a la conica C, coincideix amb f en el seu
domini, i per tant f conserva la raé doble.

Prenem un punt X € C i del domini de f. Sigui Qx la interseccié de
la recta PX amb la polar de P. Sabem que (P,Qx, X, f(X)) = —1. Com
també (P, Qx, X, f(X)) = —1, deduim f(X) = f(X) com voliem.

Si X = f(X), la recta PX ¢és tangent!® a C i per tant X pertany a la
polar de P, que és l'eix de f, i per tant X = f(X) = f(X), com abans.

0

Aquest punt P queda univocament determinat per a cada projectivitat
involutiva de la conica i es diu punt de Frégier, que pot ser un punt de I'infinit
(una direccio).

Definicié 2.0.9 (Pol i polar) Sigui P un punt que no pertany a una conica
C.La recta polar de P respecte la conica C és ’eix de la involucio fp induida
per P a C. FEs diu que P és el pol d’aquesta recta.

Observem que, per la construccié feta en els anteriors teoremes 2.0.7 i
2.0.8, la polar de P respecte C és el lloc geometric dels conjugats harmonics
de P respecte els punts d’interseccio amb la conica de qualsevol recta per P.

Quan P és el punt de l'infinit, vegeu el peu de pagina 27, que aixo vol
dir Unicament que fixem una direccio, la polar de P respecte C és el lloc
geometric dels punts mitjans dels punts d’interseccio amb la conica de les
rectes paral-lels a la direccio donada. Es diu que aquesta polar és el diametre
de la conica en aquesta direccié. Amb el llenguatge habitual de la geometria
projectiva on s’equiparen direccions amb punts de l'infinit els diametres sén
les polars dels punts de ['infinit.

Per continuitat, quan P € C la polar de P és la tangent a la conica per
P.

Definicié 2.0.10 FEls diametres d’una conica son les rectes polars dels punts
de l’infinit.

YNo pot tenir la direccié de Ieix de la parabola ni de les asimptotes de la hipérbola
com hem comentat al peu de pagina 18.
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I
/ N\
[ \
Diametre
Diamgtre
Diametre

El cas de la parabola té la particularitat de que els diametres corres-
ponents a direccions diferents sén paral-lels. A la figura tenim la direccié
donada per les rectes paral-les a y = 22 que donen lloc al diametre x = 1. Si
la recta és y = mx el diametre és x = m/2.

//

Observem també que hem vist que si dues rectes per P tallen la conica
en punts X, X’ 1Y, Y’ respectivament llavors les rectes XY, XY’ es tallen
sobre la polar de P. Deixant X fix i fent tendir Y a X veiem que les tangents
a la conica per X, X' es tallen sobre la polar.

També es pot construir la polar amb les tangents. En efecte tenim el
resultat segiient.
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Proposicié 2.0.11 FEls punts de tall de la polar de P respecte la conica C,
amb la propia conica, cas que hi siguin, son els punts de contacte de les
tangents a C des de P.

Demostracio. Siguin M, N els punts de tall de la polar de P amb C. Prenem
un punt A € C i el fem tendir a M. Tindrem, amb la notacié de la pagina

27,
(P, Py, A, A) = —1

i en particular
PA PA
im — : ——
A-M Py A P A

i com P4A tendeix a zero (tots dos punts tendeixen aM) ha de ser que que
P4 A’ també tendeixi a zero, és a dir que A’ tendeix també a M. [
Podem donar doncs com caracteritzacié de polar, quan per P hi ha dues

tangents, com la recta que uneix els punts de tangencia de les tangents a la
conica per P.

Pero pot ser que la polar no talli la conica, com es veu a la figura segiient,
en la que (P,Q,A,A") = —1.
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polar de P
Q

Aixi com a partir d’'un punt sabem calcular la seva polar, també donada
una recta podem construir el seu pol, és a dir, el punt que la té com a polar.

Si r talla la conica C en punts M, N llavors el pol de r és el punt d’inter-
seccié d’aquestes tangents.

Si r no talla C, prenem dos punts qualssevol A, B de r, i llavors el pol de
r és el punt P d’interseccié de les polars de A i B respectivament. Efecti-
vament, les parelles P, A i P, B sén conjugades respectivament respecte els
punts en que les rectes PA i PB tallen C. Per tant A i B pertanyen a la
polar de P que ha de ser doncs r.

Equivalentment, per un punt de r tracem dues rectes que tallen C en
punts A, A" i B, B respectivament. Llavors AA’ N BB’ és el pol de r.

Teorema 2.0.12 Sigui A un punt situat sobre una recta r. Llavors la polar
de A passa pel pol de r.

Demostracio. Sigui P el pol de r respecte una certa conica C. Si la recta
PA talla la conica en punts Cp,Cy llavors P i A sén conjugats harmonics
respecte C 1 Cy, 1 per tant P pertany a la polar de A (lloc geometric dels
conjugats harmonics).
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polar de

Si la recta PA no talla la conica només hem de recordar que P és el punt
de tall de les tangents a la conica en els punts r N C 2 perd hem vist a la
pagina 31 que aquest punt pertany a la polar de A. [J

Veiem el cas de la circumferencia quan A es va desplacant per la polar
de P. Es veu que quan A tendeix a infinit la polar tendeix al diametre de la
circumferencia. Aixo és cert per a qualsevol conica, com hem comentat a la
pagina 30.

Es dedueix facilment d’aquest resultat r passa pel pol de s si i només si
s passa pel pol de r. Donem la definicio segiient.

Definicié 2.0.13 Diem que dos punts son conjugats respecte una conica C
quan un pertany a la polar de l'altre. Diem que dues rectes son conjugades
respecte C quan una passa pel pol de [’altra.

20Que passa si no es tallen?
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Proposicié 2.0.14 Sigui P el pol d’una recta r respecte una conica C. Lla-
vors laplicacio f : r — Fp que assigna a cada punt X € r la seva polar
(que pel teorema 2.0.12 passa per P) és una projectivitat. Es a dir

(A7B7C7D) = (pAavap07pD)
on A,B,C,D €r ipa,pg,pc,Pp SOn les seves polars.

Demostracio.. Siguin A', B',C", D' els punts de tall de r amb les respectives
rectes polars.

Volem veure (A, B,C, D) = (A', B’,C", D). Siguin M, N el punts de tall
de r amb C. Sabem que

(A, A',M,N) = (B,B',M,N) = (C,C',M,N) = (D,D',M,N) = —1.

Prenent per simplificar coordenades a r de manera que M =0, N = 1 veiem
que (identificant els punts amb les seves coordenaes)

X
22X -1’

/

X =A,B,C,D,

que és una homografia (vegeu l'exercici 1.1.2) i per tant conserva la ra6 doble.
O
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Corol-lari 2.0.15 Donades dues rectes a,b, © una conica C, l'aplicacio f :
a — b donada per

f(X)=pxnNb, VXer
on px €s la polar de X, és una projectivitat.
Demostracio. Conseqiiencia de I'anterior proposicid, tallant b amb les polars

dels punts de a. [
Aquest resultat té una formulacié dual:

Corol-lari 2.0.16 Donades dos punts A, B, i una conica C, l’aplicacio entre
feizos de rectes f : F4 — Fp donada per

f(r)=BQ, VreFa
on ) és el pol de r, és una projectivitat.
Demostracio. Com que no hem parlat del principi de dualitat en podem
donar una demostracié directa. Només cal adonar-se que f descompon en
composicio de projectivitats
Fa—pa—pp— Fp
donades la primera per interseccié de les rectes del feix amb la polar corres-

ponent, la segona ¢és la donada al corol-lari 2.0.15 i la tercera és simplement
unir els punts de pg amb B. [

Corol-lari 2.0.17 (Involucié de raigs) Donat un punt A i una conica C,
Paplicacio del feix de rectes per A en ell mateix f : Fo —> F4 donada per

f(r)=AQ, Vre F,
on ) és el pol de r, és una projectivitat.

Demostracio. Cas particular de I'anterior corol-lari amb A = B. [
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Les rectes r 1 f(r) es diuen conjugades.

Per trobar la polar en el cas de la parabola observem que la polar d’una
recta r que passa per un punt A i té la direccio de l'eix de la parabola és la
paral-lela a v per A.

A la figura segiient hem representat el cas particular de la parabola y = 2

iel punt A = (1,-1), pero 'argument val en general. El polde r : y + 1 =
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m(x — 1) és el punt P = (m/2), —3(1 +m), de manera que quan m tendeix
a infinit (r tendeix a ser parallela a l'eix) P tendeix a infinit, és a dir la
tangent per B i f(r) sén paral-leles.

Definicié 2.0.18 Diem que F és un focus de la conica C quan la involucid
de raigs definida en el feix de rectes per F' és rectangular, és a dir, quan cada
raig €s ortogonal al seu conjugat.

Per exemple en el cas de I’el-lipse i la parabola tenim les figures segiients.
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.:.':_'Mconjugada der

Vegeu l'existencia dels focus a la pagina 42, teorema 2.0.22.

Teorema 2.0.19 Sigui AABC un triangle inscrit en una conica C. Tota
recta conjugada del costat BC' talla els altres dos costats en punts conjugats.

Demostracio. Definim f: AB — AC per

que sabem pel corol-lari 2.0.15 que és una projectivitat. Sigui O el pol del
costat BC'i denotem C' = ABNpc, B’ = ACNpp. Recordem que les polars
pr ipc de B i C respectivament son les tangents a la conica en aquests punts,
Llavors f(A) = A, f(B) = B"i f(C') = C. Tenim doncs una projectivitat
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entre dues rectes amb el punt d’interseccio fix. Aixo vol dir que aquesta
projectivitat és una perspectivitat de centre Bf(B) N C'f(C") = O, vegeu
[3], pagina 72.

Per tant, la imatge d'un punt X € AC ésel punt X' = f(X) = OXNAC,
com es veu a la figura adjunta.

Com f(X) pertany per definici6 a la polar de X, queda demostrat que X i
X' s6n conjugats. [

Tenim una versié dual de 1’anterior resultat.

Teorema 2.0.20 Siguin a,b, c els tres costats d’un triangle circumnscrit en
una conica C. Tot punt conjugat a un dels vertexs dona lloc, en unir-lo als
altres dos vertexs, a rectes conjugades.

Demostracio. Sigui X un punt qualsevol de la polar del vertex C' = ab.
Siguin A = bc, B = ac els altres dos vertexs. Volem veure que el pol de la

recta AX pertany a la recta BX o equivalentment que el pol de BX pertany
a AX.
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Polar de C

" Polde AX

Apliquem el teorema anterior al triangle format pels punts de contacte
de a,b, c amb la conica. Denotem aquests punts respectivament per o', b, .

Sabem doncs que la recta AX talla el costat a’c’ en un punt Y conjugat
a X (la polar de X passa per Y i reciprocament). Perod o’c’ és justament la
polar de B, de manera que Y pertany a la polar de B i a la polar de X. Pel
teorema 2.0.12 aixo vol dir que tant B com X pertanyen a la polar de Y, és
a dir py = BX. Per tant, el pol de BX, que és Y, pertany a AX com voliem
veure. []

Passant al limit és veu que aquest resultat és cert quan un dels vertexs,
per exemple A, se'n va a infinit, és a dir quan les rectes b, ¢ sén paral-les.

Llavors el teorema anterior diu:

Corol-lari 2.0.21 Siguin b, c dues rectes paral-leles tangents a una conica C.
Per cada punt X del diametre corresponent a aquesta direccio les rectes X B,
XC, on BC és una tangent qualsevol a C amb B € b,C' € ¢, son conjugades.
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X

Diametre

2

Equivalentment, la involucié de raigs en el feix Fx definida en el corol-lari
2.0.17 és tal que f(XC) = XB. Observem que B,C van variant sobre les
respectives tangents, amb la condicié de que la recta BC' sigui tangent a la
conica. Podem pensar doncs que tot raig per X és de la forma XC per a
alguna C, i aixi la involucid de raigs esta ben definida.

Teorema 2.0.22 (Existéncia del focus) Ezisteiz almenys un punt F' on
la involucio de diametres és ortogonal.

Demostracio. Per coniques amb centre si existeix el focus ha d’estar sobre
I'eix. En efecte, si O és el centre F'O és un diametre, corresponent a una certa
direccié (recordem que els diametres son rectes polars de punts de l'infinit).
La conjugacié de raigs des de F' porta FO a la recta per O i direccid la
corresponent al diametre FO (no la direccié del diametre!). Per ser focus
aquestes rectes sén ortogonals i per tant F'O és un eix.

Pel cas de la parabola vegeu la seccid 2.1.

Per trobar el focus, ara que ja sabem que esta sobre 1’eix, construim un
triangle circumscrit m, ¢,t" amb ¢, ¢’ perpendiculars a ’eix, i tallem 1’eix amb
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la circumferencia de diametre BC, amb B=mnNt, C =mnNt.

D’aquesta manera l'angle ZBF'C' és recte. La involucié de raigs des de
F' porta el raig F'B al seu conjugat F'C' i aquests formen angle recte. Pero
hem de veure que tot raig per I’ és ortogonal al seu conjugat.

Es a dir, hem de veure que quan la tangent m va variant, i per tant també
els punts B i C sobre tit', 'angle /BFC' es manté sempre recte.

Seguint els comentaris de la seccié 1.3.1 busquem el punt de Fregier de
la involucié de raigs en el feix Fr definida per la conica: a cada raig el seu
conjugat.

Prenem com circumferencia auxiliar per F' (seguint com hem dit la seccié
1.3.1) justament la que acabem de construir a la figura adjunta. Llavors el
punt de Frégier pertany a la recta BC ja que la imatge de F'B és F'C. La
imatge del raig per F paral-lel a t,t és I'eix FF’ per tant el punt de Frégier
pertany al diametre de la circumferéncia auxiliar QF’, on @ és la intersecci
de T'anterior raig amb la circumferencia auxiliar. QF’ és diametre perque
langle ZQFF' és recte. Com BC' també és diametre, el punt de Frégier és
el centre de la circumferencia auxiliar, i per tant la involuci6 és ortogonal. [

t21

En el cas de l'el-lipse, si prenem la tangent*" paral-lela al diametre veiem

21Recordem que per tracar la tangent en un punt P d’una el-lipse de focus F, F’ hem
de fer la perpendicular en P a la bisectriu de I’angle Z/FPF’.
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que la relacié entre els semiexos a, b i la semi distancia focal ¢ és

2 =a® -1

Observem que el semieix a coincideix amb el radi de la circumferencia
auxiliar.

En el cas de la hipérbola prenem m com asimptota (tangent a l'infinit) i
tenim

A =a®+ b

on a és el semieix, ¢ la semi distancia focal i b és 'ordenada del punt m N¢'.

Observem que la semi distancia focal ¢ coincideix amb el radi de la cir-
cumferencia auxiliar.
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Aquesta situacié és simplement la situacié de la figura segiient quan P
tendeix a infinit (i per tant @) tendeix a l'origen).
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2.1 Parabola

Pel cas de la parabola el teorema 2.0.20 diu que per a qualsevol punt X de
la polar de C' les rectes r, s per X paral-leles a les tangents a la parabola per
C s6n conjugades. En el dibuix es veu com en calcular el pol de s obtenim
un punt de 7.

Polar de C

N

[y Poldes

i

En el cas particular de que X coincideixi amb el focus les rectes r i s sén
perpendiculars com ja sabiem.
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Per tant per construir el focus d’una parabola tracarem la tangent pel
vertex i una segona tangent qualsevol. La perpendicular a aquesta segona
tangent en el punt d’interseccié de les dues tangents talla 1’eix en el focus.

Un cop construit F' d’aquesta manera es veu, amb un argument similar
al cas de coniques amb centre, que la involucié del feix de rectes per F' induit
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per la parabola, és ortogonal. Només hem de construir una circumferencia
auxiliar amb centre I'eix que passi per F'. Com la recta conjugad de l'eix és
la recta per F' paral-lela a la tangent pel vertex, el punt de Frégier és sobre
un diametre de la circumferencia, el corresponent a 1’eix, i com la conjugada
a la paral-lela a la tangent per F' és ortogonal a ella, el punt de Frégier també
esta sobre un segon diametre, per tant és el centre de la circumferencia i la
involuci6 és ortogonal.

Diametres conjugats

Hem definit diametre en una direccié com el lloc geometric dels punts mitjans
en que les paral-leles a aquesta direcci6 tallen la conica. S’ha vist que és una
recta.

No s’ha de confondre la direccié del diametre amb la direccié que ens ha
definit el diametre, que en direm direccié corresponent al diametre.

Ara podem repetir el procés tallant la conica amb les paral-leles a quest
diametre. Els punts mitjans d’aquestes interseccions és un nou diametre ano-
menat conjugat de 'anterior. Observem que el diametre conjugat a un donat
és paral-lel a la tangent a la conica en el punt de tall del primer diametre.
Es conseqiiencia de la Proposicié 2.0.11 i un argument de continuitat.

Diametre .~

Tangent

g

Diametre

Definicié 2.1.1 Dos diametres es duen conjugats quan un és paral-lel a la
direccio corresponent de [’altra.

En llenguatge projectiu, on els punts de l'infinit sén les direccions tenim
la definicié classica segiient.
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Definicié 2.1.2 Dos diametres es duen conjugats quan un passa pel pol de
[altre.

La figura segiient representa la versio projectiva i afi de diametres conju-
gats.

rectadel'infinit X — %

Definicié 2.1.3 Elcentre d’una conica és el punt d’interseccio de dos diametres.

El teorema 2.0.12 ens diu que no depen de quins dos diametres triem.
En efecte, si pensem que en I'enunciat d’aquest teorema, pagina 33, la recta
r és la recta de l'infinit, llavors el punt A € r representa una direccié i el
teorema ens diu que la polar d’aquest punt, que és doncs un diametre, passa
pel pol de la recta de l'infinit que és el centre. Més concretament, es tallen
dos diametres i es considera la involucié corresponent al punt d’interseccio.
Denotem O el punt d’interseccié i X, X' 1Y,Y” els corresponents diametres.
Pel teorema 2.0.7 les rectes XY’ 1 X'Y sén paral-leles. Sifixem X i fem variar
Y obtenim totes les direccions, és a dir, en llenguatge projectiu, obtenim tota
la recta de I'infinit. Prenem un punt Z de la conica i Z’ la seva imatge per la
involucid. Les rectes X Z' i X'Z sén paral-leles (teorema 2.0.12) i el diametre
corresponent a aquesta direccio passa per X X' NZZ' = O. Per tant, tots els
diametres es tallen a O.

Observem que aquest procés no es pot fer amb la parabola ja que tots els
diametres sén paral-lels a l'eix. Les paraboles, doncs, no tenen centre (o esta
l'infinit).
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Diametre

Definicié 2.1.4 Els eizos d’una conica amb centre son els diametres conju-
gats* ortogonals.

La secci6 1.3.1 demostra 'existéncia d’eixos (raigs principals).

2.2 Definicio classica de conica

Teorema 2.2.1 Les rectes que uneixen el focus F' d’una conica amb el punt
P de contacte de dues tangents formen angles iguals amb la recta F'P.

Demostracio. Denotem per T,T" els punts de tangencia de les dues tangents
que es tallen a P, i per O, Q' les interseccions de la recta 7', 7" amb la directriu
d ila recta F'P respectivament.

La recta TT" és, doncs, la polar de P. Tota recta per P té el pol sobre
TT'. En particular, el pol de la recta PF esta sobre T'T", Pero com és una
recta per F' el seu pol és sobre d, per tant () és el pol de PF. Per tant, les
rectes F'P, F'() son conjugades, i com F' és focus, sén ortogonals.

22La conjugacié és en el feix de rectes pel centre.



Geometria Diferencial Classica 51

Com (Q,Q',T,T") = —1 la raé doble de les rectes FQ, FQ', FT, FT' és
també —1. Aplicant la férmula que ens déna aquesta raé doble en funcié dels
sinus dels angles que formen aquestes rectes (pagina 10) i tenint en compte
que

LQFT = 7/2—ZTFQ

LQFT = 7n/2+ /ZQ'FT'
tenim (tenim en compta la posici6 de les rectes per al signe de la raé doble)
sin ZQFT sin ZQFT'

sin /TFQ' ~ sin ZTFT’
d’on L/TFQ' = ZQ'FT' com voliem. [

=cot LZTFQ : cot LZQ'FT' =1

Teorema 2.2.2 La tangent a una conica en un punt M és bisectriu de [’an-
gle*® entre les rectes MF i MF', on F, F'" son els focus de la conica.

Demostracio.. Sigui m la tangent a la conica en el punt M. Sigui P la
interseccié de m amb la tangent a la conica en un vertex  RECORDAR DE-
FINIR]] Pel teorema anterior F'P és bisectriu de ZMFA’, i F'P és bisectriu
de ZMF'A'.

23Sobre 1'el-lipse la tangent és la perpendicular a la bisectriu de ZFPF’. Sobre la
hiperbola la tangent és la bisectriu de ’angle Z/FPF’.
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Aixi P equidista de les rectes FM i FA' i també equidista de les rectes
MF" i FA’; per tant la distancia de P a F'M és igual a la distancia de P
a MF' iper tant P pertany a la bisectriu de I'angle ZFMF’ com voliem
demostrar. [J

P

\ | X
F

Definicié 2.2.3 La directriu d’una conica es la polar del focus.

Si hi ha dos focus hi ha, doncs, dues directrius.

Teorema 2.2.4 FEl quocient de les distancies d’un punt de la conica al focus
1 a la directriu €s constant.

Demostracio. Siguin T,T" dos punts qualssevol de la conica. Volem veure

que
d(T,d)  d(T',d)

d(T,F) d(T',F)
on F' és el focus i d la directriu corresponent al focus F'. Sigui () el punt en
que la recta TT" talla d. Del teorema 2.2.1 i la seva demostracié tenim que
FQ és bisectriu exterior de I'angle ZT"FT. Pel teorema de la bisectriu
FT QT
FT'  QT"
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Siguin U, V els punts en que les perpendiculars a d per T i T” respectivament
tallen d. Per Tales

QT TU

QT TV’
Per tant,

FT TU

FT' TV’
I aixi

FT TF

TU TV’

com voliem veure. [
Amb aquest teorema arribem a la definicié classica de conica i donem per

acabades aquestes notes.
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