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TOPOLOGIE. - Sur. le nombred'orbites périodiques d'une applicationcontinue du cerclé

en lui-même. Note (*) de Jaume Llibre et Agusti Reventes, présentée par René, Thom.

Soit/une application continué du cercle en luir-même,et soitP(/) rensemblédes entierspositifs«pourlesquels/
aun point périodiquedepériode Si N désigne l'ensemble des entiers positifset {l, 2, 3} <=P.(/),alorsP(/)=Net
nous donnons une borne inférieure du nombre d'orbites,périodiquesde période m pour tout meN.

Let f be a continuousmap of the circle into it self, and let F(f) denote thesetofpositive integers k such that fhasa
periôdicpoint of period k. j/Ndénotesthe set of positive integersand{ 1, 2, 3} <=P(/), then J?(f)==Nandu)egivea
lower boundof the number of periodicorbits of period m for all meN.

1. INTRODUCTION.
—

On désignepar S1 le cercle etpar C° (S1, S1) l'espacedes applications
continués du cercle en lui-même.Si/EC° (S1, S1), alors P(/) désigneL'ensembledes entiers
positifs n pour lesquels f a un point périodique de période n, et N(/,

m désigne le nombre
des-orbitespériodiques de périodes:

On sait que si {1, 2, 3 } crP(/) alors P(/)==N, où N est l'ensembledes entiers positifs
(cf. [1]). Dans cette communication nous améliorons ce résultat.

1 THÉORÈMEA.
—

Soit /EC° (S1,-S1).-Si {!;, 2, 3} cz^ff) alors on vérifie les propriétés
suivantes:

(i). il existe un entier f^{m) (facilementçàk^
pour tout mEN

.
(ii) ilexiste une applicationg.eC°(S1, S1) telle que { 1, 2, 3}.<=Ptg[) ei/N'(g, m) = N(m),

pour tOUt m,EN,
La preuve de ce résultat sera donnée au numéro 3. Dans le tableau on donne N(m) par

m=1,2, 50

2. DÉFINITIONSPRÉLIMINAIRESET RÉSULTATS. —
Soit /eC°(S1, S1). On désigne par /°

l'applicationidentité de; S1 etpourtout71 e N on définit /" indùctivementparf"—f°f"~1;-.

Soit p e S1 .On dit que p est un point fixe de / si f(p)=p. Si p est un point fixe de /", pour
quelque 71EN, on dit que p est un point périodique de / Dans ce cas le minimum de
{.nEN ;f"(p)=p} est appelé la période de p.,,

On défimt l'orbitede p comme{ fn ( p) :_n = 0, 1,2,...}.Sip estun pointpériodiquedef
de période n; on dit que l'orbite de p est une orbite: périodique de période n. Dans ce ças,v
l'orbitede p contient exactement n points, chaquepointest unpointpériodiquede période n

Soit peS1 et qéS1 avec p#q. On désigne par [p, q] [respectivement(p, 'q)] l'intervalle
fermé (respectivementouvert)quiva de p à g dans le senscontraireaux aiguilles de l'horloge:

Soit /ÉC0(S1, S1) etsoit [p, q] un intervalle fermé du cercle. Alors /] [p, q] désigne la
restriction de f à l'intervalle [p, g].

Si/eC°(S1, S1), alors on peut représenter le graphique de l'applicatiohf sur le tore T2.

Le tore T2 est homéùmbrphe à l'espace obtenu en identifiantdans le carré [0,1] x [0, 1] les
points (0, y) et (1,,y) et les points (x, 0): et (x, I). Y

Soient,{pi, p2, ., -,
Pr}

,
7vpoints de.S1 tels que (pr,Pi-fif^ {.Pivife > Pr};-® si,

i = 1, 2, ..., r-1, et (pr, pj)n {pl3Y
. .,

p,.}=0. Si /sC0(S1, S1); on dit que l'intervalle
[Pi, Pt+1](°u[p,-, Pi])/-recouvre[pj, p k ]s'il existe un sous-intervalle K de[Pi, p;+1]tel quel

/(K)=fpJ, pfc] et on dit que [p;, pi+1] f-recouvre n-fois [pj, pfl s'il existe sous-mteralles
K1, Y,-K„Yde [pi,pî+1] avec IntK.-nlntÈ,.-©, ?#/ tels que:/(£;)= [pj; pf\ où
i— 1, n.. Y". Y"
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.
Un A-graphede/ est un graphe orienté généralisé (c. à d., il peut y avoir plusieursflèches

qui unissentles mêmes points) avec sommets [ p1? p2],.;..., [ p,., px] et tel que si [p;, p;+1]f-
recouvre [pjyPj+i] n-fois, mais non n + l fois, alors: il y a n (mais non n+l) flèches de
Pi, Pi+

i] ?- [PjyPj+i] (cf- P])- Nous pouvons associer à notre A-graphe une matrice
.M= (m-J) telle.que7T7;J = nombre de flèches de [pA, p1 +

1] à[pj,pj+1].
; Finalement, on dit que l'intervalle [p,-,p,-+1] (similah-emenf pour [pr, pt]) pour

7—1, 2, ..,,, r— 1, /-recouvre linéairement l'intervalle [pj, pk] si l'on vérifié les trois
propriétés suivantes :

(i)/([P;/P;+i])= [Pj,Pk];
(ii) le graphique de / sur le tore T2 est linéaire sur [p;, pi+J;

(iii) l'application / est injective sur [p,-, pf+1].

3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME A;. - Soit/£C0(S:1,:S1)avec{l,2,..3} <="P(/). Alors il
existe une orbite périodique de / de période 3. Soit {px, p2, p3] cette orbite. On peut
supposer que [pj,p2]c[p1, p3]. Il y a deux cas.;possibles :

(a) f(Pi)i=P3J(P2) =Pi et/(p3)=p2;
'&>) flPi)=P2,f(p2)-P3 et/(p3)=p,.
Maintenanton étudie toutes les applicationsg e C° (S1, S1) qui ont uneorbite périodique

de période.3 du type (a) et telles que [p^ p2] g-recouvrelinéairement [p1? p3] ou [p3, p],
[p,, p3] -recouvre -linéairement [p"i"i p2] ou [p2, pj et [p3, pj .g-recouvre linéairement
[p2> P3] ou [p3, p2]. Il y a huit cas possibles pour l'application g, qui sont représentésdans la
figure 1.

.

Fig. l,

On étudie similairement toutes les applications geC°(S1, S1) qui ont une orbite
périodique de période 3 du type (b) et telles que [pls p2] -recouvre linéairement[p2, p3] ou
iP3, P2], [P2, P3] ^-recouvre linéairement [p1,p3] ou [p3, p^ et [p3, px] ^-recouvre
linéairement [p,, p2] ou [p2, p-j]. Voir la .figure 2.

.

On désigne parg,-,7=1, 2, ... ;.,T6,.lesseize applicationsde C° (S 1, S1) dontles graphiques
sont représentés dans les figures 1 et 2. Maintenanton étudie le nombre de points fixes de
l'appiication 0"1,. #Fix/^"'), pour celles g\ telles que .{1, 2,3} cP^,) avec
7'E{1, 2, ...,. 16 }. Par symétrie par rapport au point (1/2, 1/2) e[0, l]x[0, 1] est suffisant

:
d'étudier # Fix(g"') avec ië{ 1, 2, ..., 8 } .On peut s'abstenir de considérerles applications
#4 et g5 puisque 2^P(gi4) et 1 £T?(g5), et toute modificationh de g4 et g5 de manière que2e¥(gf)'et {1,2} ePfe) satisfait N(/t, m^N'^j, 777).

.
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On notera que si, par exemple, /vérifie la condition (a) et [pl5 p2) /-recouvre [px, p3] et
[p2, p3] /-recouvre [p1, p2];et [p3, p1]/-reeouyre [p2, p3] alors par continuité nous avons
N(/, m=N(g1, m). Par suite, il est clair que N(/, m)^N(0;, m) pourcertaini=l k..

Fig, 2

On notera aussi que, ;
à rotation près, Q^—g^—g-j et' g2=g3=g8. Puisque

9iW.Pi, PaJ-Qi ItPi., P3] etgfife, P'];i").<=ïpls p3] on déduit que Nfe2, m^(0!, m). Par
conséquent, il nous manque seulementétudier N^, m).

Commençonspar étudier #Fix(gf). Soit g :; [;pls p3] -* [pl5 p3] l'application représentée
dans la.figure3

Fig. 3

Il est clair que #Fix(gr'")— #Fix(gm), que la matrice deT'A-graphe de g associé à la

partition{Pi, p2],:[p2, p3] est M= f ^
Q

j et que Tr(Mm)=#Fix(0m).

On obtient :

Ainsi :: ..

Puisque:Tr(M)=l et Tr(M2)= 3 nous avons ::
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A partir de ce nombre on peutcalculer facilement le nombreN (m) d'orbites périodiquesde

$! de période m, voir le tableau. Par Continuité on a prouvé, lethéorème A.

TABLEAU :'

m •
N(m) m N'(m) m N(m) m N(m)

1-' 1 '14 .58 27 16264 40 5720274.
2 1 .15 90 28- 25350 41 9030450
3 ,1 .16 135 .29 39650 42 .14263078
4 1. 17 .210 30;

.
' 61967- 43 22542396

5 2 .18 316 31 97108- 44 35644500
6 2 19 492 32: 152145 45 56393760
7 4 20 750 : 33- 238 818 46 89262047
8, 5 .21 1164 34 3.74955

.

47 141358,274
9: 8 22 1791 35 589520 48 223955235

10.- " .11
.

23 :2786 ,...-'•' 36 Y 927200 49 354975428
11" 18 24 4305 37 1459960 50 562871705
12 25 -25 6710 38 2299854
13; 40

,
26 ;10420 39

.
3626200,

Remarque.
—

Soit {p1? ...,p„} une orbite périodique de feÇP^S1, S1). Si nous
connaissons d'une part /(p,) pour 7=1,

.-. .,«, et de l'autre si [Pj,p,-+i] /-recouvre
U ( Pi).,f (Pi-t-1 )] ou [/ ( pi+1 ), f(Pi)], alors nouspouvons appliquer les mêmes techniquesque.
celles de cette Note pour obtenir une estimation similaire de N(/, m).

(*) Remise le 25 mai 1981, acceptée après révision le 23 novembre 1981.
[1] L. BLOCK, Trans. Amer, Math. Soc, 260, 1980, p,-553-562'.

[2] L. BLOCK,M. MISIUREWICZ, J. GÛCKENHEIMERet L. S. YoviïG,-.PeriodicPointsand TopologicalEntropyof
One Dimensional Maps (Lêct. Notesin Math., 819,1980,p. 18-34).

Secciô de Matemàtiques, Facultat de Ciènciês,
JJniversitùiAutànoma de Barcelona, Bellaterra, Barcelona, Spain,


