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en luz—meme Note (*) de J aume thre &t Agustl Reventos, presentee par Rene Thom

Soxt f une apphcatlon continue du cercle én lul-meme et'soit P’ ( f )’ ensemble des entiets posmfs n'pour Iesquels I

'aunpomt penodlque depériode n. Si N désigneI’ensemble des entiers positifs ef { 1,2, 3} cP(f),alors P(f)= N et R

nous donnons une borne mfeneure du nombre d’ orbltes perlodlques de perlode m pour tout meN

Let f be a connnuous map. of the cir cle into zrself, and let P( e denote the set- of posmve mtegers k such that. f has a .
. periodicpoint of period k. . If N'denotes the setof positive integers: and { 1,23 } < P f ) then P ( f)= N and we gwe a
" lower bound of the number of per lodzc orbits of per iod m for all meN. _ .

1 INTRODUCTION - On demgne par S1 le eercle ot par C0 (S1 Sl) l’espace des appheatlonsi'

, _eontmues du cercléen 1u1-meme Si.feC%(8*, 8),alors P(f ) désigne I’ensemble des entiers” '.'-',:'-'-:.-‘ ~
o posmfs 7 pour 1esquels faun point perlodlque de pemode n,et N( f m) de81gne Ie nombre e
o des orbltes penodlques de perlode m. | o R S

- On sait que si { 1 2, 3} CP( 9 alors P( f ) N ou N est 1 ensemble des ent1ers posmfs .
- (o 1) Dans cette: eommumeatlon nous amehorons ce resultat L | _ ‘

- Suiva I’i f@S

(1) il exlste Ur entm N(m)( faczlement calcuiable voir le. numem 3) tel queN( f m) N(m)’ .
pour fout meN;: -
(11) il exisie une apphcarzon gEC0 (81 S ) telle que {1 2, 3} cP(g) et N(g, m) N(m)- "
pour tout meN.

THEOREME A - S01t fe c° (81 S ). Si {1 2,3} c:P(f) alors on vertﬁe les pmpr:etes- |

- La preuve de ce Iesultat sera. donnee au numero 3 Dans le tableau 011 donne N(m) par R

Cm= L 2 50

2. DEFINITIONS PRELIMINAIRES ET RESULTATS. — 801t f € C0 (S1 Sl) O'n 'dési"'gne p_ar'f‘?'

- 1 appheatmn identité de S* et pour tout ne N on définit Vi " mductlvement par f"=fo "1 -
SoitpeS!.On dit que P est un point ﬁxe de f'si f(p)= p Si p est un pomt fixe de f pour_ -

quelque ”EN on dit que p est un pOmt per1od1que de f. Dans ce cas le mmimum de
'{”EN S p)= P} est appele Ta penode de P | - |

L -On deﬁmtl orbite-de p Comme { £ (p) :n=0, 1 2 } SI p est un pomt perlodlque de f L L
de pemode 1; On d1t que I’ orbite de'p est une orbite per10d1que de penode n. Dans. ce cas.. SO e

* T’orbite de p contierit exactement 7 pomts chaque point est un point périodique de période 7.

Soit peS1 et g e8! avec p#g: On deSIgne par [p, q] [respeetlvement (p, q)] lmtervallef .'

ferme (respeetwement ouvert) guivade pag dans le sens contraire aux: aiguilles de l’horlo ge o
Soit feC%(S,8") et soit [p, g] un mtervaﬂe ferme du cercle. Alors f | [ p; 4] des1gne la'f'.'."'
restriction de f & Tintervalle’ Ip, q]. | - - o S

Si feCO(SY, §Y), alors on peut representel e glaphlque de 1’apphcat1on f sur le tore T2, ST
-~ "Letore T est homeomo:t phe a l’espace obtenu en 1dent1ﬁant dans le carré [0 1] [,0, 1] les_‘_’.. R
- points (0, y) et (1, y) et les pomts (x, 0): et (x, 1) B B [

_SOI.ent;{pl, Pas -« > Dy} 7-points de. S tels que : (0 p1+1)ﬁ{p1, Paoe s P} =0 i

i=1, 2, 1, et (pys 1) O P10 P, }=0. Si feC’(8!, §*) on dit que T’intervalle

s pzﬂ] (ou[p, , pl]) f—reeouvre[pj, Dils "il'existe un. sous—mtervalleKde [p” P:+1] tel que-ﬁ' |
f(K)= [ Djs ph] et on dit que [p!, Pi+1] f-recouvre n-fois [ Djs pk] &'l ex1ste n sous-mtervalles_ |

- -1-—1

Kl: -7 . Kn de [plﬂ p1+ 1] aVGC IIltK ﬂ IﬁtK Q) I#J’ tels un f(KI) [pJ’ pk] Ou - S
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Un A- graphe de f est un gr aphe or1enle generahse (C ad.,il peut y avoir plu31eurs ﬂeches
- qul unissent lés mémes points) avec sommets [ p,, pal, - [ Prs p.lettel quesi| Dis Pit1) f-
recouvre [p;s pJ.,.I] n-fois, mais non n+1 fois, alors: 11 y an-(mais non n-l—l) fleches de
[ Dis pivqs) & [ Pi» pﬁl] (cf. [2]). Nous pouvons associer 4 notre A-graphe une matrice
M (mU) telle que. m; —nombre de fleches de [ p;, plﬂ] alpi. pivil) |

_ Finalement, on dﬂ que lintervalle [p;, p;+,] (similairement pour [p;, p,]) pour |
-1-—1 2, 1—1 J- -Tecouvre lmeauement luuelvalle [ Pi» Pil si on vérifie les trois
propuetes suwantes o o

Q) £ P> piv D=Lp; 0i; -

- (11) le graphique de f sur le tore T2 est linéaire sur [ p,, Pi+ 1]

(111) [§ apphcatlon f est mJectwe sur 1 Pi> plﬂ] o

3 DEMONSTRATIONDUTHEOREMEA —~ Soﬁfe C° (81 S*)avec{l, 2,3} cP(f) Alors il
~ existe une orblte peuochque de f de période 3. Soit { P1s Pas p3} cette orbite.” On peut
supposel que{p,, p.]c [pl, psl. llya deux cas, p0331bles :
Ha) f(py)= Psaf(Pz) =p; et f(ps)=ps; )
b)) £(P1)=p2. S (P2)=Ps et [ (p3)=p;.

 Maintenant en étudie toutes les applications g e C° (S1 S? ) qui ont une orbite per10d1que o
*+ de période. 3 du type (a) et telles que [py, p,] g-recouvre linéairément [pl, p3] ow[ps, pil;

[pg, p3] g-recouvre linéairement [p;; p,] ou [p,, p;] et [ps, pil.g-récouvre linéairement

o [p2, pslou[ps, p,l. 1y ahull cas poss1bles poul I appllcatlon g, quisont replesentes dansla R

' ﬁgme 1

T Ee
On étudie”éimﬂa:ileméﬁt toutes les appli&ﬁbné geC°(Sh, S S*) qui ont une - orbite
" penodlque de période 3 du type (b) et telles -quefp;, pz] g-recouvre linéairement [ P2s ps]ou

* Lpsepal. [ ps] grrecouvre linéairement [ps, pa] ou (s, pi] et [ps, ps] g-recouvee
linéairement [ p,, p,] ou {p,, pl] Voir la figure 2. ’ :

. On désigneparg;,i=1,2, ..., 16, Jes seize apphcatlons de C° (S1 Sl) dont les graph1ques
| sont'repr’ésenfés-d&ﬂs les _ﬁ_gurc§ _1 et 2. Maintenant on étudie le nombre de points fixes de
; I’-@plication' g7, #Fix(gl"), pour celles g; telles que £1,2,3} cP(g,) avec
| ie{ 1, 2, 16} Par symetrle par rapport au point (1/2 1/2)el0, 1] x [0, 1] est suffisant
-d*¢tudier # le( g™ avecie {1,2, ; 8 } ‘On peut s’abstenir de considérer les apphcatlons

. ~gsetgs puisque 2&‘P(g4) et 1 éP(gs) et toute modification h de g, et gs de maniere. que
: 1'26P(g4) et {1 } CP(Q5) satisfait N(h m)>N(g1, ). '
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On notera que si, par exemple b Venﬁe la condmon (@etipy, pz] f recouv1e (P15 p3] et
1 pas Ps] f -récouvre [P1> Pz] et [Ps: Pl]f IecouvIe [Ds, p3] alors. par cont1nu1te nous avons =~ .~
- N(f m)>N(g1, m) Par su1te 11 est clalr ‘que N(f m)>N(g“ m) pour ce1ta1n =1,k

5 T
9 / 10 L Fa
'__513 e Dg .- N :__ 95 - =P

. _Fig..,z'_'

' On notera aussi que 2 rotatlon pres, gi—gg;g-, et '”-gzl—gsﬁgg P'liiSque ) .

g2 I[p1s Ps] =g [[Ph P3] et gl ([Psa P1])C[P1= ps] on déduit que N(Qz: m)‘\"N(gh m) Par
_conséquent, il nous manque seulement étudier N(g3, m) -

" Commengons par étudier #le(g ) Smt_g__ | pl, p3] [ Dis p3] 1 apphcatlon representee'_ - ) .

e,

'-'-rdans la. ﬁgme 3 S

Il-est clalr que #le(g"’) #le(g"’) que. la n1atr1c:e de IA graphe de g associé a la
{1 o
"_-:.-partltlon [pl,pz] [pz, p3] estM G 0>et que Tr(M’") #F1X(g”‘)

On obtlent

¢ (m).d(m)

Mm (a(m)b(m')) avec. a(m)= a(m l)—l—a-(m_2)
b(f;z) b(m—l)-i—b(m—Z) c(m) a(m—l) .t_ ;.-_c__i_‘(ﬂm_-)%b‘(m_—_l)._

. A1n51 | | |
TI(M"I) 0(”’1)'1‘17("?—1) Tl‘ (M"I_1)+Tr (M”’ 2)
: . Pu1sque Tl‘ (M) 1 et Tr (Mz) 3 nous avons : R

et
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A partlr de ce nomble on peut calculm facﬂement le nomble N (m)d’ 01b1tes pe110d1ques de
gl de perlode 1, V01r le 1ableau Par contmune on a prouve le 1heoreme A. :

' TABLEAU R

m . N(m) o N(m) ; mo N (m) o o N(m) .

I TR 14 U8 a7 16264 . . 40 5720274;
2. 1 15 90 28 25350 41 - . 9030450 .
3 1 16 o135 . 29 39650 42 14263078

4 1. ©17 2100 307 - 61967 43 22542396

520 18 316 - 31 97108 - 44 © 35644 500

6 2 19 492 . 32 152145 45 - 56393760

7 4 20 75 0 33 238818 -~ 46 - 89262047
8§ 5 21 1164 34 374955 - 47 141358274
9 - 8 o2 179t 35 589520 48 223955235
10~ 11 - 23 2786 .. - 36 . 927200 - 49 354975428
11 .. 18, 24 4305 -7 37 1459960 50 - 562871705
12 25 25 67100 .. 38 2299854 | | - i
13 40 26 10420 {,, 39 3626200

| Remarqie.. — Soit {p;, .., p,t} une orblte penodlque de f € C0 (S1 Sh. Sl nous

—,.C(‘)nnélissdiis d’une p'art' £ p;) pour i=1, ..., n, et de lautre si [p;; plﬂ] f- “TECOUVIe
IS P; s 1 ( pieloulf (pias)s S (P alors nous pouvons appliquer les mémes technlques que.
o celles de cette Note pour obtemr une esilmatlon snnﬂalre de N( f,m).- B

(*) Remise le 25 mai 1981, acceptée aprés révision le 23 novembre 1981.
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