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Christian Huygens' Horologium Oscillatorium ; Part III.                                66
Translated and annotated by Ian Bruce.

PROPOSITION IV.

If two curves leave the same point turning in the same sense,  and are in the same
concavity,  and thus are compared by the movement that truly all the lines which are
tangents to the one curve,  cross the other line at right angles; these are described from
evolution from the first, after starting from a common point.

ABC and ADE shall be the curves, turning
in one sense, and which are both present in
the same cavity, having a common end point
A.  Moreover all the straight lines touching
the curve ABC, such as BD or CE, cross the
curve  ADE at right angles. I say that from the
evolute ABC itself, the curve ADE is to be
described from the point of intersection A.

If indeed it were possible, let the evolute
describe some other curve AFG. Therefore
any straight line, touching the evolute ABC,
such as BD, CE, cross the curve AFG at right
angles (by Prop. 1, of this section), considered

to be in F and G. But the same tangents are also put in place to cross the curve ADE at
right angles. Therefore the curves ADF and AFG, with the same terminal point A, and
which can be said to be curving in the same sense, and both in the same concavity,
obviously each arise from the same curve ABC; for it is agreed from hypothesis that what
concerns the curve ADE, truly concerns AFG, which has been asserted from the first part
of this proposition.  All the lines that cross one of these curves, also similarly cross the
other, which indeed has been shown before not to be possible (Prop. 3, of this section).
Whereby it is agreed that the curve ADE is described from the evolute ABC. Q.e.d.

PROPOSITION V.

If a line is the tangent to a cycloid at the vertex, upon which as a base, another cycloid
similar and equal to the first cycloid is put in position, starting from the said  vertex
point; any tangent line of the lower cycloid crosses a part of the upper superposed
cycloid at right angles.

The line AG is a tangent to
the cycloid ABC at the vertex
A, upon which as a base, the
other similar cycloid AEF can
be put in place, with vertex F.
Moreover, the line BK is a
tangent to the cycloid ABC at
B. I say that line produced
crosses the cycloid AEF at right
angles.

BH=AK=arc HA=arc EK  
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the same cavity, having a common end point
A.  Moreover all the straight lines touching
the curve ABC, such as BD or CE, cross the
curve  ADE at right angles. I say that from the
evolute ABC itself, the curve ADE is to be
described from the point of intersection A.

If indeed it were possible, let the evolute
describe some other curve AFG. Therefore
any straight line, touching the evolute ABC,
such as BD, CE, cross the curve AFG at right
angles (by Prop. 1, of this section), considered

to be in F and G. But the same tangents are also put in place to cross the curve ADE at
right angles. Therefore the curves ADF and AFG, with the same terminal point A, and
which can be said to be curving in the same sense, and both in the same concavity,
obviously each arise from the same curve ABC; for it is agreed from hypothesis that what
concerns the curve ADE, truly concerns AFG, which has been asserted from the first part
of this proposition.  All the lines that cross one of these curves, also similarly cross the
other, which indeed has been shown before not to be possible (Prop. 3, of this section).
Whereby it is agreed that the curve ADE is described from the evolute ABC. Q.e.d.

PROPOSITION V.

If a line is the tangent to a cycloid at the vertex, upon which as a base, another cycloid
similar and equal to the first cycloid is put in position, starting from the said  vertex
point; any tangent line of the lower cycloid crosses a part of the upper superposed
cycloid at right angles.

The line AG is a tangent to
the cycloid ABC at the vertex
A, upon which as a base, the
other similar cycloid AEF can
be put in place, with vertex F.
Moreover, the line BK is a
tangent to the cycloid ABC at
B. I say that line produced
crosses the cycloid AEF at right
angles.

per tant E pertany a la cicloide 
i EK és la normal

Horologium
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Translated and annotated by Ian Bruce.
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evolution from the first, after starting from a common point.

ABC and ADE shall be the curves, turning
in one sense, and which are both present in
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A.  Moreover all the straight lines touching
the curve ABC, such as BD or CE, cross the
curve  ADE at right angles. I say that from the
evolute ABC itself, the curve ADE is to be
described from the point of intersection A.

If indeed it were possible, let the evolute
describe some other curve AFG. Therefore
any straight line, touching the evolute ABC,
such as BD, CE, cross the curve AFG at right
angles (by Prop. 1, of this section), considered

to be in F and G. But the same tangents are also put in place to cross the curve ADE at
right angles. Therefore the curves ADF and AFG, with the same terminal point A, and
which can be said to be curving in the same sense, and both in the same concavity,
obviously each arise from the same curve ABC; for it is agreed from hypothesis that what
concerns the curve ADE, truly concerns AFG, which has been asserted from the first part
of this proposition.  All the lines that cross one of these curves, also similarly cross the
other, which indeed has been shown before not to be possible (Prop. 3, of this section).
Whereby it is agreed that the curve ADE is described from the evolute ABC. Q.e.d.

PROPOSITION V.

If a line is the tangent to a cycloid at the vertex, upon which as a base, another cycloid
similar and equal to the first cycloid is put in position, starting from the said  vertex
point; any tangent line of the lower cycloid crosses a part of the upper superposed
cycloid at right angles.

The line AG is a tangent to
the cycloid ABC at the vertex
A, upon which as a base, the
other similar cycloid AEF can
be put in place, with vertex F.
Moreover, the line BK is a
tangent to the cycloid ABC at
B. I say that line produced
crosses the cycloid AEF at right
angles.

Per unicitat, acceptant que en desenvolupar les tangents són perpendiculars a la desenvolupada,

 la desenvolupada de la cicloide és la cicloide.
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Longitud de la Cicloide

Longitud de la cicloide = 8r

Horologium
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Que és envolupant dels rajos lluminosos 
provinents d’un focus, reflectits per una 
superfície còncava.
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provinents d’un focus, reflectits per una 
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Càustica 
DIEC: càustic -a

Que és envolupant dels rajos lluminosos 
provinents d’un focus, reflectits per una 

Veurem que les càustiques són evolutes
Concretament de les ortotòmiques



Ortotòmica 
DIEC:No s'ha trobat cap entrada coincident amb els criteris de cerca
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punt O és el lloc geomètric dels  simètrics 
d’O respecte de les tangents a C.
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L’ortotòmica d’una corba C respecte d’un 
punt O és el lloc geomètric dels simètrics 
d’O respecte de les tangents a C.



Ortotòmica 
L’ortotòmica d’una corba C respecte d’un 
punt O és l’envolvent de les 
circumferències amb centre sobre la corba 
i que passen per O

Segona definició



O

Punt de la ortotòmica

L’equivalència es dedueix de: 

Tangent a la corba



Ortotòmica 
La evoluta de la ortotòmica d’una corba respecte un punt  

és la càustica d’aquesta corba respecte el mateix punt

aa

a



Cardioide 
ortotòmica del cercle 
respecte P 

P
càustica del cercle respecte P 
=  evoluta de la ortotòmica

<---



Cardioide 
Envolvent de cercles amb  
centre en el cercle negre que  
passen per P

<---

P



Evolutes a l’espai
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Notes sur les développées des lignes courbes

 Manuscrits de Joseph Fourier: cabinet des manuscrits de la Bibliothèque Nationale; 1801



Gaspard Monge
El 22 de gener de 1769 Monge va escriure a l’abat Charles Bossut  
explicant-li que estava escrivint sobre ``développées’’ de corbes de doble curvatura.

“Je me propose de démontrer dans ce Mémoire 
qu’une courbe, plane ou à double courbure a 
une infinité de développées, toutes a double 
courbure, à l’exception d’une seule pour 
chaque courbe plane, et de donner la manière 
de trouver les équations de telle de ces 
courbes qu’on voudra, étant données les 
équations de la développante.”
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El 22 de gener de 1769 Monge va escriure a l’abat Charles Bossut  
explicant-li que estava escrivint sobre ``développées’’ de corbes de doble curvatura.

“Je me propose de démontrer dans ce Mémoire 
qu’une courbe, plane ou à double courbure a 
une infinité de développées, toutes a double 
courbure, à l’exception d’une seule pour 
chaque courbe plane, et de donner la manière 
de trouver les équations de telle de ces 
courbes qu’on voudra, étant données les 
équations de la développante.”

Mémoire sur les développées, les rayons de courbure, et les differents genres 
d’inflexions des courbes à double courbure,  Mémoires présentés par divers 
savants à l’Académie des Sciences de l’Institut de France X (1785), 511–550.



Gaspard Monge
Donada una corba x(s) es demana trobar les 
corbes y(s) (les développées o evolutes) tals que 
les tangents a y(s) pertanyen al pla normal de x(s).

y(s)--->

<---x(s)



Gaspard Monge
Donada una corba x(s) es demana trobar les 
corbes y(s) (les développées o evolutes) tals que 
les tangents a y(s) pertanyen al pla normal de x(s).

y(s)=x(s)+r(s)(N(s)+cot a(s) B(s))

a(s)=∫s0
 t(u)du

Donada una corba g, existeixen infinites corbes  tals que 
les seves rectes tangents tallen g ortogonalment.



Gaspard Monge
Donada una corba x(s) es demana trobar les 
corbes y(s) (les développées o evolutes) tals que 
les tangents a y(s) pertanyen al pla normal de x(s).

y(s)=x(s)+r(s)(N(s)+cot a(s) B(s))

a(s)=∫s0
 t(u)du +c

Totes pertanyen a la superfície polar



Evolutes no planes d’una corba plana

<-- Superfície polar

<---------Corba plana
Tangent a l’evoluta ------------>
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Les normals a una superfície sobre una línia de 
curvatura formen una superfície desenvolupable.



Teorema de Monge
Les normals a una superfície sobre una línia de 
curvatura formen una superfície desenvolupable.

Monge: Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais, 1781



Teorema de Monge
Les normals a una superfície sobre una línia de 
curvatura formen una superfície desenvolupable.

<--- Superfície desenvolupable



Recordatori

s Superfícies desenvolupables 
s Línies de curvatura



Superfícies desenvolupables
Superfícies reglades: formades per rectes
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Superfícies desenvolupables  
= reglades amb K=0 
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Superfícies desenvolupables

Superfícies desenvolupables  
= reglades amb K=0 
=reglades amb el mateix pla tangent al llarg de les 
generatrius 
=envolvent de família uniparamètrica de plans 
= desenvolupable tangencial (les rectes són les 
tangents a una corba, arête de rebroussement)
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Curvatures principals

..
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Direccions principals

..
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però aquesta fórmula es pot escriure com9

������

µ2
��µ �2

E F G
e f g

������
= 0. ⇤

Diguem de passada que podem redemostrar a partir d’aqúı que els vectors
propis u1 = �1'u + µ1'v, u2 = �2'u + µ2'v de valors propis k1 6= k2 són
ortogonals. Només s’ha d’observar que els quocients µi/�i, i = 1, 2, són
solució de10

(Gf � Fg)x2
� (Eg �Ge)x� (Ef � Fe) = 0,

i per tant

µ1

�1
+

µ2

�2
=

Eg �Ge

Gf � Fg
µ1µ2

�1�2
= �

(Ef � Fe)

Gf � Fg
.

Aix́ı

�
�1 µ1

�✓ E F
F G

◆✓
�2

µ2

◆
= E�1�2 + (�1µ2 + �2µ1)F + µ1µ2G

= �1�2

✓
E +

Eg �Ge

Gf � Fg
F �

Ef � Fe

Gf � Fg
G

◆

= 0.

6.5 Ĺınies de curvatura

Definició 6.5.1 Sigui �(s) una corba continguda en una superf́ıcie S Direm
que � és ĺınia de curvatura si �0(s) és, per a tot s, vector propi de l’endo-
morfisme de Weingarten.

9Sembla una casualitat que ara apareixin determinants. Sembla només una norma
mnemotècnica per recordar fàcilment l’equació dels vectors propis. En Jaume de Dios,
quan va sentir aquest comentari meu, no es va poder estar d’escriure l’exercici 6.8.6.

10Si no sabéssim d’on surt aquesta equació de segon grau ens podŕıem preguntar si té o
no soucions reals. Vegeu l’exercici 8.6.3.
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Proposició 6.4.3 Donada la carta local (U,'), el vector

w = �'u + µ'v

és vector propi de l’endomorfisme de Weingarten si i només si
������

µ2
��µ �2

E F G
e f g

������
= 0. (6.15)

Demostració. Denotant

W =

✓
a b
c d

◆

la matriu de l’endomorfisme de Weingarten, la condició de vector propi
✓

a b
c d

◆✓
�
µ

◆
= k

✓
�
µ

◆

per a una certa k 2 R equival a l’anul.lció del determinant
����
a�+ bµ �
c�+ dµ µ

���� = 0

(vegeu l’exercici 6.8.2 ). És a dir,

bµ2
� (d� a)�µ� c�2 = 0.

Com que

a =
Ge� Ff

EG� F 2

b =
Gf � Fg

EG� F 2

c =
Ef � Fe

EG� F 2

d =
Eg � Ff

EG� F 2

obtenim directament que w = �'u + µ'v és vector propi de W si i només si

(Gf � Fg)µ2
� (Eg �Ge)�µ� (Ef � Fe)�2 = 0,
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Si la superfície és z=z(x,y) i z=0 és el pla tangent   
tenim E=G=1, F=0,  e=r, f=s, g=t. La direcció (1,y’,0) és principal si

Geometria Diferencial Clàssica 149

Com la normal és

⌫ =
1p

p2 + q2 + 1
(�p,�q, 1)

e =
1p

p2 + q2 + 1
r, f =

1p
p2 + q2 + 1

s, g =
1p

p2 + q2 + 1
t,

amb

r =
@2z

@x2
, s =

@2z

@x@y
, t =

@2z

@y2
.

Substituint a (6.16), tenint en compte que la corba és '(x, y(x)) i per
tant u = x, v = y(x), tenim

������

y02 �y0 1
1 + p2 pq 1 + q2

r s t

������
= 0,

i el desenvolupament d’aquest determinant coincideix amb (6.17), com voĺıem
veure. ⇤

Nota 6.5.3 Observem que en el cas particular en que la superf́ıcie S és
gràfica de z = z(x, y) amb z(0, 0) = 0, i TPS = {z = 0}, llavors p = q = 0 a
l’origen (vegeu exercici 6.8.4) i per tant l’equació de les direccions principals
a l’origen es redueix a

������

y0 2 �y0 1
1 0 1
r s t

������
= sy0 2 + y0(r � t)� s = 0, (6.18)

amb y0 = y0(0), i les derivades segones r, s, t també valorades a l’origen. Això
vol dir que la direcció (1, a, 0) 2 TPS és direcció principal si i només si

sa2 + a(r � t)� s = 0.

Aquesta equació diu directament que hi ha dues direccions principals (és
una equació de segon grau) i que són ortogonals (el producte de les dues
arrels a1, a2 és �1 i per tant (1, a1, 0) · (1, a2, 0) = 0).

amb la notació habitual

p =
@z

@x
, q =

@z

@y

i

p(x) =
@z

@x
(x, y(x)), q(x) =

@z

@y
(x, y(x))

Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
Voldŕıem que la recta normal per �(x) tallés la recta normal per �(0) = P , que és la recta x = y = 0.
Això potser no passa, però la tallarem amb dos plans que determinen la recta x = y = 0, concre-
tament amb x = 0 i amb y = 0.
Obtenim com punts de tall

(0, y(x)� q(x)
x

p(x)
, z(x) +

x

p(x)
), (x� p(x)

y(x)

q(x)
, 0, z(x) +

y(x)

q(x)
).

En el ĺımit les terceres components han de coincidir. Aplicant l’Hôpital, la regla de la cadena, i
recordant que p = q = 0, tenim

lim
x!0

x

p(x)
=

1

r + sy0

lim
x!0

y(x)

q(x)
=

y0

s+ ty0

amb

r =
@2z

@x2
(0, 0), s =

@2z

@x@y
(0, 0), t =

@2z

@y2
(0, 0)

r =
@2z

@x2
, s =

@2z

@x@y
, t =

@2z

@y2

Per tant ha de ser
1

r + sy0
=

y0

s+ ty0
,

és a dir,

sy0 2 + (r � t)y0 � s = 0, (3) {elcm}

que és exactament l’equació (4) que hav́ıem obtingut per altres mètodes a la pàgina 29.

������

y0 2 �y0 1
1 0 1
r s t

������
= sy0 2 + y0(r � t)� s = 0, (4) {m171}

Aquesta és l’equació de les direccions principals: les direccions sobre les quals t’has d’aproximar a
un punt per tal de que les normals es tallin.
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Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
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La fórmula 

apareix essencialment al treball d’Euler 
Recherches sur la courbure des surfaces , 
 Mémoires de l'Académie des Sciences de Berlin, 1767
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Aquesta és l’equació de les direccions principals: les direccions sobre les quals t’has d’aproximar a
un punt per tal de que les normals es tallin.

29

Preliminary version – 31 de desembre de 2017 – 19:39

La fórmula 
Direccions principals

Recordatori

Actualment apliquem el teorema espectral 
i diem que les curvatures i direccions principals  
són els valors i vectors propis de l’endomorfisme 
 de Weingarten.              Wei=kiei.



Veiem com Monge arriba a aquestes  
mateixes   equacions a partir ``d’evolutes’’

Direccions principals



Veiem com Monge arriba a aquestes  
mateixes   equacions a partir ``d’evolutes’’

Direccions principals

I ho fa de manera que introdueix les  
línies de curvatura



Déblai i Ramblai 

Monge: Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais, 1781
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Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
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En el ĺımit les terceres components han de coincidir. Aplicant l’Hôpital, la regla de la cadena, i
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Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
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Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
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Això potser no passa, però la tallarem amb dos plans que determinen la recta x = y = 0, concre-
tament amb x = 0 i amb y = 0.
Obtenim com punts de tall

(0, y(x)� q(x)
x

p(x)
, z(x) +

x

p(x)
), (x� p(x)

y(x)

q(x)
, 0, z(x) +

y(x)

q(x)
).

(0, y � q
x

p
, z +

x

p
), (x� p

y

q
, 0, z +

y

q
).
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Observem que per la hipòtesi que hem fet sobre TPS, p(0) = q(0) = 0.
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En el ĺımit les terceres components han de coincidir. Aplicant l’Hôpital, la regla de la cadena, i
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Direccions principals

Aquesta és l'equació de les direccions principals: les 
direccions sobre les quals t'has  d'aproximar a un punt  
per tal de que les normals es tallin. 

La mateixa equació d’Euler!!



Si l’argument que hem fet en un punt fixat el 
fem en un punt arbitrari, la fórmula 

Geometria Diferencial Clàssica 149

Com la normal és

⌫ =
1p

p2 + q2 + 1
(�p,�q, 1)

e =
1p

p2 + q2 + 1
r, f =

1p
p2 + q2 + 1

s, g =
1p

p2 + q2 + 1
t,

amb

r =
@2z

@x2
, s =

@2z

@x@y
, t =

@2z

@y2
.

Substituint a (6.16), tenint en compte que la corba és '(x, y(x)) i per
tant u = x, v = y(x), tenim

������

y02 �y0 1
1 + p2 pq 1 + q2

r s t

������
= 0,

i el desenvolupament d’aquest determinant coincideix amb (6.17), com voĺıem
veure. ⇤

Nota 6.5.3 Observem que en el cas particular en que la superf́ıcie S és
gràfica de z = z(x, y) amb z(0, 0) = 0, i TPS = {z = 0}, llavors p = q = 0 a
l’origen (vegeu exercici 6.8.4) i per tant l’equació de les direccions principals
a l’origen es redueix a

������

y0 2 �y0 1
1 0 1
r s t

������
= sy0 2 + y0(r � t)� s = 0, (6.18)

amb y0 = y0(0), i les derivades segones r, s, t també valorades a l’origen. Això
vol dir que la direcció (1, a, 0) 2 TPS és direcció principal si i només si

sa2 + a(r � t)� s = 0.

Aquesta equació diu directament que hi ha dues direccions principals (és
una equació de segon grau) i que són ortogonals (el producte de les dues
arrels a1, a2 és �1 i per tant (1, a1, 0) · (1, a2, 0) = 0).

Línies de curvatura



es transforma en

56 Agust́ı Reventós

s(y0)2 + (r � t)y0 � s = 0, (6.13)

d’on es dedueix trivialment que les direccions de curvatura principals (les
dues solucions d’aquesta equació) són ortogonals30. A més les podem calcular
trivialment resolent aquesta equació de segon grau. Però observem que (6.12)
és l’equació de les ĺınies de curvatura, en canvi (6.13) només ens serveix per
calcular les direccions de curvatura en un punt.

Observem també que l’equació de les ĺınies de curvatura apareix en molts
llibres de text com ������

v0 2 �u0v0 u0 2

E F G
e f g

������
= 0,

que en el cas particular de que la superf́ıcie sigui z = z(x, y) i la corba
y = y(x) queda ������

y0 2 �y0 1
1 + p2 pq 1 + q2

r s t

������
= 0,

que coincideix amb (6.12).

Càlcul del radi de curvatura. Aprofitem els càlculs anteriors per calcular
el radi de curvatura.

Les coordenades X̄, Ȳ , del punt de tall (que té per tercera coordenada la
Z̄ de (6.9)) estan donades per

X̄ = x0 � p(Z̄ � z0),

Ȳ = y0 � q(Z̄ � z0).

Ara calculem Z̄� z0 per un altre mètode. Observem que dividint per �x
i fent tendir �x a zero a les fórmules (6.7) i (6.10) obtenim respectivament

�1 + (Z̄ � z0)(r + sy0)� p(p+ qy0) = 0,

�y0 + (Z̄ � z0)(s+ ty0)� q(p+ qy0) = 0.

30No hem vist que aquestes direccions que hem trobat siguin les direccions de curvatura
principals definides com màxims i mı́nims de les curvatures principals. Ho deixem com
exercici.

Feuilles d’Analyse, Feuille   XV, 1801 

Línies de curvatura

Equació de les línies de curvatura



Línies de curvatura
Una corba és línia de curvatura si el seu vector  
tangent en cada punt és direcció principal.
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Una corba és línia de curvatura si el seu vector  
tangent en cada punt és direcció principal.
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www.mat.uab.cat/matmat

El elipsoide de Monge y las

ĺıneas de curvatura
*

Jorge Sotomayor
**

1. El Elipsoide

Esta historia se inicia en una calurosa noche de octubre de 1970 en Ŕıo
de Janeiro. Vı́ctima del insomnio, decid́ı fisgonear los libros que mi espo-
sa hab́ıa acomodado cuidadosamente en nuestro estante. Recientemente ella
hab́ıa colocado alĺı un buen número de libros suyos.

Mi cándida y reposada actitud con-

Figura 1: El Elipsoide de Monge

trastaba con una extraña tensión que ema-
naba del estante, inundando la sala. Intri-
gado me vi impelido a averiguar la causa.
Arrinconado en una esquina, envuelto por
una elegante pasta verde, pulsaba inquieto
el libro de Struik “Lecciones de Geometŕıa
Diferencial Clásica”, Aguilar 1955.

Mi natural atracción por la Geometŕıa
y por la lengua de Cervantes me impul-
saron, ingenuamente, a abrirlo. Y lo hice
justamente en una página de la cual, co-
mo si hubiera estado al acecho, surgió la
figura del elipsoide triaxial que ilustra esta
página.

*Traducción libre, adaptación y actualización del art́ıculo publicado en Portugués en
Matemática Universitária, SBM, 15, 1993.

**El autor contó con el apoyo parcial del CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimiento
Cient́ıfico e Tecnológico), Brasil.

Dibuix:Sotomayor



Teorema de Monge
Les normals a una superfície sobre una línia de 
curvatura formen una superfície desenvolupable.

Demostració: Imaginem una corba sobre una superfície tal que les  
normals a la superfície en punts consecutius infinitament pròxims  
d’aquesta corba es tallin.  
Pels comentaris anteriors aquesta corba és una línia de curvatura.  
Els punts de tall de normals consecutives formen una corba,  
les tangents de les quals són les normals a la superfície.  
Per tant la superfície reglada formada per les normals és desenvolupable. 



Teorema de Monge

r1

A més, si les curvatures principals són 1/r1  i  1/r2,  les 
longituds del segment de normal entre la superfície i la 
corresponent evoluta són r1 i r2 .



Teorema de Monge
A més, si les curvatures principals són 1/r1  i  1/r2,  les 
longituds del segment de normal entre la superfície i la 
corresponent evoluta són r1 i r2 .

Quoique  cette proposition ne semble avoir qu’un rapport 
éloigné avec la bella théorie des rayons de courbure des 
surfaces courbes qu’a donnée M. Euler [...] elle complète le 
travail de cet illustre Géomètre.



Struik



Dovelles



 
 
 
Proceedings of the Third International Congress on Construction History, May 2009 
  
The only example that Monge really develops in his work on the subject is that of ellipsoid vaults. These vaults, 
which are common in baroque and classical architecture (they are found for instance in Saint-Peter’s Basilica 
in Rome, in the churches of the Sorbonne or the Val-de-Grâce in Paris...), were traditionally assembled, like 
spherical vaults or ellipsoids of revolution, with horizontal layers. Now Monge had previously studied the ellip-
soid and determined its lines of curvature, showing that they are ruled non-developable curves a family of 
which projects itself horizontally according to a family of ellipses and the other according to a family of hyper-
bolae (Figs. 2, 3 and 4). 
The lecture "on analysis applied to geometry" where Monge deals with this subject has in fact remained in the 
annals of the Ecole polytechnique. On this topic, Arago reports the following anecdote, quoted in (Taton 1951, 
p. 216): “several professors had eagerly gone to listen to their colleague… At the end of the session, Monge 
was surrounded and much congratulated. The compliments spoken by Lagrange have been passed on: ‘My 
dear colleague, what you have just exposed was very elegant; I wish I had done it’. Monge admitted having 
never received a compliment that touched him so deeply”.   
Ellipsoid vaults therefore provide an excellent example of application of his theory. All the more so since in this 
particular case, the criticisms mentioned earlier do not apply and the "lines of greatest contraction" and the 
lines of smallest surface curvature coincide. 
Twice in his writings, Monge comes back to the question of ellipsoid vault stone assembly. No doubt in refer-
ence to the project for the National Assembly Hall, which was being discussed at the time, he even describes 
an ideal amphitheatre that might respect the surface geometry (Monge 1795b, Folio n° 20) and (Monge 1796, 
pp. 162-163). One really feels in this text, fully quoted by Hachette (Hachette 1822, p. 293) and later Leroy 
(Leroy, 1844, pp. 366-367) in their courses on stereotomy, the wish to see the theory of stone assembly revive 
mortarless architecture (cf. Sakarovitch 1998, p. 311). One must however observe that this did not happen. We 
have not been able to find any examples or any mortarless architectural works involving new surfaces or vaults 
involving intradoses with complex surfaces assembled according to the lines of curvature. 
  

 

Figure 4: The lines of curvature as general-
ized ellipses 

“The families of the lines of curvature can 
be regarded as generalized ellipses: 
choosing a pair of umbilical points not 
diametrically opposite, we attach the ends 
of a thread of sufficient length to them 
and pull it toward a point P of the ellipsoid. 
The various positions that P can assume on 
the ellipsoid trace out a line of curvature”; 
(Hilbert 1952, p. 188). 

 

Figure 5 : ellipsoid vault using lines of curvature In (Leroy 1844) 
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Monge: Les lignes de courbure de la surface de l'Ellipsoide, 1795

Línies de curvatura de l’el.lipsoide



Línies de curvatura
Recordatori

Axyyʹ2 +yʹ(x2 −Ay2 −B)−xy = 0. 



Línies de curvatura
Recordatori

y2 = βx2 + γ



Línies de curvatura
Recordatori

``Si s’ha de cobrir un espai que es projecta sobre una el.lipse no es pot 
donar cap superfície més convenient que la meitat d’un el.lipsoide [...] 
si suposem que aquesta volta s’ha d’executar en pedra tallada caldrà que 
la divisió en dovelles es faci mitjançant les línies de curvatura i que les 
unions siguin les superfícies desenvolupables normals a la volta.’’

Monge: Les lignes de courbure de la surface de l'Ellipsoide, 1795

I llums d’aranya als umbilicals



Gràcies per la vostra atenció


