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Como todo principiante en geometría sabe, hay diversos 
polígonos regulares, por ejemplo, el triángulo, tetrágono, 
pentágono, 15-gon, y aquellos que se obtienen doblando 

el número de lados de alguno de ellos, que son 
geométricamente construibles.
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Ésto ya se sabía desde tiempos de Euclides, y parece que 
se ha dicho desde entonces que el campo de la geometría 
elemental no va más allá: almenos yo no conozco ningún 
intento exitoso de extender  sus límites en esta dirección. 
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Con más razón, el descubrimiento merece atención... que 
a parte de aquellos polígonos regulares hay otros, por 

ejemplo el 17-gon, que se pueden construir geomé-
tricamente. Este descubrimiento es, en realidad, sólo un 
caso especial de una teoría más general, aún  no comple-
tada, y que se presentará al público en cuanto esté lista.

Carl Friedrich Gauss
Estudiante de Matemáticas  en Göttingen
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 Es importante remarcar que el Sr. Gauss tiene ahora 18 años, 
y se dedica aquí en Braunschweig con igual éxito a la filosofía y 

a la literatura clásica así como a la alta matemática.

8 Abril, 1796 E. A. W. Zimmermann,Prof.
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Gauss cumple su palabra y cinco años más tarde, en 
1801, publica  Disquisitiones Arithmeticae, dónde entre 

otras muchas cosas responde completamente la pregunta 
de qué polígonos regulares se pueden construir. 
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Carolo Guilielmo Ferdinando

brunovicensium ac 
luneburgensium duci

Celsitudinis Tuae servus 
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Griselda Pascual
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Carta a Gerling,  6 enero 1819
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La historia de este descubrimiento no la he explicado 

nunca hasta ahora, pero  puedo indicarla exactamente.   
Fue el 29 de marzo de 1796, y la casualidad no tuvo nada 
que ver.  Todo estaba en dividir las raices de la ecuación 

en dos grupos [...]

Gauss i el poĺıgon de 17 costats

Agust́ı Reventós

⇤

1 Introducció històrica

Comencem reproduint les paraules que Gauss utilitza en una carta al seu amic Gerling, el 6 de
gener de 1819, per explicar-li com va descobrir la possibilitat de construir el poĺıgon regular de
disset costats amb regle i compàs. Es veu clarament, en aquesta redacció, la molta estima en que
Gauss tenia aquest resultat, el primer dels seus que va veure publicat.

La història d’aquest descobriment no l’he explicat enlloc fins ara, però puc indicar-la

exactament.

Va ser el 29 de març de 1796, i la casualitat no hi va tenir res a veure. Tot estava en

dividir les arrels de l’equació

xp � 1
x � 1

= 0

en dos grups [...]

A partir d’esforçades meditacions entre les connexions de les arrels i els fonaments

de l’aritmètica, feliç per unes vacances a Braunschweig, el mat́ı d’aquell dia, abans

de llevar-me, vaig tenir la sort de veure amb gran claredat tota aquesta correlació, de

manera que allà mateix i immediatament vaig aplicar a l’heptadecàgon la corresponent

confirmació numèrica.

El resultat va ser enunciat a la columna Neue Entdeckungen (Nous descobriments) de In-

tellegenzblatt der allgemeinen Litteraturzeitung, l’1 de Juny de 1796, per A. W. Zimmermann,
professor de Gauss al Collegium Carolinum de Braunschweig. Reprodüım l’escrit de Gauss i la
presentació de Zimmermann.

Com tot principiant en geometria sap, hi ha diversos poĺıgons regulars, per exemple,

el triangle, tetràgon, pentàgon, 15-gon, i aquells que s’obtenen doblant el nombre de

costats d’algun d’ells, que són geomètricament constrüıbles.

Això ja se sabia des del temps d’Euclides, i sembla que s’ha dit des de llavors que

el camp de la geometria elemental no va més enllà: almenys jo no conec cap intent

reeixit d’estendre els seus ĺımits en aquesta direcció.

⇤
Nota basada en la conferència pronunciada en el marc del Dissabte Transfonterer de les Matemàtiques a l’Alt

Empordà, organitzat per les Fundacions Pŕıncep d’Astúries i Ferran Sunyer i Balaguer, Figueres, 1 Febrer 2014.
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A partir de esforzadas meditaciones entre las conexiones 
de las raices y los fundamentos de la aritmética, feliz por 
unas vacaciones en Braunschweig,   la mañana de aquel 
día, antes de levantarme, tuve la suerte de ver con gran 

claridad toda esta correlación, de manera que allá mismo 
e immediatamente apliqué al heptadecágono la 

correspondiente confirmación numèrica. 
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1801 Òrbita de Ceres



El más refinado geòmetra y el perfecto astrónomo, éstos son dos títulos 
separados que amo con todo mi corazón, y que adoro con pasión siempre que 

estan unidos. Gauss a Olbers



Gauss 17
30 marzo 1796, empieza su DIARIO
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30 marzo 1796, empieza su DIARIO

[1] Los principios de los cuales depende la división del 
círculo, i la divisibilidad geométrica del mismo en 17 

partes.
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[3]  Las fórmulas para el coseno de los submútiplos de 
los ángulos de una circunferéncia.
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[55]   He encontrado un distiguido suplemento a la descripción 
de los polígonos. Concretamente, si a,b,c,d,.. son los factores 

primos del número primo p disminuido en una unidad, 
entonces para describir un polígono de p lados sólo 

necesitamos (1) dividir el arco en partes a, b, c, d, ...(2) describir 
los polígonos de a,b,c,d...lados.
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[65] (1797) He perfeccionado una segunda deducción del 
teorema sobre polígonos.  
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[116]  (1801) Provado que es imposible reducir la división del 
círculo a una ecuación de grado menor al sugerido por la 

teoría. 
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Qué entendemos por

construcciones con regla y compás
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Se dan dos puntos.
Se dice que una recta está construida si estan construidos dos 
de sus puntos.
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Se dan dos puntos.
Se dice que una recta está construida si estan construidos dos 
de sus puntos.
Se dice que una circunferéncia está construida si estan 
construidos el centro y el radio (dos puntos).
Se dice que un punto está construido si se da como intersección 
de rectas o circunferéncias ya construidas.
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Suma y resta de segmentos

Tres primeras proposiciones de los Elementos de 
Euclides





Raffaello, 
1510
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Pergamino griego, s.ix, Vaticano



Suma y resta de segmentos
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Tres primeras Proposiciones
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Suma y resta de segmentos
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Medida de segmentos



Números construibles



Producto de segmentos

b___        ___a b 
1 a

=



Inversos de segmentos

a__        ___1 
1 x=



Raíz cuadrada
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Raíz cuadrada
Geometria Diferencial 6

6. Constrüıu el poĺıgon regular de 15 costats.

h

a
=

1
h



Ecuación de segundo grado

x2-px+q=0



Ecuación de segundo grado

x2-px+q=0



Ecuación de segundo grado

x2-px+q=0



Ecuación de segundo grado

Sabemos construir irracionales cuadráticos



Polígonos regulares
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Leda 
Atómica

Dalí, 1979



Leda 
Atómica

AULA
DE EL MUNDO
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Solemos asociar la belleza a algo que no es posible cuantificar objetivamente. Nos pare-
ce que las cosas son hermosas exclusivamente en función de nuestra subjetividad, que
nos hace ver la realidad más o menos bonita. Pero, aunque para gustos se hicieron los
colores y aceptamos sin más el gusto de cualquier persona, el hecho es que en general de-
terminados rostros, edificios, plazas o composiciones  nos resultan especialmente her-
mosas. Las relaciones entre las partes y el  todo nos sugieren un mayor equilibrio y, por
ende, una mayor belleza. Detrás de estas consideraciones está la idea de proporción.

lolitabrain@hotmail.com

La reconocida belleza de EL PARTENÓN de La Acrópolis ateniense
se debe en buena parte al uso de la proporción aúrea en sus di-
mensiones. Es uno de los primeros ejemplos arquitectónicos

en los que las relaciones entre sus elementos se hallan en di-
cha relación. Los griegos, desarrollaron sus matemáticas sobre
bases  geométricas y  toda ella está expresada en términos de ra-
zones y proporciones entre segmentos. Encontraron en las
matemáticas una manera de crear armonía en las artes.

LLAA AARRMMOONNÍÍAA DDEE UUNN RROOSSTTRROO,,  uunnoo  ddee
llooss    eelleemmeennttooss  qquuee  nnooss  ccoonndduucceenn
aa  vveerr mmááss  oo  mmeennooss  bbeelllleezzaa  eenn  ééll,,
ttiieennee  uunnaa  eessttrreecchhaa  rreellaacciióónn  ccoonn
llaass  pprrooppoorrcciioonneess  qquuee  ppeerrcciibbiimmooss
eenn  ééll..  LLaa  aarrmmoonnííaa  ddeell  rroossttrroo  ssee
aannaalliizzaa  ggeeoommééttrriiccaammeennttee  mmii--
ddiieennddoo  llaass  ddiissttaanncciiaass  eennttrree  llaa
ffrreennttee  yy  llaa  bbaarrbbiillllaa,,  eennttrree  llooss  oojjooss
yy  llaa  bbooccaa,,  eennttrree  llaa  nnaarriizz  yy  eell  mmeenn--
ttóónn......,,  yy  ccoommppaarráánnddoollaass  eennttrree  ssíí..
LLaa  rreeppeettiicciióónn  ddee  ppaattrroonneess  eennttrree
eessttaass  mmeeddiiddaass  yy  eell  vvaalloorr  ddee  ddiicchhoo
ppaattrróónn,,  eess  ddeetteerrmmiinnaannttee  aa  llaa  hhoorraa

ddee  ddeecciiddiirr  qquuéé  rroossttrroo  eess  mmááss  aarr--
mmoonniioossoo..  EEssttuuddiiooss  rreecciieenntteess  ddee  ccii--
rruujjaannooss  pplláássttiiccooss,,  ddeemmuueessttrraann  eess--
ttaaddííssttiiccaammeennttee,,  qquuee  aaqquueellllooss  rrooss--
ttrrooss  eenn  llooss  qquuee  eessttaass  rreellaacciioonneess
eennttrree  llaass  mmeeddiiddaass  ddee  llaa  ccaarraa  oobbee--
ddeecceenn  aa  llaa  pprrooppoorrcciióónn  ááuurreeaa  ssoonn
aaqquueellllooss    qquuee  nnooss  pprroodduucceenn  uunnaa
mmaayyoorr  sseennssaacciióónn  ddee  bbeelllleezzaa..

Supón que tienes un segmento y que lo quieres dividir en dos  partes de ta-
maños distintos. Esto puedes hacerlo de muchas formas: por ejemplo divi-
diéndolo de modo que la parte mayor sea el doble que la menor, o cuatro

veces la menor. Ahora bien, sólo existe una forma de dividir tal segmento, de
modo que la relación (razón o ratio) que haya entre el segmento inicial y la
mayor de las partes, sea igual a la que mantienen las dos partes entre sí. De-
cimos que ambas partes se hayan en proporción áurea (La Divina Proporción
desde el Renacimiento) y su valor es el denominado NÚMERO DE ORO, FI=1,618....
Un número, que como PI, tiene infinitas cifras decimales no periódicas.

E l famosísimo dibujo
de Leonardo da Vinci
sirvió para ilustrar el

libro LA DIVINA PROPOR-
CIÓN del matemático
Luca Pacioli editado en
1509. 
En dicho libro se descri-
ben cuáles han deben
ser las proporciones de
las creaciones artísti-
cas. Pacioli propone un
hombre perfecto en el
que las relaciones entre
las distintas partes de su
cuerpo sean proporcio-
nes áureas. Estirando
manos y pies y haciendo
centro en el ombligo se
dibuja una circunferen-
cia. El cuadrado tiene
por lado la altura del
cuerpo,  que ha de coin-
cidir en un cuerpo

armonioso, con ocho
cabezas, y además la
longitud entre los extre-
mos de los dedos de
ambas manos cuando
los brazos están exten-
didos y formando un
ángulo recto con el tron-
co. En este hombre
armónicamente perfec-
to para Pacioli, el
cociente entre la altura
del hombre, el lado del
cuadrado, y la distancia
del ombligo a la punta
de la mano, el radio de la
circunferencia, es el
número áureo. Por
supuesto este canon no
es el único que han utili-
zado los artistas, pero sí
uno de los más usados.
Y a ti, ¿te parece armo-
nioso?

1.618033...

EENN EELL RREETTRRAATTOO DDEE LLAA JJOOVVEENN HHEELLEENN

WWIILLLLSS SSEE HHAANN DDIIBBUUJJAADDOO LLAASS LLÍÍNNEEAASS QQUUEE

SSEE EESSTTUUDDIIAANN PPAARRAA UUNN AANNÁÁLLIISSIISS

AARRMMÓÓNNIICCOO DDEELL RROOSSTTRROO..  AA LLAA DDEERREECCHHAA,,
LLOOSS SSEEGGMMEENNTTOOSS CCOONN EELL MMIISSMMOO CCOOLLOORR

IIDDEENNTTIIFFIICCAANN LLAASS MMEEDDIIDDAASS QQUUEE SSEE HHAALLLLAANN

EENN PPRROOPPOORRCCIIÓÓNN ÁÁUURREEAA..  PPOORR EEJJEEMMPPLLOO,,  LLAA

LLOONNGGIITTUUDD DDEE SSUUSS RROOSSTTRROO ((AABB))  EESS FFII
VVEECCEESS SSUU AANNCCHHUURRAA ((CCBB)),,  TTAAMMBBIIÉÉNN SSUU

FFRREENNTTEE ((FFDD))    EESS FFII  VVEECCEESS EELL TTAAMMAAÑÑOO DDEE

SSUU NNAARRIIZZ ((DDEE))..  

parte mayor
parte menor

segmento total

parte mayor

QQ UU ÉÉ MM II DD EE EE LL NN ÚÚ MM EE RR OO DD EE OO RR OO

= ==

EN EL PENTAGRAMA, la estrella
de cinco puntas formada
con las diagonales de un

pentágono, aparece en la
proporción áurea en
multitud de rela-
ciones entre sus
segmentos. Por
ejemplo, si AG mide
1 unidad, la diagonal
MG mide FI unida-
des (1.618...), MG es
FI veces MF, MF es Fi
veces MN. Los pitagóricos tenían al  penta-
grama como símbolo. No es difícil imagi-
nar por qué.
Podemos  encontrar manifestaciones de la
proporción áurea en el arte en cualquier
época. Por ejemplo,  LEDA ATÓMICA, una
obra de Salvador Dalí de 1949, utiliza un
esquema compositivo basado en la Divina
Proporción. Toda la composición se
enmarca en un círculo en el que un
pentagrama organiza el espacio.

Dado un segmento AB, se dice que está dividido
en media y extrema razón, cuando: "[...] si hay de
la parte pequeña a la parte grande la misma
relación que de la grande al todo" (Vitrubio). 

L A  D I V I N A
P R O P O R C I Ó N por Lolita Brain

Dalí, 1979
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Lo períodos de Gauss



Segunda construcción del Pentágono



Segunda construcción del Pentágono
Vértices: raices de z5-1=0

w=e2pi/5Raices: 1,w,w2,w3,w4
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Utilizaremos más adelante que la parte real de 
w=e2pi/5

cos(2p/5)

es
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Segunda construcción del Pentágono
Polinomio ciclotómico

2!/5 2!/5!/5

!/5 !/5

B'
A

O

B

Figura 13: Decàgon.

Es construeix el punt B0, intersecció de la
bisectriu de l’angle en el vèrtex B amb el cos-
tat OA. Els triangles 4AOB i 4B0BA de la
figura són semblants.

Per tant,

AB

OA � AB
=

OA

AB
.

Equivalentment

1
OA
AB � 1

=
OA

AB
,

que implica que el quocient OA/AB és arrel de l’equació x2 �x� 1 = 0, i és per tant la raó d’or.

És a dir, ⌧ =
OA

AB
. Per altra banda, considerant l’altura des de O veiem que

cos
2⇡

5
=

AB/2
OA

=
1
2⌧

.

Aplicant ara la fórmula de l’angle doble obtenim ⌧ = 2 cos(⇡/5). Aix́ı

L = 2 sin
⇡

5
= 2

r
1 � cos2

⇡

5
=

p
4 � ⌧2 =

s
5 �

p
5

2
.

Segona construcció. Situem-nos en el pla complex. Això pressuposa un canvi conceptual
important i un salt en el temps respecte al que hem anat fent fins ara.

Les arrels del polinomi ciclotòmic

z5 � 1
z � 1

= z4 + z3 + z2 + z + 1,

són w, w2, w3, w4 amb w = e2⇡i/5. Observem que 1, w, w2, w3, w4 són els vèrtexs del pentàgon que
volem construir (Figura 12). Observem també que

w + w2 + w3 + w4 = (w + w4) + (w2 + w3) = �1.

Aquesta agrupació s’ha fet perquè els dos números w+w4 i w2+w3, que Gauss anomena peŕıodes,
són números reals (les parts imaginàries de w i w4, i de w2 i w3, són respectivament oposades).
El seu producte serà doncs també real. De fet tenim

(w + w4) · (w2 + w3) = w3 + w4 + w6 + w7 = w3 + w4 + w + w2 = �1.

Els dos peŕıodes sumen �1 i el seu producte és �1, per tant són arrels de l’equació de segon
grau

x2 + x � 1 = 0.

8

Raices: w,w2,w3,w4



Segunda construcción del Pentágono
Reagrupamiento de las raices

Primer período:            u1=w+w4

Segundo período:         u2=w2+w3



Segunda construcción del Pentágono
Reagrupamiento de las raices

Primer período:            u1=w+w4

Segundo período:         u2=w2+w3

u1 y u2 son números reales !!
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La història d’aquest descobriment no l’he explicat enlloc fins ara, però puc indicar-la
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A partir d’esforçades meditacions entre les connexions de les arrels i els fonaments
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reeixit d’estendre els seus ĺımits en aquesta direcció.
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Segunda construcción del Pentágono

u1+u2=u1u2=-1

x2+x-1=0

Por tanto, u1 y u2 son soluciones de 

u1 y u2 cumplen 



Segunda construcción del Pentágono
x2+x-1=0 son 1/t  y -tLa soluciones de

t =

Raó d’or
Divina Proporció
Φ = 1, 628 . . . Φ−1 = 0, 628 . . .

Φ = 1+
√

5
2

Φ2 = Φ + 1

La raó d’or – p.2

es el número áureo (que es construible)t 



Segunda construcción del Pentágono
Concretamente   u1=w+w4 = 1/t  

Multiplicando por w
w2 + 1 = w/t 

w es raíz de
x2 - (1/t )x + 1 =0



Segunda construcción del Pentágono
Concretamente   u1=w+w4 = 1/t  

Multiplicando por w
w2 + 1 = w/t 

w es raíz de
x2 - u1 x + 1 =0



Segunda construcción del Pentágono
Resumiendo            u1, u2 <-----------> x2 +x - 1 =0 

  w <----------->  x2 -u1 x + 1 =0



Segunda construcción del Pentágono
La parte real de la raíz de x2 - (1/t )x + 1 =0

es 1/(2t ).

cos (2p/5) =1/(2t )

Por tanto



Segunda construcción del Pentágono
La parte real de la raíz de x2 - (1/t )x + 1 =0

es 1/(2t ).

cos (2p/5) =1/(2t )

Por tanto

Sabemos construir cos (2p/5) 
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Segunda construcción del Pentágono



Construcción del Heptadecágono



Construcción del Heptadecágono

Tenint en compte els signes veiem que ha de ser

w + w4 =
1
⌧
,

w2 + w3 = �⌧,

on ⌧ és la raó d’or. Multiplicant per w la primera d’aquestes equacions tenim

w2 + 1 =
1
⌧
w,

igualtat que ens diu que w és arrel del polinomi de segon grau x2 � 1
⌧
x+1, que té coeficients que

són racionals i coeficients que són extensions quadràtiques de racionals. Aix́ı,

w =

1
⌧
±

s✓
1
⌧

◆2

� 4

2
=

1 ±
p

1 � 4⌧2

2⌧
.

Com que l’arrel és negativa, la part real d’aquest nombre complex és 1/2⌧ , ès a dir

cos
2⇡

5
=

1
2⌧

.

Com ⌧ és un irracional quadràtic i sabem construir sumes, productes, arrels quadrades i inversos,
sabem construir cos 2⇡

5 , i per tant, el pentàgon.

4 Heptadecàgon regular

El mètode seguit a la segona construcció del pentàgon es pot repetir quasi exactament per a
l’heptadecàgon.

En aquest cas les arrels del polinomi ciclotòmic

z17 � 1
z � 1

= z16 + z15 + · · · + z2 + z + 1,

són 1, w, w2, . . . , w16 amb w = e2⇡i/17. Observem que 1, w, w2, . . . , w16 són els vèrtexs del hep-
tadecàgon que volem construir.6 Denotarem wk = wk. Els càlculs que venen a continuació
apareixen ja en el Disquisitiones Arithmeticae, [7], però els podeu trobar també, per exemple, a
[3].

Agrupem7 de manera màgica les 16 arrels en els dos primers peŕıodes

u1 = w1 + w9 + w13 + w15 + w16 + w8 + w4 + w2,

u2 = w3 + w10 + w5 + w11 + w14 + w7 + w12 + w6.

6
Com que nosaltres en tindŕıem prou sabent construir la part real de w es presenta aqúı una pregunta interessant

que és la següent: si w és arrel del ciclotòmic, quin polinomi satisfà la part real de w?

´

Es una pregunta que ens

podem fer en general (és a dir, encara que el polinomi no sigui ciclotòmic) i que sembla dif́ıcil. Els càlculs de Gauss

que venen a continuació són la resposta a aquesta pregunta en el cas particular de l’heptadecàgon.

7
Justament a aquesta agrupació es refereix Gauss en la seva carta a Gerling comentada a la pàgina 1 quan diu

Tot estava en dividir les arrels de l’equació [..] en dos grups.

9

w=e2pi/17

w, w2, ... , w16Las 16 raíces del ciclotómico
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Poténcias de 3 en Z/(17)

1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 
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Poténcias de 3 en Z/(17)

1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 
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Poténcies de 3 en Z/(17)

1, 3, 9, 10, 13, 5, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 

u1=w1+w9+w13+w15+w16+w8+w4+w2

u2=w3+w10+w5+w11+w14+w7+w12+w6

Períodos



Gauss 17
 Todo estaba en dividir las raices de la ecuación 

en dos grupos [...]

Gauss i el poĺıgon de 17 costats

Agust́ı Reventós

⇤

1 Introducció històrica

Comencem reproduint les paraules que Gauss utilitza en una carta al seu amic Gerling, el 6 de
gener de 1819, per explicar-li com va descobrir la possibilitat de construir el poĺıgon regular de
disset costats amb regle i compàs. Es veu clarament, en aquesta redacció, la molta estima en que
Gauss tenia aquest resultat, el primer dels seus que va veure publicat.

La història d’aquest descobriment no l’he explicat enlloc fins ara, però puc indicar-la

exactament.

Va ser el 29 de març de 1796, i la casualitat no hi va tenir res a veure. Tot estava en

dividir les arrels de l’equació

xp � 1
x � 1

= 0

en dos grups [...]

A partir d’esforçades meditacions entre les connexions de les arrels i els fonaments

de l’aritmètica, feliç per unes vacances a Braunschweig, el mat́ı d’aquell dia, abans

de llevar-me, vaig tenir la sort de veure amb gran claredat tota aquesta correlació, de

manera que allà mateix i immediatament vaig aplicar a l’heptadecàgon la corresponent

confirmació numèrica.

El resultat va ser enunciat a la columna Neue Entdeckungen (Nous descobriments) de In-

tellegenzblatt der allgemeinen Litteraturzeitung, l’1 de Juny de 1796, per A. W. Zimmermann,
professor de Gauss al Collegium Carolinum de Braunschweig. Reprodüım l’escrit de Gauss i la
presentació de Zimmermann.

Com tot principiant en geometria sap, hi ha diversos poĺıgons regulars, per exemple,

el triangle, tetràgon, pentàgon, 15-gon, i aquells que s’obtenen doblant el nombre de

costats d’algun d’ells, que són geomètricament constrüıbles.

Això ja se sabia des del temps d’Euclides, i sembla que s’ha dit des de llavors que

el camp de la geometria elemental no va més enllà: almenys jo no conec cap intent

reeixit d’estendre els seus ĺımits en aquesta direcció.

⇤
Nota basada en la conferència pronunciada en el marc del Dissabte Transfonterer de les Matemàtiques a l’Alt

Empordà, organitzat per les Fundacions Pŕıncep d’Astúries i Ferran Sunyer i Balaguer, Figueres, 1 Febrer 2014.

1
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u1=w1+w9+w13+w15+w16+w8+w4+w2

u2=w3+w10+w5+w11+w14+w7+w12+w6
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Períodos

u1=w1+w9+w13+w15+w16+w8+w4+w2

u2=w3+w10+w5+w11+w14+w7+w12+w6
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Construcción del Heptadecágono
Períodos

u1=w1+w9+w13+w15+w16+w8+w4+w2

u2=w3+w10+w5+w11+w14+w7+w12+w6

Son números reales!!



Construcción del Heptadecágono

Se ve fácilmente que  u1 + u2 = - 1  y  u1 u2  = - 4



Construcción del Heptadecágono

Se ve fácilmente que  u1 + u2 = - 1  y  u1 u2  = - 4

Por tanto son las raices de x2 + x - 4 = 0



Construcción del Heptadecágono

Se ve fácilmente que  u1 + u2 = - 1  y  u1 u2  = - 4

Por tanto son las raices de x2 + x - 4 = 0

Son iracionales cuadráticos
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Partimos cada período en dos

v2 = w9+ w15 + w8 + w2
v1 = w1+ w13 + w16 + w4

v3 = w3+ w5 + w14 + w12

v4 = w10+ w11 + w7 + w6u2 =v3 + v4  

u1 =v1 + v2 



Construcción del Heptadecágono

v1 v2 =  -1  x2-u1 x -1 =0  

v3 v4 =  -1  x2-u2 x -1 =0  

Punto central de la demostración:  v1,v2, v3, v4 son 
racionales cuadráticos!!!

v1 + v2=u1  

v3 + v4= u2  



Construcción del Heptadecágono

Partimos cada período vi en dos

wk + w17-k = 2 cos (2kp/17),    k=1,...,8   



Construcción del Heptadecágono

Partimos cada período vi en dos

v1= w1 +w13 +  w16 + w4   



Construcción del Heptadecágono

Partimos cada período vi en dos

v1= (w1 + w16) + (w4 + w13)   



Construcción del Heptadecágono
(w1 + w16) + (w4 + w13) = v1   

(w1 + w16) (w4 + w13)  = v3   

x2-v1 x+ v3 = 0

Es fácil ver 



Construcción del Heptadecágono
(w1 + w16) + (w4 + w13) = v1   

(w1 + w16) (w4 + w13)  = v3   

x2-v1 x+ v3 = 0

Es fácil ver 

w1 + w16   es racional cuadrático



Construcción del Heptadecágono
(w1 + w16) + (w4 + w13) = v1   

(w1 + w16) (w4 + w13)  = v3   

x2-v1 x+ v3 = 0

Es fácil ver 

2 cos(2p/17)   es racional cuadrático



Construcción del Heptadecágono

Resumiendo            u1, u2 <-----------> x2 + x - 4 = 0 
        v1, v2 <-----------> x2-u1 x -1 =0 

         w1 + w16 <-----------> x2-v1 x+ v3 = 0 



Construcción del Heptadecágono

Sabemos construir cos(2p/17)  y por tanto el 
heptadecágono



Construcción del Heptadecágono

Si resolvemos x2-v1 x+ v3 = 0, para obtener 2cos(2p/17), 
teniendo en cuenta que v1 y v3 son soluciones de 

x2-u1 x -1 =0  y   x2-u1 x -1 =0 

obtenemos  
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126 CAPÍTOL 5. GEOMETRIA EUCLIDIANA. CONSTRUCCIONS

5.2.8 Pentàgon, segona construcció

Dibuixem una circumferència de centre O, i dos diàmetres perpendiculars
que la tallin respectivament en els punts A, B i C, D. Sigui E el punt mitjà
de OA. Sigui H la intersecció amb el diàmetre CD de la bisectriu de l’angle
�OEC. Sigui P la intersecció amb la circumferència de la perpendicular al
diàmetre CD per H. Llavors PC és el costat del pentàgon.

En efecte, hem de veure que �COP = 2�
5 , és a dir cos 2�

5 = OH
OP . Tracem

la perpendicular a EC des de H. Sigui Q el punt d’intersecció. Els triangles
⇥OEH i ⇥EHQ són congruents. En particular OE = EQ, que ens permet
aplicar el teorema de Pitàgores al triangle ⇥OEC per obtenir

QC = r ·
⇤

5 � 1
2

,

on r = OC = OP és el radi donat.
Tenim doncs

tan�OCE =
1
2

=
HQ

QC
=

OH

r · (
�

5
2 � 1

2)

d’on

OH =
⇤

5 � 1
4

· r = r · cos
2�

5
,

com voĺıem.

5.2.9 Quinze costats

Degut a que
2�

15
=

2�

6
� 2�

10
la construcció del poĺıgon regular de 15 costats es redueix a la construcció
de l’hexàgon i el decàgon.

5.2.10 Disset costats

Com a conseqüència de l’expressió del cosinus de 2�/17 obtinguda per Gauss,
(vegeu [14]) la construcció d’aquest angle es pot fer a partir de sumes, res-
tes, productes, divisions i arrels quadrades de segments. Concretament la
magistral fórmula de Gauss diu

16 · cos
2�

17
= �1 +

⇤
17 +

�
34 � 2

⇤
17+
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+

⇥

68 + 12
⇥

17 � 16
�

34 + 2
⇥

17 � 2(1 �
⇥

17)
�

34 � 2
⇥

17.

No obstant hi ha construccions més directes que aquesta del poĺıgon
de disset costats, però la justificació del mètode emprat usa fortament els
treballs de Gauss sobre l’angle 2�

17 , vegeu [1].
Per exemple la construcció de H. W. Richmond que podeu trobar a [1]

usa els següents fets: Sigui ⇥ tal que tan 4⇥ = 4. Llavors

2(cos 3
2�

17
+ cos 5

2�

17
) = tan⇥, (5.1)

4 · cos 3
2�

17
· cos 5

2�

17
= tan(⇥ � �

4
). (5.2)

Si acceptem aquest dos resultats algebraics la construcció segueix aix́ı:
Prenem llavors una circumferència de centre O que suposem origen de

coordenades rectangulars x, y. Sigui I la intersecció de la circumferència
amb Ox positiu. Prenem A sobre Oy tal que OA = 1

4 . Prenem B sobre Ox
positiu tal que �OAB = 1

4�OAI. Aix́ı tan 4�OAB = tanOAI = 4, és a
dir ⇥ = �OAB. S’obté B traçant dues bisectrius. Sigui C el punt de Ox
negatiu tal que �CAB = �

4 . Aix́ı �
4 � ⇥ = �OAC i tan(⇥ � �

4 ) = �4 · OC.
S’obté C traçant la perpendicular a AB i una bisectriu.

La circumferència de diàmetre CI talla Oy positiu en un punt D. El
cercle de centre B que passa per D talla Ox positiu en un punt P3 i Ox
negatiu en un punt P5. Les perpendiculars a Ox per P3 i P5 tallen la
circumferència inicial en punts M3, M5 d’ordenada positiva. Aquests dos
punts són els vèrtexs tercer i cinquè del poĺıgon de disset costats. En efecte,
tenim que

2(cos �IOM3 + cos �IOM5) = 2(OP3 � OP5) = 4 · OB = tan⇥,

4 · cos �IOM3 · cos �IOM5 = �4 · OP3 · OP5 = �4 · OD2

= �4 · OC · OI = �4 · OC = tan(⇥ � �

4
).

Comparant ara aquestes equacions amb les equacions 5.1 i 5.2 anteriors
obtenim

3 · 2�

17
= �IOM3

5 · 2�

17
= �IOM5,
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w1 w16

w1 +  w16

v1=w1 +  w16+ w4 +  w13 v2

u1



Teorema de Gauss
El polígono regular de n lados se puede 

construir con regla y compás si y sólo si la 
descomposición de n en factores primos es de  

la forma

descobriment és, en realitat, només un cas especial d’una teoria més general, encara
no completada, i que es presentarà al públic tan bon punt ho sigui.

Carl Friedrich Gauss

Estudiant de Matemàtiques a Göttingen

És important remarcar que el Sr. Gauss té ara 18 anys, i es dedica aqúı a Braunschweig
amb igual èxit a la filosofia i a la literatura clàssica aix́ı com a l’alta matemàtica.

18 Abril, 1796 E. A. W. Zimmermann, Prof.

2 Objectiu d’aquest dissabte

Intentarem donar a l’alumne els coneixements previs necessaris per entendre bé el problema
comentat per Gauss a la seva carta.

En particular concretarem què entenem els matemàtics quan diem que una certa figura es pot
construir amb regla i compàs.

Començarem explicant algunes construccions elementals com ara la construcció de bisectrius
i mediatrius. Trobarem geomètricament, és a dir, amb regle i compàs, l’arrel quadrada d’un
segment donat. Resoldrem geomètricament l’equació de segon grau. Construirem els poĺıgons
regulars més senzills: triangle, quadrat, pentàgon, i hexàgon.

Aprofitarem la construcció del pentàgon per parlar breument de la raó àuria.

Podem construir el de 7 costats? I el de 17? Intentarem fer veure que el resultat de Gauss,
almenys en la seva part de condició necessària, és força evident.

Teorema 2.1 (Gauss). El poĺıgon regular de n costats es pot construir amb regle i compàs si i
només si n té una descomposició en factors primers de la forma

n = 2�(22�1 + 1) · (22�2 + 1) · · · (22�k + 1)

on �1, �2, ...,�k són enters diferents entre ells.

2

con los ai distintos entre ellos
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d’on deduiŕıem que p divideix q3, i q2 divideix p3. Això implica p = q = ±1, però ±1 no és arrel
del polinomi. �

Observem en particular que cap dels angles �/180, �/90, 2�/90, �/36, �/18 (1-2-4-5-7 graus)
és constrüıble, ja que si un d’ells ho fos, podŕıem construir, sumant-lo repetidament, l’angle �/9
(20 graus).

No obstant �/60 (3 graus) és constrüıble, ja que pel teorema de Gauss que veurem posterior-
ment, el poĺıgon de 120 costats és constrüıble (120 = 23 · 3 · 5).

Quadratura del cercle

Es tracta de construir un cercle d’àrea igual a l’àrea d’un quadrat donat. Podem suposar que
el costat del quadrat donat, és a dir constrüıt, està format pels punts A = (0, 0), B = (1, 0) de
manera que hem de construir un radi R tal que �R2 = 1. Construir el radi R vol dir construir
un segment de mesura R, o equivalentment construir el punt (R, 0). Però, com sabem construir
arrels quadrades i inversos de segments el problema equival a construir el punt (�, 0) a partir de
A i B.

Però, [Q(�) : Q] = �, ja que � és transcendent, i per tant no és una potència de dos, el que
implica que � no és constrüıble.

4 = 22

5 = 221
+ 1

6 = 2(220
+ 1)

7 ⇥=
8 = 23

9 ⇥=
10 = 2(221

+ 1)
11 ⇥=

...

Referències

[1] J. C. Carrega. Théorie des Corps. La règle et le Compas. Hermann, Paŕıs, 1981. Nouvelle
édition 1989.

[2] C. F. Gauss. Disquisicions Aritmètiques. Societat Catalana de Matemàtiques, 1996. Tra-
ducció, a càrrec de Griselda Pascual Xufré, de l’edició llatina: Disquisitiones Arithmeticae,
Lipsiae, Gerh. Fleisher, 1801; edició anastàsica: Disquisitiones Arithmeticae, Brusel.les, Cul-
ture et Civilisation, 1968.
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3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,20, 
24,30,32,34,40,48,51, 60,64,68, 
80,85,96,102,120,128,136,160,

170,192,204,240,255,256,257,272
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Teorema de Gauss
Los números primos de la forma

22   +  1 
se llaman

 primos de Fermat

a



Teorema de Gauss
Los números primos de la forma

22   +  1 
se llaman

 primos de Fermat

a

3, 5, 17, 257,  65537



Teorema de Gauss
Euler demuestra que el sexto número 

de Fermat 

no es primo

22 5

  +  1 = 4294967297 



Teorema de Gauss
Euler demuestra que el sexto número 

de Fermat 

no és primo

22 5

    +  1 = 641 . 6700417



Teorema de Gauss
Euler demuestra que el sexto número 

de Fermat 

no és primo

22 5

    +  1 = 641 . 6700417

No se sabe si hay más primos de Fermat
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Gauss demuestra que si n descompone en producto de 
primos de Fermat, por potencias de 2, el correspondiente 
polígono se puede construir. Sobre el recíproco, que si n 

no es de esta forma no se puede construir, dice....



PODEMOS DEMOSTRAR CON TODO RIGOR QUE 
ESTAS ECUACIONES ELEVADAS NO SE PUEDEN NI 

EVITAR NI REDUIR DE NINGUNA MANERA A 
INFERIORES, pero los límites de esta obra no permiten 

transmitir  aquí esta demostración;

Teorema de Gauss



 pero  hemos considerado que se tiene que advertir para 
que nadie espere encontar otras construcciones 

geométricas que las que nuestra teoría sugiere, es decir, 
las divisiones en 7,11,13,19 etc., partes, y consuma el 

tiempo inútilmente

Teorema de Gauss



 pero  hemos considerado que se tiene que advertir para 
que nadie espere encontar otras construcciones 

geométricas que las que nuestra teoría sugiere, es decir, 
las divisiones en 7,11,13,19 etc., partes, y consuma el 

tiempo inútilmente

Probado con rigor por Wantzel, 1837 

Teorema de Gauss



Teorema de Wantzel

Si el número real a ha sido construido, entonces el 
polinomio mínimo de a con coeficientes en Q tiene grado 

potencia de dos



Teorema de Wantzel
x3-2=0

p

x3-3x-1=0 x=2cos(p/9)







Teorema de Gauss
Idea de la de demostración
1. Si sabemos construir el polígono de m lados, sabemos 

construir el de 2n m lados.   



Ejemplo
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Teorema de Gauss
Idea de la  demostración

1. Si sabemos construir el polígono de m lados, sabemos 
construir el de 2n m lados.   

2.  Si p y q son números primos entre si y sabemos 
construir los polígonos de p y q lados, sabemos 

construir el polígono de pq lados



Teorema de Gauss
Idea de la  demostración

1. Si sabemos construir el polígono de m lados, sabemos 
construir el de 2n m lados.   

2.  Si p y q son números primos entre si y sabemos 
construir los polígonos de p y q lados, sabemos 

construir el polígono de pq lados

Si sabemos construir pq sabemos construir p 
(uniendo de q en q),  y q (uniendo de p en p)



Identitat de Bézout

m          + n          =  
2p

p q

2p

q   

2p

p   

m p + n q = 1,            m,n  ∈  Z



15 lados

Primer pas. Suposem n de la forma n = 2k · p amb p senar. Com sabem bisecar l’angle, si
sabem construir el poĺıgon regular de p costats sabrem construir també el poĺıgon regular de 2k ·p
costats. I rećıprocament, si sabem construir el poĺıgon regular de 2k · p costats sabrem construir
unint els vèrtexs de 2k en 2k, el poĺıgon regular de p costats. És a dir, el poĺıgon regular de
n = 2k · p es pot construir si i només si el poĺıgon regular de p costats es pot construir. Això
redueix el problema de la construcció de poĺıgons regulars al cas en que el número de costats és
producte de potències de primers diferents de 2.

Segon pas. Suposem n de la forma n = p · q amb p i q primers entre ells. Si sabem construir
el poĺıgon regular de p costats i el poĺıgon regular de q costats sabem construir poligons regulars
de n = p · q costats.

En efecte, per la identitat de Bézout, existeixen enters r, s tals que

qr + ps = 1.

Dividint per pq i multiplicant per 2⇡ tenim

r
2⇡

p
+ s

2⇡

q
=

2⇡

pq
.

Això implica que si sabem construir els angles
2⇡

p
i
2⇡

q
sabrem construir, sumant-los o restant-los

(r i s tenen signes oposats), l’angle
2⇡

pq
, i per tant el poĺıgon regular de p · q costats.

Per exemple, com sabem construir el triangle equilàter i el pentàgon regular sabem construir
el poĺıgon regular de 15 costats, ja que degut a la igualtat

2
✓

2⇡

5

◆
+ (�1)

2⇡

3
=

2⇡

15
,

només hem de sumar dues vegades l’angle central del pentàgon i restar-li una vegada l’angle
central del triangle equilàter per tenir l’angle central del pentadecàgon.

Figura 15: Pentadecàgon.

A la Figura 15 es veu com el costat E1P2,
format pel primer vèrtex del triangle equilàter
i el segon vèrtex del pentàgon, dóna el costat
del pentadecàgon.

Notem de passada que val el rećıproc, és a
dir, que si sabem construir el poĺıgon regular
de p ·q costats sabem construir el poĺıgon regu-
lar de p costats, simplement unint els vèrtexs
de q en q, i el de q costats unint els vèrtexs de
p en p.

Tercer pas. Com tot nombre n descompon
com

n = 2↵p↵1
1 . . . p↵k

k

amb pi primers imparells diferents, i degut a
les observacions anteriors, el problema de sa-
ber si podem construir el poĺıgon regular de n

13
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Consecuéncia de 2:   Si n = 2a .3b .5c...entonces 
el polígono de n lados se puede construir   si 
y sólo si se pueden construir los polígonos 

de 2a lados, de 3b lados, de  5c lados, etc.
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con p primo, se pueden construir o no.
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n= 2a . 3 . 5 . 7 . ...... 
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Demostració. Sabem que construir les arrels d’aquest polinomi equival a construir les arrels
del polinomi ciclotòmic

zpa � 1
z � 1

.

Però
zpa � 1
z � 1

=
zpa�1 � 1

z � 1
· zpa � 1
zpa�1 � 1

.

Observem que la fracció de l’esquerra i la primera de la dreta són els polinomis ciclotòmics del
grau corresponent. I la segona fracció de la dreta és un polinomi (els dos polinomis que apareixen
són divisibles) que es pot escriure com el ciclotòmic

xp � 1
x � 1

, x = zpa�1
.

Per exemple, si p = 5 i a = 2, (poĺıgon de 25 costats), tenim

z25 � 1
z � 1

= z24 + z23 + · · · + z + 1 = (z4 + z3 + z2 + z + 1)(z20 + z15 + z10 + z5 + 1).

En general, fent el canvi de variable habitual z = y + 1 que es fa quan es vol aplicar el criteri
d’Eisenstein, tenim

zpa � 1
zpa�1 � 1

= (y + 1)pa�1(p�1) + (y + 1)pa�1(p�2) + · · · + (y + 1)pa�1
+ 1.

El terme independent és p, ja que és la suma de p uns. Per tant p2 no divideix el terme independent
i en canvi p śı que divideix a tots els coeficients excepte al de major grau que és 1. Això es pot
veure aplicant la fórmula del binomi als sumands de l’expressió anterior i recordant les propietats
dels números combinatoris. Però es dedueix directament de l’expressió

zpa � 1
zpa�1 � 1

=
(y + 1)pa � 1

(y + 1)pa�1 � 1
=

ypa + ṗ + 1 � 1
ypa�1 + ṗ + 1 � 1

= ypa�pa�1
+ ṗ,

on ṗ vol dir múltiple de p.
Per tant, pel criteri d’Eisenstein, aquest polinomi és irreductible sobre Q, i per la Proposició

6.4, és el polinomi mı́nim de les seves arrels.
Aix́ı doncs, si podéssim construir les arrels de

zpa � 1
zpa�1 � 1

el grau d’aquest polinomi hauria de ser una potència de dos, és a dir

pa � pa�1 = pa�1(p � 1) = 2k,

per a algun k 2 N.
Com estem suposant a 6= 1, ha de ser que p divideixi a 2, i com p és primer ha de ser p = 2.

Resumint, els únics poĺıgons constrüıbles amb pa costats, amb p primer i a 6= 1, són els que
corresponen al cas p = 2. ⇤
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zpa � 1
z � 1

=
zpa�1 � 1

z � 1
· zpa � 1
zpa�1 � 1

.
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+ 1.

El terme independent és p, ja que és la suma de p uns. Per tant p2 no divideix el terme independent
i en canvi p śı que divideix a tots els coeficients excepte al de major grau que és 1. Això es pot
veure aplicant la fórmula del binomi als sumands de l’expressió anterior i recordant les propietats
dels números combinatoris. Però es dedueix directament de l’expressió

zpa � 1
zpa�1 � 1

=
(y + 1)pa � 1

(y + 1)pa�1 � 1
=

ypa + ṗ + 1 � 1
ypa�1 + ṗ + 1 � 1

= ypa�pa�1
+ ṗ,

on ṗ vol dir múltiple de p.
Per tant, pel criteri d’Eisenstein, aquest polinomi és irreductible sobre Q, i per la Proposició

6.4, és el polinomi mı́nim de les seves arrels.
Aix́ı doncs, si podéssim construir les arrels de

zpa � 1
zpa�1 � 1

el grau d’aquest polinomi hauria de ser una potència de dos, és a dir

pa � pa�1 = pa�1(p � 1) = 2k,

per a algun k 2 N.
Com estem suposant a 6= 1, ha de ser que p divideixi a 2, i com p és primer ha de ser p = 2.

Resumint, els únics poĺıgons constrüıbles amb pa costats, amb p primer i a 6= 1, són els que
corresponen al cas p = 2. ⇤
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Teorema de Gauss
El problema se reduce a saber si el polígono con p lados, 

con p primo, se puede construir o no. 
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4. El polígono regular con p lados, p primo, se puede 

construir si y sólo si
p= 22a +1
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4. El polígono regular con p lados, p primo, se puede 

construir si y sólo si
p= 22a +1

descobriment és, en realitat, només un cas especial d’una teoria més general, encara
no completada, i que es presentarà al públic tan bon punt ho sigui.

Carl Friedrich Gauss

Estudiant de Matemàtiques a Göttingen

És important remarcar que el Sr. Gauss té ara 18 anys, i es dedica aqúı a Braunschweig
amb igual èxit a la filosofia i a la literatura clàssica aix́ı com a l’alta matemàtica.

18 Abril, 1796 E. A. W. Zimmermann, Prof.

2 Objectiu d’aquest dissabte

Intentarem donar a l’alumne els coneixements previs necessaris per entendre bé el problema
comentat per Gauss a la seva carta.

En particular concretarem què entenem els matemàtics quan diem que una certa figura es pot
construir amb regla i compàs.

Començarem explicant algunes construccions elementals com ara la construcció de bisectrius
i mediatrius. Trobarem geomètricament, és a dir, amb regle i compàs, l’arrel quadrada d’un
segment donat. Resoldrem geomètricament l’equació de segon grau. Construirem els poĺıgons
regulars més senzills: triangle, quadrat, pentàgon, i hexàgon.

Aprofitarem la construcció del pentàgon per parlar breument de la raó àuria.

Podem construir el de 7 costats? I el de 17? Intentarem fer veure que el resultat de Gauss,
almenys en la seva part de condició necessària, és força evident.

Teorema 2.1 (Gauss). El poĺıgon regular de n costats es pot construir amb regle i compàs si i
només si n té una descomposició en factors primers de la forma

n = 2�(22�1 + 1) · (22�2 + 1) · · · (22�k + 1)

on �1, �2, ...,�k són enters diferents entre ells.

2
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En particular concretarem què entenem els matemàtics quan diem que una certa figura es pot
construir amb regla i compàs.

Començarem explicant algunes construccions elementals com ara la construcció de bisectrius
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almenys en la seva part de condició necessària, és força evident.

Teorema 2.1 (Gauss). El poĺıgon regular de n costats es pot construir amb regle i compàs si i
només si n té una descomposició en factors primers de la forma

n = 2�(22�1 + 1) · (22�2 + 1) · · · (22�k + 1)

on �1, �2, ...,�k són enters diferents entre ells.

2

Demostración: Si p-1 es potència de 2 aplicamos el 
mismo método que 5 y 17.
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Podem construir el de 7 costats? I el de 17? Intentarem fer veure que el resultat de Gauss,
almenys en la seva part de condició necessària, és força evident.
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2

Pero p-1=2k  implica k potència de 2.
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construir amb regla i compàs.
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2

Que si p-1 no és poténcia de 2 no se puede
construir es Wantzel
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