Geometria Inversiva
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lnVersions: una eina poderosa

Observem que tot punt interioraté per imatge un punt
exterior aC i recinrocament. Els punts deson figpga mersva-rs



Construccio geometrica de lI'inversio

Apliguem el teorema del catet al triangle rectangle
ANOTA'.
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VA’ = OP? = OT? = OP és tangent
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e Recta pel centre— Recta pel centre.

e Recta no pel centre— Circumferencia pel centre.
e Circumferencia no pel centke— Circumferencia no
pel centre.
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Rectes a circumferencies

e Sigui s una recta que no passi pel cerdimversio |
sigui A el peu deD as. Com que

LOAX = ZOX'A' = , X' pertany a la
circumferencia de diameti@A’.
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Circumferencies a circumferencies

e Considerem una circumferencia gue no passi pel centr
d’'inversio. Siguind’, B’ els inversos del diametié, B.
Tenim/XBA=/0X'B"i /ZXAB = /A’ X"X. Com
queLAXB es
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Propietats

Larad doble
generalitzadaés
AC/BC
A, B,C,D| = AD/BD

Inversor de Peucellier
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simplement que una conica2s
circumferencia.



Siguin dues circumferencies no concentrigues.
Les transformem primerament en recta i circumferencia.

Dibuixem a continuacio dues circumferencies
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PuUnts magics

A partir d’aquest resultat podem simplificar I'anterior
construccio tot dient:
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cte inversiu de circumferencies

C, es tallen definim

Ci1 % Coy = cos &




Producte inversiu de circumferencies

QuancC; i1 C, es tallen és clar qu& = C, €s invariant per
Inversions, ja gue els angles es conserven.

Observem finalment que

Ci*Cy <1 < estallen
C. x(Ce —1 — <AN tanaents<
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DIStancla Inversiva entre circumte-
CIER

La distancia entre cercles concentrics de radis k. es
defineix com

Si tenim tres circumferencies concentriques amb
s<r<R,

5(61,62) an 5(C2,Cg) = 1I1§ —+ lnf = 1I1§ = 5(C1,C3)

(A S S

gue €s una propietat que s’ha d’esperar de gualsevol
funcio distancia sobre “punts alineats”.
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Relacio distancia-producte

Sabem que
1 R
Ciea=5( + )
| que
5(C1.Cy) = In 2.

r

on R, r son els radis d’aquestes circumferencies un cop
posades concentriques. Per tant
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| directe de la distancia Inversi-

cio dels radise, r 1 la distancia entre els centrgh
sem , (.. Volem calcular la distancia inversiva
. 1 Cy sense necessitat de posar-les concentrigues.



Donats dos cercles no concentrics, un interior a l'altra, es
vol saber si hi ha una cadena de cercles cadascun d’ells
tangent a I'anterior | al posterior | tangents tots ells als

dos cercles donats.
Aguest problema o bé no té solucid, o bé te infinites

solucions (porisme).
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oncentric

‘ r+(R-r)/2=(R+r)/2

piln



Stemern = 3

Un resultat molt interessant d#escartes, 1643, fa
referencia als anomenats posteriorment cercles de Sodd
| que representa un cas particular de Steiner ambs.
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Un vers

e Observem pero gque les inversions no conserven les
curvatures.

Soddy, 1936)
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Stelner n=4

Es interessant el cas= 4 ja que la configuraci6 que
apareix es
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Taula resum

C1 % Cy = cosho

Concentriques C1 *x Co = (% + =)

DO | —

Steiner Ci*Cy=1+2tan*~

Steiner n=3 CixCy =17, COShg = 2

_Q'I'plnpr n:A [?1 <% nn — 2 (‘ﬂgh é _ ‘/5 Geomatria Inversiva — p.29



El problema d’Apoloni

Consisteix en construir totes les circumferencies tarsgent
a tres circumferencies donades. Hi ha genericament

2° = 8 possibles solucions.
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una de les tangents




)blema d’Apoloni, cas general




Geometria Inversiva

SeguintF. Klein direm que Geometria és I'estudi de les
propietats de les figures invariants per “moviments”.
Per exemple la geometria euclidiana és I'estudi de les
propietats de les figures invariants per transformacions
gue conserven la distancia.

Analogament

Per evitar problemes amb el centre d’inversio es
completa el pla amb un punt, anomenat punt de I'infinit.
Aixi les inversions son transformacions de

La g e O m etrl a d E% Geometria Inversiva — p.33



CCIO estereografica

una bijeccié entre l'esferai
ografica).



Alguns resultats

Alguns resultats de geometria conforme son els seguent:

Oblidem-nos doncs de parlar de distancia.
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ries euclidianes com inversions

es parla de les inversionsde =~
les respecte rectes@dque son circumferencies
. que passen perk.)

versio de centr& porta el primer dibuix sobre el



etria hiperbolica

hiperbolic es

H* = {(z,y) € R%y > 0}

Is “moviments” donats per les inversions respecte
ferencies de centreot. D’aquestes
ferencies se’n diuen rectes hiperboliques.

(A, B) = [In(4, B, P, Q)|

on P, () son els punts de l'infinit de la recta hiperbolica
AB.



Distancia entre cercles:

punt de vista hiperbolic El seguient bonic resultat me’l va
fer observar ertil Solanes.
Situem-nos primerament a I’espai hiperbolic

H* = {(z,y,2) € R’ 2z > 0}.

Els plans hiperbolics d&’ sén els plangx + by = ci

les semiesferes amb centre a 0.

Tota circumferencia de = 0 es pot considerar com
'equador d’una esfera amb el mateix centre, i dona lloc

doncs a un pla hiperbolic dé’.
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Demostracid:Sigui ¢ una inversio que posa i Co
concentrics. Estenem aquesta inversio del pla a una
inversio de”.

La perpendicular comu és transforma en un diametre,
que tallap(C;) enAi p(Cy) enB.
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