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1. Introduccid

La geometria projectiva té els seus origens historics en els treballs dels pin-
tors del Renaixement (segle XV) que volien resoldre el problema de representar
el vertader moén tridimensional sobre teles bidimensionals. Estaven convencuts,
potser per la influéncia dels grecs, que hi havia lleis matematiques que, un cop
conegudes, els permetrien de resoldre el problema amb tota generalitat. Afortu-
nadament aquests pintors eren també arquitectes i matematics i la seva formacié
els va permetre arribar a grans resultats.

Van suposar primerament que el pintor observava una escena tridimensional
amb un sol ull i que cada punt de ’escena llencava un raig de llum dirigit a 1'ull.
D’aquesta manera tenien una mena de con, amb vertex a l'ull, i si imaginaven
llavors la tela com si fos un vidre transparent interposat entre l’escena i 1'ull,
apareixia en aquest vidre bidimensional el que el pintor havia de pintar a la tela.

Les teles no son, pero, transparents, i a més el pintor sabia que havia de pintar
pero no com pintar-ho.

Del con se’n diu projeccid i del tall d’aquest con amb la tela se’n diu seccid.

B

Si en lloc d’interposar un d’aquests vidres n’interposem dos no paral-lels, ob-
tindrem representacions bidimensionals (seccions) diferents de la mateixa escena
tridimensional. Es natural, doncs, preguntar-se quines propietats comunes tenen
aquestes dues seccions. Es diu també que una d’elles s’ha obtingut de 'altra per
projeccié o perspectiva des de 'ull.

També podem deixar fixa ’escena tridimensional i moure la posicié de 1'ull.
S’obtindran, com abans, diferents seccions, perd com que totes provenen de la
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mateixa escena, també és d’esperar que tindran propietats comunes.

Si busquem propietats comunes a dues seccions de la mateixa projeccid, ens
adonem de seguida que ni la longitud, ni I’area, ni els angles, ni el paral-lelisme
es conserva. Tenim doncs un panorama descoratjador.

Vegem que passa amb les rectes paral-leles.

Imaginem que volem representar en el pla 7’ de la figura dues rectes paral-leles
del pla 7 tal com les veiem des del punt P. El “con” format pels punts de r i
P és en aquest cas un pla, i el “con” format pels punts de s i P és un altre pla.
Aquests dos plans es tallen en una recta que passa per P i talla 7’ en Q. Aixi,
les rectes paralleles 7 i s de m es veuen com dues rectes r’, s’ de ©’ concurrents
a @Q. De fet, totes les rectes de 7 paral-leles a r es veuen des de P com rectes de
7’ que passen per Q.

Qualsevol altra familia de rectes paral-leles de 7, no paral-leles a 7/, es trans-
forma en una familia de rectes de ©’ concurrents a punts de la recta de 7' que
passa per () i és paral-lela a w. Es diu que aquesta recta és la recta de l'infinit i
aixi podem dir que les rectes paral-leles quan les dibuixes es tallen a l'infinit.

No obstant aixo, hem vist que les linies rectes en una seccié continuen essent
linies rectes en qualsevol altra seccié. En particular els triangles es transformen
en triangles. Pero resulta que dos d’aquests triangles estan fortament relacionats,
com va demostrar el matematic frances Gérard Desargues (1593-1662), en el que
es pot considerar com primer teorema de geometria projectiva. L’observacié de
Desargues és la seglient:

Suposem que 'ull en el punt O observa un triangle ABC'. El conjunt de rectes
per O i els punts dels costats del triangle formen, com hem dit abans, una projec-
ci6. Si fem una seccié d’aquesta projeccié, obtindrem un segon triangle A’B’'C’
amb OAA’ alineats, OBB’ alineats i OCC" alineats.

El teorema de Desargues afirma llavors que els costats corresponents dels
triangles es tallen en punts alineats. Es a dir P = BC - B'C', Q = AC - A'C’ i
R = AB - A/B’ estan alineats. Aixd déna una restriccié a ’hora de dibuixar la
projeccié des de O d’un triangle que estd en un pla 7 sobre un pla 7’.
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La demostracié del teorema és trivial ja que els plans 7 del triangle ABC' i
7’ del triangle A’B’C’ es tallen en una recta. Ara bé, R = AB - A'B’ pertany a
m perqué AB pertany a m, i pertany a 7’ perque A’B’ pertany a 7’/. Per tant R,
iigualment P i @, pertanyen a 7 - 7/, que és una recta.

Que passa, pero, si AB i A’B’ sén paral-leles? Llavors R no existeix. Perd
resulta que en aquest cas BC, B'C’ i AC, A'C’ sén també paral-leles de manera
que si ho dibuixéssim tot, com hem fet abans, en un altre pla veuriem com aques-
tes parelles de rectes es tallen a la recta de I'infinit i els seus punts d’interseccio
estan, per tant, alineats.

Aixi doncs, el teorema és cert tant si les rectes sén paral-leles com si no ho
sén. En geometria projectiva tindrem l'avantatge que no caldra mai fer aquesta
distincié ja que dues rectes en geometria projectiva sempre es tallen, és a dir, que
no hi ha rectes paral-leles.

La configuracié de Desargues, és a dir el dibuix format pels dos triangles en
perspectiva des de O, esta format per 10 rectes i 10 punts, i curiosament cada punt
es pot considerar vertex de dos triangles en perspectiva; per exemple, des de B
veiem OAC i B'RP en perspectiva i quan prolonguem els costats corresponents,
obtenim OA-B'R = A', AC-RP =Q i OC - B'P = (', que efectivament estan
alineats.

El fet que hi hagi igual nombre de punts que de rectes tampoc és una casualitat
i quedara explicat quan parlem del principi de dualitat.

Lamentablement el treball de Desargues no va ser reconegut pels seus col-legues,
excepte René Descartes (1596-1650), i tots els exemplars del seu llibre (1639) es
van perdre. I’any 1648, Abraham Bosse, alumne i amic de Desargues, va publi-
car El meétode universal de Desargues per a la practica de la perspectiva i en un
apendix va reproduir el teorema de Desargues. Pero també es va perdre aquest
apendix i no es va redescobrir fins el 1804.

Contemporani de Desargues és Blaise Pascal (1623-1662), matematic i filosof
frances que als disset anys va demostrar el segiient teorema, conegut avui per
teorema de Pascal:
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Donats 6 punts A, B, C, D, E, F sobre un cercle, els punts que
s’obtenen en prolongar costats oposats P = AB- DFE, Q = BC - EF,
R=CD - FA estan alineats.

Si ara observem aquest dibuix, conegut per heragrama mistic de Pascal, des
d’un punt situat fora del pla del paper obtindrem una projeccid, i qualsevol
seccié d’aquesta projeccié constara de sis punts sobre una conica (seccié d’un
con circular per un pla) i els punts P’, @', R’ que obtindrem en prolongar costats
oposats estan a la vegada en el pla de la seccid i en el pla OPQ, és a dir estaran
també alineats. Aixo0 fa que el teorema de Pascal sigui certament un teorema de
geometria projectiva, ja que descriu una propietat comuna a totes les seccions
d’una mateixa projeccio.

Aquests treballs publicats el 1650 van restar també desconeguts fins a principi
del segle XIX. De fet el treball de Pascal es va perdre i el coneixem per una carta
de G.W. Leibniz (1646-1716) al cunyat de Pascal, F. Périer.

L’impuls definitiu a la geometria projectiva el van donar diversos matema-
tics, entre ells Michel Chasles (1793-1880), tant pels seus treballs com perque va
trobar en una llibreria una copia manuscrita del llibre de Desargues feta per un
deixeble seu, Phillipe de la Hire (1640-1718).

Al mateix temps Jean Victor Poncelet (1788-1867), oficial de l'exercit de
Napoled, va caure presoner a Russia i alla va refer el que havia apres de G.
Monge (1746-1818), i L.N.M.Carnot (1653-1823) i va obtenir nous resultats, com
la invariancia de la rad doble per projeccions que explicarem més endavant.

També cal esmentar Jacob Steiner (1796-1863), en aquest mateix periode, pel
seu tractament projectiu de les coniques.

Tot aix0 va anar configurant la geometria projectiva com una branca inde-
pendent de la matematica. Pero en alguns punts depenia encara de la geometria
euclidiana o afi, com per exemple en definir raé doble com quocient de raons
simples i aquestes com quocient de distancies, ja que, com hem dit, la distancia
no és un concepte projectiu. També la paraula cercle del teorema de Pascal depen
de la distancia.

K.G.C. von Staudt (1798-1867) va ser el primer a definir rad doble a partir de
conceptes projectius i després Felix Klein (1849-1925) va poder definir distancia
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i angles a partir de la raé doble, de manera que es podia pensar la geometria
projectiva com anterior a la euclidiana, que passava a ser-ne un cas particular.

De fet també la geometria hiperbolica desenvolupada per Nicolai Lobatxevski
(1795-1856) i Janos Bolai (1802-1860), i la geometria el-liptica de Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866) es podien interpretar com casos particulars de la
geometria projectiva. Per aixo Arthur Cayley (1821-1895) va dir: “La geometria
projectiva és tota la geometria.”

Tot aixo que he comentat fins ara esta fortament inspirat en ’extraordinari
article, de lectura obligatoria, Geometria proyectiva, de Morris Klein (vegeu [8]).

Si recordem que una accid d’un grup G sobre un conjunt X no és més que
una aplicacié G x X — X tal que

a) 1-x ==z, (on 1 és I'element neutre del grup).
b) g-(h-2)=(gh) -z, ¢g,heG zeX.

i que una geometria és, segons el programa d’Erlangen de Felix Klein (1878),
lestudi de les propietats de les figures de X invariants per l'accié de G, (és a
dir, que una propietat de la figura F' C X és objecte d’estudi de la geometria
si és una propietat comuna a totes les figures g - F, Vg € G), llavors el que
esta dient Cayley és que el grup de la geometria projectiva és un grup gran que
admet com subgrups, que donaran lloc a subgeometries, els grups corresponents
a les geometries euclidiana, hiperbolica i el-liptica. Des d’aquest punt de vista la
geomeltria projectiva €s ’estudi de les propietats de les figures invariants pel grup
de les projectivitats, és a dir invariants pel procés de projeccié i seccid.

El capitol 3 d’aquests apunts esta dedicat a interpretar la geometria afi com
una subgeometria de la geometria projectiva.

1.1 Punt de vista axiomatic

Axioma 1.1.1

Axioma 1.1.2

Axioma 1.1.3

Axioma 1.1.4

Aixi com la geometria euclidiana plana es pot considerar com la serie de
resultats que s’obtenen a partir dels cinc postulats d’Euclides per deduccions
logiques, també la geometria projectiva admet aquest punt de vista.

Els postulats d’Euclides estan pensats per fer geometria del regle i el compas,
mentre que els postulats de la geometria projectiva fan referencia a la geometria
que es fa només amb el regle.

Tan sols hem de suposar que tenim dos conjunts. Els elements del primer
conjunt s’anomenaran punts i els del segon rectes. Suposarem també que entre
punts i rectes hi ha una relaci6é (subconjunt del producte cartesia) i que aquesta
relacié compleix:

Donats dos punts diferents hi ha una i només una recta relacionada amb els dos
(i.e. dos punts determinen una unica recta).

FExisteixen almenys tres punts tals que un no esta relacionat amb la recta deter-
minada pels altres dos (i.e. existeizen almenys tres punts no alineats).

Cada recta esta relacionada amb almenys tres punts (i.e. cada recta té almenys
tres punts).

Donades dues rectes diferents ezisteix un punt relacionat amb les dues (i.e. dues
rectes sempre es tallen).
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Aquest axioma 1.1.4 és el caracteristic de la geometria projectiva i prové, com
hem comentat a la introduccié, del fet que a la practica no es veuen mai linies
paral-leles, com es comprova amb els dibuixos alla fets o observant per exemple
les vies de tren.

A partir d’aquests axiomes podriem desenvolupar la geometria projectiva pla-
na, pero sera un cami que no seguirem en aquests apunts. Per a un desenvolupa-
ment axiomatic de la geometria projectiva, vegeu per exemple [2].

Quan es desenvolupa una teoria a partir d’'uns axiomes apareixen diversos
problemes logics, entre els quals hi ha el de la consisténcia. Es a dir, com saber si
aquests axiomes ens portaran en algun moment a demostrar resultats contradic-
toris. Aquest problema es resol exhibint un model, és a dir un objecte matematic
que existeix de manera independent dels axiomes pero que els verifica. Aixi, el
sistema axiomatic és almenys tan consistent com el model considerat.

Aix0 és, essencialment, el que farem en aquests apunts. Inventarem un model
algebraic en que es verificaran els axiomes de la projectiva i estudiarem en pro-
funditat el model sense preocupar-nos, pero, d’aquest plantejament axiomatic,
que he volgut explicar aqui perque és el rerefons geometric al posterior desenvo-
lupament algebraic.

Si es pren el punt de vista axiomatic hi ha demostracions, com 'anterior del
teorema de Desargues, que no funcionen. Aixo és aixi pel fet que la demostracid
implicava raonaments a ’espai, mentre que els anteriors axiomes ens parlen només
del pla. Ens podem preguntar si aquest teorema es dedueix realment d’aquests
axiomes. La resposta és no, i hi ha exemples de geometries no desarguesianes [6].

1.2 Ampliacié de P’espai afi

Ja hem comentat que cada familia de rectes paral-leles es veuen en una seccié
com rectes que es tallen en un punt, diferent segons la familia que considerem.
Per construir un moén on dues rectes sempre es tallin, el que podem fer, inspirats
en el comentari anterior, és afegir a cada recta euclidiana un nou punt, que podem
pensar que és a l'infinit (concepte sense precisar). Perd com que rectes paral-leles
s’han de tallar en aquest mateix punt, podem pensar que aquest punt és el que
tenen en comu totes aquestes rectes paral-leles, és a dir la seva direccid.

Aixi doncs, podem pensar que les rectes projectives estan formades per les
rectes afins completades amb un punt, que és justament la seva direccié. Pero
aixo és una mica lleig perque llavors tenim punts “normals” i punts que sén
direccions. Per arreglar-ho prendrem una solucié realment impactant: tots els
punts seran direccions. El pla projectiu que introduirem més endavant no és
sind el conjunt de les direccions de ’espai. Per tant, les seves “rectes” estaran
formades de punts tals que tots i cada un d’ells és una direccié. Reciprocament,
quan vulguem passar de la geometria projectiva a aff, traurem una recta (la
recta de 'infinit) i veurem que les altres rectes la tallen en punts que representen
justament les direccions de les rectes afins corresponents. Per entendre millor
aixo, vegeu la seccid §3.2.

Pero s’ha d’entendre bé que en la geometria projectiva no hi ha res que sigui
I'infinit. Cap recta privilegiada. Aixo és un dels grans avantatges de la geometria
projectiva, que permet tractar de manera “finita” problemes que en la geometria
aff es tracten a l'infinit.
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Agraiments

Intuitivament hem de pensar que aquest nou punt que afegim a les rectes afins
a l'infinit, s’hi arriba tant per la “dreta” com per I’ “esquerra”’, de manera que les
rectes projectives son com circumferéncies.

El conjunt de tots aquests nous punts que s’afegeixen a cada recta formen
una nova recta anomenada recta de I'infinit.

Espero que aquestes idees imprecises es vagin aclarint al llarg d’aquests
apunts.

Finalment vull comentar que aquestes notes han estat possibles gracies a
I’ambient de treball matematic que sempre ha existit al Departament de Mate-
matiques de la UAB. Poder parlar de problemes matematics amb els companys
és fonamental per poder-ne millorar la seva comprensié i fer més planera la seva
posterior explicacio.

Molt especialment vull agrair la col-laboracié de ’Enric Nart, que m’ha ajudat
en el tema de quadriques. De fet la classificacié projectiva de les quadriques que
presentem en el capitol 6 és una continuacié del tema de classificacié de formes
quadratiques del seu llibre profusament citat aqui. En particular I’actual versié
de la demostraci6 8.3.6 és original seva.

Amb I'Eduardo Gallego i en David Marin he discutit molts dels dubtes que
anaven sorgint i sobretot la llista de problemes que adjunto al final dels capitols.
Aquesta llista és la que en David Marin ha anat explicant aquests darrers anys,
pero també hi han contribuit altres professors, molt especialment en Vladimir
Gisin, quan va estar com a professor invitat al nostre departament, i en Gregori
Guasp, que va escriure en TEX la taula de classificacié de coniques i quadriques
que durant anys han rebut els nostres estudiants. També hi han contribuit en
Marcel Nicolau, en Miquel Llabrés, la Débora Gil, en Gil Solanes i la Monica
Manjarin. La primera versié d’aquestes notes es va fer sobre els apunts de classe
d’Irene Planas.

També vaig compartir aquesta assignatura amb Dolors Herbera i Manuel Cas-
tellet, i la Geometria lineal amb Ferran Cedo; les discussions amb tots ells sobre
diversos temes van ser molt utils i han contribuit a fer possible aquestes notes.

Agraeixo també molt especialment a Joan Torregrossa, Lluis Alseda, Albert
Ruiz i novament a Eduardo Gallego ’ajut que m’han donat amb el TEX, i a Rosa
Rodriguez, que ha fet tots els dibuixos.

Gracies, doncs, a tots.
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2. Espai projectiu

En aquest capitol introduirem un objecte algebraic, ’espai projectiu, que
construirem a partir d’un espai vectorial, i que complira els axiomes de la geo-
metria projectiva, és a dir que ens servira de model.

Aixi com dintre dels espais vectorials tenim els subespais vectorials, dintre
dels projectius tenim les varietats lineals projectives que fan el paper de rectes,
plans, i en general hiperplans de la geometria projectiva. Veurem que aquests
objectes es poden descriure per equacions lineals.

Comptarem el nombre de punts i rectes dels espais projectius sobre cossos
finits.

Estudiarem també el grup de les projectivitats, que té un paper analeg al
del grup dels moviments en la geometria euclidiana classica. Veurem l'important
resultat que, en el pla projectiu, donats quatre punts per un costat i quatre
punts per un altre existeix una unica projectivitat (és a dir, en cert sentit un tinic
moviment) que porta els quatre primers punts sobre els quatre segons.

2.1 Introduccid

Definicio 2.1.1

Definici6 2.1.2

Al llarg d’aquestes notes k denotara sempre un cos commutatiu.

Es diu que dos vectors u, v d'un k-espai vectorial FE, diferents de 0, sén
proporcionals si existeix A € k tal que v = Av. Es diu també que u i v tenen la
mateixa direccio.

L’espai projectiu associat a un espai vectorial E, que denotarem per P(E), és el
conjunt de “direccions” de E.

Més concretament,
P(E) = (E\{0})/ ~

on “~" és la relacié

u~v<=3INek; u=M,

és a dir, P(F) és el conjunt quocient corresponent a aquesta relacié d’equivaléncia.
Definim la dimensié d’un espai projectiu com dim P(E) = dim E — 1.

Els espais projectius de dimensié 1 i 2 es diuen respectivament rectes i plans
projectius.
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Exemple 2.1.3

Exemple 2.1.4

Tot i que P(F) és un conjunt i no pas un espai vectorial, té una certa estruc-
tura que prové de I'aplicacié canonica

p: E\{0} — P(E).

L’estudi de les propietats que P(E) hereta de E a través de p és, de fet, I'objectiu
central de la geometria projectiva. Per alleugerir la notacié escriurem

p: E— P(E)

en lloc de p: E\{0} — P(E).
Al llarg de tots aquests apunts p sera aquesta aplicacio.

Estudiem el cas en qué k=R i E = R? com R-espai vectorial.

Llavors R?\{(0,0)} modul la relacié d’equivalencia (u1,uz) = A(v1, v2) corres-
pon al conjunt de rectes per 'origen. En aquest cas dim P(E) = 1.

Aquest conjunt estd en correspondéncia bijectiva amb S' amb els punts anti-
podals identificats, ja que la recta (u) talla S* en els punts iﬁ.

Quan a S! identifiquem els punts antipodals i posem en el quocient la topo-
logia quocient, obtenim el que en topologia s’anomena espai projectiu RP!, que
és homeomorf a S!, de manera que l'anterior comentari diu que P(R?) = RP!

(aquest “=" vol dir bijeccid).

Tot val igual si canviem R? per R"*1, en el sentit que I’espai projectiu associat
a aquest espai vectorial, que no és més que 'espai de direccions de R**!, es pot
identificar amb l’esfera S™ amb els punts antipodals identificats. Aquest espai
quocient amb la topologia quocient s’anomena en topologia espai projectiu RP",
de manera que tindrem P(R"*!) = RP"™ amb I'tinica observacié que a diferéncia
del cas n = 1, RP™ no és homeomorf a S, n # 1.

Per analogia amb el cas real, per a cossos arbitraris, quan es considera k"*?
de manera natural com k-espai vectorial i es considera el projectivitzat, s utilitza
la notacié P(k"*1) = kP™. També s'utilitza la notacié P(k"T1) = P, (k).

Estudiem el cas en qué k = Z/27 i E = k* com k-espai vectorial.

Llavors E\{0,0} = {(1,0),(0,1),(1,1)} i cada classe d’equivaléncia consta
d’un 1nic element, de manera que

P(E) = E\{07 0}/ ~= {[(170)]7 [(07 1)]7 [(17 1)]}

és una recta de tres punts. Obviament, dim P(E) = 1.

2.2 Varietats lineals projectives

Definicié 2.2.1 Direm que un subconjunt L C P(FE) és una varietat lineal projectiva si L = p(V'),

on V' és un subespai vectorial de E.



Geometria projectiva

Materials 17

Proposicié
2.2.2

Definici6 2.2.3

Proposicié
2.24

Proposicié
2.2.5

La interseccio de varietats lineals projectives és una varietat lineal projectiva

Demostracié. Sigui p : E — P(FE) isigui L =p(V), L' = p(V') on V i V' s6n
subespais vectorials de E.

Llavors LN L' = p(V NV’).

En efecte, six € LN L', z = p(v) = p(v') amb v € V, v € V', per tant
v = v, que implica v € VNV’ i per tant x € p(V NV’). La inclusi6 contraria
és evident.

Analogament es demostra, per a una familia arbitraria de varietats lineals
projectives L, = p(V,), on « varia en un cert conjunt d’indexs, que (p(Vy) =
p((Va), 1 per tant la interseccié de varietats lineals projectives és una varietat
lineal projectiva. I

Sigui A un subconjunt de P(E). La varietat lineal projectiva generada per A és
la varietat lineal projectiva més petita que conté A. La denotarem v(A).

Concretament v(A) = (] Lq, on, per a tot «, L, és una varietat lineal projec-
«

tiva tal que A C L,.

Sigui A un subconjunt de P(E). Llavors la varietat lineal projectiva generada
per A és la projeccid del subespai vectorial generat per p~1(A), és a dir v(A) =

p({p™(A))).

Demostracid. Tenim v(A) = (VLo = p(Va) = p((Va) amb A C p(V,) 1 Va,

subespais vectorials de F, per a tot a.
Com que A C p(Vg) si i només si p~1(A) C V,, tenim (p~1(A)) = NV, de
manera que

o(4) = pVa) = ((Va) = p((>7"(A):

Siguin L, L' varietats lineals projectives de P(E). Llavors
dim L + dim L' = dim(L N L") + dimv(L U L).

Demostracid. Si L=p(V)iL =p(V'), llavors LNL =p(VNV')iv(LUL) =
p((p (LU L))

Arabé (p 'Y (LUL)) =V +V".

En efecte: Vegem la inclusié “C”. Tot element de (p~*(LUL’)) es pot escriure
com T =Y Aglla, Ao € kiug € p Y (LUL).

Per tant p(u,) € LU L', que implica uq, € V 0 uq € V', 1 aix{ z és suma
d’elements de V' i d’elements de V.

Vegem ara la inclusié “D”: Siv+v’ € V+V/, llavors v € p~1(L) iv' € p~Y1(L'),
i per tant v + v’ és suma de vectors de p 1 (LU L'), i.e. v+v' € (p~Y(LUL)).

Utilitzem ara la férmula de Grassmann, H.G. (1809-1877) per a espais vec-
torials i tenim

dimV + dim V' = dim(V N V') + dim(V + V'),
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Corol-lari 2.2.6

Exemple 2.2.7

d’on
dimL+1+dimL' +1=dim(LNL)+1+dimv(LUL") +1,

com voliem. N

Sidim L + dim L' > dim P(E), llavors LN L' # (.

Demostracid. Tindriem dim(LNL')+dimv(LUL') > dim P(E), d’on es dedueix
dim(LN L") >0, i per tant VNV # {0}. 1

Com que les varietats lineals projectives sén també espai projectius, les va-
rietats lineals projectives de dimensié 1 sén les rectes projectives.

En particular el corol-lari ens diu que dues rectes projectives en el pla projectiu
sempre es tallen. O que una recta i un hiperpla projectiu en qualsevol espai
projectiu sempre es tallen.

Aixi, els punts i rectes d’un pla projectiu compleixen els axiomes de la geome-
tria projectiva explicats a 10.3, i per tant el pla projectiu és un model d’aquells
axiomes.

Observi’s que si VNV’ = {0}, no té sentit escriure LN L' = p(V NV’'), de
manera que en aquest cas la férmula de Grassmann doéna lloc a

dim L + dim L' = dimv(L U L") — 1.

Per poder englobar aquest cas a la formula anterior es fa el conveni de dir que si
VNV’ ={0}, lavors dim(LN L") = —1.
Estudiem les varietats lineals projectives de P(E) amb E = k3, k = 7./27.

Aquest espai projectiu té 7 punts
P(FE)={[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,0],[1,0,1],[0,1,1],[1,1,1]}.

Per estudiar les rectes projectives (varietats lineals projectives de dimensié 1)
hem d’estudiar els subespais vectorials de dimensi6 2 de F.
El segiient esquema mostra que n’hi ha exactament 7.

100 | 100 | 100 | 010 | 010 | 001 | 110
010 | 001 | 011 | 001
110 | 101 | 111 | 011 | 111 | 111 | 011 |

En principi cada dos vectors linealment independents generen un subespai vecto-
rial de dimensié 2 (per tant (§) = 21 possibilitats) perd n’hi ha sempre tres pa-
rells que generen el mateix (per exemple ((1,0,0), (0,1,0)) = ((1,0,0),(1,1,0)) =
((0,1,0),(1,1,0))), de manera que 21/3 = 7, com hem vist abans.

Podem tractar d’imaginar-nos aquestes set rectes en l'esquema segiient (la
circumfereéncia és una rectal).
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100

101 110

001 011 010

2.3 Coordenades homogenies
Sigui £ un k-espai vectorial de dimensié n + 1. Per poder parlar de les

coordenades d’un vector v de E necessitem fixar una base eg,...,e, sobre F.
Llavors tot vector s’escriu de manera unica de la forma v = > A'e; i diem que
(A% ..., A") € k™*! sén les coordenades de v en aquesta base. Podem pensar,

doncs, 'operacié de “prendre coordenades” com una aplicacié

0: E — gt
v o (A0 A,

amb v = > Mel.

Analogament, prendre coordenades en un espai projectiu P(FE) consisteix a
fixar una base ey, ..., e, de E i a definir

¢: P(E) — Py(k)
pv) — X0, AT,

onv="> Ne.

Es diu que el punt del projectiu p(v) té coordenades homogeénies
A9 ..., A"]. Seria més correcta la notacié [(A°, ..., A\")] per denotar la classe de
(A%, ... A" a k"L / ~, perd per alleugerir la notacié prescindirem del paréntesi.

Observem primerament que ¢ esta ben definida.

En efecte, si p(u) = p(v) lavors v = pu, p € k. Siu =Y Ne;, v = vie,
llavors A = vt i per tant [A°,... A" = [°,... "], com voliem.

Es diu que ¢ és un sistema de coordenades projectiu.

Proposicié Donats (n + 2) punts de P(E), Py,...,P,y1 tals que n 4+ 1 qualssevol d’ells son
2.3.1 projectivament independents, existeir un unic sistema de coordenades projectiu ¢
tal que p(Pp) = [1,0,...,0],...,0(Pn) =10,...,0,1],o(Ppt1) = [1,...,1].

Demostracié. Precisem primerament que vol dir que els punts P; = p(e;) sén
projectivament independents vol dir que els vectors e; sén linealment indepen-
dents.
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Proposicié
2.3.2

En particular ey, ..., e, sén una base de E, i per tant e,.1 = Aeg+-- -4+,
amb totes les A\! # 0 per I'hipotesi d’independeéncia de qualsevol (n + 1)-pla de
vectors.

Prenem com a nova base & = Me;, i = 0,...,n, de manera que llavors
ent+1 = €9+ -+ -+ €y, i el sistema de coordenades projectiu associat a aquesta base

¢ : P(E) — Py(k)

compleix que

p(Po) = ¢(pen)) = ¢(Xe)) = [1,0,...,0],
e(F) = ¢(p(é)) =10,...,1,...,0]
e(Pot1) = @@+ +é&))=11,...,1],
com voliem.
La unicitat vol dir que la base é1, ..., €, esta determinada llevat d’un escalar.
Vegem-ho.
Suposem wug, ..., u, una base tal que el sistema de coordenades associat

compleix ¢(Fp) = [1,...,0],...,¥(F) =[0,..., 1] i ¥(Poy1) = [1,...,1].

Aixod vol dir Py = p(up), . .., P, = p(uy), que implica u; = \'é;.

Pero Pn+1 = p(u(] + -+ un) = p(AOéO + -+ )\nén) = p(é(] + 4 én) d’on
Néy + -+ + ¢, = wu(ég + -+ + €,), que implica A= p, és a dir u; = pé;,
i=0,...,n (amb p independent de !). I

En aquest cas es diu que Py, -, P41 és un sistema de referéncia projectiu.
El punt P41 es diu punt unitat. Utilitzarem la notacié Py, - , Py; Ppy1.

Observem que sobre la recta projectiva, tres punts diferents determinen el
sistema de coordenades projectiu; és a dir, fixem una base eg, e1 a ’espai vectorial
associat de manera que Py = p(ep), Pi = p(e1) i P, = p(e1 + e2) i aquesta base
és tunica llevat d’un escalar.

En el pla projectiu necessitem quatre punts de manera que cap d’ells no
pertanyi al triangle format pels altres tres.

Les varietats lineals projectives, en coordenades homogénies, tenen equacions li-
neals.

Demostracid. Comencem pel cas dels hiperplans. Sigui com sempre E un k-espai
vectorial de dimensié n + 1 i sigui V' un subespai vectorial de dimensi6 n.

Si fixem una base e, ..., e, de E, els elements de V sén vectors v = 2%y +
-+« 4 x"e, caracteritzats per ser ortogonals al vector director del pla (b, ..., b,).
Es a dir

V:{UEE; v:x0€0+"'+$n€niCUObo—i—"'—F:Cnbn:O},
Direm simplement que H té equacio
2%q + -+ + 2"b, = 0.

Llavors p(H) = {p(v); v € H} esta format per punts que tenen coordenades

homogenies [z, ..., 2"] amb la condicié 2% + - - - + 2™b, = 0. Com que
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tenim y%bg + - - - +y"b, = A(a%bo + - - - + 2™by,), i la condicié 209 + - - - + 27b, = 0

és independent del representant de la classe [2°,...,2"] elegit. Es a dir, que
'anterior frase “els punts de coordenades homogenies [2°, ..., 2"] que compleixen
2% + - - + a"b,, = 0" té perfecte sentit i escriurem p(H) = {[z",...,z"]; 2% +
<o+ a"b, = 0}.

Com que una varietat lineal projectiva arbitraria es pot pensar com a inter-
seccié d’hiperplans, es pot descriure com un sistema d’equacions lineals en les
seves coordenades homogenies. I

La mateixa idea ens diu que té sentit parlar de subconjunts de P(E) definits
com zeros de polinomis homogenis de grau arbitrari.
Per exemple A = {[x,y, z]; 22 + y? — 3yz = 0} és un subconjunt ben definit
de RP2. En canvi
B = {[z,y,2]; «® +y = 0}

no té cap sentit i no es pot interpretar de cap manera.

Exercici 2.3.3 A RP?, expresseu el punt Q = p(—1,4,2) en el sistema de coordenades projectiu
determinat per

POZP(07171)7 Pl :p(17170)7 P2 :p(17171)7 P3:p(07271)
Solucid. Prenem P3 com a punt unitat. Tenim
(0,2,1) = A(0,1,1) + u(1,1,0) + v(1,1,1),

= 1, v = —1. Per tant la base és, llevat d’un 1nic escalar,
éo = (0,2,2), &1 = (1,1,0), é3 = (—1,—1,—1); llavors

(—-1,4,2) = «(0,2,2) + 5(1,1,0) + v(—1,—-1,-1),

d'on o = 5/2, § = 2, v = 3; per tant, en el sistema de coordenades projectiu
¢ : P(E) — P»(R) associat a €g, €1, €2 el punt () té coordenades

QD(Q) = [5/2’2’3] = [5’4’6]' 1

Per abts de notacié s’escriu també @ = [5,4, 6], Py = [0,1, 1], etc.

2.4 Cardinalitat sobre cossos finits
Sigui k un cos finit de ¢ elements i sigui £ un k-espai vectorial de dimen-
si6 n + 1. Com que E és isomorf a k"1, E té ¢"*! elements.
Recordem que per ser k finit, és commutatiu i ¢ = p"”* amb p primer (vegeu
I'apéndix 11.1 o [15]).
Cada classe de la relacié d’equivalencia u ~ v <= u = Av, té ¢ — 1 elements,
ja que esta formada pel vector v i tots els seus multiples no nuls

[v] = {Av; A € k, A # 0}

Aixi
qn+ 1 _ 1

e R A

#P(E) =
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ja que la relacié d’equivalencia esta definida a E\{0}, que té ¢"*! — 1 elements.

En particular una recta projectiva té ¢+ 1 punts, i un pla projectiu, ¢ +q+1
punts.

Comptem ara el nombre de bases de F.

Prenem un vector no nul eg (¢"*! — 1 possibilitats) com a primer element de
la base. A continuacié prenem un segon vector, linealment independent amb el
primer, és a dir diferent de Aeg, A € k (¢"T! — ¢ possibilitats). A continuacié un
tercer vector linealment independent amb eg i e, és a dir diferent de ey + peq,
M\ i€k, (g — ¢?), i aix{ successivament.

Per tant E té (¢"* — 1)(¢" —q) ... (¢"*! — ¢") bases.

Ja hem vist que dues bases proporcionals donen lloc al mateix sistema de
coordenades projectiu; per tant, dividint el nombre anterior per ¢ — 1 (elements
no nuls del cos) tindrem el nombre de sistemes de coordenades projectius:

(qn-i-l _ 1)(qn+1 _ q) o (qn-i-l _ qn—l)qn.

El nombre de varietats lineals de P(E) de dimensi6 d és el nombre de subespais
vectorials de dimensié d + 1 de E.

Ara bé, el nombre de subespais vectorials de dimensié d 4+ 1 és el nombre de
“bases” de dimensié d + 1 dividit pel nombre de bases que donen lloc al mateix
subespai vectorial.

Pero acabem de comptar el nombre de bases d’un espai vectorial; per tant ja
sabem que el nombre de bases d’un subespai vectorial de dimensié d 4+ 1 és

d+1 _ 1) d+1 _ qd).

(q (g

Aixi el nombre de varietats lineals projectives de dimensié d és

("= D" —q).. (" = qY)
(@ = 1)@ —q) ... (¢ —¢%)’

on, per calcular el numerador, hem utilitzat el mateix raonament que per comptar
el nombre de bases de E pero limitat a sistemes de d + 1 vectors linealment
independents.

2.5 Grup projectiu

Siguin F i F espais vectorials sobre k i sigui f : E — F una aplicacié lineal
i injectiva. ~
Aquesta f indueix una aplicacié f : P(E) — P(F') donada per

Observem que, com que f és injectiva, f(v) # 0 i té sentit escriure p(f(v)).
Observem també que esta ben definida ja que, si p(v) = p(w), llavors w = Av i

p(f(w)) = pf (W) = p(A- f(v)) = p(f(v)) ja que f és lineal.

Les aplicacions f : P(E) — P(F) induides per aplicacions lineals
f + E — F a nivell d’espais vectorials, es diuen projectivitats o aplicacions
projectives. Com que son injectives, si dim FF = dim F', sén també bijectives i

llavors es diuen transformacions projectives o homografies.
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Proposicié
2.5.1

Corol-lari 2.5.2

Teorema 2.5.3

Siguin f,g : B — F aplicacions lineals injectives. Llavors f =g<d\eck
tal que f = Ag.

Demostracio.

(<) Obvi.

(=) Per a tot v € E tenim p(f(v)) = p(g(v)), és a dir f(v) = A(v) - g(v), on
A(v) € k.

El problema esta a veure que A(v) no depeén de v. Com que f(uv) = pf(v) =
Ap) - g(pv) = A(pv) - pg(v), tenim A(v) = A(pv), Vi € k, Yo € E. Per tant, si
dim F = 1, ja hem acabat perque A(v) és constant.

Si dim £ > 2, podem prendre u, v linealment independents i tenim

flutv) = fu)+ f(v) = Mu)g(u) + A(v)g(v)
= Mu +0)g(u +v) = Au+v)(g(u) + g(v))

i, com que g és injectiva, A(u) = A(v) = AM(u + v). Com que u, v sén arbitraris,
A = constant, com voliem. [

D’aquesta proposicié se’n dedueix un resultat propiament d’espais vectorials.

Sigui f : E — E una aplicacid lineal injectiva tal que transforma cada vector
en un multiple d’ell mateix. Llavors f és una homotécia.

Demostracid. f(p(v)) = p(f(v)) = p(AM(v)v) = p(A(v) - id(v)) = id(p(v)). Apli-
cant ara la proposicié, com f =id, tenim f = A-id. I

Denotarem PGL(E) el grup de transformamons projectives de P(E). Que

formen grup és evident pel fet que fo g = f o g. L’anterior proposicié ens diu
que

PGL(E) ~GL(E)/ ~ on A~B < B=\A, ABeGL(E)
(“~" vol dir isomorfisme de grups).

Siguin E 1 F k-espais vectorials de dimensid n + 1 i siguin {Py,..., Py+1},
{Qo, - .-, Qni1} referencies projectives de P(E) i P(F) respectivament.

Ezisteix una unica transformacid projectiva f : P(E) — P(F) tal que

f(P)=Q;,i=0,...,n+1,

Demostracio. Sabem que existeixen bases eg, ..., e, de E i ug,...,u, de F tals
que P, = p(e;),i=0,...,n, Phy1 =pleo+ -+ +en)iQ;i =plu),i=0,...,n,
Qn+1 = p(ug + -+ + up). Definim I'aplicaci6 lineal f : E — F per f(e;) = u;.
Llavors f(P;) = f(p(e:)) = p(f(er)) = Qi i = 0,...,ni f(Pus1) = fpleo+--- +
en)) = P(uo + un) = Qnt1-

Tan sols falta veure la unicitat.

Suposem que existeix una projectivitat g tal que g(P;) = Q;, 1 =0,...,n+ 1.
Tindrem en particular f(P) =g(P),i=0,...,n, que implica f(e;) = )\ig(ei).
Perd també f(Pat1) = §(Pas1), aixt que f(e1 + -+ en) = p-gler -+ en),
pek,p#0. Don \ig(er)+---+ Anglen) = plgler) +---+glen)), i com que els
g(e;) son base, tenim A\; = --- = A\, = p, i per tant f = pg i f = ¢ com voliem. I
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Exercici 2.5.4

Equacio d’una projectivitat en coordenades.

Si, en una certa base, f té per matriu associada aé, és a dir f(eg) = a};ei on
indexs repetits, un a dalt i altre a baix, vol dir suma des de 0 fins a n, llavors

flv) = f(xkek) = xkafgei,

que vol dir que el punt P = p(v) € P(E) de coordenades homogenies [2°, ...,z
va a parar per f a p(zF akel) és a dir a un punt de coordenades homogenies

"]

[0, ...,y"] amb py® = 2* ay, p € k, p # 0; equivalentment
Yo ad af ... 20
Pl =
yn xn

Donats els punts A = [0,0,1], B = [0,1,0], C =[1,0,0], D = [1,1,1], trobeu la
projectivitat f tal que f(A) = B, f(B) = C, f(C) =D i f(D) = A. Trobeu els
punts fixos quan k =R i quan k‘ =C.

Solucié. Considero A, B, C, D com la primera referéncia projectiva, amb D
com a punt unitat. Aixo vol dir que agafem la base ey = (0,0, 1), e; = (0,1,0),
ez = (1,0,0) en la que A = p(eg), B =p(e1), C =p(e2) i D =p(e1 + ez + e3).

Considero ara B, C, D, A com la segona referéncia projectiva amb A com
punt unitat. Aixo vol dir que agafem la base ug = A(0,1,0), u; = p(1,0,0),
ug = v(1,1,1) amb la condicié A = p(0,0,1) = p(up + u1 + u2).

Es a dir p(0,0,1) = X(0,1,0) + u(1,0,0) + v(1,1,1), d’on es dedueix A\ =
i = —v, és a dir que podem agafar com a base de la segona referencia projectiva
up = (0,1,0), ug = (1,0,0), up = (—1,—1,—1).

La projectivitat buscada és, doncs, la projectivitzacié de I'aplicacié lineal f
definida per f(e;) = u;.

Respecte a la base canonica (1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1) tenim, doncs,
f(17070):f(62):u ( 17 1 _1)
f(oal’o):f(el):u ( ,050)
f(0,0,l):f(eo):u (’LO)

és a dir,
-1 0
f=[-1 01
-1 0 0

Busquem ara els punts fixos.

Observem que P = p(v) és fix per a f si f(P) = p(f(v)) = P = p(v). Per tant
P és fix per a f si i només si f(w) = Av, és a dir que P = p(v) és un punt fix de f
si i només si v és vector propi de f. El polinomi caracteristic és (22 4 1)(z + 1);
per tant, si k = R, tenim tnicament el vector propi u = (1,0,1) corresponent al
valor propi z = —1. Per tant el punt p(1,0,1) és I'inic punt fix de f sobre R.

Sobre C tenim encara els vectors propis (—i,—i + 1,1) i (i,4 + 1,1) corres-
ponents als valors propis i i —i. Per tant p(—i,—i+1,1) i p(i,i+1,1) s6n també
punts fixos de f sobre C. i
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Exercici 2.5.5  Classifiqueu les projectivitats de RP?.

Solucid. Sigui A la matriu associada a la projectivitat en una certa base. Esta
determinada llevat d’un escalar. Els valors propis de A sén els zeros del polinomi
caracteristic pa(x) = det(A—z-id) = 0. Tenim per tant les possibilitats segiients:

1. pa(z) = (z — a)?

2. pa(z) = (z —a)(z — b)?

3. pa(z) = (z —a)(z — b)(z — ¢)
4. pa(z) = (z —a)((z — a)* + %)

A T’hora de calcular els vectors propis tenim les possibilitats segiients:

la. Tres vectors propis independents (un valor propi).

a
a Identitat.

1b. Dos vectors propis independents (un valor propi).

a 1 punt fix A.
1 a 1 recta fixar, A €r.
a Tota recta per A és invariant.

1c. Un vector propi (un valor propi).

1 punt fix A.

a
1 . .
1 recta invariant r, A € r.

a
1 a
2a. Tres vectors propis independents (dos valors propis).

a Un punt fix A.
b Una recta fixar, A ¢ r.
b Tota recta per A és invariant.

2b. Dos vectors propis independents (dos valors propis).

a Dos punts fixos A, B.
b Dues rectes invariants 7, s.
10 A, Ber,Bes.

3. Tres vectors propis independents (3 valors propis).

a Tres punts fixos.
b Tres rectes invariants
c determinades pels punts fixos.
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2.6 Exercicis

2.6.1

2.6.2

4. Un vector propi.

@ Un punt fix A.

Una recta invariant r, A ¢ r.

a
-8 «

Per a més detalls vegeu el problema 2.6.23. I

Considereu en R? els plans ITy : {z = 0} i Iy : {y = 0}, i el punt P = (0,1,1).
Per a cada punt @ de II; considerem la recta PQ i definim Q' = p(Q) com la
interseccié d’aquesta recta amb Ils, és a dir, projectem II; sobre IIs des de P.

a) Per quins punts @ esta definit Q'?

b) Descriviu ¢(I1y).

c) Demostreu que ¢ transforma rectes en rectes.

d) Trobeu la imatge del feix de rectes paral-leles a 1'eix y del pla II; per .

e) Podeu descriure la imatge per ¢ de qualsevol feix de rectes paral-leles de IT;7
Quina relacié hi ha entre aquesta descripci6 i el que s’obté a 'apartat b)?

a) Comproveu que la projecci6 usual
R\ {(0,0)} — RP!
restringida a S! no és bijectiva.

b) Considereu la circumferencia S de centre (0,1/2) i radi 1/2. Comproveu que la
restriccié de la projeccié anterior a aquesta circumferencia déna una bijeccié
entre S\ {(0,0)} i els punts finits de RP!. Aixo permet estendre 1’aplicacié
anterior, i definir una bijeccié entre S i RP!, enviant (0,0) a I'infinit.

c) Sabrieu descriure analiticament aquesta identificacig?

d) Sabrieu fer una identificacié semblant entre una esfera i CP?



Geometria projectiva Materials 27

2.6.3 Calculeu:
a) L’equaci6 de la recta que passa pels punts [1,0,1] i [0,1,1].

b) El punt d’interseccié de les rectes (0,1,0) i (1,—1,0), on (a,b,c) denota la
recta d’equacié axg + bz + cxy = 0.

2.6.4 Siguin Oy = [1,0,0], O2 = [0,1,0], O3 = [0,0,1], I = [1,1,1] i els punts I} de la
figura segtient:

02

O I, O3

Definim By = I5135N 0203, Bo = I113N 0103y B3 = I11sN0105. Demostreu
que els punts By estan alineats.

2.6.5 Descriviu els punts i les rectes de kP! i de kP? amb
a) k=17/27;
b) k =7/37Z.
2.6.6 Sigui P el pla projectiu sobre un cos finit k. Sigui A la matriu d’incidéncia “punt-

recta” de P, és a dir, A(i,j) = 1 si la recta j conté el punt ¢ i A(i,7) = 0 en el
cas contrari. Calculeu A? - A.

2.6.7 Siguin L una varietat lineal projectiva de dimensié r a l’espai projectiu de di-
mensié6 n, P", i sigui H un hiperpla. Demostreu que o bé L C H, o bé
dim(LNH)=r—1.
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2.6.8

2.6.9

2.6.10

2.6.11

2.6.12

2.6.13

Siguin L1, ..., L, varietats lineals projectives d’un espai projectiu de dimensié n.
Demostreu que

dim(Ly N---N L) > Y dim(L;) = (r — 1)n.
=1

Estudieu la posicié relativa de dues varietats lineals projectives de dimensié 2
(plans projectius) en un espai projectiu de dimensié n > 2.

Siguin P = CP™ i P’ = RP™. Sigui i : P’ — P la inclusi6 canonica:
[T1,. . Tnt1]R — [T1,- -+, Tpt]C-

Sigui L una C-varietat lineal projectiva de P, de dimensié r, i sigui L” = LNi(P").
Comproveu que

a) Hi ha una tnica varietat lineal projectiva de P’, L', tal que i(L') = L".

b) Si ' = dim L' és la dimensi6 de L', llavors 7’ pot ser qualsevol nombre enter
no negatiu entre 2r —n i r.

c) r =1'siinomés si[x1,...,2,41] € L implica [Z1,...,Zp41] € L ( denota el
conjugat de x;).

Trobeu les equacions que ens donen les coordenades d’un punt arbitrari de la
recta projectiva real respecte al sistema de referencia

PO = [O, 1],P1 = [1,2];]32 = [2,—1].

Trobeu les coordenades del punt A = [2, 3] respecte al sistema de referéencia donat.

Trobeu les coordenades del punt de RP!, A = [—2,1], respecte del sistema de
referéncia projectiu

PQ = [—1,1],P1 = [4, 1];P2 = [1,1]

Donats punts Py, P;, P, d’'un sistema de referéncia projectiu R de RP!, construiu
graficament els punts A, B, C que tenen coordenades

A=[1,-1, B=[2-1, C=32

en la referéncia R.
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2.6.14

2.6.15

2.6.16

2.6.17

2.6.18

2.6.19

Trobeu les equacions que ens donen les coordenades d’un punt arbitrari del pla
projectiu RP? respecte als segiients sistemes de referéncia:

a) [1,1,1],]0,0,1],[-1,2,1];[0, 3, 1].

b) [0,2,3],]2,1,0],[0,1,4]; 5,0, 12].

Doneu les coordenades dels punts P = [0,—2,1], Q = [1,—1,—1] de RP? en els
sistemes de referencia:

a) Del problema anterior;

b) [0,1,-2],[2,1,-2],[0,0,—1];[1,2,3].

Siguin R; i Ry els sistemes de referéncia de RP? donats per:
-1,-2,-1],[2,2,2],]0,0,3];[2,3, 3]

[—6,—10,-5],[-1,-3,1],[3,4,7]; [-4, -9, 3]

Trobeu els punts que tenen les mateixes coordenades en els dos sistemes de
referencia.

Situem-nos a RP2.

a) Doneu l'equacié de la recta que passa per dos punts donats A = [1,4, 3],
B=[213]

b) Trobeu el punt d’interseccié de les rectes

201 + 20+ 23 =0, 3x1 + 3x2 + 223 = 0.

c) Trobeu el punt d’interseccié de les rectes
561—{-4562—{—3563:0, 2x1 4+ 220+ 3x3 = 0.

Compareu el resultat amb I’apartat a).

Donats els punts A = [5,1,0], B = [1,0,0], C =[2,3,1],1 D = [1,—1,2] de RP?,
trobeu el punt M = ABNCD.

Doneu l'equacié de la recta de RP? que uneix el punt A = [2,—1,3] amb la
intersecci6 de les rectes | =< 2,—1,1 >, m=<1,1,—1 >.
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2.6.20

2.6.21

2.6.22

2.6.23

2.6.24

2.6.25

Trobeu la imatge de la recta [ respecte a la projectivitat del pla projectiu real
donada per la matriu P:

a)

1 -2 0
P=|0 1 3], 1=(20-1)
0 -1 0
b)
120
P=(01 2|, 1=(201)
010

Trobeu les rectes invariants en el cas real i complex de la projectivitat estudiada
a l'exercici 2.5.4.

Trobeu els punts fixos i les rectes invariants de les projectivitats del pla projectiu
real donades per les matrius segiients:

2 -1 2 310 1 0 0 2 0 1
5 -3 3|, (130]), [0 -1 o], 111
1 0 -2 00 4 1 0 -1 -1 0 0

Estudieu en detall la classificacié de les projectivitats del pla projectiu real donada
a 2.5.5. Identifiqueu els punts i rectes fixos, etc.

Trobeu tots els elements invariants (punts fixos i rectes invariants) de les projec-
tivitats segiients i classifiqueu-les utilitzant el problema anterior:

0 3 1 3 -1 0 1 00 3 00
1 -1 -1, 1 5 0}, 21 0], 010
1 0 -3 1 -2 1 1 01 2 01

Anomenarem homologia tota projectivitat f del pla projectiu, diferent de la iden-
titat, que tingui una recta de punts fixos e.

a) Proveu que només es poden donar dos casos:
i) f té un punt fix O fora de e i en aquest cas el feix de rectes per O es fix.
Llavors diem que f és una homologia general.

ii) f té un feix de rectes invariants per un punt O de e, i en aquest cas
direm que f és una homologia especial.
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2.6.26

2.6.27

2.6.28

2.6.29

2.6.30

2.6.31

En ambdods casos, e s’anomena [’eiz de 'homologia i O el seu centre.

b) Determineu una referéncia en la qual la matriu de f estigui en forma de
Jordan, C. (1838-1922). Classifiqueu-les.

Estudieu la composicié de dues homologies generals amb el mateix centre i eixos
diferents.

Estudieu la projectivitat del pla que s’obté en compondre dues homologies gene-
rals tals que el centre de cada una d’elles esta sobre l'eix de l'altra.

Siguin f una projectivitat, A un punt fix de f i r una recta invariant per f que
no conté A. Demostreu que les homologies de centre A i eix r commuten amb f.

Estudieu les projectivitats f del pla projectiu real que compleixen f* = Id.

Siguin A, B dos punts diferents del pla projectiu real i a,b dues rectes diferents
que no els contenen. A cada punt P li associem un punt P’ tal que

APNBP c€ai APPNBPcb.

a) Demostreu que la correspondéncia P’ = o(P) defineix una projectivitat del
pla. Expresseu-la respecte a algun sistema de referencia.

b) Estudieu la restriccié de o a la recta AB i classifiqueu-la.

¢) Determineu el punts fixos de o en el pla.

a) Suposem que la matriu d'una projectivitat » de RP? té un valor propi doble
i és diagonalitzable. Proveu que h té un punt fix A i una recta de punts
fixos 7. Com es pot caracteritzar la imatge M’ d’un punt M qualsevol?

b) Estudieu la projectivitat del pla donada per

:U':y—l—z, y/:x+z, z'zx—ky.
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3. Geometria afi

L’objectiu d’aquest capitol és interpretar la geometria afi com una subgeome-
tria de la geometria projectiva. Primerament donarem la definicié classica d’espai
aff per passar tot seguit a reinterpretar-la des del punt de vista projectiu. Con-
cretament, com a conjunt, un espai afi és un espai projectiu menys un hiperpla.
Aquest hiperpla que traiem, que pot ser qualsevol, es diu hiperpla de 'infinit.
Interpretarem les afinitats d’aquest espai afi com projectivitats que deixen in-
variant 'hiperpla de Uinfinit. També les translacions admeten una interpretacio
en llenguatge de projectivitats. D’aquesta manera ’estudi de la geometria aff es
redueix a un cas particular de ’estudi de la geometria projectiva.

3.1 Breu recordatori

Definicié 3.1.1

En aquest capitol k£ denotara un cos.

Sigui E un k-espai vectorial. Un espai afi sobre E és un conjunt A juntament
amb una aplicacio

AxE — A
P, v — P+

tal que
1) P+0=P, YPecA 0€E,
2) P+ (v+w)=(P+v)+w, VPeA YowebE,

3) donats P,Q € A existeiz un inic v € E tal que P+ v = Q.

Observacid 1. Aquest tnic vector determinat pels punts P i ) es denota per
—
PQ. Tenim doncs la relacié fonamental

P+PQ=Q.

Observacio 2. Observeu que si P € A i v € E, la notaci6 P + v vol dir
simplement la imatge del parell (P, v) per 'anterior aplicacié A x E — A.

Per tant, els quatre signes “+” que apareixen a la condicié 2 tenen significats
diferents: tres representen ’aplicacié anterior i un la suma ordinaria de vectors
a l’espai vectorial F.
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Definicié 3.1.2

Observacid 3. Sigui G un grup. Quan tenim una aplicacié

AxG — A
P, v — P+Hw

tal que
1) P+e=P, VP €A, elelement neutre de G,
2) P+(v+w)=(P+v)+w, VPeA, YoweQG,
diem que tenim una accid de G sobre A. Si a més es compleix que

3) per a qualsevol parell de punts P, € A existeix un unic v € G tal que
Pio=@Q,

diem que tenim una accid simplement transitiva de G sobre A.
Per tant, també podem definir espai afi aixi:

Un espai afi és una accio simplement transitiva del grup additiv d’un k-espai
vectorial E sobre un conjunt A.

Observacio 4. Observem que V P € A, tenim una bijeccid

op: A — FE
Q — PQ,

que esta ben definida per ser l'accié simplement transitiva. La injectivitat i
I’exhaustivitat sén immediates.

Ezxemple 1. L’exemple estandard és agafar A = F, és a dir que els “punts”
del nostre espai aff sén els elements de I’espai vectorial. L’accié és

AxFE — A
P, v — P+Hou,

on, ara si, la suma és la suma ordinaria de vectors.

Ezemple 2. Prenem A = {(x,y) € R?y > 0} i com espai vectorial prenem
E = R2. Com accié de Iespai vectorial sobre el conjunt prenem

A X F — A
(w,y) , (u,u2) +—— (z+wug,e"?y).

Observem que, per a tot us € R, e*2y > 0, i per tant (x 4+ uy,e"2y) € A.

Ezemple 3. Prenem A = {(z1,...,2,) € R"; 21 + -+ + 2, = 1} i com espai
vectorial prenem F = {(u1,...,u,) € R™u;+---+u, = 0}. Com acci6 de 'espai
vectorial sobre el conjunt prenem la suma

A X E — A
(@1yeeoymn)  (Ulyeeyuy) — (T F UL, Ty + Up).

Observem que (z1 + u1, ..., T, + uy,) € A.
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Definicié 3.1.3  Un subconjunt B d’un espai afi A és un subespai afi de A, d’espai vectorial associat
(Varietat un subespai vectorial F' de E, si

lineal)
0) Per tot P € B i per tot v € F es compleix que P+v € B

A més, Daplicacio
BxF — B
P,v — P+vw

compleix
1) P+0=P, YPeB,(cF,
2) P+ (v+w)=(P+v)+w, VPeB, Vo,weF,

3) donats P,Q € B existeix un unic v € F tal que P+ v = Q.

Observacions.

1. La propietat 0) ens diu que l’accié de 'espai vectorial E sobre A restringeix
a una accio del subespai vectorial F' sobre B.

2. Les propietats 1) i 2) no cal imposar-les, ja que s6n conseqiiéncia immediata
de la condicié 0). La condicié 3) s’ha d’imposar. Aix{ (B, F') és un espai
afi. Observem que dimB = dim F'.

3. Dels subespais afins se’n diuen també varietats lineals o subvarietats lineals.
Si tenen dimensié 1 es parla de rectes afins (o simplement rectes); si tenen
dimensi6 2 es parla de plans afins (o simplement plans); si tenen dimensié
igual a dim A — 1 es parla d’hiperplans afins (o simplement hiperplans).

Per a cada punt P € A i cada subespai vectorial ' de E, denotem per

P+[Fl={QeA;Q=P+wv, ambv e F}.

Proposicio Si B és un subespai afi de A, amb espai vectorial associat F', i P € B, llavors
3.14
B=P+[F].

La varietat lineal suma de dues varietats lineals L1 i Lo és la varietat lineal
més petita que les conté. Es denota per L1 + Lo.

Teorema 3.1.5 Siguin L1 = P + [F] i Ly = Q + [G] varietats lineals d’un espai afi A.
(Férmules de Si Ly N Ly # 0, llavors
Grassmann)

d1m(L1 + LQ) =dim L + dim Ly — d1m(L1 N L2)

St L1 N Lo =0, llavors
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Equacions de les
varietats lineals  Una referéncia afi és el conjunt R = {P;(e1,...,en)},on P € A (eq,...,ey,)

Proposicié
3.1.6

Definicié 3.1.7
(Raé simple)

Teorema 3.1.8
(Teorema de
Menelao)

Teorema 3.1.9
(Teorema de
Ceva)

és una base de E. Es diu que el punt P és I'origen d’aquesta referencia.
Des del moment en que fixem una referencia, els punts ) € A passen a
tenir coordenades, anomenades afins, que es defineixen de la manera segiient:
—
considerem el vector P(Q), determinat per I'origen P de la referéncia i pel punt Q.
Llavors, si
—
PQ=qe1+ - +quen, ¢ €k,

diem que q té coordenades afins (q1,...,qn).

Sigui L = @Q + [F] una varietat lineal de dimensio r d’un espai afi A. Sigui
R = {P;(e1,...,en)} una referéncia afi. Llavors, les coordenades dels punts de
L respecte de R son solucié d’un sistema lineal AX = B de n — r equacions, n
incognites, i rang n—1r. A més, les components de qualsevol vector de F' respecte

de (e1,...,en) son solucio del sistema homogeni associat AX = 0.
Concretament, si F' = (v1,...,v.), 1 Q = (q1,...,qn) €l sistema és
v11 ... V1 T1 41
=0, j=r+1,...,n (3.1)
Urlr ++« Upr Ty —(r
Vi1 .- Ujr Tj—(5

(suposant que el primer menor r X r és diferent de zero).

Siguin A, B,C € A tres punts diferents alineats. La radé simple d’aquests tres
punts és linic escalar A = (A, B,C) € k tal que

— —
AB = MAC.

Suposem que una recta talla els costats d’un triangle NABC en els punts P,Q, R
respectivament. Llavors

(P,A,B)-(Q,B,C)-(R,C,A) =1

Sigui NABC' un triangle. La condicio necessaria i suficient per que tres rectes,
una per cada vértexr d’un triangle NABC, diferents dels costats, siguin concur-
rents en un punt, €s que es compleir:

(P,A,B)-(Q,B,C)-(R,C,A) = —1,

on P,Q, R denoten respectivament les interseccions de les rectes per A, B, C' amb
els costats AB, BC, AC' del triangle.

Definici6é d’afinitat

Siguin (A1, E7) i (Ag, E5) dos espais afins, amb Ej i E9 espais vectorials sobre
el mateix cos k.



Geometria projectiva

Materials 37

Definicié 3.1.10

Proposicié
3.1.11

Proposicié
3.1.12

Proposicié
3.1.13

Fixem un punt P € A;. Llavors tota aplicacié f : Ay — As indueix una
aplicacio .
fp:E1 — By

definida per la férmula
fe(v) = f(P)f(Q),

—
on @ € A; és I'inic punt tal que PQ) = v.

En general, pero, aquesta aplicacié f;, entre els espais vectorials no és lineal.
Direm que fp és I'aplicacié induida per 'aplicacié f i el punt P.

Direm que una aplicacid f : Ay — Ay entre dos espais afins és una afinitat si
Uaplicacio fp : F1 — FEs, induida per f i per un punt P € Ay en els espais
vectorials corresponents, €s lineal.

En aquest cas fp no depén del punt, és a dir fp = fQ, VP Qe A.

Una aplicacio entre dos espais afins f : Ay — Ao és una afinitat si i només si
existeiz una aplicacid lineal f : 1 — FEs enitre els espais vectorials correspo-
nents, tal que

f(P+v)=f(P)+ f(v), VPeAy,YvekE,.

Tindrem doncs el diagrama commutatiu

A1XE1 —>A1

D

AQXEQ —>A2

i, de fet, podem definir afinitat com un parell (f, f), f: Ay — A, f : B} — E»
lineal, que fa commutatiu el diagrama anterior.

Siguin Py, ..., P., punts independents d’un espai afi Ay. Siguin Q1,...,Q, punts
d’un espai afi Ag. Llavors existeix una afinitat f : Ay — Ay tal que f(P;) = Q;,
perai=1,...,r. Sir=dimA; + 1, llavors aquesta afinitat €s unica.

També es pot veure que la composicié d’afinitats és una afinitat i que la
inversa d’una afinitat bijectiva és també una afinitat.

El conjunt de totes les afinitats bijectives de A, amb la composicié d’aplica-
cions, és un grup, anomenat grup afi o grup de les afinitats, i denotat GA.

L’accié natural del grup de les afinitats GA d’un espai afi A, sobre el propi
espai A, esta donada per

GA x A — A
f P — f(P)

Les afinitats injectives porten rectes a rectes i conserven la rad simple.

El teorema fonamental de la geometria afi, que veurem més endavant (teorema
11.2.2), estudia (essencialment) el reciproc d’aquesta proposicié.

Equacions de les

afinitats
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Siguin f : Aj — As una afinitat, R; = {Pi;(e1,...,e,)} una referencia a Ay
iRo={P2;(v1,...,up)} una referéncia a As.
La relaci6 entre les coordenades (x1,...,z,) d'un punt X € Ay, i les coorde-

nades (y1,...,ym) del punt f(X) € Ay esta donada per

n
Yj :aj—FZCCiaji, j=1,....,m. (32)
i=1

on les a; i les aj; estan donades per
m m
Pf(P) = Y ayu;, fle) =) ajv;.
j=1 J=1

L’equacié (3.2) D'escriurem simplement com
vy (A a T
(V)= 1)) 6

1 X1 a

Exemples

d’afinitats .
Definici6 3.1.14 Una translacié és una afinitat f : A — A tal que f = id.

Es pot veure que una afinitat f és una translacio si i només si existeix u € F, tal
que

f(Q)=Q+u, VQeA.

Equacio de les translacions. En unes certes coordenades tota translacio es
pot escriure com

I e g —
T, = x; t=2,...,n

{x’l = x1+1

Definicié 3.1.15 Una homotecia de rad A és una afinitat f: A — A tal que f = Xid, X\ 0,1.

Es pot veure que les homotecies tenen un tnic punt fix.
Equacio de les homotécies. En unes certes coordenades tota homotecia es pot
escriure com

/ _ 3 .
r; = Ax; i=1,...,n

Definicié 3.1.16 Una simetria és una afinitat f : A — A tal que f? = id.

Fquacio de les simetries. En unes certes coordenades tota simetria es pot
escriure com

= x; 1=1,...,r
—xr; j=r+1,...,n

—
REGE
|
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Definicié 3.1.17 Una projeccié és una afinitat f : A — A tal que f?> = f.

Equacio de les projeccions. En unes certes coordenades tota projeccio es pot
escriure com

T, o= oz oi=1,...,r
x; =0 j=r+1,...,n
3.2 Espai afi des del punt de vista projectiu
Ja hem comentat que I'espai vectorial E té estructura natural d’espai afi. Les
subvarietats afins de £ sén subconjunts de E de la forma

L=z+V

on zy és un punt fixat i V' és un subespai vectorial de E.
Observem que L té també estructura natural d’espai afi associat a l’espai
vectorial V', simplement definint ’accié L x V — L per

(20 +v) +w =20+ (v+w),

on la suma de ’accié és la suma a F.

Situem-nos ara a ’espai projectiu P(E) i traiem un hiperpla. Es a dir, con-
siderem P(E)\H on H = p(V) amb dimV + 1 =dim E.

Fixem una descomposicié de FE de la forma E =V @ (zg), on 2y és un vector
no nul de F que no pertany a V.

La construccié segiient dependra d’aquest zg, pero llevat d’isomorfismes afins
podrem considerar que és unica (vegeu 'exercici 3.2.2). Per aix0 moltes vegades
es parla de lespai afi P(E)\H en lloc de parlar, com seria més precis, de 1’espai
afl (P(E)\H,zp).

Observem ara que tot punt A € p(F)\H es pot escriure de manera tnica de
la forma A = p(a + 2zp) amb a € V.

En efecte, sigui A = p(v) amb v € E =V & (zp). Descomponent v en aquesta
suma directa tenim v = v; + Azp amb v; € V. Com que A ¢ H, A # 0, i podem
dividir per A per obtenir %v = %vl + 29, que és 'inic vector proporcional a v
amb coeficient 1 a z.

Aix0 permet establir una bijeccié entre P(E)\H i L = zyp + V; aixi:

&: PENH — L
pla+20) — 2o +a.

Ara podem copiar 'estructura aff de L a P(E)\H (aixi la bijeccié anterior
sera un isomorfisme aff). Concretament ’accié és
P(ENH xV — P(E)\H
pla+z0), v — pla+v+2).

Com que l'accié es denota normalment pel signe “+” (en geometria afi “sumem”
punts i vectors) escriurem,

p(a+20)+v=pla+v+z))

En particular, si A = p(a+ z9) i B = p(b+ 2p), llavors AB = b — a, ja que per
— —
definici6 AB és I'inic vector tal que A+ AB = B.
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200 - ,

Definicié 3.2.1 Sigui P(E) un espai projectiv i H = p(V') un hiperpla. Premem zy € E tal que
E =V @ (29). L’espai afi determinat per H i zy és lespai afi (A, V) donat
per laccié de Uespai vectorial V' sobre el conjunt A = P(E)\H, definida per
pla+ z0) +v=pla+v+ 2).

Ja hem comentat que normalment es parla de l'espai afi A = P(F)\H, ome-
tent la referéncia al vector zg, necessari, pero per a definir ’accié. Es diu que H
és I'hiperpla de l'infinit.

L’accio en coordenades.

Observem que aquesta aplicacié en coordenades homogenies respecte a una
base adaptada (base de V' completada amb zj) esta donada per

@, .. a1+ @ .., 0" 0) = [a® + 00, ... a0 ]

o equivalentment

0 -1
[0 .. 2" 4 (00, .. ] O):[x——i—vo... - ST 1}
) ) ) ) ) xn ) ) xn )

= [z + %", .. 2 o 2.

zZ0e /,w%#—ff
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Exercici 3.2.2

Coordenades afins i coordenades projectives.

Un punt de P(E)\H de coordenades homogenies [z, ...,2"] respecte a una ba-
, 0 n—1
se adaptada (eq,...,e,—1,20) té coordenades afins (i_n’ cee mx—n> respecte a la
referéncia aff {p(z9); €g,...,en—1}.
En efecte, P = p(2%...,2") = p (;—260 + -+ x;,:len,1 + z0> implica
—_— 0 n—1 ,
Pp(z0) = Zweg + - - + “5—ep—1, com voliem.
[2,y, 2]
/
xry
2 —, 1}
02 /[z

€o

Sigui H = p(V') un hiperpla de P(E). Siguin zg i z1 tals que E =V @®zg =V dz.
Demostreu que Uaplicacid identitat de P(E)\H és una afinitat entre els espais
afins (P(E)\H, z) i (P(E)\H, z1)

Solucio. Sabem que zg = vy + az; per a un cert vg € V. Llavors tot punt
X es pot escriure com X = p(zg + 20) = p(zo + vo + az1), de manera que si
Y = p(yo + 20) = p(yo + vo + az1), el vector XY en el primer espai aff és yg — xg
i en el segon (yo — z0); per tant I'aplicacié identitat id : P(E)\H — P(E)\H
indueix I'aplicacié id : V. — V, donada per

~ — 1—
id(XY) = - XY
a

i, com que és lineal, id és una afinitat. I

3.3 Varietats afins

Les varietats lineals afins seran per definicié la interseccié amb P(E)\H de
les varietats lineals projectives de P(E). Corresponen a les antiimatges per ® de
les subvarietats afins de L.

Recordem que les subvarietats afins de 'espai afi L = 2z + V estan formades
per un punt de L més un subespai vectorial de V. Com que els punts de L sén
de la forma zg + vg, amb vy € V, tota subvarietat afi M de L s’escriu com

M=z2y+v9+ F,

essent F' un subespai vectorial de V' (anomenat direccid de M).
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Definicié 3.3.1

Proposicié
3.3.2

Ara és facil veure que
Y (M) =p(W)nP(E)\H, amb W = (2 + v, F).

Es a dir, la subvarietat aff M de L, vista en el projectiu (i.e. ®~1(M)) és igual
a la interseccié d’una varietat lineal projectiva p(W) amb la part afif P(E)\H.
Observem que p(W NV) =p(W)Np(V)ique

p(W) N P(E)\H = p(W)\p(W NV).

Reciprocament, si partim d’una varietat lineal projectiva p(WW), no continguda
a linfinit (W ¢ V'), podrem trobar vy € V' i F subespai vectorial de V' tals que
W = (29 + vo, F), i per tant tindrem

p(W)N P(EN\H = &~ (M),

on M = z2p+vy+ F. Esa dir, tota varietat lineal projectiva, no continguda a
I'infinit, déna lloc a una varietat afi.

A més, com que WNV = F, podem dir que la direccid (F) de la subvarietat
aft M, és la interseccid amb Uinfinit (V') de l’espai vectorial director de la varietat
lineal projectiva de la qual prové (W ).

Identificant M amb ®~1(M) tenim

La direccid de la subvarietat afi p(W)\p(WNV') a lespai afi P(E)\P(V)
esVNWw.

Resumim aquests comentaris en la definici6 segiient.

Sigui P(E) un espai projectiu i H un hiperpla. Un subconjunt L de l’espai afi
A = P(E)\H és una subvarietat afi si existeir una varietat lineal projectiva p(W')

de P(E) tal que L = p(W) NA.

Observem que la direccié de la varietat afi determinada per la varietat lineal
projectiva p(W) és WNV.

Sigui P(E) un espai projectiu i H = p(V') un hiperpla. Sigui L = p(W)N A una
subvarietat afi de Uespai afi A = P(E)\H. Llavors existeix uyg € V (ug = 0 si
zp € W) tal que

L:p(ZQ+U0+(WﬂV))

Per exemple, si » = p(W) és una recta projectiva (i.e. W és un subespai
vectorial de dimensié 2 de F) llavors ' = p(W)\p(W N V) és una recta aff, de
direcci6 WNV. Suposarem W ¢ V per tal de que 7’ no sigui el conjunt buit. En
particular, dim(V NW) = 1.

Observem que aquesta direccié coincideix amb (A—B>>, amb A,B € r’. En
efecte, si A = p(a+ 20), B = p(b+ zo) llavors sabem que AB = b — a. Pero és
clar que b —a € VNW, i per tant ha de ser (b —a) =V NW. Per tant, la frase

la direccio de la recta afi p(W)\p(W NV) a Uespai afi P(E)\P(V) és
Vnw,

és equivalent a
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la direccié de la recta afi p(W)\p(W NV) a lespai afi P(E)\P(V) és

el seu punt de 'infinit,

ja que p(b — a) és el punt en que p(W) talla 'infinit (els punts del projectiu sén
direccions!).

Observem que ®(r') = 2o + b+ A\(b — a), i és doncs una recta en el sentit aff
classic.

En particular, segons quin hiperpla agafem com a hiperpla de I'oco, podem
tenir que dues rectes projectives donades siguin, un cop pensades com a rectes
afins, paral-leles o no. Tot depen de si el punt de tall com a rectes projectives
pertany o no a ’hiperpla de I'co. Per exemple, si ens situem a RP? i agafem les
rectes projectives r = {[z, vy, 2]; ax+by+cz =0} is = {[z,y, 2]; dx+by+dz =0}
i com a hiperpla de 'oo, Ax + By + z = 0, llavors, en calcular r N s, obtenim
rNs={[z(2),y(z),z]} amb

—cz b a —cz
(@) -z v ) a -z
r(z) = ——F+, z) = , zZ=2z,
a b Y a b
a b a b
i aquest punt pertany a I’hiperpla de I'co si i només si
—c b a —c a b
A‘—c’ v +B a —c . a b =0

Aquesta és doncs la condicié de paral-lelisme.

Observem que si A = B = 0, retrobem la condicié de paral-lelisme habitual
entre les rectes ax + by + ¢ =01 ad'z + by + ¢ = 0. Aquestes rectes s’obtenen
tallant i s amb z = 1, i és que quan I’hiperpla de l'infinit és el z = 0, 'espai afi
“és” el z =1.

r, s no paral-leles si l'infinit és Az + By + 2z =0
r, s paral-leles si I'infinit és z = 0
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Exemple 3.3.3

Estudiem ® en el cas particular E = R3, 29 = (0,0,1) i V = {Ax + By + 2 = 0}.
Aqui es barregen les coordenades canoniques i les coordenades adaptades. V

és un pla arbitrari per 'origen amb coeficient de z diferent de zero, per tal de
poder assegurar R? = V @ (zq). Llavors

o: RPN\p(V) — 2+V=L
pla+z) — z+a

es pot pensar geometricament com I’aplicacié que associa a la recta per 1'origen
de direccié a + zg, la interseccié d’aquesta recta amb L. Aixi, si prenem un
punt de R3\p(V) de coordenades homogenies [x,y, 2] respecte a la base canonica
de R3, la recta per l'origen que determina és A(x,v,2); que si la tallem amb
L ={(z,y,2); Ax+By+z = 1}, tenim A\ = ﬁByﬂ' Per tant, ® en coordenades
canoniques de R? és I'aplicacié

o: RN\p(V) — L

[CE,y,Z] - & ’ Y ; =
Ar+By+z Ar+By+ 2z Ax+ By+z

i (Ibil('% Y, Z) - [1‘, Y, Z]
Si A = B =0, la base canonica és automaticament adaptada i tenim simple-

ment T
¢[1"’y’z] = <_’y’1)
zZ z

3.4 Homogeneitzacio

De fet, tot espai afi (L, V') es pot pensar com obtingut a partir d’un espai pro-
jectiu al qual hem tret un hiperpla de I'infinit. Aquest procés, que ara explicarem,
es diu homogeneitzacio.

Sigui E un k-espai vectorial de dimensié una més que V. Per exemple podem

pensar £ =V x k. Fixema € Lieg,...,e,_1 basede V iz = (6, 1), de manera
que eq,...,en_1, 20 és base de F.
Definim

¢: L—P(E)\H  (H=p(V))

per a

o .. 2" ) =0, 2" 1],
és a dir, que el punt de coordenades afins (2, ..., 2" !) respecte a la referencia aff
{a; €0,...,en—1} va a parar al punt que té coordenades homogenies
[zY,...,2" 1 1] respecte a la base {eq,...,en_1,2}. En particular

p(a) = [07 0, 1] = p(ZO)'

Observem que ¢ depen de les referéncies escollides, i és que no hi ha una
manera canonica d’incloure un espai afi en un projectiu.

Observem que, pels comentaris anteriors, [z°,...,2" 1 1] és el punt de I'es-
pai afi P(E)\H de coordenades afins (2°,...,2" 1) respecte a la referéncia aff
{p(20); €0, ..., en—1}, de manera que podem pensar que ¢ envia el punt de l’espai
aff L, de coordenades (20, ..., 2" 1) respecte d’una referéncia {a; eq, ..., e,_1}, al
punt amb les mateixes coordenades respecte a la referéncia {p(zo); €g, ..., €n—1}.
En particular és una afinitat que indueix la identitat als espais vectorials.
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Exemple 3.4.1

Exemple 3.4.2

Estudiem o en el cas particular de lespai afi R? (L =R?, V =R?).

Ampliem a E = R? xR i fixem la referéncia aff {(0,0); e; = (1,0), ez = (0,1)}
sobre R? i ampliem ej, e a una base de E, e; = (1,0,0), es = (0,1,0), 2o
(0,0,1). Llavors

¢: R — RP7\{z=0}
(x,y) — [z,y,1].
En particular si r és la recta afi de R? donada per azx + by + ¢ = 0, llavors
p(r) ={[z,y,1]; az + by + ¢ = 0}.

Observem
o(r) C {[z,y, 2] € RP?% az + by + ¢z = 0}
={[Z.21] erPy ol 402 4 c=0}.
2z z z z
Aix{ la recta projectiva ax 4 by +cz = 0 té un punt més que ¢(r), concretament el
punt [—b, a, 0] que no pertany a (r) perque té la tercera coordenada zero. Es diu
que la recta projectiva ax+by+cz = 0 s’ha obtingut de la recta afi ax+by+c =0
pel procés d’homogeneitzacio.

Observem que les rectes paralleles r:ax +by+c=0is:ax+by+d=0es
tallen a 1’00, és a dir, un cop homogeneitzades es transformen en rectes projectives
que es tallen en el punt [—b, a, 0], que pertany a I’hiperpla de I'co.

Pero (—b,a) és la direccié de la recta afi ax + by + ¢ = 0, de manera que,
com ja haviem dit abans, la direccié d’una recta aff és la direccié determinada
pel punt del projectiu que s’obté en tallar la recta donada (homogeneitzada) amb
la recta de I’'co. Coincideix amb la definicié de recta com A + .

cZéO

by ¥ o0

1 ¥

Z08 a 2 =1 \/ z2=0
(—b,a,0) [

ar+by+d=0

Aixi es veu que el pla projectiu és el pla afi “ampliat” amb les direccions,
és a dir, ampliat amb un punt per cada familia de rectes paral-leles. I el con-
junt d’aquests punts forma una nova recta, la recta de U'infinit, com deéiem a la
introduccié.

Tot i que no sembla practic, se’ns podria océrrer incloure un pla afi dins un pla
projectiu de manera no canonica.
Per exemple, considerem l'espai aff (L,V) amb L = R?, V = R? i considerem
W : Az + By + z = 0 pla de R3. Podem fer
E L — RP:\p(W)
(x,y) — [z,y,1 — Az — By]
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3.5 Afinitats

Definicié 3.5.1

que correspon a injectar L en el pla Ax + By + z = 1. Tot respecte a les bases
canoniques.

Els punts de la recta ax + by + ¢ = 0 van a parar a punts de coordenades
homogenies

pr’ =z
1_
pr- =Y
pr’ =1— Az — By

per tant pz? = 1 — Apz® — Bpz! iaixi p = m ila condicié ax+by+c =0
es transforma en apx® + bpx! + ¢ = 0 o equivalentment

az® 4 ba' + c(Az° + Bz' +2?) =0,

recta projectiva que té un punt més que ¢(r), concretament el (—b,a, Ab — Ba),
i que és la obtinguda de r per aquest procés d’homogeneitzacié generalitzat.
Generalitzat en el sentit que si A = B = 0, estem en el cas de ’exemple anterior.

Donada una projectivitat f : P(E) — P(E) no tenim manera de saber de
quina f : E — F lineal procedeix, pero sabem que dues d’aquestes f difereixen
en un escalar.

Si fixem d’una vegada per totes un subespai vectorial V' de E, amb dim F =
dimV + 1 i un vector 29 € E amb zy ¢ V, i fixem la nostra atencié en les
projectivitats f tals que f(p(V)) = p(V), la descomposicié E = V & (z) per-
met elegir un representant “canonic” de f , concretament el representant tal que
f(20) = hy+ 20, amb hy € V, és a dir tal que f(zp) descompost a la suma directa
E =V & (2p) té coeficient 1 en zp.

Que aix0 es pot fer és clar, ja que si f(z0) = hy + azp canviem f per a lf.
Observem que a és diferent de zero per ser f(V) =V i f bijectiva.

Aix0 ens sera util per veure quines projectivitats es poden interpretar com a
afinitats i per que. Donem una definicié projectiva d’afinitat.

Una afinitat és una projectivitat que deixa invariant (no necessariament punt per
punt) Uhiperpla de l'cc.

Per entendre bé aquesta definicié observem el segiient. Sigui
F:P(E)— P(E)

projectivitat i sigui H = p(V') 'hiperpla de 'oo. Suposem F(H) = H. Com que
F és bijectiva, F' indueix una aplicaci6 entre espais afins (que tornem a anomenar
F)

F:P(E)\H — P(E)\H.

Recordem que per donar estructura afi a P(F)\H hem hagut de fixar previament
un zp € E tal que E =V & (2p), i Poperacié aff esta donada per p(a + 2z9) +v =
pla+ v+ 29).

Per comprovar que F' és afinitat hem de veure que 'aplicacié que indueix a
nivell d’espais vectorials és lineal. Concretament, fixem py = p(zp) un punt de
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P(E)\H. Llavors F indueix F : V — V per F(v) = F(po)F(q), on q és 'inic
punt tal que pog = v, és a dir ¢ = p(v + ).

Pero, per definicié de projectivitat, F' és induida per una aplicacié lineal
f: E — E. Com que tenim la descomposicié6 E = V @ (zy), podem agafar f
com 1"inic representant de F' tal que f(zp) = a + zp, amb a € V, és a dir 'inic
tal que f(zp) té coeficient 1 a zj.

Llavors tenim F'(pg) = F(p(20)) = p(f(20)) = pla+20) 1 F(q) = Fp(v+20) =

_— ~
p(f(v+ 20)) = p(f(v) + a+ 29). Per tant F(po)F(q) = f(v), és adir F = f, i
per tant F' és afinitat (amb aplicaci6 lineal associada justament el representant
canonic de F!).

Coordenades.

Fixem una base adaptada (eq, ..., ep—1,20).
Com que F(H) = H, tenim que f(V) =V, icom que f(z9) = a+ zp, tenim

[

ona=aeg+---+a""le,_i.

Aquesta és doncs la matriu associada, modul un escalar, a F.

Fixem ara la referéncia afi {p(z0); eo,...,en—1} a lespai afi P(E)\H. Es-
crivim l'equacié de lafinitat F' : P(E)\H — P(E)\H respecte a aquesta re-
ferencia. Com que aplicacié lineal associada és justament f i com F(p(zp)) té

coordenades (a?,...,a" 1) ja que p(20)F(p(z0)) = p(20)p(a + 20) = a, tenim que,
en la notacié classica,
0
a
F +—— M ,
an—l
0...0 1

que és la mateixa matriu de f.

3.6 Translacions

Teorema 3.6.1

El teorema seglient déna una interpretacio projectiva de les translacions afins.
Recordem que aquestes s’identifiquen amb els vectors de ’espai vectorial subja-
cent.

Sigui H = p(V') un hiperpla de P(FE).

Sigui C = {f : P(E) — P(E) transformacions projectives tals que f(z) =z,
Vee Hif(r)#x Yod¢ HyU{id}.

Llavors C és isomorf al grup additiv de V i lactuacié natural de C sobre
P(E)\H coincideiz, via l'isomorfisme anterior, amb l’accié de V' sobre P(E)\H
que dona lestructura afi.

Demostracid. Fixem z € E tal que E =V @ (z). )
Degut al corol-lari 2.5.2, la condicié f = id sobre H implica que f té un
representant f, que és una homotecia de raé a, és a dir f(v) = av Vv € V amb
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3.7 Exercicis

3.7.1

a € k independent de v. Com que f(z9) € E, el podem escriure de manera tnica
de la forma f(z9) = u + bzp, u € V.

Pero a més a = b. En efecte, si a # b, podriem considerar w = == + 2o i
tindriem f(w) = ﬁau + (u + bzp) = bw, i aquest valor propi w donaria lloc a
un punt fix de f fora de H.

Aixi doncs tenim, canviant f per % f, que f € C siinomés si f és la pro-
jectivitzacié d’una aplicacié lineal f : E — E tal que f(v) = v, Vv € V i
f(20) = hf + 29, on hy és un vector de V univocament determinat.

Es a dir
Id hy
[+ (O 1 ) .
L’isomorfisme de que parla el teorema és

Pv: C — V

f = hy.

Que 9 és morfisme de grups és clar ja que hyoq = hy + hy,

Es clarament injectiu, ja que si hy =0, f =1id, i també clarament exhaustiu.
Mirem ara com és 'accid.

Tenim el diagrama segilient

P\HxC —— P\H
a5 |
P\H xV —— P\H,

on la primera fletxa horitzontal és I'accié natural (A, f) — f(A), i la segona és
I’acci6 afi, i hem de veure que commuta. Pero

f(pla+ 20)) = p(f(a+ 20)) = pla+ hs+z) =pla+z) + hy,

com voliem. Aquesta igualtat ens diu també que f és una translacié de vec-
tor hy. I

Sigui P el pla afi ampliat amb la recta de U'infinit. Comproveu que sén certes les
afirmacions segiients.

a) Si Xy, X5 sén dos punts diferents de P, existeix una tnica recta [ a P tal que
X1,Xo €.

b) Si Iy, I s6n dues rectes diferents de P, existeix un tnic punt X de P tal que
X € ll, ls.

c) P conté almenys tres punts no alineats.

d) Cada recta de P conté almenys tres punts.
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3.7.2

3.7.3

3.74

Volem donar de manera explicita la identificacié entre el pla afi R? i 'espai aff
A =RP?\ r, on 7 és una recta d’equacié Az + By + z = 0.

Sigui V el subespai vectorial de R donat per l'equacié Az + By + z = 0,
eo = (1,0,—A) e; = (0,1,—B) una base de V i ¢ : R? — V lisomorfisme
d’espais vectorials que porta la base canonica de R? sobre la base eg, e;. Fixem
Zy = (0,0,1) € R3 i designem per L el pla paral-lel a V que passa per aquest
punt.

a) Comproveu que L és un pla afi amb espai vectorial associat V' i doneu un
isomorfisme afi entre R? i L.

b) Sabem també que A és un pla afi amb espai vectorial associat V. Doneu
al més explicitament possible un isomorfisme aff entre R? i A utilitzant la
identificacié obtinguda en ’apartat anterior.

¢) Quina sera l'expressié de l'isomorfisme invers al de Papartat anterior?

d) Les rectes del pla afi A sén les restriccions de les rectes de RP?. Sigui s
la restriccié a A de la recta projectiva d’equacié ax + by +cz = 01 v un
vector de V' C R? que en determini la direccié. Calculeu les coordenades
homogenies de p(v) € RP? i comproveu que aquest punt és de r. Quin és
el resultat quan V : {z = 0}7?

e) Donada una altra recta s’ de A, amb equaci6 o’z + b’y + ¢’z = 0, quina és la
condicié sobre els coeficients a, b, c,a’, V', ¢ que caracteritza el fet que s i s’
siguin paral-leles?

f) Si en RP? considerem el sistema de referéncia
R={[1,0,-A4],[0,1,—-B],[0,0,1];[1,1,1 — A — B]},

quina és 'equacié de r?7; com s’escriu en aquest sistema de referéncia 1’iso-
morfisme que hem donat entre A i R2?

g) Com canvien les férmules obtingudes en els apartats anteriors si es pren un
punt Zg diferent? Que passa quan I’equacié de r és de la forma Ax+ By = 07

En aquest problema denotem per f cadascuna de les projectivitats del pla pro-
jectiu del problema 2.6.24 i per r qualsevol recta invariant per f. Preneu r com
a recta de l'infinit i demostreu que f restringida a RP? \ r és una afinitat.

Sigui f : R? — R? I'afinitat donada per f(z,y) = (z —y+1,y+2)yr CRP? la
recta projectiva ax + by + z = 0. Recordem la inclusi6 ¢ : R? < RP? donada per
o(z,y) = [x,y,1 —ax — by]. Demostreu que f es pot estendre a una projectivitat
f : RP? — RP? que té r com a recta invariant. Quina és la matriu de f en la
referéncia estandard de RP?? Particularitzeu al cas 7 : {z = 0}.
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3.7.5

3.7.6

3.7.7

3.7.8

Sigui ABCD un quadrilater de P2?. Siguin E = ADN BC, F = ABN CD,
G=ACNBD, H=FEGNCD, I =FGnNAD. Demostreu que EF, AC i HI
son concurrents. Interpreteu la situacié en una carta afi agafant F'F com a recta
de l'infinit.

Considerem en el pla projectiu real la recta de l'infinit £ = 0. De les afinitats
segiients digueu quines sén translacions i quines homotecies. Doneu la direccié
de les translacions.

a) flx,y,z] = [z,2z +y,x + z];

b) flz,y,z] = [3z,y, 2z + z];

c) flz,y, 2] = [z, 2y, 22];

d) flz,y,z] = [2z,z + 3y, 4x + 3z].

Siguin
A a\ . ., A d
M‘(o 1> 1M‘<o 1
dues afinitats. Demostreu que sén equivalents:

1) M i M’ s6n afinment equivalents. Es a dir, existeix
B b
(1)

2) A és linealment equivalent a A’ i M és linealment equivalent a M’. Es a dir,
existeixen matrius invertibles C'i @ tals que C™'AC = A’ i Q~'MQ = M'.

tal que P~1MP = M'.

3) A és linealment equivalent a A" i p(M) = p(M'). Aquest p(M) es defineix
com el nimero natural tal que

ker(M — Id)P™) =1 c vV i ker(M — Id)’™) ¢V,
sent V' Phiperpla de l'infinit.

Indicacié: S’ha de coneixer la classificacié en formes canoniques de Jordan. En
cas contrari, es pot resoldre per a afinitats del pla.

Digueu per a quines de les segiients projectivitats del pla real es pot trobar una
recta de l'infinit respecte de la qual siguin afinitats. Doneu la recta i determineu
el tipus d’afinitats que s’obtenen.

a) flz,y,z] = 2z +y,y,2;
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3.7.9

3.7.10

3.7.11

3.7.12

3.7.13

c) flz,y,2] =[x+ 3y — 32,3z + y + 3z,4z2];

d) flz,y,2] =[-z+y—523x+y+ 32,2z + 2y — 62].

Demostreu que la composicié de dues homologies generals amb el mateix eix és
una homologia general amb el mateix eix.

Deduiu que en el pla afi la composicié de dues homotecies és o bé una ho-
motecia, o bé una translacid; en el primer cas els tres centres estan alineats; en
el segon cas el vector de la translacié és paral-lel a la recta que uneix els centres
de les homotecies.

Demostreu que la composicié de dues homologies especials amb eix e, és una
homologia especial amb el mateix eix.
Deduiu que en un pla afi, la composicié de dues translacions és una translacio.

Considereu la projectivitat del pla projectiu real
flz,y, 2] = [z — 4z, —x + 2y + 2z, x].
a) Classifiqueu-la.

b) Trobeu una recta que es pugui agafar com a recta de U'infinit i classifiqueu
I’afinitat corresponent.

¢) Doneu una equaci6é de I'afinitat anterior respecte a un sistema de referéncia
afi.

Sigui f una projectivitat del pla projectiu real definida per

flx,y,z] =[(a —3)x — 2y + z,(a — 1)y, =2z — 2y + az| a#1,2.
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu els punts fixos i les rectes invariants de f.

c) Comproveu que si existeix un punt A tal que A # f(A) 1 f(f(A)) = A, llavors
f?=id

d) En el cas f? = id doneu una recta que es pugui agafar com a recta de l'infinit
i classifiqueu 'afinitat corresponent.

Donades dues rectes paral-leles en el pla aff real, doneu una construccié d’una
tercera recta paral-lela a elles.
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3.7.14

3.7.15

Siguin 7, s,t tres rectes no concurrents del pla projectiu real. Sigui h una projec-
tivitat del pla tal que ¢ és invariant i la restriccié de h a RP?\ ¢ és una simetria
axial d’eix r i direccio s.

a) Doneu una construccié de la imatge h(X) d’un punt arbitrari X.
b) Classifiqueu la restriccié de h al pla afi RP?\ r.

c) Doneu la matriu de h en la referéencia canonica de RP? si les equacions de
r,s,t sén
r:x=0, s:2x—32=0, t:xz+2=0.

Sigui f : RP? — RP? la projectivitat donada per
[y, 2] = o,y + 22, 2].

Trobeu punts fixos i rectes invariants.
Estudieu 'afinitat que s’obté en restringir f a ’espai afi

RP?\{recta invariant}

per a cada una de les rectes invariants.
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4. Primers resultats de geometria projectiva

En aquest capitol presentem els teoremes classics de Desargues, que ja hem
comentat a la introduccid, i de Pappus. Tots dos fan referéncia al fet que certs
punts que s’obtenen com a interseccié de rectes estan alineats. Expliquem també
el teorema fonamental de la geometria projectiva, que ens permet d’alguna mane-
ra passar de la geometria a 1’algebra lineal, ja que ens diu que les aplicacions que
porten rectes a rectes sén projectivitats, és a dir provenen d’aplicacions lineals i
poden ser estudiades, doncs, amb els procediments classics de ’algebra lineal.

Introduim també I'important concepte de dualitat, que ens permet economit-
zar moltes energies, ja que un cop demostrat un cert resultat o teorema tenim
demostrat automaticament el seu dual, que és un altre teorema, és a dir que en
geometria projectiva tan sols hem de demostrar la meitat dels teoremes!

En el pla, aquest principi de dualitat diu que si un cert enunciat és cert,
llavors I’enunciat que s’obté canviant punt per recta, recta per punt, interseccié
per unio i unié per interseccid, continua essent cert.

Situem-nos a partir d’ara en un espai projectiu arbitrari P(E) sobre un cos
k.

4.1 Teorema de Desargues

Teorema 4.1.1
(Teorema de
Desargues)

Siguinr, ', " rectes concurrents en un punt O d’un espai projectiv P(E). Siguin
A,Ber, A,B er', A", B" € r" diferents entre si i diferents de O. Llavors els
punts I = AA'NBB', J=AA"NBB", K = A’A" N B'B" estan alineats.
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Demostracio.

Podem suposar que els punts A, A’, A” no estan alineats i que els punts
B, B’, B” tampoc ho estan (en cas contrari enunciat és evident).

Observem que les rectes AA’ i BB’ pertanyen al pla determinat per r i ' i
per tant es tallen. Analogament es veu l'existencia de J i K.

Per ser I = AA’ N BB’, aquest punt pertany a la recta AA’ (continguda
en el pla P; determinat pels punts A, A’, A”), i pertany també a la recta BB’
(continguda en el pla P, determinat pels punts B, B’, B”). Tenim doncs I €
PN Py, ianalogament J, K € Pp N P,. A més, aquests tres punts sén diferents,
de manera que els plans P; i P, o bé es tallen en una recta (i el teorema de
Desargues queda demostrat) o sén coincidents. La posicié relativa de dos plans
s’estudia a ’exercici ’exercici 2.6.9.

El cas P; = P, es pot reduir a Panterior ”aixecant” una mica la recta r’ (man-
tenint O fix) d’aquest pla. Obtindriem aix{ dos triangles A, A}, A” i B, B;, B" als
quals podem aplicar el teorema de Desargues per obtenir punts alineats Iy, J;, Kp.
En projectar aquesta segona configuracié sobre la primera, de manera que el punt
O sigui fix, el punt A} vagi al punt A’ i el punt B; vagi al punt B’, la recta Iy, Jp, Kj
es projecta sobre una recta que és justament la recta I, J, K buscada. Deixem
els detalls com exercici.

Segona demostracid del teorema de Desargues. La part final de la demostracié
que acabem de donar implica treballar en un pla projectiu que estigui contingut
en un espai projectiu de dimensié més gran (per poder ”aixecar” la recta).

Per evitar aquest petit inconvenient (des del punt de vista axiomatic és un
punt central, ja que el teorema de Desargues mesura la possibilitat d’ encabir un
pla projectiu en un espai projectiu de dimensié més gran, vegeu, per exemple,
[2]), donarem una demostracié sense sortir del pla, usant perd coordenades.

Amb la mateixa notacié que anteriorment, prenem (A, A’; A” O) com a re-
ferencia projectiva. Aixi A = [1,0,0], A’ = [0,1,0], A” = [0,0,1], O = [1,1,1].
Es clar que B = [1 4+ b,1,1], per a un cert b € k, per estar alineat amb O i
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A. Analogament B’ = [1,1 +¥,1] i B” = [1,1,1 4+ V"], per a certs V', V" € k.

Observem que les rectes AA’, A’A” i AA” estan donades per

AA = {[z,y,2];z = 0},
A'A" = {[x,y,2];x = 0},
AA" = {[x,y,z];y = 0}.

Aixi, I = AA N BB = [b,—V,0); J = AA" N BB" = [b,0,—b']; K = A'A" N

B'B" =0,V,-b"]. Com que

.
b 0 b |=0,
0o v -

els punts 1, J, K estan alineats.

Tercera demostracio. Fem encara una tercera demostracié, gairebe igual a

I’anterior, pero passant per la geometria afi.

Prenem la recta I, K com a recta de ’'co.

-e|

_ o K

B/
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Si O no pertany a la recta de l'infinit 1K, en el pla afi corresponent, tenim

— —
OA=)OB
— —
OA' = uoB’

—_— _—

OA” =vOB”,

perd les rectes AA’ i BB’ sén paral-leles, per tallar-se a I’'oo. Aix{ els seus vectors
directors OA’ — OA i OB’ — OB sén proporcionals, és a dir, uOB" — A\OB =
e L
p(OB’ — OB), que implica u = A. Analogament A\ = u = v, que implica que els
—_— — > —

vectors OA” — OA i OB” — OB s6n proporcionals, i per tant la recta AA” és
paral-lela a la recta BB”. Aix{ les rectes AA”, BB" es tallen a l'infinit, i per tant
els punts I, J, K estan alineats.

Si O pertany a la recta de U'infinit T K, les tres rectes son també paral-leles, de

— ] —_— —— 5

manera que tenim AA’ = BB’ 1 A’A” = B'B”, i per tant AA” = AA" + A’A" =
BB'+B'B" = BB”, és a dir, les rectes AA” i BB" sén paral-leles, i per tant, el seu
punt d’interseccié J és situat a l'infinit, de manera que I, J, K estan alineats. [

4.2 Teorema de Pappus

Teorema 4.2.1 Siguin A, B, C punts d’una recta r i A', B', C' punts d’una altra recta v’ en un
(teorema de pla projectiu P(E). Llavors I = AB'-BA', J = AC"-A'C, K = BC'- B'C estan
Pappus (400 alineats.

a.C))
Demostracio.

Prenem {C,C’,I; U} com a referéncia projectiva, és a dir C' = [1,0,0], C' =
0,1,0, I =[0,0,1] i U = [1,1, 1].
Com que A,C,U estan alineats, A = [a1,ag, as] amb

(a1,a2,a3) = A(1,0,0) + u(1,1,1),

d’on as = a3 = p, ag = A+ p, és a dir A = [a, 1, 1] per a una certa a € k.
Com que A',C’, U estan alineats, A’ = [a], ab, a4] amb

(alla al2’ ag) = A(O’ 1, 0) + ,u(l, 1, 1),

d’'on a) = af = pu, és a dir A’ =[1,d/,1], per a una certa o’ € k.
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Analogament B = [b,1,1] i B’ = [1,V/,1].

L’equaci6 de la recta AC” : p({(a,1,1),(0,1,0))) estd donada per la projeccié
dels vectors de la forma A(a,1,1) + ©(0,1,0) = (Aa, A + u, N), és a dir AC’ és la
recta formada pels punts de coordenades homogenies [z, y, z] amb z = za. Sik és
commutatiu, com assumim sempre en aquests apunts, és el mateix posar z = za
que z = ax. Pero si k no fos commutatiu, hauriem d’escriure forcosament = = za.
Continuem la demostracié sense utilitzar la commutativitat de k& (inic moment
en aquests apunts que fem aquesta hipotesi). En particular no podem utilitzar
determinants.

Analogament A’C esta donada per y = za’, BC' per x = zbi B'C per y = zb'.

Aix{

J=AC"-A'C =laz,d'2,2] = [a,d 1]
K = BC'-B'C = [bz,b'2,2] = [b, ¥/, 1],

I, J, K alineats si i només si existeixen A\, u € K tals que

(0,0,1) = Xa,a’, 1) + u(b, ¥, 1).

Es a dir,
Aa+pub=0
a4 pb =0
A+pu=1
Aillant X a la primera equacié obtenim A\ = —uba™!, que substituint a la segona

déna —pba=ta’ + pb’ =0, és a dir
ba ' =bd L.

Per altra banda, A, I, B’ alineats implica & = a=! i A/, I, B alineats implica
bvl=d.

Aixi I, J, K alineats <= ba~! = ba'~! < bb' = Vb, i com que b és
qualsevol, resulta que I, J, K estan alineats si i només si el cos k és commutatiu. i

-1

4.3 Teorema fonamental de la geometria projectiva

Teorema 4.3.1
(teorema
fonamental)

El teorema seglient, anomenat fonamental perque ens relaciona propietats
geometriques amb propietats algebraiques, sera cert sobre tot cos k, malgrat que
en la seva demostracié utilitzarem el teorema fonamental de la geometria aff,
que és cert sobre tot cos excepte quan k = 7Z/27. Al final de la demostracié
explicarem aquest fet.

Sigui F' : P(E) — P(FE) una colineacid bijectiva, amb dim P(E) > 2, és a dir
una aplicacio bijectiva que porta rectes a rectes. Llavors F' és una semiprojecti-
vitat.

Demostracié. Abans de comencar remarquem que quan diem que F' porta rectes
a rectes volem dir que F' porta rectes a rectes bijectivament, vegeu l’exercici
4.6.10.
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Hem de demostrar que existeix una aplicacié semilineal f : F — F tal que
f=F.

Semilineal vol dir que conserva la suma i que f(Av) = o(A)f(v) on o és
un automorfisme del cos (que no depen de A ni de v). Prenem Py,..., P41
referencia projectiva (dimE = n +1) i L; = v({P,..., P;}) la varietat lineal
projectiva generada per aquests punts, i L; = v({F([), ..., F(FP;)}) la varietat
lineal projectiva generada per les imatges d’aquests punts.

Acceptem de moment que F'(Lj) = L.

Sigui H = p(V) un hiperpla. Com que H es pot pensar com una varietat lineal
projectiva generada per uns quants punts, podem aplicar ’observacié anterior,
encara no demostrada, de que F(L;) = L;, per concloure que H' = F(H) és un
hiperpla.

Llavors F' indueix una aplicacié entre espais afins F : P(E)\H — P(E)\H’
(la qual continuem denotant per F') i que, com que porta rectes a rectes, i rectes
paral-leles a rectes paral-leles és, pel teorema fonamental de la geometria afi, una
semiafinitat (vegeu el comentari al final d’aquesta demostraci6, pagina 61, i el
teorema fonamental de la geometria afi, teorema 11.2.2, a la pagina 214).

Existeix doncs F : V — V' semilineal tal que F(a + %) = F(a) + F(7), per
atot a+ v € P\H. Aquest V' esta donat per ser p(V') = H'.

Posem com sempre E = V & (z9) = V' @ (z(), on aquest z; l'agafem una
vegada per totes entre els que compleixen Fp(zp) = p(z().

Estenem F' a tot E per

F:Ve(x) — Vel
(U7)‘ZO) — (F(U),O’()\)Zé)

(en continuem dient F ja que sobre V és efectivament F i F(zg) = 20).
F és semilineal.
En efecte,

F(u(v, A20)) = F (v, phzg) = (F (), o(pX)zg)
= (o(u)F(v),0(n)o(N)z)) = o () F (v, Azo).

F indueiz F.
En efecte, sigui x = p(v) = p(xo + 20), on xg + 2¢ és 'inic representant de v
amb coeficient 1 a 29 (zg € V). Tenim

F(z) = Fplao + 20) = p(F(z0 + 20) = p(F(xo) + 20),
on z, = F(zp). Perd
p(F () + 2b) = p(zh + F(x0)) = p(zb) + F (o),

on aquest ltim signe + és U'operaci6 a l'espai afi P\H’, que recordem que estava
donada per p(a + z{)) + v = pla + v + 2{), Ya,v € V. Aixi

F(x) = Fp(z0) + F(z0) = F(p(20) + 20) = F(p(20 + 20)) = F(x),
és a dir -
F=F
sobre punts amb component # 0 en zg.
Observem que si x = xg+ 0 - 29 = xg € V, no puc aplicar el calcul anterior.
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En aquest cas, sigui r la recta p(z), p(zo).

El vector director de la recta aff F(r) és F(zg) ja que passa per p(z}) i per
p(F(20) + z}). Per altra banda, com que el vector director d’aquesta recta és
també la direccié donada per la interseccié amb la recta de oo, tenim pF (o) =
Fp(zo) és a dir Fp(xg) = Fp(zg) i per tant F = F.

Aixo acaba la demostracié, excepte que encara ens falta demostrar que F'(L;) =
L;.

Demostracié que F(Lj) = L.

Per a j = 0 és trivial, ja que F(Ly) = F(v{Py}) = F(Fy) = v{F(P)} = Lj,.

Per a j = 1 és exactament la hipotesis que tenim sobre F' (que porta bijec-
tivament rectes a rectes), ja que F(v{FPy, P1}) = F(recta PyP;) = la recta que
passa per F'Pyi FPy, que és larecta L}. Vegeu el problema 4.6.10 per comprovar
que no hi ha diferencia entre exigir que I’aplicacié bijectiva F' porti rectes a rec-
tes (cada recta s’aplica bijectivament sobre una altra recta) o exigir que F' porti
punts alineats a punts alineats (la imatge d’una recta podria, en principi, no ser
igual a tota la recta).

Py * FP
F
T~
P o FP
Ly
Ly

Per j = 2 tenim

Podem pensar F'FP,y alineat amb FP;, I'P,? No, perque la recta P, P, passa
alarecta FP,, FP,i Py ¢ PP, i F bijectiva.

Si som en el pla, hem acabat perque tant Ls com L} sén tot el pla.

Suposo que som fora del pla.
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Py

Py

Qe

FP]_: //

Sigui @ € Ly. Podem afirmar que F(Q) pertany al pla generat per F'(FPp),

F(Py), F(P)?

Considero M = P»Q - PyP,. Llavors F'(M) pertany a la recta F(F), F(P).
Per tant la recta P»@) passa per F' a la recta F'(P), FM i per tant esta inclosa a

v(FPy, FPy,FPy) = Ly és a dir F(Q) € L.
Aixi F(Ly) C L.

Reciprocament, si tenim R € v(F(Py), F(Py), F(P;)) = L), hem de veure que
hi ha un element del pla Py, Py, P> que hi va a parar (uinic per ser F' bijectiva).
Es la mateixa construccié. Sigui S = F(Py)F(P;)- RF(Py). Hi ha un punt sobre
la recta PyP; que va a S. Diguem-ne Q. La recta QP va bijectivament sobre la
recta S, F(P), i per tant un dels seus punts va a R. Aix{ F(Lq) = L.

~FP,

Podem generalitzar ara ’argument a un j arbitrari per recurrencia.
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Prenem M a L;j = v(L;j_1,P;). La recta MP; talla Lj_; en un punt @, ja
que dim L; = dim L;_1 + 1 i recta i hiperpla sempre es tallen. Per tant F'(M),
F(P;) i F(Q) estan alineats i en particular F'(M) € v(F(F;), F(Q)) C L} ja que
estem suposant per recurréncia que F'(L;_1) = L} _;. Aixi FI(L;) C L.

El mateix argument demostra que la inclusié contraria és també certa. En
efecte, si R € L', llavors la recta RF'(P)) talla L’_; en @', que podem escriure
com Q' = F(Q) ja que estem suposant F(L;_;) = L;‘—r Pero la recta QP; va,
per F, a Q'F(P;), i per tant algun element va a R. I

La hipotesi, en el teorema fonamental de la geometria afi (teorema 11.2.2,
pagina 214), que k no sigui Z /27, s’utilitza per demostrar que si ’aplicacié porta
rectes a rectes llavors ja porta rectes paral-leles a rectes paral-leles. Pero en el
nostre cas, aquest fet es compleix per procedir 'aplicacié entre els espais afins F' :
P(E)\H — P(F)\H' d’una colineaci6 entre els espais projectius F': P(E) —
P(E) que porta l'infinit H del primer espai afi a l'infinit H' del segon (i, per
tant, respecta el parallelisme). De manera que hem pogut aplicar el teorema
fonamental de la geometria afi tot i no haver posat cap hipotesi sobre el cos en el
teorema fonamental de la geometria projectiva. El fet diferencial és que les rectes
afins sobre Z /27 tenen dos punts i les projectives tres.

Recordem, per altra banda, que R, Q i els Z, no tenen automorfismes, i per
tant tota col-lineacié entre espais projectius sobre aquests cossos és directament
projectivitat. Vegeu ’exercici 4.6.15.

Hem aprofitat el teorema fonamental de la geometria aff perque és un resultat
que habitualment I'estudiant coneix, pero podriem demostrar directament el te-
orema fonamental de la geometria projectiva i derivar-ne el teorema fonamental
de la geometria afi.

4.4 Principi de dualitat

Sigui E un k-espai vectorial. A tot subespai vectorial H de dimensi6 r de
li correspon un subsespai vectorial H' de E*, de dimensié dim E — r, anomenat
incident de H, i definit per

H ={weE5wkv)=0 YveH}.

Sieg,...,e._1 és base de H, llavors la podem ampliar a una base eg, ..., e,_1

€r,...,ep de E, 1 dualitzant obtenim H' = (e].,...,€)), on €, esta definit per

)N
e;(ej) = dij.
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Teorema 4.4.1

En efecte, que aquests elements sén de H’ és obvi, i si un element w € H’,
tenim w = ) '€} perdo w(ej) =0, Vj=0,...,7 — 1 ja que ¢; € H. Com que
w(e;) = (3 Ne}) (e5) = N, tenim w = > Xe}, com volfem.

=7

Recordem que E** és isomorf a E interpretant cada vector v € E com 'apli-
caci6é v : E* — k donada per v(w) = w(v).

Aixi si H = (w), subespai vectorial de dimensi6 1 de E* generat per w, llavors
H’ és un subespai vectorial de E' de dimensié dim E — 1.

Fixem-nos que en aquest cas H' = {v € F; w(v) = 0} = kerw. Aix0 permet
definir una aplicacié entre P(E*) i el conjunt H d’hiperplans de P(FE) per

o: P(E*) — M
p(w) — plkerw)

que esta ben definida, ja que si p(w) = p(w’), llavors w’ = Aw i per tant ker w =
ker w’.

A més és injectiva. En efecte, suposem p(kerw) = p(kerw’), que vol dir
kerw = ker ', i descomponem E = kerw & (z), z ¢ ker w, fixat. Llavors Vv € E,
v=a+ Az amb a € kerw = kerw' i w(v) = Mw(z) i w'(v) = A'(2), de manera
que

és a dir w' = Aw i p(w) = p(W').

També és exhaustiva. En efecte, donat un hiperpla H podem prendre una
base d’aquest hiperpla eg,...,e,_1 i ampliar-la a una base eg,...,e,_1,¢e, de E.
Sigui ey, . .., €}, la base dual. Llavors I'hiperpla és kerel,, és a dir ¢(p(e},)) = H.

També es pot veure 'exhaustivitat aixi:

Donat Ihiperpla H : agxz® + - - + a,2™ = 0 respecte a una base eq,...,e,,
prenem w =y a;e} (e[, ..., e, base dual). Llavors

kerw = {U = inei; (Z aie;) <Z xjej) _ 0}
= {(x17,..,x”); Zaixi _ O} o

Aix{ doncs, ¢ en coordenades és l'aplicacié que al punt [ag,...,a,] i fa corres-
pondre I’hiperpla agz® + - - - + apz™ = 0. Pensarem doncs a partir d’ara que els
punts de P(E™) sén hiperplans de P(FE). Per aixo les varietats lineals projectives
de P(E*) es diuen sistemes d’hiperplans.

Sigui S" una varietat lineal projectiva de P(E*). Emisteiz S varietat lineal pro-
jectiva de P(E) tal que els punts de S’ son els hiperplans que contenen S. Es
compleiz que dim S = dim P(E) — dim S’ — 1.

Demostracio. Sigui Si: p(T) on T és un subespai vectorial de E*. Sigui T = T,
és a dir l'incident de T'. Definim S = p(T'). Es una varietat lineal projectiva de
P(F) de dimensi6é dim S = dim7—1 = dim E—dim7—1 = dim P(E)—dim S'—1.
A més
T Ckerw <= w@)=0 YveT =T
—wel) —=weT,
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és a dir que els punts p(w) € S’ corresponen a través de la bijeccié ¢ a hiperplans
p(kerw) que contenen S. I

Exemple 4.4.2  Estudieu el cas dim P(E) =2, i dim S’ = 1.

Llavors dim S = 0. Aix0 vol dir que donada una recta r de P(E*) existeix un
punt S de P(F) tal que els punts de r sén el feix de rectes de P(E) que passen
pel punt S.

ker w

pas al dual

Sl

P(E*) P(E)

Exemple 4.4.3  Estudieu el cas dim P(E) = 3, i dim S’ = 1.

Llavors dim S = 1. Aix0 vol dir que donada una recta 7* de P(E™) existeix
una recta r de P(E) tal que els punts de r* sén el feix de plans determinat per 7.

r* r

pas al dual

Exercici 4.4.4  Demostreu que si una recta d’un pla projectiv té n punts, el pla té n®> —n + 1
punts.

Solucid. En efecte, situem-nos a P(E*) i considerem una recta amb n punts.
Correspon a n rectes que passen per un punt a P(E).

Pero com que E = E*, si una recta de P(E™) té n punts, llavors les rectes de
P(E) tenen també n punts.
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Teorema 4.4.5
(Principi de
dualitat)

Aixi tenim un punt pel qual passen n rectes amb n punts cadascuna d’elles
(n — 1 diferents del punt d’intersecci6); per tant #P(F) = (n — 1)n +1 =
n®—n+1. |

Si un teorema que fa referéncia a subvarietats lineals projectives d’un espai pro-
jectiv P(E) de dimensié n, L1,...,L,, de dimensions dy,...,d,, i a relacions
d’inclusio entre elles, és cert, llavors també és cert el teorema que s’obté canviant
aquestes subvarietats per subvarietats de dimensions respectives n — 1 — d,. i les
relacions d’inclusio per les relacions d’estar contingut.

Demostracio. El dual del teorema donat, que s’obté canviant cada subvarietat L;
per la subvarietat incident L], és cert a P(E*), que és isomorf a P(E). Observem
que L; C Lj si i només si L, C Lj. I

Per exemple, la frase: Donats dos punts A i B del pla projectiu, existeix una
inica recta ¢ tal que A C ¢ i B C ¢, es dualitza posant la frase: Donades dues
rectes a 1 b del pla projectiu, existeiz un unic punt C tal que C C a 1 C' C b, ja
que en aquest casn =2, d; =dy =0, ipertant d =dy, =2—-1-0=1,és a
dir, els objectes de dimensi6 zero donen lloc a objectes de dimensié u en el dual.
Hem de canviar punts per rectes i C per D.

Analogament, la frase: La figura formada per tres punts mo alineats i les
tres rectes que determinen es dualitza a la frase: La figura formada per tres rectes
no concurrents i els tres punts que determinen. Més explicitament, la figura
formada pels punts no alineats A, B, C' i les rectes a,b,c amba D B,C; b D C, A;
b D A, B, es dualitza a la figura formada per les rectes a,b,c no concurrents i els
punts A, B,C amb A C b,c; B C ¢,a; B C a,b, de manera que la figura inicial i
a seva dual son iguals. Es diu que el triangle és una figura autodual.

Observem també que l'expressi6 A C b,c¢ vol dir que el punt A és igual a
la interseccié de les rectes b,c, és a dir, A = bNec. Aix0 motiva denominar la
recta a determinada pels punts B,C' (a D B,C) per a = B U C, de manera
que a la practica, per dualitzar els teoremes sobre el pla projectiu tan sols hem
d’escriure amb aquest conveni i canviar punts per rectes, rectes per punts, unions
per interseccions i interseccions per unions.

4.5 Dualitat i projectivitats

Sigui E un espai vectorial i P(F) el seu projectivitzat. Recordem que tenim
una bijeccié ® entre H = {hiperplans projectius de P(E)} i P(E*), el projecti-
vitzat de ’espai dual E*, donada per

w] — plkerw).
Si f: P(E) — P(E) és una projectivitat definida per I'aplicacié lineal bijecti-

va f: E — E llavors f indueix una aplicacid fr:H — H, jaquesi HC P(E)
és un hiperpla, aleshores fy(H) = f(H) és també un hiperpla de P(FE). Tenim
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4.6 Exercicis

el diagrama segiient

Ho It H
Demostrem que l'aplicacié induida entre els P(E*) és una projectivitat amb apli-
cacié lineal associada (f*)~! = (f~1)*, on f*: E* — E* és laplicacié dual de
f que esta donada per ffw =wo f per w € E*.
En efecte, sigui H = p(kerw) € H, w € E*, f(H) = p(f(kerw)). Hem
de veure que f(kerw) = ker(f~!)*w. Posant g = f~! aix0o es tradueix en
g ! (ker w) = ker g*w. Perd

ker g*w = ker(w o g) =
={veE|wg(v) =0}=
={ve FE|g) € kerw}=
=g Ykerw).

Tenim aixi una manera senzilla de calcular hiperplans (rectes, si som en el
)
pla) invariants. En efecte,

A =p(v) € P(E) és un punt fix de f <= v és un vector propi de f.
H = p(kerw) C P(E) és un hiperpla invariant de f <=
<= H € H és un punt fix de f; <= w és un vector propi de (f)1

<= w és un vector propi de f*.

Ara bé, és ben sabut que si M és la matriu de f en una base eg,...,e,
aleshores la matriu de f* en la base dual €}, ..., €} és la seva transposta, M".

Per tant, aix{ com per trobar els punts fixos de f hem de trobar els vectors
propis de M, per trobar els hiperplans invariants per f hem de calcular els vectors
propis de M?.

Finalment fem la observacié segiient (escric en el pla per simplificar la nota-
ci6). Si tenim dos punts fixos diferents p; = p(v;), i = 1,2 amb el mateix valor
propi associat als vectors v;, aleshores (vi,v9) C E és un subespai de vectors
propis i per tant p({v1,vs)) C P(E) és una recta de punts fixos.

De la mateixa manera si r; = p(kerw;), i = 1,2 sén dues rectes invariants
diferents de manera que el valor propi associat de f* és el mateix, aleshores
(w1,ws) C E* és un subespai de formes propies i per tant, per a tot w € (w1, ws)
tenim una recta invariant p(kerw) que passa pel punt P = p(kerw; N ker ws),
i reciprocament, tota recta r que passi per P és de la forma r = p(kerw) amb
w € (w1,ws), 1 per tant és invariant. Aixi, el feix de rectes per P esta constituit
per rectes invariants.
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4.6.1

4.6.2

4.6.3

4.6.4

4.6.5

4.6.6

4.6.7

4.6.8

Doneu un exemple d’una aplicacié bijectiva entre espais afins que porti rectes a
rectes i no sigui semiafinitat.

Siguin ABC' un triangle, F un punt de AB, F un punt de AC'. La recta paral-lela
a BF que passa per F talla AC en G; la recta paral-lela a C'E que passa per F
talla AB en H. Proveu que GH és paral-lela a BC.

a) Traceu, utilitzant unicament un regle, la recta que uneix un punt d’un full
de paper amb el punt d’interseccié de dues rectes del full que es tallen fora
d’aquest.

b) Donades dues rectes paral-leles i un punt fora d’aquestes, traceu, usant només
un regle, la recta que passa per aquest punt i és paral-lela a les rectes
donades.

a) Les rectes p, p’ (que es tallen en el punt A) i les rectes ¢, ¢’ (que es tallen en
el punt B) formen un quadrilater. Una recta a que passa per A talla ¢ i ¢
en Q i Q' respectivament, una recta b que passa per B tallapip’ en Pi P’
respectivament. Trobeu el lloc geometric dels punts PQ N P'Q’.

b) Els costats d’un triangle variable passen per tres punts fixos que estan col-locats
sobre una mateixa recta. Dos dels vertexs estan col-locats sobre dues rectes
fixes. Demostreu que el lloc geometric determinat pel tercer vertex és una
recta concurrent amb les anteriors.

Una recta d talla els costats AB, BC,CA dun triangle ABC en A’, B',C’ res-
pectivament. Sigui L = AB'NBC',M = BC'NCA"i N=CA' nAB'.
Demostreu que les rectes AM, BN, i C'L sén concurrents.

Demostreu que si X i Y sén punts sobre les rectes PR i QS del quadrilater
PQRS respectivament, llavors T = QX -PY, U =5SX-RY,i B= PS-QR estan

alineats.

Enuncieu els duals dels teoremes de Desargues i de Pappus.

Donada una recta r i dos punts A, B fora d’aquella, trobeu la interseccié de r amb
la recta A, B sense dibuixar en cap moment la recta A, B. Enuncieu i resoleu el
problema dual.
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4.6.9

4.6.10

4.6.11

4.6.12

4.6.13

4.6.14

4.6.15

Demostreu el segiient cas especial del teorema de Pappus: si A, B,C sén punts
diferents sobre una recta r i A’, B’, ¢’ sén punts diferents sobre una altra recta s,
isilesrectes AA’", BB',CC’ sén concurrents, llavors els punts P = BC'-B'C,Q =
AC'- A'C,R = AB’ - A’B estan sobre una recta concurrent amb r i s.

Sigui F' : P(E) — P(F) una aplicacié bijectiva d’un espai projectiu P(E).
Suposem que F' porta punts alineats a punts alineats. Demostreu que llavors F
porta cada recta bijectivament sobre una altra recta. (En principi, F' podria ser
bijectiva sobre P(F) perd no bijectiva en restringir-la a una recta). Una tal F es
diu colineacié. Les inverses de les colineacions sén colineacions.

Indicacié: Demostreu que les colineacions apliquen bijectivament varietats
lineals de codimensié 1 en varietats lineals de codimensié 1. Procediu llavors
a demostrar, per recurrencia sobre la codimensid, que les colineacions apliquen
bijectivament varietats lineals de codimensié r en varietats lineals de codimensio
rperar=1,...,n—1.

Donats punts diferents A, B, C, D; A’, B', C’ sobre una recta r construiu la imatge
de D per la projectivitat que porta A, B, C respectivament a A’, B’, C’. Enuncieu
i demostreu el dual.

Classifiqueu les projectivitats del pla projectiu real donades per les matrius
seglients, segons els seus punts fixos i rectes invariants (useu la forma de Jor-
dan d’una matriu).

0 -1 —1 3 -1 0 320 100
2 2 2|, (1 501, |230], 025
0 0 2 1 -2 1 00 1 05 2

Demostreu que tota projectivitat d’un pla projectiu (real o complex) té com a
minim un punt fix i una recta invariant.

Demostreu que si tres triangles sén homolegs dos a dos respecte a un mateix cen-
tre, els tres eixos d’homologia sén concurrents. Enuncieu i demostreu el resultat
dual.

Demostreu que els cossos R, Q i Z, no tenen automorfismes.
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5. Rao doble

5.1 Definicions

Aquest capitol esta essencialment dedicat a propietats de la recta projectiva.
Introduim el concepte de radé doble de quatre punts i veiem que és invariant
per projectivitats. Ja hem comentat a la introduccié que la rad simple no era
invariant per perspectives, pero en canvi el quocient de dues raons simples, la raé
doble, si que ho era. Donarem la definicié classica i la reinterpretarem en termes
purament projectius, perque es vegi que es pot definir sense emprar la distancia.

La dualitat ens permetra parlar de raé doble de quatre rectes concurrents, i
veurem que coincideix amb la radé doble dels quatre punts que determina sobre
aquelles qualsevol recta que les talli.

Veurem que estudiar perspectivitats o projectivitats entre rectes és el mateix,
ja que tota projectivitat és composicié de com a molt tres perspectivitats.

Estudiarem finalment en detall les projectivitats de la recta projectiva tot
classificant-les segons els seus punts fixos.

Recordem breument el concepte de rad simple en espais afins . Siguin A, B, C
—_—  —
tres punts alineats d’un espai afi. Com que els vectors AC' i BC' sén proporcionals,
existeix un dnic element A del cos k tal que

— —
AC = \BC.

D’aquest A se’'n diu raé simple de ABC, i es denota per (A, B, C).
Es un concepte afi en el sentit que és invariant per afinitats. En efecte, si f
és una afinitat amb aplicacié lineal associada f, tenim

- — - — _ _
f(AC) = Af(BC) iper tant f(A)f(C)=A-f(B)f(C),
és a dir
(4, B,C) = (f(A), f(B), f(C))-
Suposem que el nostre espai aff és de la forma P(E)\H amb E =V & (z),
H=pV).
Llavors A = p(a) = p(ap + 20) on ag + zp és 'inic multiple de a € E amb
coeficient 1 a zj.
Analogament

B =p(b) = plbo + ), beE
C =p(c) =pleo + 20), c€E.
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Definicié (raé
simple) 5.1.1

— —_—
L’expressié6 AC' = ABC es converteix ara en
Co —ag = )\(CQ - bo) = (A,B,C)(CQ — bo),

que té sentit, ja que estan alineats.
Observi’s que l'ordre és molt important, ja que utilitzant cg — by = co — ag +
ag — bg obtenim facilment

Co —ag = —(bo — ao),

Es a dir \

(A,B,C)=)\< (C,B,A) = PR
Prenem ara A, B, C com a referéncia projectiva sobre la recta que determinen.
Es a dir, elegim representants de A i B tals que la seva suma sigui un representant

de C. Prenem concretament

a = alag + z)
b= [(by+ 2)

tals que a + b = c.
Es a dir

aag + Bby = ¢
a+p=1

Substituint el valor & = 1 — 3 a la primera equacié obtenim (3(by — ag) = co — ao;
per tant 3 = ﬁ ia= ﬁ En particular (A, B,C) =\ = —g.
Sigui ara @ el punt d’interseccié de la recta AB amb I’hiperpla de 'oc H =
p(V).
Per ser a la recta AB, Q = p(da + b) i per ser a 1’0o, el vector da +b €V, és
a dir, la seva component en zg és zero, i tenim

da+ =0,
d’on
s=-P
o

Resumint, doncs, podem donar la seglient definicié de rad simple.

Donats tres punts alineats A, B, C' de P(E), fixem determinacions a, b, ¢ de
A, B, C respectivament tals que a + b = c. El punt Q on la recta AB talla l'co
té un unic representant de la forma Aa + b. Llavors la rad simple de A, B,C és
(A,B,C) = \.

Es pot prendre com a definicié de rad simple per metodes projectius, pero
observi’s que no és un concepte projectiu ja que depen de la recta de I'co.

Notem finalment que la construccié anterior no depen del representant ¢ de
C elegit, ja que si en lloc de prendre ¢ prenem ec, llavors en resoldre el sistema
obtenim o = 15 i 8 = %, de manera que novament (A, B,C) = —f3/a.
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Definicié (raé
doble) 5.1.2

Proposicié
5.1.3

Proposicié
5.14

Proposicié
5.1.5

Recordem a continuacié que en geometria aff es defineix la raé doble de quatre
punts alineats A, B, C';, D com

(A,B,C)

A B,C,D)=—"—"—=.
B =8 D)

Si pensem que aquest espai aff és de la forma P(E)\H amb EF =V & (z) i
H = p(V), és a dir que és l'espai projectiu menys I'hiperpla de l'infinit, podem
calcular aquestes raons simples en el projectiu pel metode anterior.

Prenem determinacions de A, B i C de manera que A = p(a), B = p(b),
C=plc)iat+b=c.

Si @ és el punt on la recta determinada per aquests punts talla I'infinit, tenim
Q =pra+0b)i (A B,C) = X Com que D esta alineat amb A i B, tenim
D = p(pa+b), de manera que pa i b sén determinacions de A i B respectivament
tals que pa + b representa D. Com que QQ = p <%,ua + b), (A,B,D) = ﬁ Aixi
(A.B,C.D) = £21 = .

Pero p no depen de I'hiperpla de l'infinit, de manera que tenim la definici6
segiient.

Donats quatre punts alineats A, B, C, D elegim determinacions a, b, ¢ de A, B i
C respectivament de manera que a+b = c. Llavors existeix un unic pu € k tal que
D = p(pa +b). Direm que p és la rad doble d’aquests quatre punts i escriurem

(A,B,C,D) =pu
En particular tenim una definicié alternativa de raé simple:

Siguin A, B, C tres punts alineats de P(E)\H 1 sigui Q la interseccié d’aquesta
recta amb Uhiperpla de Uinfinit H. Llavors (A, B,C) = (A, B,C,Q).

Demostracio. Siposem D = @ a la definicié anterior, obtenim la definicié de raé
simple 5.1.1.

Siguin A, B, C tres punts alineats de P(E)\H 1 sigui Q la interseccié d’aquesta
recta amb Uhiperpla de Uinfinit H. Llavors B és el punt mitja del segment AC' si
i només si (A,C,B,Q) = —

Demostracié. Tan sols observar que (A,C, B) = —1 vol dir que, llevat d’orien-
tacio, els segments AB i BC sén iguals. Observi’s que hem escrit (A, C, B) i no
(A,B,C). 1

La rad doble és un concepte projectiu.

Demostracio. Hem de veure que la raé doble és invariant per projectivitats.

Si A, B, C, D sén quatre punts alineats i prenem determinacions a, bic de A,
B, C respectivament tals que a + b = ¢, tenim D = p(pa+b) i (4,B,C,D) = u

Sigui f : P(E) — P(E) una projectivitat, i sigui f : E — FE una aplicaci6
lineal de la qual prové.

Llavors f(a) + f(b) = f(c) i f(ua+1b) = uf(a

) { a) + f f(b) i com que f(A) =
fp(a) = p(f(a)), f(B) = p(f(1)), F(C) = p(f(c)) i f(D) =

p(f(pa + b)) resulta



74 Materials Agusti Reventés i Tarrida

que f(a), f(b)i f(c) sén determinacions de f(A), f(B), ) respectivament amb

; ¢ f(C
f@)+ f(b) = f(e) 1 f(D) = p(uf(a)+ f(b), és adir (f(A), f(B), f(C), f(D)) =
T |

_ El mateix calcul demostra que si f fos una semiprojectivitat, llavors
(f(A), f(B), f(C), f(D)) = o(A,B,C, D), on ¢ és l'automorfisme de k associ-

at a f.
Proposicio Una aplicacio bijectiva entre espais projectius de dimensio > 2 i que porti rectes
5.1.6 a rectes, €s una projectivitat si © només si conserva la rad doble.

Demostracio. Com que (A, B,C, D) és qualsevol element del cos, o és la identi-

tat. 1
Proposicié Donats A, B, C, D i A', B', C', D' punts de P(E), amb dim P(F) = 1, existeix
5.1.7 una projectivitat que porta una quaterna sobre ’altra si i només si (A, B,C, D) =

(A, B',C", D). Suposem les dues quaternes formades per punts diferents.

Demostracio.

Sigui f la projectivitat que porta A, B, C a A’, B, C' respectivament, que
existeix i és tnica pel teorema 2.5.3. Llavors (A, B,C, D) = (A, B',C’, f(D)) =
(A',B",C",D), és adir D' = f(D). 1

Proposicié Una aplicacio de P(E) a P(E), amb dim P(E) = 1, és una projectivitat si i
5.1.8 només si conserva la rad doble.

Demostracid. Siguin A, B, C' € P(F)iposem A’ = f(A), B' = f(B),C’ = f(C),
on f és ’aplicacié que conserva la raé doble.

Sigui g una projectivitat tal que g(A") = A, g(B') = B, g(C'") = C, que
existeix pel teorema 2.5.3.

Llavors g o f és una aplicacié bijectiva, que conserva la rad doble i que té
tres punts fixos. Per tant g o f = id, ja que (A, B,C,D) = (A,B,C, g o f(D)),
VD e P(E), iaixi f=g"!1ien particular és projectivitat. I

5.2 Rao doble de quatre rectes
Si dim P(F) = 2, 'aplicacié

P(E*) — H = hiperplans de P(E)
pw) — pllerw)

ens déna una bijecci6 entre punts de P(E™*) i rectes de P(E).
Sigui a, b, ¢, d rectes concurrents de P(FE). Siguin A, B, C, D els punts
corresponents en el dual (A = p(w) amb a = p(kerw), etc.), que estan alineats.

Definicié 5.2.1 La raé doble (a,b,c,d) de quatre rectes concurrents del pla és la rad doble (A, B, C, D)
dels quatre punts que aquestes rectes determinen en el dual.
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Teorema 5.2.2

Definici6 5.2.3

Teorema 5.2.4

Siguin A', B', C', D' els quatre punts que una recta arbitraria determina en tallar
respectivament les quatre rectes concurrents a, b, c, d.

Llavors (a,b,c,d) = (A',B',C',D").

Demostracié. Sigui O el punt d’interseccié de les quatre rectes i posem O = p(ep),
A" = p(er), B" = p(ea), C" = p(e1 + e2), D' = p(le1 + e3), de manera que
A= (A, B C', D).

D’aquesta manera la recta a és la recta OA’ i per tant és la projeccié del pla
generat per eg, e1, que és justament ker e5, on e, €], e, és la base dual de ey, ej,
€9.

Aix0 vol dir que A = p(e}). Analogament B = p(e]).

La recta ¢ és la generada per eq i e; + ea, que és justament ker(e] — €)), és a
dir C' = p(e} — €,). Analogament D = p(e] — Aeb).

Aixi

(A,B,C,D) = (p(—ey),p(e)),p(e] — eby),p(—rey +€])) = A

com voliem. [

Observem que en particular aquesta raé doble no depen de la recta escollida
per tallar les rectes concurrents.

Una perspectivitat entre rectes coplanaries v i v’ des d’un punt O del pla és l’a-
plicacié que assigna a cada punt X de r el punt X' de r' definit per X' =r"-OX.

Per tant, anterior teorema diu que la raé doble és invariant per perspectivi-
tats.

Es interessant recordar que en geometria afi classica, el resultat anterior apli-
cat a rectes afins del pla afi real, s’enuncia i es demostra de la manera segtient.

Siguin A, B, C, D els quatre punts que una recta arbitraria determina en tallar
respectivament les quatre rectes concurrents a, b, ¢, d. Llavors

sinac sinbc

A B D)=+ C—
(4,B,C, D) sinad ~ sinbd’

on sinac €s el sinus de l’angle format per les rectes a, ¢, i analogament per a les

altres expressions dels sinus.

Demostracio. Si O és el punt on es tallen les rectes, aplicant el teorema del sinus

als triangles AOAC i1 AOBC, tenim

AC B OA
sinac  sinOCB
BC OB

sinbc  sinOCB’
i aplicant-lo als triangles AOAD i AOBD tenim

AD B OA
sinad sinODB
BD OB

sinbd _ sinODB’
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Per tant AC
(A, B,C) ool sinac sinbc
A,B,C,D) ==L =485 -+ CSinbd
(A, B,C,D) (A, B, D) gg sinad ~ sinbd’

com voliem. El signe és negatiu si i només si el parell a,b separa el parell ¢, d. 1

5.3 Quaterna harmonica. Teorema de Fano

Definicié 5.3.1

Sigui P(E) la recta projectiva. Direm que quatre punts A, B, C, D de P(E)
formen quaterna harmonica quan

(A,B,C,D) = —1.
Construcio del quart harmonic.

Donats A, B, C tres punts alineats d’un espai projectiu P(E), de dimensié
estrictament més gran que 1, es tracta de construir un quart punt D alineat amb
els anteriors i tal que (A, B,C,D) = —1. Per aix0 elegim P no alineat amb A,
B, C, i elegim ) un punt arbitrari sobre la recta PB. Siguin R = PA - CQ,
S =RB-AQ. Llavors D = AB - PS és el quart harmonic buscat.

Justificacio
La justificacio és la segiient: Si denotem H = RQ - PD, tenim
(A,B,C,D)=(P,S,H, D),
per ser la ra6 doble invariant per la perspectivitat des de R. També

(P,S,H,D) = (B, A,C, D),
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Teorema 5.3.2
(teorema de
Fano)

per ser la rad doble invariant per la perspectivitat des de Q). Pero

p=(A,B,C,D) = (B,A,C,D) = %;

per tant p? = 1. Perd sobre qualsevol cos aixd implica p = +1.

Sip=1hadeser D =C illavors P, S, C estarien alineats, cosa que és
certa unicament quan caract k = 2, com es veura a continuacié en el teorema de
Fano, G. (1871-1951). Pero en aquest cas p = 1 = —1, com voliem, encara que
no parlarem en aquest cas de quart harmonic ja que D i C' coincideixen.

Si caract k # 2 ha de ser p = —11 D és el quart harmonic buscat.

De la configuracié anterior se’'n diu quadrangle complet, ja que esta format
pel quadrilater A, B, R, Q i les seves diagonals.

Coincideix amb el dibuix esquematic del pla projectiu de set punts explicat
a 2.2.7. Alla, pero, els punts R, ), D estaven alineats. Es pot veure que aixo
és equivalent al fet que els tres punts diagonals P, S, C estiguin alineats, d’acord
amb el fet de que Zg té caracteristica 2. De fet tenim:

Els punts diagonals d’un quadrangle complet estan alineats si i només si caract k =
2.

Demostracio. Considerem el quadrangle complet de la figura determinat pels
quatre punts A, B, R, @ i els tres parells de rectes que s’obtenen unint-los de dos
en dos. Els punts d’interseccié de cada parell de rectes sén els punts diagonals.

En la referéncia projectiva A = [0,0, 1], B =[1,0,0], S = [0,1,0], P = [1,1,1],
tenim C' = [1,0, —1]. Araés clar que P, S, C estan alineats si i només si caract k =
2.1

5.4 Teorema de Poncelet

Teorema 5.4.1
(teorema de
Poncelet)

Tota projectivitat entre rectes d’un espai projectiu és igual a la composicio de,
com a molt, tres perspectivitats.
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Demostracid. Suposarem primerament que tenim una projectivitat entre dues
rectes coplanaries que es tallen en un punt Q.

Cas I. Q és fix.

Prenem A, B € r i les seves imatges A’, B’ € 1’ per la projectivitat. Sigui
O = AA’ - BB'. La projectivitat donada i la perspectivitat de r a r’ des de O
coincideixen sobre la terna @, A, B i per tant coincideixen (qualsevol punt X de
r ha d’anar a parar tant per I'una com per l’altra aplicacié a I'inic punt X’ de

r’ tal que (Q,A,B,X) =(Q,A, B, X")).

Cas II. Q no és fix.

Prenem M = h=1(Q), N = h(Q), on h :  — 7’ és la projectivitat donada.
Direm que la recta M N és l’eix d’homografia. Prenem A €r, A# Q, A# M i
A’ = h(A). Sigui 7y : ¥ — M N la perspectivitat des de A’ i siguimy : MN — 1/
la perspectivitat des de A.
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Llavors h = w9 0 71, ja que

moom(Q) =m(N) = h(Q),
maom(A) = h(A),
7T207T1(M) - (M)’

i dues projectivitats que coincideixen sobre tres punts sén iguals.

Per tant, en el primer cas h és una perspectivitat i en el segon cas és composicié
de dues perspectivitats.

Si les rectes r i v’ coincideixen, prenem una recta auxiliar 7" i una pers-
pectivitat auxiliar f : " — r. Llavors h o f és composicié de com a molt dues
perspectivitats i per tant, component amb hA~!, f és composicié de, com a molt,
tres perspectivitats.

Si 7 ir’ no sén coplanaries, projectem una d’elles sobre un pla que contingui
I’altra de manera que la projeccié no coincideixi amb 'anterior. Aquesta pers-
pectivitat més les dues que com a molt ens calen en el pla considerat déna el
resultat. I

Aquest resultat permet donar una nova demostracié del teorema de Desargues.

Corol-lari 5.4.2 Teorema de Desargues.

Demostracié. Siguin A, B, C'i A’, B’, C' dos triangles en perspectiva des de O.
Volem veure que els punts P = AB-A'B’, Q = BC - B'C', R = AC - A/C’ estan
alineats. Denotem per a, b, ¢ les rectes OA, OB i OC respectivament.

R

Sigui 71 : a — b la perspectiva des de P i sigui ms : b — ¢ la perspectiva
des de Q.

Llavors my o m; : a — ¢ és, tal com hem vist en el Cas I de 5.4.1, una
perspectivitat des de R, ja que myom(A) = Cimom(A") =C". Si M = PQ-a,
la recta mg o w1 (M), M és la recta PQ i per tant P(Q) passa per R, com voliem. I
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Teorema 5.4.3

Teorema 5.4.4

Corol-lari 5.4.5

Sigui h : v — 1’ una projectivitat tal que Q = r - v’ és fix. Llavors els punts
d’interseccié de les rectes XY’ i X'Y, en variar X, Y en r, estan alineats i
aquesta recta passa per Q. (X' = h(X),Y' = h(Y)).

Demostracid. Prenem un tercer punt Z € r i la seva imatge Z’ € 1.

Com que estem en el Cas I del teorema 5.4.1, podem aplicar Desargues als
triangles AXY'Z i AX'YZ' i ja tenim directament Q, XY’ - X'Y,YZ' -Y'Z
alineats.

Sipensem ara que X, Y estan fixats i fem variar Z, queda clar que el punt Y Z’-
Y'Z va variant, perd sempre sobre la mateixa recta Q, XY’ - X'Y. g

Sigui h : v — 7' una projectivitat tal que Q = r -1’ no és fir. Llavors els punts
d’interseccié de les rectes XY' 1 X'Y, en variar X, Y en r, estan alineats sobre
la recta MN amb M = h=%(Q) i N = h(Q) (I’eix d’homografia).

Demostracid. Estem en la situacié del Cas II del teorema 5.4.1. Amb la mateixa
notaci6 que alla, tenim h = w9 o7y i, per definicid, m1(X) € M N per a tot X € r.
Perd també 71 (X) esta alineat amb A’X i amb AX’. Per tant AX'-A’X € MN
per tot X € r. 1

Aquest resultat permet donar una nova demostracié del teorema de Pappus.
Teorema de Pappus.
Demostracid. Sabem, pel teorema 2.5.3, que donats A, B,C € ri A',B’",C’ € 1’
existeix sempre una projectivitat que porta la primera terna sobre la segona. L’eix

d’homografia és la recta AB’- A’B, AC"- A'C, la qual cosa demostra directament
el teorema de Pappus. 1

5.5 Recta projectiva

Sigui (P, P1; P;) una referéncia projectiva a la recta projectiva P(E). Re-
cordem que aixd vol dir que hem fixat una base e, e; de E tal que Py = p(ep),
P, = p(e1), P, = p(ep+e1). Dir llavors que X € P(E) té coordenades homogenies
[z, y] vol dir que X = p(xzey + yeq).
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Definici6 5.5.1

Si y # 0 podem escriure

X
X:P<—€0+€1>,
Y

X
(P, P, P2, X) = "

de manera que la raé doble

x .
Diem que — és la coordenada projectiva de X. Concretament

Direm que un punt X € P(FE) té coordenada projectiva t respecte a la referéncia
projectiva (Py, P1; Py) si X = p(teg + e1). Direm que Py = p(ep) té coordenada
projectiva 00.

Per tant la coordenada projectiva d’un punt és la rad doble del punt respecte
a la referencia considerada.

Equacio de les projectivitats en coordenades projectives

Sigui f : P(E) — P(E) la projectivitat induida per l’aplicacié lineal
f: E — E, que té per matriu en 'anterior base eq, e1,

b
f= <Z d>, ad — be # 0.
El punt de coordenades homogenies [x,y] va a parar per f al punt de coorde-

nades homogenies [2/,3'] amb

¥ =ar+by

y = cx + dy.
Conseqiientment el punt de coordenada projectiva t = T vaa parar al punt de

Yy

coordenada projectiva

¥ ax+by at+b
Y cx+dy ct+d

Com que
J(Po) = plf(e0) = placo + cer) = p (Teo +ea)

a
el punt Py va a parar al punt de coordenada projectiva —. Aix0 correspon for-

malment a posar t = co a 'expressié de t/, d’acord amb el conveni de dir que P
té coordenada projectiva co.

Observem també que el punt de coordenades homogenies [—%, 1] va a parar
al punt [a (—%) + b, O] , que és justament el punt Fy. Aix0 correspon formalment
fa(=2) + 8]

0

a posar t' = = 00, que és la coordenada projectiva de Fj.
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Proposicié
5.5.2

Resumint doncs tenim que f en coordenades és

f:P(E) — P(E

~—

—

~
3
I
Qe
3
FIE
Ul

t
© — t'=

80|Q

— 1 = o0,

que, amb els convenis de calcul amb 'infinit, escriurem tan sols com

v at +b
ot +d’

En particular, 'equacié dels punts fixos (' = ¢) es redueix a l'equacié de
segon grau

ct’> +(d—a)t—b=0,
que permet classificar les projectivitats en hiperboliques, paraboliques o el-lip-

tiques segons que aquesta equacié tingui dues arrels, una o cap (cosa que dependra
del cos k que estiguem considerant).

Siguin A, B, C, D quatre punts diferents de la recta projectiva P(E), amb coorde-
nades projectives, respecte a una base donada, a, b, ¢, d respectivament. Llavors

c—a d—a

c—b d—b

(A,B,C,D) =

Demostracio. Sigui (Py, P1; P3) la referéncia projectiva considerada. Recordem
que les coordenades projectives d’aquests tres punts sén respectivament oo, 0, 1.
Sabem que existeix una projectivitat h : P(E) — P(FE) tal que

h(A) =Py, h(B)=PF;, h(C)=P,.
Si h en coordenades és

t,_at—i—ﬁ
oyt +6

les anteriors igualtats es llegeixen ara com

aa+ 3 ab+ ac+
00 = , 0= , 1= .
ya + 6 Yo+ 6 vye+ 6

D’aqui deduim
0 N é c—a _@
a b’ c—b &b’

que substituint a 5.1 ens déna

, c—a t—2b

c—b t—a

Tenim doncs

(A7B7C7D) = (h(A)vh(B)vh(C)vh(D)) = (P07P17P27h(D))7
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Exercici 5.5.3

pero aquesta rad doble és la coordenada projectiva de h(D); per tant

c—a d-—29b c—a d—a
(4B, CD) = T = d b

com voliem. [

En particular, la condicié perque punts de coordenades projectives a, b, ¢, d
formin quaterna harmonica es tradueix en

(a+b)c —2ab
d=-—"-27———.
2c— (a+)
Observem, per altra banda, que si els punts A, B, C, D tenen coordenades
homogenies [z;,y;], i = 1,...,4 respectivament, llavors
a:ﬂ, b:ﬁ, c:ﬁ, d:%,
Y1 Y2 Y3 Ya

i per tant, substituint a ’anterior ’expressid, tenim

Tr1 X3| |2 X4
(A, B,C, D) = Yr Y3l Y2 Y4 .

T2 X3| |1 X4

Y2 Y3| |Yr Y4

Justifiqueu que quan treballem en coordenades projectives

00
— =1
00
Solucid. Suposem que fixada la referéncia (P, Py; P) volem calcular la raé doble
(A,B,C, Py) on A, B, C sén punts de coordenades projectives a, b, ¢ respectiva-
ment.
Si apliquéssim la férmula anterior obtindriem

c—a o0 —a

A B Py = : .
(4,B,C, R) c—b oco—0b

Per evitar el problema amb 1’co calcularem directament aquesta raé doble i ob-
tindrem

c—a
(A,B,C,Po) = m’
que és també el resultat que s’obté posant
00— a
=1
00— b

a Panterior expressié. Aixo justificara la norma de calcul.
Per calcular la raé doble posem

A =plaeg+e1), B=plbeg+er), C=plceg+er).
Busquem «, 3 tals que

alaeg +e1) + B(beg + e1) = cep + 1.
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Resolem i trobem
b—c B_c—a
Cb—a’

Llavors
Py = p(eg) = p(ra(aey + e1) + B(beg + e1)),

on 7 és la raé buscada. Com 7o + 8 = 0 tenim

B é_c—a
T= a c¢c—b

com voliem. [

De fet es compleixen les segiients regles formals de calcul

1 1
— =0, —=o00, ocota=o00, b-oo=o00 ©0-00=00,
o0 0

mentre que co — oo, 0 - 0o sén expressions que queden indeterminades.

Per acabar explicitarem les 4! = 24 raons dobles de quatre punts, ja que és
atil tenir-les a ma:

p = (A,B,C,D) = (B,A,D,C) = (C,D,A,B) = (D,C,B,A)
; = (ABDC) = (BACD) = (D,C,AB) = (C,D,B,A)
1-p = (AC,B,D) = (C,A,D,B) = (B,D,A,C) = (D,B,C,A)
L2 = (A4,D,B,C) = (D,A,C,B) = (B,C,A,D) = (C,B,D,A)
= = (ACDB) = (CABD) = (D,B,AC) = (B,D,C,A)
p—fl (A,D,C,B) (D,A,B,C) (C,B,A,D) (B,C,D,A)

5.6 Involucions
De manera general, una involucié és una aplicacié que en aplicar-la dos cops
dona la identitat. A nosaltres només ens interessa ara la recta projectiva, i tenim
doncs:

Definicié 5.6.1 Una involucié és una projectivitat f : P(E) — P(E) de la recta projectiva,
f#1d, tal que f o f =1d.

Observem que si en un sistema de coordenades projectives la involucié f esta
donada per

, _at+b
T dtd
llavors a = —d ja que oo —— % i ¢ —— o0; per tant ¢ i —%l van a parar a oo, i,
com que f és bijectiva, a = —d.
Si a ’equacié
, _at+b
Cct—a
intercanviem ¢ per ¢/, obtenim
_at’' b
ct' —a’

que és precisament el valor que s’obté si aillem ¢ a la primera equacié. Es a dir,
que en les equacions de les involucions podem intercanviar els papers de t i t/
sense que l'equacié canvii.
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Teorema 5.6.2

Corol-lari 5.6.3

Teorema 5.6.4

Son equivalents
1. f és involucio.
2. f prové d’una aplicacid lineal de traca zero.

3. Existeiz un punt P de la recta projectiva tal que P # f(P) i f*(P) =
Demostracio.

1=2. Es clar, ja que la traca és a + d.
2 = 1. Ja que si a = —d, 'equacié és
ctt! +d(t+t)—-b=0

i es veu directament que ¢ i ¢ es poden intercanviar, és a dir t = f(¢') i
t' = f(t) amb la mateixa f; per tant t = f2(t) i f és involucié.

1= 3. Obvi.

3= 1. Prenem P com a coi f(P) com a 0 i qualsevol altre com a punt unitat.
Mirem D’expressié de f en aquesta base.

f(0) = f3(P) = P =o0; per tant d = 0;
f(o0) = f(P) =0; per tant a = 0;

i equacié de f és

és a dir tt' = g, relacié simetrica respecte a t, t' i per tant involucio. I

Tota involucic queda determinada pel seu valor sobre dos punts mo fixos i no
corresponents.

Demostracié. Siguin P, @ punts diferents tals que P # f(P), Q # f(Q) i

f(P) # Q. Llavors f porta la terna P, f(P),Q sobre f(P),P, f(Q) i per tant
queda determinada. i

Sigui f una projectivitat de la recta projectiva amb dos punts fizos P, Q. Llavors

(P,Q.X. f(x)) =

on A, p son els valors propis de Uaplicacio lineal f que ha induit f.
En particular aquesta rad doble és constant (no depén de X ) i aquesta constant
és —1 si i només si f €s involucio.
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5.7 Exercicis

5.7.1

5.7.2

Demostracié. Prenem P = p(eg), Q@ = p(e1), X = p(eg + 1) i calculem f(X).

F(X) = f(pleo + 1)) = p(f(eo + 1)) = p(Aeo + per)
ja que dir que P i @) s6n fixos equival a dir que eg i e; sén vectors propis. Aixi,

F(X) =p (%0 ; ) i (P,Q. X, F(X)) = g

com voliem.
Finalment, com que la traca de f és A+pu, f ésinvolucié siinoméssi A = —pu. 1

Observem que una projectivitat amb dos punts fixos Py, P, té equacid, en
qualsevol referencia Py, Pp; Ps,
t' =kt

ja que Py i P; tenen coordenades respectives oo i 0, que en imposar que sén fixos

a l'equacié general
, at+b

T d+d

ens déna c=0b=0.

Si a més és involucid, tenim ' = —t.

Si només té un punt fix Py, en qualsevol referencia Py, Pi; Py, 'equaci6 és
t' = at + b ja que ara tan sols podem afirmar que ¢ = 0.

Les projectivitats de la recta, i en particular les involucions, es diuen hi-
perboliques, paraboliques o el-liptiques segons si tenen dos punts fixos, un o cap.

Si la raé doble (A, B,C, D) = k, calculeu (B, A,C, D), (A,C, B, D).

Teoremes de Menelao i Ceva.

a) (Teorema de Ceva, G. (1647-1736)).  Sigui AO10205 un triangle, A; un
punt sobre el costat 0203, As un punt sobre el costat 0103 i Az un sobre
010,. Considerem un punt I qualsevol que no estigui en cap dels costats i
designem per I la intersecci6 de la recta 101 amb el costat O20s3; de forma
analoga introduim I, I5.

Demostreu que les rectes O; A; sén concurrents si i només si es compleix

(02,03,11,A1)(03,01,15,A2)(01,02,I3, A3) = 1

b) (Teorema de Menelao (100 d.c.)). Amb les dades de a) proveu que una con-
dicié necessaria i suficient perque els punts A; estiguin alineats és que:

(02’ 03’11’ Al)(03’ OI,IQ,AQ)(Ola 025 I3,A3) =-1

¢) Deduiu, d’aquests dos teoremes, els teoremes de Ceva i Menelao afins classics.
En el primer cas convé pensar I com el baricentre, i en el segon que la recta
A1A9A3 és la recta de linfinit.
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5.7.3

5.7.4

5.7.5

5.7.6

5.7.7

c) Doneu els enunciats duals de a) i b).

Siguin r i r’ dues rectes diferents de RP?.

a) Demostreu que una projectivitat o entre r i ' és una perspectivitat si i només
si el punt d’interseccié O entre les dues rectes té per imatge ell mateix.

b) Siguin Ay, Ay i Az punts diferents de r, designem per By, By i B3 les seves
imatges per una perspectivitat 0. Demostreu que P = (A1 B3) N (A2By),
Q = (A2B3) N (A3B2) 1 O estan alineats. (Desargues).

c) Demostreu que existeix una recta e que passa per O i compleix que, per a
cada parell de punts U,V de r tenim (Uc(V)) N (Vo (U)) € e. (Utilitzeu el
resultat anterior.)

Considereu una projectivitat f, no perspectivitat, entre dues rectes r i r’. Sigui
O =rnr"ielarecta f~1(0)f(0).

a) Demostreu que per a tot parell de punts A, B de r tenim, com abans, (Af(B))N
Bf(A) € e. (Treballeu amb la raé doble (O, f~1(0), A, B).)

b) A partir de tres punts de 7 i de les seves imatges en 1’ construiu I’eix d’ho-
mografia e de la projectivitat f.

¢) Doneu una construccié geometrica (grafica) que permeti calcular la imatge
d’un punt qualsevol de r coneixent les imatges de tres punts donats.

Construiu graficament la imatge d’un punt i d’una recta per una homologia ge-
neral si coneixeu

a) Un parell de punts homolegs diferents, és a dir, un punt no fix i la seva imatge.

b) Un parell de rectes homologues diferents.

Construiu graficament la imatge d’un punt i d’una recta per una homologia es-
pecial si coneixeu

a) Un parell de punts homolegs.

b) Un parell de rectes homologues.

Sigui h una homologia d’eix e i centre O.
a) Si h? = id, doneu una construcci6 de la imatge d’un punt arbitrari X.

b) Si l'eix té equacié = 0 i el centre té coordenades [1,0,0], doneu la matriu
de h (en el cas involutiu).
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5.7.8

5.7.9

5.7.10

5.7.11

5.7.12

5.7.13

Demostreu que si la composicié de dues homologies generals del mateix centre i
raons respectives « i 4 és una homologia especial, llavors - 3 =1

a) Sigui ABCD un quadrilater en el pla projectiu. Siguin P, @, R, S punts
situats a AB, BC, CD, DA respectivament de manera que PQ i SR es
tallen en AC. Demostreu que PS i QR es tallen en BD.

b) Doneu enunciat dual.

a) Siguin AABC, ANA’B'C" i AA”"B"C" tres triangles amb un centre de perspec-
tiva comi. Demostreu que els eixos de perspectiva dels parells de triangles
sén concurrents.

b) Doneu enunciat dual.

(Es diu que dos triangles estan en perspectiva des d’un eix e, si els tres parells
de costats corresponents es tallen a e).

Donats els punts A, B, C, D, trobeu (A,B,C,D), (B,C,D,A), (D,B,C,A) en

els casos seglients:
a) A=[1,1], B=[i,1], C = [—i,i], D =[1 —i,1 +1] en CP%;
b) A=11,0,1, B=1[1,2,1], C =[1,3,1], D = [1,—1,1] en RP%

c) A=[1,2,4], B=15,0,4], C =[3,1,4], D = [2,—1,0] en RP2

Donades les rectes a,b,c,d, trobeu (a,b,c,d), (a,d,b,c), (d,c,b,a) en els casos
segiients:

a)a:x; —2xo+x3=0,b:—x0+23=0,c:21 —23=0,d: 21 — 29 =0

b) a:x9=0,b:21 —29=0,c:3x1 —22=0,d:5x; —x9=0.

Donats els punts A, B, C, (respectivament les rectes a, b, c) trobeu el punt (res-
pectivament la recta) que compleixi la condicié donada:

a) A=11,-1,2], B=[-2,0,1], C =[-1,-1,3], (A,B,C,D) = —1;

b) a=(2,1,1), b= (0,1,3), ¢ = (1,0,—1), (a,b,c,d) = 1/3.
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5.7.14

5.7.15

5.7.16

5.7.17

Siguin A, B,C' els vertexs d’un triangle del pla projectiu, P un punt que no
és sobre cap costat i r una recta que no passa per cap vertex ni per P. Si
AT =rNAP, B =rNBP,Ci =rNCP,1i A, =rNBC, B =rnAC i
Cs = r N AB, proveu que

(A1, A2, B1,Ch) = (A1, A, Cq, By).

a) Sigui AABC un triangle del pla projectiu i D un punt que no pertany a
cap dels costats del triangle. Demostreu que les rectes a/, v, ¢/, que pro-
jecten D des dels veértexs, formen amb una recta r» per D una rad doble
(a',b,c,r) que coincideix amb la raé doble (A, B’,C’, D), on A’, B', C'
soén les interseccions de r amb els costats del triangle.

b) Donades tres rectes a, b i ¢ no concurrents i D un punt qualsevol que no esta
sobre elles, construiu una recta per D que talli les anteriors en punts A,
B’, C' tals que la ra6 doble (A’, B’,C’, D) pren un valor prefixat.

a) Donats punts A, B, C' alineats, usant unicament un regle trobeu el punt con-
jugat harmonic a C respecte a A i B.

b) En el pla aff donades dues rectes paralleles [, I’ i un segment AB sobre [,
usant Unicament un regle, trobeu el punt mitja de AB.

c) En el pla aff donades dues rectes paralleles [, I’ i un segment AB sobre [,
usant unicament un regle, trobeu el punt C tal que B és el punt mitja de

AC.

a) En el pla afi, donats un trapezi ABCD amb AB|CD i P = CB N AD,
Q = ACNBD, X = ABNPQ,Y = CDNPQ, R = AYNBD, S = PRACD,
T = PRN AB, proveu que AB = 3AT.

b) En el pla afi, donats un trapezi ABCD amb AB||CD i P = CB N AD,
X € AB, tal que AB = nAX,Y = CDNPX, R = AYNBD, T = PRNAB,
S =PRNCD, proveu que AB = (n+ 1)AT.

¢) En el pla aff, donades dues rectes paral-leles [, I’ i un segment AB sobre [,
usant Unicament un regle, dividiu AB entre 3,4,5,...
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5.7.18

5.7.19

5.7.20

5.7.21

5.7.22

Sigui AABC un triangle del pla projectiu i sigui P un punt que no pertany al
triangle. Considerem les projeccions de P des de cada vertex sobre el costat opo-
sat i, per a cada projeccid, el quart harmonic respecte als vertexs d’aquell costat.
Demostreu que els tres punts aixi obtinguts estan alineats (sobre I’anomenada
polar harmonica de P).

a) Donades tres rectes concurrents a, b, ¢, trobeu la recta d conjugada harmonica
a c respecte a a, b.

b) En el pla euclidia, siguin a,b dues rectes que es tallen en un punt S i sigui
¢ la bisectriu de ’angle format per a i b. Proveu que una recta d concur-
rent a S és conjugada harmonica de ¢ respecte a,b si i només si d i ¢ sén
perpendiculars.

c) En el pla euclidia donades tres rectes concurrents a,b,c, tals que a i ¢ sén
perpendiculars, usant només un regle, dobleu I’angle format per a i b.

a) Si h és una homologia de centre O i eix e (O ¢ e), demostreu que hi ha
una constant k tal que per a qualsevol P € RP?\ {e}, si O' = OPnNe i
P’ = h(P), llavors

1
(0,0/,P,P/) = E
(es diu que k és la ra6 de ’homologia h).

b) Estudieu la restriccié de f a RP?\ e i RP?\ r, on r és una recta invariant del
feix de rectes per O.

c) Demostreu que la projectivitat

r =z
= x+y+3z

zZ = —x-—2z

és una homologia. Determineu-ne el centre, I’eix i la raé.

Suposem donada una projectivitat entre les rectes a i @’ per tres parells de punts
corresponents A i A’, Bi B’, C'i C'. Usant tinicament un regle trobeu la imatge
D’ d'un punt D.

Sigui f la projectivitat de la recta [ sobre la recta I’ determinada per tres parells
de punts corresponents: A = [1,-1,2] - A" =[2,-1,-1], B=10,1,2] — B’ =
[0,1,0], C =[1,0,4] — C' =[2,1,—1].
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5.7.23

5.7.24

5.7.25

5.7.26

a) Proveu que el punt D = [2,—1, 6] esta alineat amb els punts A, B, C' i trobeu
la imatge de D.

b) Proveu que el punt U = [4,—1,—2] esta alineat amb els punts A, B, C’ i
trobeu la imatge reciproca de U’.

Donades dues rectes diferents, r, s, del pla projectiu complex, una projectivitat
f:7r — siun punt P que no pertany a cap de les rectes, demostreu que existeix
almenys una recta per P que talla r i s en punts corresponents per f.

a) Dues rectes [ i 1’ es tallen en el punt P. Siguin A, B,C tres punts de [, i
Q, R, S tres punts de I’ tals que (P, Q, R, S) = (P, A, B,C). Demostreu que
QA, RB, SC sén concurrents.

b) Donades dues rectes [ i I’, i un punt O fora d’elles, siguin A, B dos punts
alineats amb O. Una recta m que passa per O talla d en P i d en Q.
Trobeu el lloc geometric dels punts AP N BQ amb m variable.

c) Discutiu la situacié dual de b).

d) Suposem donades dues rectes p i ¢ que es tallen en un punt O, i suposem
també donat un punt A fora d’aquestes. Siguin [,1’ dues rectes del feix A*
simetriques respecte a OA, P =pNli, Q = ¢NI’. Demostreu que PQ passa
per un punt fix (1,1’ variables).

a) Donada la projectivitat de la recta projectiva real 2zz’ — z 4+ 32’ — 1 = 0,
trobeu els punts homolegs (punts imatge) de 3, 0, —1, 2, classifiqueu-la i
determineu-ne el comportament a l'infinit.

b) Classifiqueu la familia de projectivitats reals:

' + 2+ Nz +2'—4=0.

c) Classifiqueu les projectivitats:

2’ +1=0; 22’ —42+22 -3=0; x2' —x—-2"-3=0

segons si es consideren reals o complexes.

Les involucions segiients estan definides per dos parelles de punts homolegs.
Classifiqueu-les sense emprar equacions:

a) A=[1,1] < A =[5,-3], B=[1,00 < B =[2,-1];
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5.7.27

5.7.28

5.7.29

5.7.30

5.7.31

5.7.32

5.7.33

b) A=[1,00 = A’ =[1,-1], B=[0,1] = B = [2,1];
c) A=[1,1] = A'=[0,1], B=[1,-1] = B' = [2,3];

d) A=[1,2] = A =[3,-1], B=[1,-1] < B = [0,1].

Demostreu que tot element de PGL(1, k) es pot escriure com composicié d’invo-
lucions.

Indicacio: Proveu que tota matriu invertible 2 x 2 es producte de matrius de
traga zero.

Una projectivitat de la recta projectiva esta definida per les imatges A’, B/, C’ de
tres punts A, B, C. Construiu graficament la imatge d’un punt D.

La projectivitat f esta definida per un punt fix U i les imatges A’, B’ de dos
punts A, B. Construiu el segon punt fix (si existeix).

a) Una involucié amb punts fixos P, @ intercanvia A,C' i també B, D. Proveu
que existeix una involucié que transforma P, A, C en @, B, D i que existeix
una involucié que transforma P, A, B en Q,D,C.

b) Siguin A, B, C punts d’'una recta d, i A’, B',C’ punts de la mateixa recta que
compleixen les equacions (A’,A,B,C) = (B',B,C,A) = (C',C,A,B) =
—1. Proveu que la projectivitat f donada per f(A) = A’, f(B) = B/,
f(C) = C" és una involucié el liptica.

Proveu que dues involucions de CP! sempre tenen un parell involutiu comi. Si f
i g sén dues involucions de RP!, f el-liptica i g hiperbolica, demostreu que f o g
té dos punts fixos reals i deduiu que f i g tenen un parell involutiu comnui.

Estudieu les projectivitats de la recta projectiva real RP! que deixen invariants
tres punts A, B, C, potser intercanviant-los. En la referéncia (A, B; C') doneu les
equacions de les projectivitats obtingudes.

Doneu una expressié de la projectivitat de la recta projectiva real o complexa que
envia els punts —1,0, 1 als punts oo, —2, —3/2 respectivament. Classifiqueu-la a
RiaC.
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5.7.34

5.7.35

5.7.36

5.7.37

5.7.38

5.7.39

5.7.40

5.7.41

5.7.42

Donats dos punts fixos d’una involucié de la recta projectiva real, doneu una
construccié de la imatge d’un punt arbitrari X.

Donats dos punts A, B de la recta projectiva, proveu que existeix una tunica
involucié h tal que h(A) = A i h(B) = B.

Donades dues rectes paral-leles en el pla aff real i un segment sobre una d’elles,
doneu una construccié del punt mitja del segment.

Suposem que tenim una aplicacié entre les rectes projectives

riy—3r—2z=0

s:y=20
que conserva la ra6 doble. Si els punts [0,2,1],[1,5,1],[1,3,0] de r van a parar
respectivament sobre els punts [6,0, 1], [10,0, 1], [1,0, 0] de s, trobeu una férmula
que ens doni les coordenades de la imatge sobre la segona recta d’un punt generic
[x,y, z] de la primera.

Demostreu que dues diagonals d’un quadrilater (quatre rectes i els sis veértexs
corresponents) determinen sobre la tercera dos punts que separen harmonicament
els vertexs del quadrilater que sén sobre aquesta tercera diagonal.

Donats dos parells de punts sobre una recta, p,p’ i q, ¢ tals que

(p.p'.q,4") >0,

demostreu que hi ha un tnic parell de punts r, 7’ que separa harmonicament cada
un dels parells anteriors, és a dir tal que

(p,pl,T', TI) = (q7q/7r7 74/) =—L

Demostreu que si una projectivitat de la recta projectiva és hiperbolica i té un
parell de punts corresponents conjugats harmonics amb els punts fixos, llavors la
projectivitat és una involucio.

Si d’una involucié f de la recta projectiva coneixeu un dels seus punts fixos P
i un parell de punts corresponents, és a dir un punt A i la seva imatge f(A),
construiu utilitzant un regle la imatge d’un punt arbitrari C.

[Teorema de Poncelet] Siguin 7 i 7’ dos plans diferents de I’espai projectiu kP3.
Demostreu que tota projectivitat f : 1 — 7’ es pot obtenir com a composicié de
menys de cinc perspectivitats (menys de sis si s’Tadmet que 7 i 7’ poden coincidir).
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6. Quadriques

Veurem que les seccions coniques es poden interpretar com zeros de polinomis
de segon grau. Via el procés d’homogeneitzacid, aquestes coniques (quadriques
si la dimensi6 és més gran) corresponen en el projectiu als zeros dels polinomis
homogenis de segon grau. Aquests polinomis es poden identificar a les aplicaci-
ons bilineals simetriques dels espais vectorials, i utilitzarem la classificacié que
d’aquestes aplicacions es fa a algebra per classificar les quadriques. Tot el que
necessitem d’algebra esta demostrat aqui o a I'apendix.

Per a un cos arbitrari el problema de classificacié es molt dificil ja que depen
de laritmetica del cos. Aqui només farem els casos k = R, k = C o k finit.

Acabarem el capitol parlant de plans tangents a quadriques i interpretant la
quadrica dual com la quadrica tal que els seus punts sén els hiperplans tangents.
En passar al dual cada punt d’una quadrica es transforma en el pla tangent a la
quadrica en aquell punt.

6.1 Introduccié. L’el-lipse

Quan tallem un con de R3 per un pla que no passa pel veértex, obtenim una
corba anomenada conica que, segons la posicié relativa del pla respecte al con, és
una el-lipse, una parabola o una hiperbola.

Estudiem el cas de 'el-lipse, que apareix en tallar el con per un pla que forma
amb l’eix del con un angle superior al que forma la generatriu amb [’eix.
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Un cop tallat el con amb el pla, inscrivim dins del con dues esferes tangents
interiors al con i tangents al pla en els punts F; i F5 respectivament. Sigui A
un punt de la interseccié. La generatriu per A és tangent a les dues esferes en
punts respectius M, N. Com que el punt A és exterior a les dues esferes, tenim
AFy = AM i AF5 = AN, ja que les tangents a una esfera des d’'un punt exterior
son iguals.

En particular, AFy + AF, = AM + AN = MN, perdo M N és constant, és a
dir no depeén del punt A elegit a la intersecci6 del con i el pla, ja que els equadors
de les dues esferes sén paral-lels.

Tenim doncs dues descripcions d’una el-lipse, com a seccié d’un con o com a
lloc geometric dels punts del pla tals que la seva suma de distancies a dos punts
donats és constant.

També es pot descriure com el lloc geometric dels punts del pla tals que el
quocient de distancies a un punt i a una recta donats és una constant més petita
que 1. Consulteu el problema 7.8.34 o qualsevol tractat classic.

Per altra banda, si recordem que un con té equacié z2 + y? = 22

, és clar que
en tallar amb un pla, que té equacié lineal, obtindrem una equacié quadratica.
Concretament, si posem l'origen de coordenades del pla amb el qual hem tallat
el con en el punt mitja del segment F} F5 i considerem la recta Fy F com l'eix de
les z, tenim

Fl = (C7 0)7 F2 = (_c7 0)7 A = (1’, y)'
Si posem M N = 2a, tenim

d(A, ) +d(AF) =+ —c)2+y2+(z+¢)? +y2 = 2a

Passant una de les arrels a I’altre costat de la igualtat i elevant al quadrat obtenim

a® 4+ zc=a/(z + )2 + 12,

que tornant a elevar al quadrat i posant b% = a? — ¢? ens déna
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que es coneix per equacié canonica de I’el-lipse.

Tot aix0 ens indica que estudiar seccions coniques sera, des del punt de vista
algebraic, estudiar polinomis de segon grau. De fet, el llenguatge projectiu ens
permetra restringir-nos als polinomis homogenis de segon grau, que es coneixen
per formes quadratiques, i seran un cas particular de les formes bilineals.

6.2 Recordatori d’algebra: classificacié de les aplicacions bilineals simetriques

Definici6 6.2.1

Repassem breument alguns resultats que necessitarem i que podeu trobar a
I'apéndix 11.5 o amb més detall a [11].

A partir d’ara el cos k, a més de ser commutatiu, el suposarem de carac-
teristica diferent de 2. Ho fem per evitar problemes en algun moment en que
haurem de dividir per 2, especialment quan fem la identificacié de les aplicacions
bilineals simetriques amb les formes quadratiques.

Comencem recordant la definici6 i el teorema de diagonalitzacié d’aplicacions
bilineals simetriques.

Una aplicacid bilineal ¢ sobre E és una aplicacio
p:ExE—k

tal que, per a tot u,v,w € E i per a tot A € k, es compleix

Matriu associada a

una aplicacié
bilineal

Sigui B = (e1,...,e,) una base de E. Associem a cada aplicacié bilineal ¢
sobre E una matriu ® € M, (k) de la manera segiient:

(I) = (aij), amb aij = gb(ei, ej).

Coneixer ¢ és equivalent a coneixer ®. En efecte, siguin

n n
u = E Ui€q, v = E vjej.
i=1 j=1
Llavors

o(u,v) = Z Zuivjqﬁ(ei, ej) = Z Zuiaijvj

i=1 j=1 i=1 j=1
= u'®o, (6.1)

on u i v de la darrera igualtat denoten les matrius columna formades respectiva-
ment per les components dels vectors u i v respecte de la base B.
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Canvi de base

La matriu ® es diu matriu de ¢ respecte de la base B i la denotarem per
M(p,B), és a dir, ® = M(¢, B).

Siguin By = (e1,...,e,) i Ba = (uq,...,uy,) dues bases de E. Quina relacié
hi ha entre les matrius ®; = M(¢,B1) 1 2 = M(¢p,B2)?
Per la definicié d’aquestes matrius, tenim que

(®2)ij = d(ui, u;) = dlakier, arjer) = agiar;d(er, e,) = (M ®1M);5,

on M = M(Ba, By) és la matriu del canvi de base. Els indexos k, r estan sumant
de 1 an.
Es a dir, es compleix que

by = MO M

que és la formula del canvi de base per a formes bilineals.
La pregunta ara és si donada ®; existeix M invertible tal que M!®{M sigui
una matriu diagonal.

6.2.1 Diagonalitzacié

Teorema 6.2.2

Si ¢ €s una aplicacid bilineal simétrica sobre un k-espai vectorial E, existeix una
base de E respecte de la qual la matriu de ¢ és una matriu diagonal.

Demostracio. La demostracio esta implicita en el seglient metode que ara expli-
carem, que és una adaptacié del metode de Gauss K.F. (1777-1855) per a resoldre
sistemes d’equacions lineals triangulant, i que ens déna al mateix temps la nova
base en la qual 'aplicacié bilineal simétrica diagonalitza.

Meétode per a trobar la base en qué una aplicacié bilineal simétrica
diagonalitza

Per diagonalitzar una aplicacié bilineal simetrica seguirem els passos segiients:

a) Escriurem la matriu de ¢ en una certa base B = (eq,...,¢e,), A= M(¢p,B), i,
sota seu, la matriu identitat.

b) Diagonalitzarem A pel metode de Gauss amb la precaucié que tota opera-
ci6 que afecti files s’ha de repetir igual afectant columnes (per exemple, si
substituim la fila 2 per la suma de les files 1 i 2, també hem de substituir la
columna 2 per la suma de les columnes 1 i 2). La matriu identitat afegida
queda afectada també per aquests canvis.

c) La base en la qual ¢ diagonalitza esta formada per les columnes que apareixen,
un cop A ha diagonalitzat, on era la matriu identitat. Més precisament, ca-
dascuna d’aquestes columnes esta formada per les components dels vectors
de la nova base respecte la inicial.
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El meétode és facil de justificar, ja que canviar primerament la fila ¢, Fj;, per
F; + A\Fj, i a continuacié la columna i, C;, per C; + AC}, correspon a fer el canvi
de base

e = ek k#1i
e = e; + Aej.

En efecte, la fila i-eéssima de la matriu de ¢ en aquesta nova base té compo-
nent k-esima

dle,e) = oleien) +Ad(ej er), k#i (6.2)
plej,e)) = dlei ) +2Md(ei e5) + Nolej, ;).

Recordem que, per simetria, aquestes sén també les components k-essimes de la

columna C};. Els termes de la matriu de ¢ en la base inicial, que no pertanyen ni

a la fila F; ni a la columna C; no queden afectats per aquest canvi de base.
D’altra banda, quan fem la transformacié

F/ = F, + \F},
obtenim una nova fila que té component k-essima

o(ei, er) + Ao(ejer), k=1,...,n,

expressions que, per a k # i, coincideixen amb (6.2).

Pero la modificacié que acabem de fer de la fila F; afecta a totes les columnes
de la matriu. Concretament el terme (7,7) de la columna C;, que valia ¢(e;,e;),
ara val ¢(e;, €;) + Ap(ej, €;), i el terme (i, j) de la columna Cj, que valia ¢(e;, e;),
ara val ¢(e;, ej)+Ad(ej, ;). Per tant, quan a continuacié del canvi F] = F;+\Fj,
realitzem la transformacié

CZ{ =C;+ )\Cj,

obtenim que aquesta nova columna C! té component k-éssima

¢(€k, 62‘) + )\qﬁ(ek, ej), k 7& 7 (6.4)
o(ei, ei) + Ap(ej, e;) + A o(ei, e5) + Ad(ej, e5)). (6.5)

Expressions que coincideixen respectivament amb (6.2) i (6.3), i per tant, el
metode queda justificat.

Veiem ara que els canvis realitzats es “guarden” bé a la matriu identitat que
hem situat a sota de la matriu inicial.

El canvi de files no afecta aquesta matriu identitat, pero el de columnes si.
Concretament canvia la columna que tenia un 1 al lloc ¢ (corresponent a e;) en
una columna que té un 1 al lloc ¢ i una A al lloc j (corresponent a e; + Aej;). Per
tant les columnes de la matriu identitat aixi transformada sén les components
dels vectors de la nova base respecte B.

Finalment veiem que el metode de Gauss ens porta a la diagonalitzacid, ja
que si a11 és diferent de zero, llavors el canvi

a2 a12

Fy=F- 2R, Cy=C- 20
11 11



100 Materials

Agusti Reventés i Tarrida

ens passa de

ai;p a2
A= ai2
a
aill 0

A= 0

Es a dir, hem obtingut un zero en el lloc 2 de la primera fila i en el lloc 2 de la
primera columna. Aplicant-ho ara a les altres files i columnes, és a dir, fent
ai; a4

! .
—F, C=0C—-—C0, i=2,...,n,
ail

/
ail

obtenim una matriu amb la primera fila i la primera columna formada per zeros,
excepte el terme a11. Continuant ara el procés pivotant sobre el nou terme a1
podem anar reduint la dimensid, i en un nombre finit de passos diagonalitzem.

Si a11 és zero, mirem els altres termes de la diagonal. Si a;; és diferent de
zero, ¢ # 1, permutem la fila 1 amb la fila 4 i la columna 1 amb la columna q.
Correspon al canvi de base €] = e;, ¢, = e; 1 deixar invariants els altres vectors
de la base. D’aquesta manera el nou terme a1; és diferent de zero i som en el cas
anterior.

Si els termes de la diagonal sén zero, pero ag; # 0,7 # 0, la transformacio
F| = Fy + F,,C] = C1 + C;, que correspon al canvi de base ¢| = e + ¢;,
e;- = ej,J # 0, ens proporciona un nou aj; # 0, perque la caracteristica del cos
és diferent de dos, i estem en el cas anterior. [J

Aquest metode és essencialment una manera mecanica d’aplicar ’anomenat
meétode de completacié de quadrats que explicarem més endavant (vegeu 8.1.1 o
11]).

Aquest teorema ens diu que hi ha una base (eq, ..., e,) de E tal que ¢(e;, e;) =
a;;0;; amb a;; elements del cos ki 6;; = 0, excepte quan i = j, en que val 1. Podem
afinar una mica més en funcié del cos on siguem. Per exemple:

k=TR.
Podem fer que els a;; de la diagonal siguin +1 o —1. En efecte, si ¢(e,e) =
+a?, posem ¢ = ée i obtenim ¢(€’,€’) = £1 (si a # 0), de manera que tindrem

1
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El canvi €} = e; (a;; # 0) ens permet posar

vV Gii

ja que tot element no nul té arrel quadrada.
En cossos arbitraris tindrem el problema de saber si els elements tenen ar-
rel quadrada o no. Els cossos finits tenen propietats bones que ens permeten

classificar.
k finit.
Podem posar
a
1 1
0
0

0

amb a no quadrat perfecte (vegeu apendix 11.5 o amb més detalls [11], teorema
9.10.3).

Exercici 6.2.3  Trobeu la base de R? en qué diagonalitza Uaplicacid bilineal simétrica

3 -3 0
p=|-1 0 2
0 2 -2

Solucid. El seglient esquema segueix els passos anteriors

1 1
31 -5 0 3 —3 0
-5 0 2 0 —35 2
0 2 =2 0o 2 =2
—
1 0 0 Fg—i—%Fl 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
3 0 0 3 0 0 3 0 0
0 —75 2 0 —3 2 0 -3 0
0o 2 =2 0 0 46 0 0 46
Y 1 - 1 - 1 )
Coticy I 0 [ m+2ar |1 5 0 | cs+24c |1 5 4
0 1 0 0 1 0 0 1 24
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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que ens diu que la nova base és u; = (1,0,0),us = (%, 1,0),us = (4,24,1), i que
en aquesta base
3
o= -m -
46

6.2.2 Classificacié de les aplicacions bilineals simetriques

Definici6 6.2.4

La relacié d’equivalencia més natural entre aplicacions bilineals és la segiient:
Dues aplicacions bilineals sén equivalents si, en bases possiblement diferents,
tenen la mateixa expressié matricial.

Per escriure aixo de manera comoda és convenient introduir la notacié d’tmat-
ge reciproca. Si f : E — F és un isomorfisme del k-espai vectorial E, definim la
imatge reciproca de ¢ per f, f*¢, per

(f* @) (u,v) = o(fu, fv).
Si pensem matricialment escriurem
d(u,v) = u'dv

on & = M (¢, B) és la matriu de ¢ respecte d’una certa base B = (ep,...,e,) i la
uwila v ala dreta de la darrera igualtat representen les matrius columna formades
per les components dels vectors u i v respecte de la mateixa base B.

Per tant, si M = M(f, B) és la matriu de f en una certa base B = (e, ..., e,),
la matriu ®* = M (f*¢, B) de f*¢ respecte de la mateixa base B és igual a M*®M
ja que

(@%)ij = (f*)(eirej) = (fe:)' Dfe; = (M'PM)j,
ja que la columna i de M, i = 0,...,n, esta formada per les components de f(e;)

respecte de B. Tenim doncs
o* = M'OM.

El problema ara és saber si donades les matrius ® i ®* existeix una matriu
M invertible tal que ®* = M!®M.

Direm que dues aplicacions bilineals simétriques ¢, ¢’ d’un k-espai vectorial E sén
equivalents si i només si existeir un isomorfisme f: E — E tal que f*¢' = ¢.

Es diu també que ¢ i ¢’ sén equivalents modul isomorfisme.
Observem que, si (e, ..., e,) és una base de E, tenim

(f¢')(ei e5) = &' (fei, fej) = dles, e5),

que ens diu que la matriu de ¢ en la base e; és igual a la matriu de ¢ en la
base f(e;), d’acord amb la idea de classificacié abans esmentada.
Observem també que si ¢ és equivalent a ¢, i fixem una base B, llavors existeix
una matriu invertible M tal que M'®' M = ®, amb ® = M (¢, B) i &' = M(¢', B).
Reciprocament, si donades ¢ i ¢’ existeix una matriu invertible M tal que
M'®'M = &, amb & = M(¢,B) i ® = M(¢,B) llavors ¢ i ¢' sén equivalents.
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Teorema 6.2.5
(teorema de
classificacio)

Es suficient definir I'isomorfisme f per la condicié6 M = M(f,B) i ja es compleix

que f*¢' = ¢.

En general, és a dir quan k és un cos arbitrari, és dificil saber si dues aplica-
cions bilineals simétriques son equivalents o no. Depen de 'aritmetica del cos k.
No obstant aix0, en alguns casos és molt senzill, com ara veurem.

A Tapendix 11.5 i amb més detall a [11], capitols 8 i 9, trobareu el segiient
teorema de classificacié:

Siguin ¢ i ¢' aplicaions bilineals simeétriques d’un k-espai vectorial E.

Sik=C, ¢ i¢ son equivalents si i només si tenen el mateix nombre de +1
en la seva expressio diagonal. Esa dir, el rang classifica.

Sik =R, ¢ i ¢ son equivalents si i només si tenen el mateiz nombre de +1 i
—1 en la seva expressio diagonal. Esa dir, el rang i el nombre de +1 classifiquen.

Si k és finit, ¢ 1 ¢ son equivalents si i només si tenen el mateir rang i el
mateix discriminant de la part no singular.

Recordem que el discriminant és el determinant modul quadrats, és a dir que
si el determinant, en el cas finit, és quadrat perfecte estem en el cas

1

i si no ho és, som en el cas

amb a no quadrat perfecte.
La part no singular és qualsevol subespai F' de E tal que £ =rad ELF, on
rad E denota el radical de E i esta definit per

rad B = {v € E;¢(v,w) =0, Vw € E},

i L denota la suma directa de subespais vectorials. Vegeu també la proposicié
8.3.2.

Pero des del punt de vista projectiu no ens interessara exactament la classi-
ficacié anterior, siné la segiient.

6.2.3 Classificacié projectiva

Definici6 6.2.6

Direm que dues aplicacions bilineals simétriques ¢, ¢’ d’un k-espai vectorial E
sdn projectivament equivalents (¢ ~ ¢') si i només si existeix un isomorfisme

f:E — E tal que f*¢' = X\, A € k.
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Es diu que f és una similitud entre ¢ i ¢'. Aixi, quan ¢ i ¢/ sén projectivament
equivalents, es diu també que sén equivalents modul similituds.

Observem també que, en notacié matricial, ¢ és projectivament equivalent a
¢’ si i només si existeix M invertible tal que

MM =\, € k. (6.6)

Com abans, el teorema de classificacié depeén del cos.

6.2.4 Classificacié projectiva en el cas real, £k =R
Observem primerament que, per exemple, les matrius

1 -1
1 i -1
-1 1

no sén equivalents, ja que no tenen el mateix nombre de +1 1 —1, pero si que sén
projectivament equivalents (A = —1).

El que si es conserva és el nombre de parells {+1,—1}. D’aquests parells, és
a dir dels subespais vectorials de dimensié 2 que admeten una base en la qual

10
o=(5 ).

se'n diu plans hiperbolics. Estan caracteritzats per ser subespais vectorials de
dimensi6é 2 no singulars que contenen un vector isotrop. No singular vol dir que
no hi ha cap vector, excepte el zero, ortogonal per ¢ a tots els altres. Un vector
isotrop és un vector u tal que ¢(u,u) = 0.

Del nombre total de plans hiperbolics que apareixen en combinar els pare-
lIs {41, —1} de l'expressi6 diagonal de ¢ se’n diu index. Tenim doncs:

Teorema 6.2.7 Dues aplicacions bilineals simétriques sobre un espai vectorial real son projecti-
vament equivalents si i només si tenen el mateix rang i el mateix index.

El rang és la dimensié del subespai vectorial més gran en que ¢ és no singular i
coincideix per tant amb la suma del nombre de +1 i —1 que apareixen a ’expressio
diagonal de ¢. L’index val i = min{r*,r~ }.

Per exemple, sobre RP3 tenim només els vuit casos

1 1 1 1

1 1 1 1

6.2.5 Classificacié projectiva en el cas complex, k£ = C
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Teorema 6.2.8

En aquest cas els conceptes de congruéncia i similitud sén equivalents, ja
que si ¢ i ¢’ sén projectivament equivalents amb f*¢' = A\¢, llavors F = \%}\ f
compleix F*¢' = ¢, i per tant ¢ i ¢’ sén congruents. Per tant:

Dues aplicacions bilineals simétriques sobre un espai vectorial complex son pro-
jectivament equivalents si i només si tenen el mateix rang.

Per exemple, sobre CP? tenim només els quatre casos

1 1 1 1

6.2.6 Classificacié projectiva en el cas k£ finit

Teorema 6.2.9

Teorema 6.2.10

Tenim dos casos segons la dimensi6 de F.

Suposem que la dimensié de E és parell. Llavors dues aplicacions bilineals si-
meétriques son projectivament equivalents si i només si tenen el mateix rang i el
mateix discriminant. Hi ha dues classes d’equivaléncia.

Demostracio. Tenim que

1 A

1 A

per tenir el mateix discriminant. A més, si ¢ no és un quadrat perfecte,

per tenir discriminants diferents. Per tant tenim les mateixes dues classes que en
el cas de congruencies i no podem passar de 'una a l’altra multiplicant per un
escalar. Aquest és un raonament sobre la part no singular. Per tant el rang i el
discriminant classifiquen. I

Suposem que la dimensio de E és senar. Llavors dues aplicacions bilineals sime-
triqgues som projectivament equivalents si i momés si tenen el mateix rang. Hi ha
una sola classe d’equivaléncia.
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Demostracio. Escric en dimensié 3 pero l’argument val en general:

1 c

1 c
perque és multiplicar per un escalar. Pero
c c

c 1

per tenir el mateix discriminant (¢ = ¢? - ¢).

Per tant les dues classes que teniem en el cas de congruencies sén ara equi-
valents. Tenim doncs una sola classe, i el rang classifica. I

6.2.7 Calcul rapid de I’index en el cas real

Teorema 6.2.11
(teorema
espectral.)

Ja hem vist que per classificar en el cas k = R tan sols necessitem calcular
rang i index. Per calcular 'index d’una aplicacié bilineal simetrica ¢ procedirem
de la manera segiient:

a) Considerarem la matriu de ¢ i calcularem el seu rang r i el seu polinomi
caracteristic.

b) Comptarem el nombre de canvis de signe r entre els coeficients consecutius
d’aquest polinomi.

¢) L’index buscat és i = min{r™,r —r*}.

Justificacio del métode.

La matriu de ¢ esta associada a una aplicacié bilineal i no pas a una aplicacié
lineal. No obstant aixo, el que fa en realitat I’apartat b anterior és comptar el
nombre de valors propis positius de ¢, com si ¢ fos la matriu associada a una
aplicacid lineal. Aix0 és molt sorprenent i ara ho justificarem.

Comencem recordant el teorema espectral (vegeu lapendix, teorema
6.2.11 o [11], teorema 11.1.3).

Sigui E un espai vectorial real (k = R), ¢ una aplicacid bilineal simétrica sobre E,
1 g una altra aplicacié bilineal simétrica sobre E, pero aquesta definida positiva.
Llavors existeix una base ortonormal respecte a g en la qual ¢ diagonalitza.

Per raons obvies es coneix també per teorema de diagonalitzacié simultania.
Definida positiva vol dir g(v,v) > 0, Vv € E, v # 0. Es diu també que g és una
meétrica. Observeu que la condicié g(v,v) > 0 no té sentit sobre un cos arbitrari.

Les aplicacions bilineals ¢ i g determinen una aplicacié lineal f : F — F,
anomenada endomorfisme associat, per la férmula

¢(u,v) = g(fu,v).
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Que aquesta formula determina f queda clar si pensem que f queda determi-
nada pel seu valor sobre una base. Si prenem, per exemple eg,...,e, una base
ortonormal respecte a g, la férmula anterior ens diu que

flei) = dleiejle;,
j

i per tant f esta totalment determinada. També es veu clarament que la matriu
de f en aquesta base ortonormal respecte a g és justament la matriu de ¢ en la
mateixa base. Es a dir, que a la practica f no és més que la matriu de ¢ pero
pensada com a aplicacio lineal.

El teorema espectral ens diu que existeix una segona base u1, ..., u, ortonor-
mal respecte a g en la qual ¢ diagonalitza. Tenim doncs

P(uisuj) = aijdi; = g(fui, uj),

que implica
f(uz) = Q4 U;-

Es a dir, la base respecte a la qual hi ha diagonalitzacié simultania, donada pel
teorema espectral, esta formada pels vectors propis de f, normalitzats respecte
a g, 1 els termes que apareixen a l'expressio diagonal de ¢ son els valors propis
de f. Com que I'index és invariant pels canvis de base, I'index de A és igual a
I'index de D, i aquest es calcula directament com el minim entre el nombre de
valors propis positius i el nombre de valors propis negatius.

Ara bé, pel teorema de Descartes (consulteu 'apendix, teorema 11.6.1), sabem
que el nombre d’arrels positives del polinomi caracteristic, és a dir el nombre de
valors propis positius, coincideix amb el nombre de canvis de signe de coeficients
no nuls consecutius d’aquest polinomi. Per tant, per saber el nombre de valors
propis positius tan sols hem de comptar canvis de signe.

Aquesta és la justificacié del metode.

En llenguatge matricial, el que diem és que si denotem per A la matriu de ¢
respecte a la base g-ortonormal e; i per D la matriu (diagonal) de ¢ respecte a
la base g-ortonormal u; del teorema espectral, tenim

M'AM = D,

on M és la matriu que té per columnes les components dels u; respecte als e;.
Pero, com que M és la matriu del canvi entre bases ortonormals, és ortogonal, és
a dir Mt = M. Aix0 és el que permet, per trobar D, manipular la matriu A
com si fos la matriu associada a una aplicacio lineal i buscar directament els seus
valors i vectors propis, ja que

det(A — A1d) = det(MYAM — AM ' M) = det(D — A1d)

per ser M* = M~!. Per tant A i D tenen els mateixos valors i vectors propis,
com haviem comentat abans.

Habitualment, quan ens donen una matriu simétrica A a coeficients reals
i se’'ns demana de classificar-la, s’esta suposant que sobre el R™ corresponent
s’ha elegit la base canonica usual e; i el producte escalar ordinari g que la fa
ortonormal, i que 'aplicacié bilineal és ¢(e;, ;) = Ajj.
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Exercici 6.2.12 Classifiqueu projectivament

3 0 =3
A=10 2 0
-3 0 8

Solucio. Com que rang r = 3 i el caracteristic és —a3 + 1222 — 37z + 30, que té
tres canvis de signe, tenim r™ = 3, i per tant index i = min{r*,r —r*} = 0. Es
a dir, A és equivalent a

1 00
A=10 1 0]. n
0 01

6.3 Quadriques

Veiem la relacié entre quadriques i formes quadratiques.

6.3.1 Formes quadratiques
Quan una aplicacié bilineal simetrica ¢ : E x E — k 'apliquem només a
parells (u,u), obtenim una forma quadratica. Es a dir, que una forma quadratica
q és una aplicacio
q:F—k

donada per
q(v) = ¢(v,v).

Observem que g(\v) = A\2q(v).
El coneixement de ¢(v), Vv € E, implica el coneixement de ¢ ja que

H(u,0) = 5 (alu -+ ) — alu) — (v))

(Recordem que sempre som en el cas carack # 2.) Per tant si dues aplicacions
bilineals simeétriques coincideixen sobre la diagonal (u, u), s6n iguals. Tenim doncs
una bijeccid entre aplicacions bilineals simetriques i formes quadratiques.

Coordenades.

Fixem una base eg,...,e, de F i posem =), x'¢;. Llavors

q(x)=¢ E xlei,g zle; :E xlx]aij::ctaa:,

t 0

on a;; = ¢(e;,ej) ia=(aj) iz = (a,...,2"). Aixi doncs, una forma quadratica
q(x) no és més que un polinomi homogeni de segon grau (sempre suposarem que
almenys un a;; # 0, és a dir que el rang de a és diferent de zero).

En general podem pensar que un polinomi homogeni de segon grau, que és

una expressié del tipus
E x'x? Qjj,

i<y
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t

correspon a una forma quadratica g donada per ¢(x) = z'az, on a és la matriu

aj; = Qg
aij:(zij/Q 1<
aji:(zii/Q 1 < 7,

ja que llavors

q(z) = E ajr'y! = g (aij + aj)x's? + g ax'zt = g agjr'a’.

i<j 1<j

Per exemple, 'expressié 5z + y? + 6zy es pot escriure com

(5 1) ()

Direm que dues formes quadratiques sén equivalents, respectivament projec-
tivament equivalents, quan ho siguin les aplicacions bilineals corresponents.

6.3.2 Quadriques

Definicié 6.3.1 Una quadrica Q és un subconjunt de P(E) format pels zeros d’una forma qua-
dratica q. Es a dir

Q= {p(z) € P(E);q(x) = 0}.

Si dim P(F) = 2, les quadriques es diuen també coniques.

Observem que, com que g(Az) = A\2q(z), 'equacié g(z) = 0 té sentit sobre el
projectiu.

Observem també que formes quadratiques diferents poden donar lloc a la ma-
teixa quadrica. Per exemple, a RP?, les formes quadratiques diferents ¢(z,y, 2) =
22+ 9% i ¢ (z,y,2) = 32?4+ 5y? donen lloc a la mateixa quadrica, la formada pel
punt de coordenades homogenies [0, 0, 1], tnica solucié tant de ¢(z,y,z) = 0 com
de ¢'(z,y,z) = 0.

Es cert perd que en aquest exemple ¢ i ¢/ sén equivalents, ja que

V3 0 0\ /1 00\ /V3 0 0 300
0 V5 0|0 10 0 V5 0f=(0 50
0 0 O 0 00 0 0 1 0 00
Pero podem tenir la mateixa situacié amb quadriques no equivalents. Per
exemple ¢(z,y) = 22 +4% i ¢ (v,y) = —2? —y%, a RP!, no sén equivalents i donen
lloc també a la mateixa quadrica, la formada pel punt de coordenades homogenies
[0,0,1].
Es cert perd que en aquest exemple ¢ i ¢’ sén projectivament equivalents
(A=-1).

Pero podem tenir la mateixa situacié amb quadriques no projectivament equi-
valents. Per exemple g(x,y) = 22 +y? i ¢(z,y) = 2% + 2y, a QP?, no sén
equivalents i donen lloc també a la mateixa quadrica, la formada pel conjunt buit
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Definici6 6.3.2

Teorema 6.3.3

(quadrica sense punts). Que no sén projectivament equivalents es veu facilment,
ja que si intentem buscar una matriu invertible dos per dos tal que

a c\ (1 0\ [fa b\ A\ 10
b d)\0 1)\c d) 0 2)°
obtenim les equacions

b2 +d* =2(a®+c*) iab+cd=0.

Pero sia #0, b = —%l i d? = 2a%, contradicci6 (sobre Q !).

Sia=0,b#0jaquead —bc#0,ia= —%l implica b? = 2¢?, contradiccio.

El fet de buscar el contraexemple sobre els racionals no és pas per casualitat,
com es veura a continuacio.

Prendrem la definicié segiient:

Dues quadriques Q, Q' de P(E) sén projectivament equivalents si existeir una
projectivitat f : P(E) — P(E) tal que f(Q) = Q.

Aquesta definicié sembla molt raonable des del punt de vista geometric, pero
també té els seus inconvenients per tot el que hem comentat abans. No obstant
aix0, afortunadament, sobre els reals i els complexos classificar quadriques o
formes quadratiques és el mateix. Es conseqiiencia del resultat segilient, que
podeu trobar a I’apendix (teoremes 11.4.1 1 11.4.3).

Sigui k = R o k = C. Les quadriques Q i Q' sén projectivament equivalents
si 1 només si les formes quadratiques corresponents q i ¢ sén projectivament
equivalents.

Dir que dues formes quadratiques g i ¢’ sén projectivament equivalents vol
dir que les aplicacions bilineals ¢ i ¢’ de les quals provenen sén projectivament
equivalents. La notaci6é f*q vol dir f*¢, o més precisament f*q(z) = f*¢(x, z).

Observem que una de les implicacions del teorema és dbvia, ja que f*¢' = \q
implica trivialment f (Q) = Q. L’altra no ho és tant, i de fet ja hem vist que per
a k = Q el teorema no és cert.

Aixi doncs, aquest teorema ens diu que sobre els reals o els complexos la
classificacié projectiva de les quadriques és equivalent a la classificacié de les
aplicacions bilineals simetriques. Pero aquesta classificacié ’hem obtingut ja en
els teoremes 6.2.7 1 6.2.8 .

Vegem, com a exemple, aquesta classificacié sobre R i C en dimensions 2 i 3.

6.3.3 Classificacié a CP?

Com que el rang classifica, tenim

rang 3 rang 2 rang 1
2+ +22=0 224+942=0 2=0
no singular dues rectes  recta doble
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6.3.4 Classificacié a CP3

Com que el rang classifica, tenim

1 1 1
1 1 1
1 ’ 1 ’ 0 ’
1 0 0
r=4 r=3 r=2
24+ 4+ 22 4+2=0 224942 +22=0 22+ y* =0
no singular con dos plans

6.3.5 Classificacié a RP?

Com que el rang i I'index classifiquen, tenim

1 1 1
1 : 1 : 1
1 -1 0
r=3,i=0 r=3i=1 r=2,1=0
imaginaria no singular punt real
1 1
-1 , 0
0 0
r=2i=1 r=1,i=0
dues rectes recta doble
6.3.6 Classificaci6 a RP3
Com que el rang i I'index classifiquen, tenim
1 1 1
1 1 -1
1 ’ 1 ’ 1 ’
1 -1 -1
r=4,1=0 r=41=1 r=4,1=2
imaginaria no reglada reglada
1 1 1
1 1 -1
-1 ’ 0 ’ 0 ’
0 0 0
r=31=1 r=21=0 r=21=1
con recta real dos plans

Sobre el nom reglada vegeu l'exercici 8.5.2.

6.4 Punts simples. Hiperpla tangent

r=1
22 =0

pla doble

[

r=3,1=0

punt

r=1,i=0

pla doble
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Definicio6 6.4.1

Teorema 6.4.2

Sigui £ un k-espai vectorial de dimensié n + 1 i ¢ una aplicacié bilineal
simetrica sobre E. Sigui O la quadrica determinada per ¢, és a dir,

Q = {p(z); ¢(z,x) = 0}
i sigui A =p(a) € Q. Denotem ¢(a, -) laplicaci6 lineal de E a k donada per

¢a,): E — k
x — ¢(a,x).

El punt A és simple si l'aplicacio lineal ¢(a,-) és diferent de zero.

Observem que aixo equival a dir dimIm ¢(a,-) = 1, o dimker ¢(a, ) = n. En
aquest cas es diu que la varietat lineal projectiva

T4 Q = p(ker ¢(a,-))

és I'hiperpla tangent a @ per A. Tant la definicié de punt simple com d’hiperpla
tangent no depenen del representant a de A elegit.

Coordenades.
Fixem una base. Si

g(a) = bya'ad, (b = bj)
i

és lexpressié de la forma quadratica associada a ¢, tenim

dq -
5pi (Y =2 Zj: bija’

o matricialment
grad g(a) = 2¢a,

on ara ¢ denota la matriu (b;;) i a el vector columna format per les coordenades
de a en la base fixada.
Per tant

ker ¢(a,-) = {r € E;2'¢pa =0} = {z € E;2" - grad q(a) = 0}
i equaci6 de I'hiperpla tangent a Q en el punt A = p(a) és

00 oxm
Si A és simple aquesta equacié representa un subespai vectorial de dimensié n,
la qual cosa vol dir que almenys una de les derivades parcials és diferent de zero.
Aixi doncs:

@)+ + (a) = 0.

El punt A = p(a) de la quadrica Q = {p(x);q(x) = 0} és simple si i només si
grad ¢(a) # 0.

Demostracié. Obvi. 1

En particular, el fet de que grad ¢g(a) sigui o no zero, no depén de la base
elegida per escriure ¢ i calcular les derivades parcials.
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Teorema 6.4.3

Teorema 6.4.4

Sigui Q la quadrica associada a la forma bilineal simétrica ¢. Llavors det ¢ # 0
si 1 momés si tots els punts de la quadrica sén simples.

Demostracio.
Observem que si A és un punt multiple (és a dir, grad g(a) = 0), llavors el
sistema lineal

o 0
of : | =
Tn 0
admet (ag, ...,a,) com a soluci6 no trivial, i per tant det ¢ = 0.

Reciprocament, si det ¢ = 0, existeix una solucié no trivial a del sistema
anterior. Per tant tindrem ¢a = grad ¢(a) - a = 0. Pero, com que

i1 dq ;1
q(a) = Z bija'a’ = 3 e (a)-a' = 5 gradg(a) - a =0,
,J %

resulta que A és un punt (miltiple) de la quadrica, i tenim el resultat buscat. i

L’expressié 2¢q(z) = z - grad ¢(x) que ha aparegut en calcular, es coneix per
férmula d’Euler, L. (1707-1783).

Sigui A = p(a) un punt simple de la quadrica Q. Tota recta per A continguda a
TAQ o bé esta totalment continguda a Q (si Q és una conica, aquest cas es dona
unicament quan Q consta de dues rectes que es tallen en un punt diferent de A)
o talla Q udnicament en A. En aquest cas ho fa amb multiplicitat 2. Tota recta
per A que no pertanyi a T4 Q talla © en A amb multiplicitat 1.

Demostracié. Sigui B = p(b) un punt arbitrari. La interseccié de la recta AB
amb la quadrica Q esta donada per 'equacié ¢(a + sb, a + sb) = 0, que escriurem
de la forma

ps* +45 =0, B=0(bb), ~=20(a,b).
Si B eT4Q, llavors v = 0, i tenim dues possibilitats:

a) B € Q. Llavors =01 ¢(a + sb,a+ sb) =0, Vs, de manera que tota la
recta AB pertany a Q.

b) B ¢ Q. Llavors 3 # 0 i 'equacié anterior és simplement (8s? = 0, és a dir
s =0 (que correspon al punt A) és arrel amb multiplicitat 2.

Si B ¢ TxQ, llavors v # 01 s = 0 és arrel simple de 3s? + s = 0.

Si @ és una conica, A € Q és simple i la recta T4 Q esta continguda a Q,
agafem un sistema de referéncia projectiu tal que A = (1,0,0), B = (0,1,0) amb
B un punt qualsevol de T4 Q. Com que, per exemple, el punt (1,1,0) també
pertany a la recta i a la conica, I'expressié general d’aquesta

ax? + by? + ¢z + 2dxy + 2exz + 2fyz =0

queda reduida a
z(cz 4+ 2ex +2fy) =0
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que és doncs el producte de dues rectes que es tallen en (—f,e,0). Com que A
és simple, e # 0, ja que grad g(a) = (0,0,2¢), i per tant el punt d’interseccié és
diferent de A. 1

6.5 Quadrica dual

Teorema 6.5.1

Sigui ¢ una aplicacio bilineal simetrica no singular sobre el k-espai vectorial E.
Recordem que el radical de ¢ a E, o simplement el radical de F, esta definit
per
rad E = {v € E;¢(v,w) =0, Vw € E}.

Quan rad F = 0, diem que ¢ és no singular.
Aquesta ¢ ens déna una manera de passar al dual. Concretament definim

f: F — FE*

Aquesta f és clarament lineal, i a més és injectiva ja que si ¢(z,-) = 0, = seria
del radical de ¢, que estem suposant que és zero. Per tant tenim, via ¢, un
isomorfisme entre F i E*.

Aquest isomorfisme permet definir una aplicacié bilineal simetrica ¢* sobre
E* de manera natural a partir de ¢. Concretament

Es diu que ¢* és 'aplicacio bilineal simetrica dual de ¢.

Estudiem-ho matricialment. Fixem e; base de F, i €] la seva base dual a F*.
Sigui M la matriu de ¢ respecte a e;, M* la matriu de ¢* respecte a e, i M(f)
la matriu de f respecte a les bases e; a Fie] a E*.

Com que

M(f)ij = flej)(ei) = ¢(ej, i) = d(ei, €5),
resulta que M(f) = M. De la definicié de ¢* es dedueix

M(f)" - M* - M(f) =M,

i per tant M* = M1, és a dir que la matriu de la quadrica dual ¢* és la inversa
de la matriu de la quadrica ¢.

Relacionem ara f amb l'espai tangent. Si Q és la quadrica associada a ¢,
tenim

TaQ = {p(x); ¢(a, ) = 0} = {p(x); f(a)(x) = 0} = p(ker f(a)).
Recordant la dualitat entre hiperplans de P(E) i punts de P(E*), tenim:

Si vtz = ugrg + - - + upxy, = 0 és Uequacid de Uhiperpla tangent a una quadrica
no singular @ determinada per Uaplicacio bilineal simeétrica no singular ¢ en un
punt A, llavors ¢*(u,u) = 0.

Reciprocament, si u € E* compleiz ¢*(u,u) = 0, llavors u'x = 0 és lequacio
de Uhiperpla tangent a Q en el punt f~(u), on f és l’isomorfisme entre E i E*
donat per f(z) = ¢(z,-).

t
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Demostracié. Com que l'equacié de T4Q és ¢(x,a) = a'¢px = 0, resulta que u =
A¢a. Com que aix0 és una igualtat matricial i les matrius de ¢ i f coincideixen,
tenim

o (u,u) = uldtu = Nalpop L pa = Nalpa = 0,

per ser A € O.
Reciprocament, si ¢*(u,u) = 0 i denotem a = f~!(u), tenim

¢(a,a) = a'ga = u'¢~ g™ = u'dp u = ¢ (u,u) =0

és a dir que A = p(a) € Q.
A més T4 Q esta donat per ¢(a,z) = a'¢pxr = 0, perd al¢p = u! ja que f(a) =
¢a =u. 1

Aquest resultat vol dir que la familia d’hiperplans tangents a una quadrica
donada per una matriu simetrica M (det M # 0) representa en el dual una familia
de punts que pertanyen a la quadrica del dual donada per M.
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6.6 Polaritat

Exercici 6.6.1

Sigui Q una quadrica de P(FE) determinada per una aplicacié bilineal sime-
trica no singular ¢. Per a tot punt A = p(a) € P(E) definim [’hiperpld polar de
A respecte O per

M4 = {p(x); #(a,x) = 0}.

Es un vertader hiperpla ja que la seva equacié és a’pxr = 0 i al¢ # 0, per ser
rad ¢ = 0. Es diu que A és el pol de 11 4.

Si A € Q I’hiperpla polar és I'hiperpla tangent.

Si B =p(b) € P(E) i ¢(a,b) = 0 es diu que els punts A i B sén conjugats
respecte a Q, de manera que I’hiperpla polar és el lloc geometric dels punts
conjugats.

Observem que amb la notacié del paragraf anterior

4 = p(ker f(a)),

que ens diu que, via la dualitat, I’hiperpla II4 correspon al punt del dual f(a).
Pero recordem que el punt A correspon a 'hiperpla del dual ker a (interpretant
com sempre a : E* — k donada per a(w) = w(a)). D’aquesta manera el parell
pol-polar (A,II4) va a parar per dualitat al parell polar-pol (kera, f(a)). Que
aquesta darrera parella sén efectivament polar-pol respecte a la quadrica dual ¢*
es veu facilment, ja que, si escrivim els elements w de E* com w = f(b), tenim

@) = {pw); ¢*(f(a), f(b)) = d(a,b) = f(b)a = a(w) = 0} = p(ker a).
Trobeu el pol respecte a una quadrica donada ¢ de Uhiperpla ax+by+cz+dt = 0.

Solucid 1. Sigui (a, 3,7,0) el punt buscat. L’hiperpla polar d’aquest punt res-
pecte a ¢ té equacié

o((a, 3,7,9), (x,y,2,t)) =0

o equivalentment

«
B
x,y, 2, t =0
(z,y,2,t)¢ y
1)
Aixi
« a
Bl b
Qb ,}/ _)‘ c 9
1) d
és a dir
o a
Bl _y.—1]0b
5 = Ao o
1) d

Solucio 2. Passem el problema al dual. Es a dir, es tracta de trobar I’hiperpla
polar respecte a ¢* del punt del dual de coordenades (a, b, ¢,d). Com que la matriu
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6.7 Exercicis

6.7.1

6.7.2

6.7.3

de ¢* és ¢!, I'equacié de I'hiperpla polar és ¢~ 1((a,b,c,d), (z,y,2,t)) = 0, que
es pot escriure

(x7 y? Z? t)qbil

o o Q

d

Si ara desfem el pas al dual, a aquest hiperpla del dual correspon el punt que té
per coordenades els coeficients de z, y, z, t en 'equacié de ’hiperpla, és a dir
(v, B,7,9) amb

= X!

2 R
Q O o

com abans. I

Trobeu la base en la qual I'aplicacié bilineal simetrica

4
0
1

N = O
W N =

diagonalitza.

Doneu 'equacié canonica i classifiqueu les coniques projectives segiients:
a) 422 + y? + 222 + 2yz = 0;

b) 22 +y? — 222 + 2yz = 0;

c) 222 + 3y? + 422 — 2zy — 6yz + 222 = 0;

d) 22 +y? + 422 — 22y + 4wz — 4yz = 0;

e) 2 — 322 — 2wy + 222 — 6yz = 0;

f) 2% + 322 — 4oy — 4wz + 4yz = 0;

g) 42?2 +y? + 922 — day + 1222 — 6yz = 0;

h) 22 +y? + 522 — 4oz + 2yz = 0.

Doneu 'equacié canonica i classifiqueu les quadriques segiients:
a) 222+ 3y% — 22 — 5 — 2zy + 222 + dyz — 2y + 4z = 0;

b) 22 +2y% + 22 +4yz — 622 — 20 + 8y — 22+ 9 = 0;
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c) 22+ 5y% — 422 + 4wy —2yz +2y — 1 =0;
d) 222 — 3y? — 222 — 8z + 6y — 122 — 21 = 0;
e) 202 +y? — 422 — day — dyz — dy — 22+ 2 = 0;

f) 22 +3y? — 322 + 3 4 6zy + 62z — 142 + 6yz — 2y = 0.

6.7.4
a) Donada la quadrica projectiva
:U2—i—2y2 — 22 —xy+xt + 2yz = 0,
trobeu el pla polar del punt P = [1,0,—2,1].
b) Proveu que
20 — 2y — 32+ 8t =0
és I'equacié del pla tangent a la quadrica
42?4+ 9% — 922 — 16t = 0
i trobeu el punt de contacte.
c) Trobeu els punts singulars de la quadrica
4o + 4y — 22 4 4zt — 42 = 0.
Classifiqueu-la.
d) Trobeu les equacions dels plans tangents a la quadrica
2x2 — 6% + 322 —5t2 =0
que passen per la recta definida per les equacions x + 9y — 3z = 0,
3z — 3y + 62 — 5t =0.
6.7.5 Donada la quadrica de ’espai projectiu real
x2+y2+422 —t2+2xz+2xt—4yz+4zt:0,
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu 'equacié del pla tangent en el punt [-2,1,1,1].
6.7.6 Donada la conica

x2+y2—2yz:0

iel punt A =1[2,-1,-1],

a) Trobeu la polar de A.



Geometria projectiva

Materials 119

6.7.7

b) Donat el punt B = [1, 1, —2], trobeu el punt C tal que A, B, C sigui un triangle
autopolar respecte a la conica (cada vertex és el pol del costat oposat).

Demostreu que en un espai vectorial complex de dimensié n hi ha n classes
d’equivalencia d’aplicacions bilineals simetriques projectivament equivalents.
Demostreu que en un espai vectorial real de dimensié n hi ha

n?+4n—1 . .

— si n és imparell
n? +4n . ,
i si n és parell

classes d’equivaléncia d’aplicacions bilineals simétriques projectivament equiva-
lents.
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7. Coniques

En aquest capitol restringirem la nostra atenci6 al cas dim P(E) = 2. Les
quadriques en aquesta dimensié s’anomenen coniques. El punt central del capitol
és la definicid sintetica de conica, és a dir una definicié de conica que no recorre
a lalgebra. Concretament veurem que una conica és el lloc geometric dels punts
d’interseccié de rectes homologues per una projectivitat entre feixos de rectes.
En particular podrem parlar de la raé doble de quatre punts sobre una conica,
tot i no estar alineats, pero és que de fet les coniques sén rectes projectives.

Veurem també el teorema de Pascal, ja comentat a la introduccié, i el seu
dual. Donarem construccions efectives amb regle de punts sobre una conica i de
rectes tangents.

Interpretarem projectivament propietats i conceptes de les coniques afins com
ara el centre. Concretament veurem que el centre és el pol de la recta de I'infinit.
Com que depen doncs de quina recta agafem com a recta de l'infinit, queda clar
que el concepte de centre no és un concepte projectiu.

Recordarem la definici6 classica de conica des del punt de vista euclidia, com
a lloc geometric dels punts del pla tals que el quocient de distancies a una recta
(directriu) i un punt (focus) és constant. Interpretarem tant la directriu com
el focus en el context projectiu. Aquests conceptes involucren distancies i per
interpretar-los necessitarem una metrica. Aixo ens obligara a passar al projectiu
complex.

7.1 Propietats generals

Teorema 7.1.1

Siguin C i C’ coniques diferents que no temen una recta en comiu. Llavors C N
C' té com a molt quatre punts. Si k és algebraicament tancat i comptem amb
multiplicitat, son exactament quatre.

Demostracié. Cas 1. C té un punt miltiple A = p(a), (és a dir ¢(a,-) = 0).
Prenem B = p(b) € C, B # A. La recta AB esta totalment continguda a la
conica, ja que, si ¢ és I'aplicacié bilineal associada a C, tenim

d(a+ \b,a+ \b) = 2\é(a, b) = 0.
Agafem una referéncia projectiva en la qual A = [1,0,0], B = [0,1,0]. Com

que [1,1,0] pertany també a la recta, 'equacié de la conica es redueix a z(cz +
2ex +2fy) = 0, que ens diu que C és unié de dues rectes. Com que recta i conica
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Teorema 7.1.2

tenen com a molt dos punts en comi, les dues rectes en poden tenir com a molt
quatre.

Cas 2. Tots els punts de C sén simples. Prenem A, B € Ci A ¢ C'. Sigui D el
punt d’interseccié de les rectes tangents a C per A i B respectivament. Prenem
una referéncia projectiva amb A = (0,1,0), B = (0,0,1), D = (1,0,0) (observem
que no estan alineats). En aquesta referéncia (sigui qui sigui el punt unitat) la
conica s’escriu

q : az® + 2dzy + 2exz + 2fyz = 0.

L’equacié de la recta tangent per A és

x@
ox

0 0
(a) + ya—Z(a) + za—Z(a) =dr+ fz=0.
Com que passa per [1,0,0], tenim d = 0. Analogament la recta tangent per B és
ex + fy = 0, que pel fet de passar per [1,0,0] ha de tenir e = 0. En conclusié, la
conica té equacid
az? +2fyz = 0.

Si z = 0, llavors = 0 i I'dnic punt d’aquesta conica amb z = 0 és el
A =10,1,0], que per hipotesi no pertany a C'.

Podem suposar doncs z # 0. Sigui w = 7. Els punts de C sén de la for-
ma [w, —%uﬂ, 1], i si ara imposem que aquest punt pertanyi a la segona conica
C’, obtenim una equacié polinomica de quart grau en w, que té per tant com a
molt quatre arrels i exactament quatre si k és algebaricament tancat i comptem

amb multiplicitat. i

Cinc punts del pla projectiu tals que cap recta en contingui quatre d’ells determi-
nen una Unica conica.

Demostracio. La idea és que a l’equacio general de la conica hi ha sis incognites
que queden reduides a cinc dividint tota ’equacié per una d’elles. Com que tenim
cinc condicions, plantejarem un sistema de cinc equacions amb cinc incognites i
tindrem el resultat.

Concretament, si agafem tres punts no alineats (dels cinc punts donats) com
a referéncia projectiva [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], Pequacié de la conica es redueix
a

dry + exz + fyz = 0.

Si [xo, Y0, 20], [T1,y1,21] sén les coordenades projectives dels altres dos punts,
tenim

dxoyo + exozo + fyozo = 0;
dx1yr + ex121 + fy121 = 0.

Es pot veure ara que una de les tres expressions

o

Tox1 1

Yo
1

20
2 Yoy

és diferent de zero.
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En efecte, si zp = 0 (mateix raonament per a x1), ha de ser yo # 01 z9 # 0,
ja que aquest punt és diferent als tres agafats com a referencia. També ha de
ser 1 # 0, ja que si no tindriem quatre punts alineats (els quatre amb primera
coordenada zero). L’anul-lacié de la segona expressié ens déna llavors y; = 0, i
la del tercer z; = 0, cosa que no pot ser perque el punt [z1,y1, 21] és diferent del
[1,0,0]. Per tant, si g = 0, una de les tres expressions anteriors, la segona o la
tercera, és diferent de zero.

El mateix raonament és valid per a yg i 29 (i analogament y; i z1). Podem
suposar doncs xg, 1, Yo, Y1, 20, 21 diferents de zero. Pero llavors I'anul-lacié de les
tres expressions implicaria

Yo 20| _ [To 20 0
y 2 1 z1 ’
i aixo és equivalent a
1 Trog I 0 Trog I
vo vi|=1{1 v wi|=0,
0 20 <1 0 20 <1

que ens diu que els quatre punts [1,0,0], [0,1,0], [zo, %0, 20], [*1,y1,21] estan
alineats, en contra de la hipotesi.

Per tant podem suposar, sense perdre generalitat, que la primera expressié
és diferent de zero i agafar f = 1 (si fos la segona, agafariem e = 1, i si fos la
tercera, d = 1). Aix{ podem assegurar que el sistema

dzoyo + exozo = —1Yo20
driyr + ex121 = =121

té solucié unica, i llavors la conica buscada és
exy +drz+yz=20

amb e, d les solucions del sistema anterior.

Finalment, per demostrar la unicitat observem que si C i C’ tenen cinc punts
en comu, pel teorema anterior 7.1.1, tenen una recta en comu. Perd quan una
conica conté una recta, la conica consta inicament d’aquesta recta (doble) o de
dues rectes. Una d’aquestes rectes conté tres punts i 'altra dos (o tres). Com
que C’ també consisteix en un parell de rectes, sén les mateixes. 1

Recordem que si ¢ és I'aplicacié bilineal simétrica no singular associada a la
conica C i A = p(a) € P(F), es defineix la recta polar de A respecte C com

Polar A = p(ker ¢(a, -)).

Si A € C, aquesta recta és la tangent. Si A ¢ C la polar és la recta determinada
pels punts de contacte de les dues tangents a C per A (si aquestes tangents
existeixen).
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polar

En efecte, si denotem per B = p(b) i C' = p(c) aquests dos punts de contacte,
tenim

¢(a, b) = ¢(a7 c)=0

per pertanyer A a les dues tangents, i per tant
6(b+Ae,a) = 0

per a tot A € k, que ens diu que la recta BC és la polar de A.

Si no tenim aquestes dues tangents (per exemple A interior a C en el cas k =
R), podem tragar per A dues rectes qualssevol que tallin C en punts P, Qi R, S
respectivament.

Siguin M, N els punts d’interseccié de les tangents a la conica per P i Q) i per
R 1 S respectivament. Llavors clarament la recta M N és la polar de A respecte
a C, ja que A és conjugat de M i N.

El dibuix pot ser també aixi:
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Observi’s doncs que la polar de A és el lloc geometric dels punts d’interseccié
de les dues tangents a la conica C pels punts en que les rectes per A la tallen.

En particular, si r passa pel pol de s, s passa pel pol de r (vegeu l'exercici
7.2.3).

Teorema 7.2.1  Sigui C una conica no singular i suposem que la recta determinada per dos punts
A, A" ¢ C talla C en punts M, M'.
Llavors A i A" sén conjugats respecte a C si i només si (A, A", M, M") = —1.

Demostracié. Per estar M 1 M’ a la recta AA’, existeixen « i 3 Unics tals que
M = pla+ «ad'), M' = p(a+ Sa’). Per estar també a la conica, a i 3 sén arrels
de 'equacié

pla+td,a+td) =1+ ¢(d,d) + 2t¢(a,d) + ¢(a,a) = 0;

en particular , /
a+p= _7;2((5:51))'
Per altra banda, com que
(A, A", M, M) = (a,d';a + ad';a + Bd) = g,
resulta que ¢(a,a’) =0 siinomés si a+3 = 0, és a dir siinoméssi (A, A", M, M) =
—-1. 1

Aixi, els punts de la polar de A tals que la recta que els uneix amb A és secant
a la conica estan caracteritzats com el lloc geometric dels punts A’ tals que el
parell A, A’ esta separat harmonicament pels punts d’interseccié de la recta AA’
amb la conica.

7.2.1 Conjugacié en un feix respecte a una conica

Sigui C una conica no singular del pla projectiu i sigui P un punt del pla.
Sigui Fp el feix de rectes per P.

Definim una aplicacié de Fp en Fp associant a cada recta r del feix, la recta
del feix que passa pel pol de r.

Escriurem

p:Fp — Fp
r — s= PP,
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on s és la recta determinada per P i pel pol P, de r respecte a C.

En coordenades, si P = [po,p1,pe] i denotem per ¢ la matriu associada a
la conica, la imatge d’una recta ax + by 4+ cz = 0 del feix és una altra recta
a'x + by + 'z =0 del feix caracteritzada per

(' b,d)| p1 | =0
(v, ot [ b | =0,

ja que P, = (a,b,c)¢p~ .

L’aplicacié ¢ és una projectivitat. Per veure aixo agafem coordenades de
manera que P = [0,0, 1], ja que llavors les rectes del feix sén de la forma y = mzx,
on m és el parametre projectiu i ¢ s’escriu, en funcié de m, com

( )_M
A  ym+0

per a certs a, 3,7, 9, i per tant és una projectivitat.

Aix0 permet calcular facilment les tangents a una conica des d’un punt exte-
T10T.

En efecte, com que les tangents a C des de P sén justament els punts fixos
de ¢, 'equacié d’aquestes tangents és ax + by + cz = 0 amb els coeficients a, b, ¢
caracteritzats per

Po
(a,b,e) | p1 | =0 (7.1)
P2
a
(a,b,c)p" | b | =0. (7.2)
C

Trobeu, emprant el metode abans indicat, les tangents a l’el-lipse

$2

2

y
Z 472 1
179

des del punt (3,0).
Solucid. Pensem el nostre pla euclidia com el z =1 d’un espai projectiu (homo-

geneitzacié.) El problema és doncs trobar la tangent a la conica

2 2
LY 2
4+9 z 0

des del punt [3,0,1]. Busquem doncs (a, b, c) tals que
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Exercici 7.2.4

3
(a,b,e) | 0 | =3a+c¢=0
1
4 a
(a,b,c) 9 b | =4a®>+ 90> - =0.
-1

Resolem i obtenim que les tangents sén 3z + \/gy —9=0.1

Sigui C una conica no singular ir i s dues rectes. Demostreu analiticament que si
r passa pel pol de s, llavors s passa pel pol de r (es diu que r i s son conjugades).

Solucid. Siguin A, B els punts en els quals s talla C i sigui P el punt on es tallen
les dues tangents a C per A i B respectivament.
En la base A =10,1,0], B =10,0,1], P = [1,0,0] 'equaci6 de la conica és

2 + cyz = 0.

L’equacié de r és llavors del tipus

Yy +nz=0.
El pol és un punt [a, b, | tal que
a 1 0 0 0 0
b |=x[0 0 ¢! v | = cln |,
0 ¢t o0 n Ly

que és un punt de s, com voliem. [

Si la recta v €s la polar del punt A respecte a una conica C i f és una projectivitat,
llavors f(r) és la polar de f(A) respecte a la conica f(C).

Solucid. Si ¢ és la matriu associada a C, A = [ag,a1,a2],1 M és la matriu de f,
lequacié de f(r) és
x
(ag,ar,a2)pM " [ y | =0,
z

ja que aquesta equacio es compleix trivialment quan

T i)
y | =M1 y amb (z9, Yo, 20) € 7.
z 20

Analogament 1'equacié de f(C) és

M_1t¢M_17
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ja que llavors, si X € C,
(M(X)' M~ MoM'M(X) = X'MX = 0.

La polar de f(A) respecte M~ YoM~ és
(M) M oMy | =0,

que és justament f(r). B

7.3 Estructura projectiva de les coniques
Sigui C, com abans, una conica no singular de P(E). Fixem A € C. Sigui F
el feix de rectes per A. Considerem

JA F — C
r — 1r-C

TiC — A,

és a dir, j4 envia cada recta per A al punt d’interseccié d’aquesta recta amb la
conica (diferent de A) i la tangent a C en A al mateix punt A.

Com que tota recta per A talla C en un tnic punt diferent de A excepte la
tangent que només la talla en A, ja4 esta ben definida i és bijectiva.

Aquesta bijeccié ens permetra parametritzar els punts X de la conica pel
pendent de les rectes AX.

7.3.1 Coordenades projectives d’un feix de rectes en el pla

Sigui F4 el feix de rectes per A = [ag, a1, a2] € P(E). Recordem que cada una
de les rectes d’aquest feix (ax + by + cz = 0 amb aag + baj + caz = 0) representa
el punt del dual de coordenades [a, b, c|, i per tant a tot el feix F4 correspon la
recta 74 del dual d’equacié apx + a1y + agz = 0.

Direm que una aplicacié f : Fq — Fp és una projectivitat entre feixos de
rectes quan 'aplicacié f* : r4 — rp, entre les corresponents rectes del dual
induida per f, sigui una projectivitat.

Observem que

f*la,b,c) = [V, ] <= f({ax + by + cz2 =0}) = {dz + by + 2 =0}

amb aag + baj + cag = 01 a'by + b'by + 'co =0 (B = [bg, b1, ba)).

Aquesta definici6 és natural, ja que projectivitat vol dir essencialment conser-
var la rad doble, i la rad doble de quatre rectes concurrents és la raé doble dels
quatre punts alineats que determinen en el dual.

Les projectivitats entre feixos les escriurem en funcié de les coordenades pro-
jectives del feix. Concretament agafarem com a definicié de coordenada projectiva
d’una recta del feix F la coordenada projectiva del punt que aquesta recta de-
termina en la recta r4 del dual.

Aixi, un cop fixats tres punts de r4 com a referéncia projectiva 00,0, 1, ja
podem parlar de coordenada projectiva de les rectes del feix. L’eleccié d’aquesta
referéncia equival evidentment a elegir tres rectes del feix.
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El que s’acostuma a fer, per simplificar, és agafar una base tal que A = [1,0, 0],
i aixi les rectes per A tenen equacié y = Az i z = 0. El punt A en el dual és
la recta x = 0. Agafem ara coordenades projectives en aquesta recta del dual
posant [0,0,—1],[0,1,0],[0,1,—1] com a referéncia projectiva, és a dir com a
punts oo, 0, 1 respectivament. Recordem que llavors el punt z[0,0, —1] +y[0, 1, 0]
té coordenada projectiva t = %

D’aquesta manera la recta y = Az correspon al punt del dual [0,1,—\] que
té coordenada projectiva A; és a dir el seu pendent en el pla y, z, i la recta z =
0 correspon al punt del dual [0,0,1] que té coordenada projectiva oo, que es
pot interpretar també com el seu pendent. Podem doncs dir que la coordenada
projectiva de les rectes del feix és el seu pendent.

7.3.2 Teorema de Steiner

Teorema 7.3.1 Siguin A, B dos punts d’una conica C. L’aplicacié entre el feix de rectes per A i
(teorema de el feix de rectes per B induida per la conica €s una projectivitat.

Steiner)
Demostracio. L’aplicacié que estem considerant és justament ]El 0ja. Posem

coordenades de manera que A = [1,0,0], B = [0,1,0]. Llavors C s’escriu
cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz = 0.

Les rectes per A tenen equacié y = tz (i z = 0, que és justament AB) i ¢ representa
la coordenada projectiva.

Les rectes per B tenen equacié x = sz (i z = 0, que és justament AB) i s
representa la coordenada projectiva, agafant sobre y = 0 (dual del punt B =
[0,1,0]) la referencia [0,0, —1], [1,0,0], [1,0,—1].

Per tant, en tallar dues d’aquestes rectes, tenim punts de la forma [sz,tz, 2],
que, com que pertanyen a C, compleixen

c+ 2dst +2es+2ft=0

o equivalentment

—2ft—c
§= ——.
2dt + 2e
Per tant, en coordenades projectives
—2ft—c
1 -
=4 F
I 34 = S0 o
j]_;le(oo) = —g, perque la recta tangent en B és dz + fz = 0;
jéle(—g) = o0, perque la recta tangent en A és dy + ez = 0,

que vol dir que, en bases adequades, j]_;l 74 prové de 'aplicacié lineal

-2f —c
< 2d 26>

i és doncs una projectivitat. I



130 Materials

Agusti Reventés i Tarrida

Corol-lari 7.3.2

Teorema 7.3.3
(reciproc de
Steiner)

Teorema 7.3.4
(dual de
Steiner)

Siguin A, B, C, D punts d’una conica C. La rad doble (XA, XB,XC,XD) és
independent del punt X € C considerat.

Demostracié. Obvi. 1

Per tant, quan tinguem quatre punts sobre una conica, podrem parlar de la
seva rad doble (A, B, C, D); pero s’ha d’entendre que ens referim a la raé doble
(XA, XB,XC,XD), on X és un punt qualsevol de la conica.

Siguin F4 1 Fp feizos de rectes pels punts A i B del pla projectiu. Sigui h :
Fa — Fp una projectivitat entre aquests feixos. Llavors el lloc geometric dels
punts homolegs, és a dir els punts r - h(r) quan r varia entre totes les rectes de
Fa, és una conica que conté A i B. Si h(AB) = AB la conica consta de dues
rectes (AB i una altra anomenada eix de colineacid).

Demostracié. Prenem coordenades de manera que A = [1,0,0] i B = [0, 1,0]
(r)

Sabem que la recta r : y = tz del primer feix va a parar per h a la recta

x = sz del segon amb

at + 6
= 6 — .
= ire © By #0

Comparant I'equacié amb ’obtinguda a la demostracié del teorema de Steiner

construim la conica
¢z + 2dzy + 2exz + 2fyz =0

amb
a=—-2f
B=—c
v =2d
6 = 2e.

Aquesta conica passa per A i B, iel punt - h(r) = [s(t),t, 1] hi pertany.
Finalment, que z = 0 sigui fixa vol dir que el punt de coordenada t = co va
al punt s = oco. Comquet:oovaas:%, deduim que v = 0 i per tant d = 0.
Aixi, la conica és
z(cz + 2ex +2fy) =0,

que sén dues rectes, una de les quals és AB. 1

Sigui h : v — 1’ una projectivitat entre rectes. Llavors les rectes m - h(m) quan
m varia en r, son tangents a una conica. Si el punt a =1 -1' no és fix, r i v’ son
tangents a la conica. Si a és fiz, totes les rectes m - h(m), m # a passen per un
punt.

Demostracid. Dualitzar el teorema de Steiner. i
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7.4 Teoremes de Pascal i Brianchon

Teorema 7.4.1 Donats sis punts 1, 2, 3, 4, 5, 6 d’una conica no singular C, els punts i = 12-45,

(teorema de J=23-56, k = 34-61 estan alineats. Reciprocament, donats sis punts tals que els
Pascal) corresponents i, j, k estan alineats, llavors aquests punts estan sobre una conica.
Demostracio.

Definim x = 45 - 23, y = 56 - 34 i calculem la raé doble
(i,2,4,5) = (2i,2x,24,25) = (21, 23,24, 25),

ja que la recta 27 és la recta 21, i la recta 23 és la recta 2j. Com que ara els punts
son de C, tenim

(21,23,24,25) = (61,63, 64,65) = [tallant amb 34](k, 3,4, ),

i per tant (i,z,4,5) = (k,3,4,y). Per coincidir en el tercer lloc el mateix punt
(el 4) les rectes ik, 23,5y sén concurrents. Aixo és aixi pel fet que la projeccié
d’una recta sobre l’altra des del punt de tall ¢k - 3 conserva la raé doble i per
tant ha de portar el punt 5 sobre el punt y.
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Finalment tenim
tk-x3 =1k-23 =5y -23=56-23 =7,

i per tant i, 7, k estan alineats.
Deixem la demostracié del reciproc com exercici. i

El teorema segiient és el dual del teorema de Pascal.

Teorema 7.4.2 Siguin T;, i = 1,...,6 sis rectes tangents a una conica no singular C. Sigui
(teorema de i =1T; - Tiy1 (mod6). Llavors les rectes 14, 25, 36 son concurrents.
C.J. Brianchon

Demostracio. S’obté dualitzant el teorema de Pascal. La notaci6 ij vol dir la
(1785-1864))

recta pels punts 7, 7. I

3 4

Exercici 7.4.3  Demostreu que si un conica esta inscrita en un triangle, les rectes que uneixen
els vertexrs amb els punts de contacte dels costats oposats sén concurrents.

Solucid.

T5 :Tg TG =T

Ty = Ts

Apliquem el teorema de Brianchon amb 15 = T3, Ty = 15, Tg = 1} tenint en
compte que el punt d’interseccié de Ty i T3 (i analogament els altres), quan T
s’acosta a T3, és el punt de contacte. 1

7.5 Construccions amb regle
Donem algunes construccions que podem fer emprant el regle.
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Exercici 7.5.1

Donats cinc punts d’una conica, construir-ne mes

Solucio 1. Siguin 1, 2, 3, 4, 5 els punts donats. Construim les rectes r = 12,
s=13,t =14, v =52, s’ =53, ' = 54. Construim una recta auxiliar u per 1.

Busquem justament el punt on w talla la conica. Per tant, tan sols hem de
trobar una recta per 5, v/, tal que (u,r,s,t) = (u/,r',s',t'). Llavors el punt uu’
sera el punt buscat.

Podem trobar «' aixi:

Primer métode. Sigui @Q el punt d’interseccié de les rectes rt’ - r't i st - s't.
Escrivim la raé doble

(r,s,t,u) = (rt’, st’, tt',ut') = [projeccié des de Q sobre t](tr' ts' tt', A),

on A és la interseccié amb t de la recta determinada per @ i ut’. Llavors la recta
buscada u’ és la recta 5A.

Segon meétode. Tallem r, s, t, u per una recta auxiliar . Obtenim quatre
punts a, b, ¢, d en una certa raé doble.

Tallem 7/, s, t' per una recta auxiliar . Obtenim tres punts a’, b’, ¢ i hem
de buscar un quart punt d’ que tingui amb els altres tres la raé doble donada.
Llavors v’ sera la recta 5d’.
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Exercici 7.5.2

eix

d

Construim I’homografia h determinada per h(a) = o, h(b) = ¥, h(c) = .
Sabem que leix és la recta determinada pels dos punts ab’ - ab i ac’ - ca’. El punt
buscat d’ tal que (a,b,c,d) = (a/,0,,d’) és justament h(d) i es pot calcular com
la interseccié amb 3 de la recta bg, on ¢ = db’ - eix, que equival a utilitzar el
teorema de Pappus. 1

Solucio 2. (Pascal)

auxiliar

Tracem una recta auxiliar arbitraria pel punt 5. El punt que busquem, 6,
ha d’estar sobre aquesta recta. Aixi, tenim i = 12 -45, j = 23 - auxiliar (ja que
la recta auxiliar és la 56) coneguts. De k sabem que esta sobre 34 i sobre ij, i
per tant també és conegut, k = 34 - ij. Pero aix0 ens permet conegixer 6 ja que
k=34-16, i per tant 6 = 1k - auxiliar.

Donats cinc punts d’una conica, construir la tangent a un d’ells

Solucio 1.
Mantenim la mateixa notacié que a I’apartat anterior. Com que la projectivi-
tat j]_;l ja porta la tangent en A a la recta AB, podem repetir el procés anterior
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pero agafant com a recta auxiliar u justament la recta 15. Com que j Li és
projectivitat, tindrem

(r,s,t,15) = (r',s', ¢/, tangent en 5)

A partir d’aqui es repeteix la construccié anterior:

es tallen les quatre primeres rectes amb una recta auxiliar « i les tres segones
amb una recta auxiliar 3 i es busca sobre 3 un quart punt d’ que formi amb els
altres tres la mateixa raé doble que les quatre primeres rectes. Llavors 5d’ és la
tangent buscada. I

Solucié 2. (Pappus).
El dual de Pappus ens diu, amb les mateixes notacions que fins ara, que
rs’ - r's, rt’ - r't, st’ - ts' es tallen en un punt. Diguem-ne Q. Llavors

(r,s,t,15) = (rt’, st' , tt',5) =
= [projeccié des de Q sobre t](r't, s't,t't, Qs - t) = (r', s, ¥/, Q5);
per tant @5 és la tangent buscada. I
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7.6 Coniques a

Solucio 3. (Pascal).

Imaginem que tenim sis punts 1, 2, 3, 4, 5, 6 = 5. Llavors ¢ = 12 - 45,
k = 34 - 61 sén coneguts. Per contra j = 23 -56 = 23 - (tangent buscada) és
encara desconegut. Pero com que esta alineat amb 4, k, el podem trobar posant
7 =23 -1k. Llavors la tangent en el punt 5 és la recta 5j5. 1

fins. Centre d’una conica

Sigui C una conica de P(E). Si fixem una recta de l'infinit H = p(V), i una
descomposicié E = V@ < zp >, sabem que P(E)\H és un espai afi.

Els punts afins de C sén els punts de C que no pertanyen a H. Direm que
constitueixen una conica afi.

Si agafem una base adaptada {ej,es, 20}, expressié de C en coordenades
respecte a aquesta base sera del tipus

az? + by? + c2? + 2dzy + 2exz + 2fyz = 0.

Els punts afins de C sén els que compleixen aquesta equacié i tenen z # 0.
Com que

sén les coordenades afins respecte a la refereéncia afi {p(zp);e1,e2}, resulta que
els punts afins de C estan caracteritzats per

ax% + bx% + ¢+ 2dxoxy + 2exg + 2fx1 = 0.

En general, una quadrica afi en un espai afi es defineix com els zeros d’un
polinomi de segon grau. Es a dir, com el conjunt de punts tals que les seves
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Teorema 7.6.2

coordenades respecte a una referéncia afi compleixen una equacié de segon grau.
Pel procés d’homogeneitzacié sempre la podrem pensar com el conjunt de punts
afins d’'una conica projectiva. Vegeu la secci6 8.2.

Quan les coniques conviuen amb un infinit, té sentit la definicié segiient:

El centre d’una conica no singular és el pol de la recta de l'infinit.
El resultat segiient justifica el nom de centre.

Sigui v una recta que passa pel centre d’una conica i que la talla en dos punts M
1 M'. Llavors el centre és el punt mitja del segment M M'.

Demostracio.

Sigui A el centre de la conica. Prenem una recta qualsevol per A i denotem
per M i M’ els punts on aquesta recta talla la conica i per A’ el punt de tall
d’aquesta recta amb la recta de I'infinit.

Com que A i A’ sén conjugats tenim, pel teorema 7.2.1, (A4, A’, M, M') = —1,
perd aquesta és justament la condicié que A sigui el punt mitja de MM’, com
hem vist a la proposicié 5.1.4, recordant que (A, A", M, M) = (M, M', A, A").

Observem que el concepte de punt mig és afi, ja que esta caracteritzat per la
rad simple.

Coordenades del centre

Si prenem z = 0 com a recta de l'infinit i
q:az? +by? + cz® + 2dxy + 2exz + 2fyz =0

és 'equaci6 de la conica, el centre tindra coordenades afins (cg, c1) tals que

a d e T
(co,e1, 1) |d b f||ly| =0 Va,y.
e [ ¢ 0

Com que la igualtat es compleix per a tot z,y, aixo implica que

coa+cd+e=0
Cod+61b—|—f:0,

que permet memoritzar les coordenades afins del centre (cg, ¢1) com la solucié del
sistema

dq
%_0
dq
a—y_o.

Comentari. Com sempre, aquestes equacions es poden obtenir sense passar
al projectiu.
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Donada la conica afi g : ax? + by? + 2dxy + 2ex + 2fy + ¢ = 0, el canvi
' =x—co,yY =y—c1,on (co,c1) és el centre, ens transforma la conica en una
coOnica invariant per simetria respecte a l'origen. L’equacio

a d e 2+ ¢
(@ +co,y +c1,1) | d b f Yy +c | =0
e f c 1

ha de ser invariant per la transformacié (z/,y') — (—2/, —y'). Per tant els termes
lineals de ’equacié anterior han de ser zero. Pero aquests termes son

e (5 5) () +en(y)-o

(o) = (e ) Z)l,

que no és més que la soluci6 al sistema d’equacions en derivades parcials abans

és a dir

considerat.

Si C és una conica amb centre es diu que tota recta pel centre és un didmetre.
Dos diametres es diuen conjugats si els punts on tallen l'infinit son conjugats
respecte a C.

Observem que els diametres son conjugats quan corresponen a rectes conju-
gades respecte a la conica (I'una passa pel pol de l'altra).

Si estem en el pla projectiu real RP? i tallem una conica no singular (equacié
de segon grau) amb la recta de linfinit (primer grau) ens podem trobar tres
casos: que tinguin dos punts diferents en comu, un tnic punt doble en comu o
que no tinguin cap punt comu. De les coniques afins respectives se’n diu hipérbola,
parabola i el-lipse.

I

El-lipse Parabola Hiperbola

Per exemple, la hiperbola de R? que en coordenades cartesianes té equacié zy = 1
correspon, via el procés d’homogeneitzacié, a la conica projectiva zy — 22 = 0,
que talla I'infinit z = 0 en dos punts, el [0,1,0] i el [1,0,0].

L’ellipse de R? que en coordenades cartesianes té equacié x? + 3y% = 1 cor-
respon, via el procés d’homogeneitzacié, a la conica projectiva 2% + 3y% — 22 = 0,
que no talla I'infinit z = 0 en cap punt.
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La parabola de R? que en coordenades cartesianes té equacié y? = x corres-
pon, via el procés d’homogeneitzacié, a la conica projectiva y? — zx = 0, que talla
I'infinit z = 0 dnicament en el punt [1,0,0].

Demostreu que les rectes que uneizen punts homolegs entre dues rectes homologues
d’una afinitat son tangents a una parabola.

Solucid. Per ser afinitat, la recta de 'infinit és invariant. Si la recta r va a parar
per Dafinitat h a la recta r’, el punt P on r talla 'infinit va al punt Q on r’ talla
Iinfinit. Pel teorema 7.3.4, aplicat a l’afinitat h restringida a r, sabem que les
rectes m - h(m) sén tangents a una conica, per a tot m € r. Per tant la recta
PQ = Ph(P), que és la recta de I'infinit, és tangent, pel teorema anterior, a una
conica. Per tant aquesta conica és una parabola. I

7.7 Coniques afins meétriques. Diametres i focus

Definicié 7.7.1

Definicio 7.7.2

Per espai aff metric entenem un espai afi ordinari (A, V') perd amb un producte
escalar a l’espai vectorial V. Denotarem per g aquest producte escalar, que el
pensarem com una aplicacié bilineal simetrica definida positiva. En particular
estem en el cas real (k = R), és a dir V' és un espai vectorial real.

A partir d’aquest moment es pot parlar, per exemple, de distancia entre punts,
tot i que la distancia no és un concepte afi, simplement dient

d(A, B) = \/ g(AB, AB).

Des del punt de vista projectiu consisteix en considerar I'espai afi P(E)\H
amb H = p(V), i fixar una metrica g a V. Es pot pensar doncs com una quadrica
a H. Aquesta manera de pensar és independent de la dimensié; pero, com que ara
volem parlar de coniques, suposarem que F és un R-espai vectorial de dimensio
3 i, per tant, V és un subespai vectorial real de dimensi6 2 de F.

En aquesta situacié direm

Dues rectes projectives r i r', que es tallen en un punt afi, es diuen ortogonals si
tallen la recta de linfinit en punts conjugats respecte a la métrica g.

Es la definici6 habitual en els espais afins, ja que sabem que la direccié afi d’aques-
tes rectes esta donada justament per la direccié representada pel punt on tallen
I'infinit. Aixi, si els punts de tall sén respectivament p(a) i p(b), amb a,b €
V, la condicié de conjugacié respecte g és g(a,b) = 0 que correspon a dir que
les direccions afins a i b d’aquestes rectes siguin ortogonals a ’espai afi meétric
considerat.

Per a les coniques amb centre tenim:
Els eixos d’una conica C son els diametres conjugats ortogonals.

Que aquesta definicié coincideix amb la classica d’eixos de simetria es veu
aixi:

Considerem la conica

az® 4 by? + 2dxy + 2ex + 2fy +c =0
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del pla euclidia i suposem que esta escrita respecte la referéncia afi {O;eq,es},
on O és el centre i e1,es sén els vectors ortogonals i conjugats, és a dir, les
direccions del eixos. Compleixen, doncs, g(e1,e2) = ¢(ej,ea) = 0, on g és la
metrica euclidiana i ¢ ’aplicacié bilineal simetrica que ens déna la conica.

A partir de les equacions del centre, veiem que f = e = 0, i la condicid
¢(e1,e2) = 0 ens diu d = 0. Per tant tenim

az’ + by’ +c=0. (7.3)

Per ser la base ortonormal, la simetria respecte a l'eix < ey > s’escriu (z,y) —
(x,—y) i la simetria respecte a l'eix < ey > s’escriu (z,y) — (—z,y). Ara bé,
aquests canvis deixen invariant I'expressié 7.3 i per tant les direccions < e; > i
< ey > corresponen als eixos de simetria.

En terme d’involucions de la recta de I'infinit, podem descriure els eixos aixi:

Sigui ¢ la involucié de la recta de infinit donada per conjugacié respecte
g, és a dir o(p(z)) = p(y) si i només si g(z,y) =0, z,y € V. Es independent
dels representants x,y escollits i esta ben definida per ser g no singular i V' de
dimensié6 2.

Sigui 7 la involucié de la recta de l'infinit donada per conjugacié respecte
la conica ¢, és a dir 7(p(x)) = p(y) si i només si ¢(z,y) = 0, z,y € V. Es
independent dels representants i esta ben definida si assumim ¢ no singular a V.

Llavors els eizos son les rectes pel centre que tallen linfinit en els punts fixos
de o oT. Observem que si z és fix per o o7, llavors 'altre punt fix és o(z) = 7(x).
En efecte

ogoT(x) =2 <= o(x) =71(x)

ja que sén involucions. Per tant o o 7(7(x)) = o(z) i és fix.
Llavors tenim g(x,0(x)) = ¢(z,7(x)) = 0, i per tant les rectes corresponents
sén conjugades i ortogonals.

També els focus es poden descriure projectivament, sempre que admetem
nombres complexos.
Suposem doncs RP? contingut a CP? via la inclusi6

RP? — CP?
[z,y,2] — [z,y,2].

Es a dir que el nombre real x passa al nombre complex x + 0¢ i analogament
per yi z.

Observem perd que la classe [z,y, z] a RP? esta formada per (x,, 2) i els seus
miiltiples reals, mentre que la classe [z,y, 2] a CP? esta formada per (z,y, 2) i
els seus multiples complexos. Es a dir, que podem pensar RP? com el subcon-
junt de CP? format per aquells punts que, respecte una referéncia fixada, tenen
coordenades homogenies reals o que es poden transformar en reals multiplicant
per una certa constant complexa no nul-la.

Denotarem a partir d’ara per x,y, 2z les coordenades homogenies canoniques
de CP?. Seran doncs nombres complexos. Seguint la manera de procedir anterior,
fixem z = 0 com a infinit, i en aquest pla complex fixem la forma bilineal simeétrica
que respecte a aquestes coordenades s’escriu com

/10
9_01?
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7.7.4

i que correspon doncs a la forma quadratica z? + y? = 0. Es no singular, pero
no podem parlar de definida positiva ja que estem sobre els complexos. Podem
pensar que és la restriccié a I'infinit de la conica complexa x? + y? + 22 = 0.
Observeu que I'infinit es pot pensar com la recta projectiva CP!.

Aquesta forma quadratica no té punts reals a 'infinit, és a dir que provinguin
de RP? per I'anterior inclusié, perd si de CP?, els anomenats punts ciclics I =
[1,7,0], J = [1,—1,0]. Es diuen ciclics perque totes les circumferencies de centre
a l'origen hi passen.

Com en el cas real, direm que dues rectes complexes sén ortogonals si tallen
Iinfinit en punts conjugats per g. Observem que, pel teorema 7.2.1 aplicat a la
conica 2 + y? + 22 = 0 i a la recta de l'infinit, dues rectes son ortogonals quan
els punts de tall amb Uinfinit sén harmonicament conjugats dels punts ciclics.

Un punt P és un focus d’una conica C de CP? si les tangents a C des de P tallen
Vinfinit en els punts ciclics.

Les tangents sén rectes complexes. No obstant aixo, podem fer-nos una idea
de la situacié en el dibuix segiient:

A partir d’aquesta figura, que utilitza Iexercici 7.2.3 per poder assegurar que
el pol M de PS' i els punts de tangencia A i B estan alineats , i emprant que la
rad doble es conserva per projectivitats, es veu que els focus estan caracteritzats
per la propietat segiient:

Un punt P és un focus d’una conica C de CP? si és tal que les rectes homologues
del feix Fp per la conjugacié induida per C (vegeu la seccid 7.2.1) sén ortogonals.

Demostracio. Pel teorema 7.2.1, hem de veure que les rectes homologues tallen
I'infinit en punts harmonicament conjugats dels punts ciclics. Amb la notacié de
la figura, on A i B sén els punts de tangencia i M el pol d’una recta qualsevol
PN, tenim

(M,N,A,B)=(R,S,I,J)

per perspectivitat des de P, perd (M, N, A, B) = —1, jaque M i N sén conjugats
respecte a la conica, i per tant R 1.5 sén conjugats respecte a la metrica de I'infinit,
la qual cosa ens diu que PR i PSS sén ortogonals. I
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Exercici 7.7.6

Es diu que el feix pel focus P és un feix harmonic.
Per veure la relacié amb la definicié classica de focus, vegeu l'exercici 7.8.34.

Trobeu, emprant la definicio projectiva, els focus de l’el-lipse del pla euclidia

Solucid.

Pensem el nostre pla euclidid com el z = 1 de R? i projectivitzem, és a dir
I'identifiquem amb RP?\{z = 0} (homogeneitzacié) i ho pensem tot dins de CP2.
El problema és doncs trobar els punts P = [pg,p1,p2] € CP? des dels quals les
tangents a la conica

2 2
x
2L
A B2
passin pels punts ciclics I,.J. Les dues rectes tangents ax + by + cz = 01 d’z +
b'y + ¢’z = 0 compliran doncs

—22=0

apo + bp1 +cp2 =0 (7.4)
a'po+b'p1+ 'pa =0 (7.5)
a?A2 +0°B* -2 =0 (7.6)
a’A2 +0°B* -2 =0 (7.7)

a+bi=0 (7.8)
a —bi=0 (7.9)

on les equacions 7.6 i 7.7 provenen de la condicié de tangencia 7.2, i les altres
expressen simplement que les rectes passin pels punts P, I, J.
Posem py = 1 per simplificar els calculs i obtenim a = —bi, a’ = V'3, i

—A*+ B* — (pyi +p1)* =0
—A*+ B* — (pyi —p1)* =0

Per tant 4ipop; = 0, i —A% + B? 4+ pg — p? = 0.

Com que pg = 0 0 p; = 0, aix0 ens diu en particular que els focus estan sobre
els eixos de la el-lipse. Suposem, abans de continuar els calculs, que A > B. Si
po = 0, llavors p; = +iC on C? = A2—B2. Sip; = 0, llavors pg = +C. Aix{ doncs
hem obtingut quatre focus, [+C,0, 1], [0, £iC, 1], dos de reals i dos d’imaginaris.
Els dos focus reals estan sobre l’eix més llarg de l'el-lipse. Analogament si B >

A 1

Siguin A i B dos punts del pla euclidia R?, i h: Fi4 — Fp Uaplicacio que envia
tota recta T per A a una recta h(r) per B obtinguda traslladant r paral-lelament
fins a B i girant després un angle donat o (amb orientacid fizada). Trobeu el lloc
geométric dels punts r - h(r) en variar r en Fa.

Solucio.
Primer métode [sense passar al projectiu].
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Prenem A = (0,0) i B = (1,0). La recta y = ma va a parar a la recta

A
y = 1m_+m)\(x —1), on\=tana.

En tallar les dues rectes obtenim el punt

m+ A m(m + X)

A+mox YT @ +mon

Eliminant m obtenim

2 2 Y
r+y " —x—==0,
Y X\

que és precisament la circumferencia arc capac del segment AB

1 2+ 1\? 142
T 22) T T

és a dir el lloc geometric dels punts del pla des dels quals es veu el segment AB
sota l'angle « (de fet 'arc capag és una part d’aquesta circumfereéncia). I

TN

A B

Segon métode [passant al projectiu de manera natural].

Pensem el nostre pla aff com z = 1 d’un espai projectiu en el qual z = 0
fa el paper de pla de 'infinit. Prenem coordenades de manera que A = (0,0, 1),
B =(1,0,1). Les rectes per A tenen equacié y =tz (ix = 0, que és el cas t = 00),
i les rectes per B tenen equacié x = sy + z (i y = 0, que és el cas s = ).
Aquestes rectes projectives, tallades amb z = 1, donen lloc a rectes afins de
pendents respectius ¢ i s71. Aixi, la recta per A de pendent t = tan 3 va a parar
a la recta per B de pendent

t4+ A

-1
=1 = —
s an(a + ) T

on, com abans, A = tan «. Aquesta relacié entre s i t ens diu en particular que
I’aplicacié que ara considrem és una projectivitat.
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En tallar aquestes dues rectes obtenim punts de la forma
[z,tx,x — stx] = [1,t,1 — st],

és a dir

que ens dona

que en tallar per z = 1 ens dona la mateixa circumferencia d’abans. I

Tercer métode [Steiner, comentaris].

La conica originada per una projectivitat entre feixos de rectes ha estat ja
calculada a la demostracié del teorema de Steiner. Tan sols hauriem d’aplicar
la férmula. El problema que es presenta és que alla agafavem coordenades de
manera que els punts A, B (els vertexs dels feixos) estaven en el pla z = 0 que
és el que agafem com a pla de l'infinit en el procés d’homogeneitzacié habitual.
De manera que, si homogeneitzem d’aquesta manera, no podem agafar després
les coordenades de A i B com a la demostracié del teorema de Steiner (no serien
punts afins!).

Si volem mantenir els calculs de Steiner no tenim més remei que agafar un
nou pla de I'infinit que no contingui A, B. Agafarem per exemple x4y = 0, pero
podriem agafar-ne qualsevol altra.

Per poder parlar, si volem, de pendent de les rectes afins corresponents, hem
de fixar un producte escalar a l'infinit, ja que parlem d’angles, que és un con-
cepte metric. En els altres dos metodes s’ha suposat implicitament que tenim el
producte escalar euclidia ordinari.

Recordem que per simplificar els calculs, si el pla de l'infinit és Axz4+y+Cz = 0,
convé agafar com a base (0,—C, 1), (1,—A4,0).

Aixi, en el nostre cas (A =1,C = 0) la nostra referéncia aff sera

{p(1,0,0);u = (0,0,1),v = (1,-1,0)}

i agafarem la metrica que fa de {u,v} una base ortonormal. Aix0 correspon al
procés d’homogeneitzacié donat per la inclusio

R2 — R P2
(w7y) — [x71_x7y]7

de manera que la base canonica de R? passa a la u,v.

La direcci6 (afi) de la recta afi determinada per la recta projectiva y = tz és
la direccié que representa el punt d’interseccié de la recta projectiva y = tz amb
la recta de l'infinit © 4+ y = 0. Per tant el vector director de la recta afi y =tz és
(—t,t,1) = u — to.

Analogament el vector director de la recta x = sz és (s, —s,1) = u + sv.
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7.8 Exercicis

7.8.1

Volem que s = tan(a + (3), on tan 8 = —t; per tant

s —t+ A
R
i la conica és (vegeu el teorema 7.3.3 amb a = —-1,8=X\,v=\,d =1)

N2+ dry+xz+yz =0,

que si la pensem a 'espai afi corresponent, és a dir si la tallem amb x +y = 1,

obtenim .

x2+22—x—X:0. (7.10)

Fixem-nos ara que el punt de coordenades projectives [z, y, z| té, en la referencia
aff considerada, coordenades afins (£,7) amb

z

g_m+y

n=- Y
x4y’

ja que

<‘T 1,2 x>—5(001)+(1 1,0)
T + y ) T + y? T + y - ) ) /’7 ) ) *

Els punts de la nostra conica sén de la forma [z,1 — x, 2] i compleixen l'equa-
ci6 (7.10). En aquest cas £ = z, n = x — 1 i substituint a la mateixa equacié (7.10)

obtenim

n”+n+& - % =0
que canviant la notacié a © = —n i y = ¥ ens déna la mateixa circumferencia

abans obtinguda. i

Construccions amb regle.

a) Donades cinc tangents d’una conica no singular, trobeu el punt de contacte
d’una d’aquestes tangents.

b) Suposem donades cinc tangents d’una conica no singular tals que no n’hi ha
tres de concurrents. Construiu una tangent diferent de les donades.

c) Suposem donats cinc punts d’una conica no singular i una recta concurrent a
un d’aquests punts. Trobeu el segon punt d’interseccié de la recta amb la
conica.

d) Donat un arc d’una conica no singular i una recta que interseca l’arc, trobeu
el segon punt d’interseccié de la recta amb la conica.

e) Donats quatre punts d’una conica no singular i la tangent en un dels punts
donats, construiu un altre punt diferent dels donats i la tangent en aquest
punt.

En particular, quatre punts i una tangent determinen la conica.
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7.8.2

7.8.3

7.8.4

7.8.5

7.8.6

f) Donats tres punts diferents A, B, C' d’una conica no singular i dos tangents
en punts A i B, construiu la tangent en C.

En particular, tres punts i dues tangents determinen la conica.

g) Formuleu i resoleu el problema dual del problema (f).

Doneu l'equacié i determineu la classe de la conica que passa pels cinc punts
donats:

a) [0,0,1], [2,1,0], [2,—1,0], [-2,0,1], [2,2,3].
b) [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1], [2,2,1], [2,—1,2].
c) [1,-2,1], [-3,1,0], [-2,—1,1], [2,—2,1], [0,0,1].

Polaritat.

a) Trobeu l'equacié de la recta polar del punt A = [1,3, —1] respecte a la conica
C donada per 'equacié x2? — 2y? + 4yz = 0.

b) Trobeu el pol de la recta a =< 0, —1,2 > respecte a la conica y? + 42z = 0.

c) Trobeu l'equacié de la polar del punt A=[1,2,1] respecte a la conica —z? +
y? + 22 — 222 =0.

d) Trobeu el pol de la recta a =< 1, —1, —2 > respecte a la conica z% 4 y? — 22 +
2yz = 0.

Siguin A, B, C, D quatre punts alineats i sigui C una conica donada per una apli-
cacié bilineal simetrica ¢. Demostreu que la raé doble d’aquests punts coincideix
amb la ra6 doble de les seves rectes polars (que sén concurrents).

Indicacié: Vaplicacié f : E — E* donada per f(x) = ¢(z,-) és una projecti-
vitat.

Tangencia.

a) Trobeu l'equacié de les tangents de la conica z2 + 32 — 1022z = 0 concurrents
en el punt A =[4,7,1].

b) Trobeu les equacions de les tangents a la conica 22 — y? + xz = 0 concurrents
en el punt A =[1,2,3].

Sigui C una conica no singular.
a) Donat un punt A ¢ C, construiu la polar de A.

b) Donat un punt exterior A, construiu les tangents de C concurrents a A.
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7.8.7

7.8.8

7.8.9

7.8.10

7.8.11

7.8.12

7.8.13

¢) Donada un recta a, construiu el pol de a.

d) Donat un punt A € C, construiu la tangent concurrent a A.

Siguin A, B, C tres punts d’una conica no singular C i siguin a, b, ¢ les tangents
de C en punts A, B, C respectivament. Proveu que els parells anNb, anNci A,
a N BC so6n conjugats harmonics.

Siguin A, B, C, D punts d’una conica no singular C. Sigui r qualsevol recta per
D i considerem els punts

P=BCnr, Q=ACnr, R=ABnNnr, i S talque {S,D}=CnNr.

Llavors la raé doble (P, @, R, S) no depén de la recta r per D escollida, i coincideix
amb la raé doble dels punts sobre la conica.

Donats tres punts A, B, S i dues rectes p, ¢, tenim una recta variable que passa
per S i talla p,q en P,Q. Trobeu el lloc geometric del punt d’interseccié de AP

i BQ.

Sigui ABC'D un paral-lelogram inscrit en una el-lipse. Proveu que el punt d’in-
terseccié de les diagonals és el centre de l’el-lipse.

Siguin PA, PB dues tangents d’una conica C amb els punts de contacte A i B
respectivament. Sigui r una recta que interseca C en dos punts U i V. Proveu
que la transformacié « de r definida per «(X) = X', on AX N BX’ € C, és una
involucié si i només si P € UV.

Donats una recta r, dos punts A, B fora d’ella, i un punt O € r. Per a X € r,
sigui X’ € r el punt simetric a X respecte O (és a dir, O és el punt mitja de
X X'). Trobeu el lloc geometric dels punts AX N BX’ amb X variable.

Classifiqueu les coniques segons els valors de A:
22+ Day+4y° — 20z +4y —3=0.

Determineu el centre (si existeix). Doneu el lloc geometric dels centres en variar
el parametre.
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7.8.14

7.8.15

7.8.16

7.8.17

7.8.18

7.8.19

7.8.20

7.8.21

Siguin Aj, As, Az els punts basics d’un sistema de referéncia projectiu. Doneu
I’equacié general de les coniques tangents en Ay i Az als costats A1 A 1 A1 A3
respectivament.

Trobeu el centre i les asimptotes de la hiperbola x? — 62y +8y?+2y = 0. Observeu
que, des del punt de vista projectiu, les asimptotes sén les tangents a la conica
en els punts en que aquesta talla la recta de I'infinit.

Siguin k, [ asimptotes d’una hiperbola i siguin p, ¢ dos diametres conjugats.
Proveu que (k,l,p,q) = —1.

Donats, en el pla euclidia, I'eix, el vertex i un punt d’una parabola, construiu la
tangent en aquest punt.

Sigui A, B,C un triangle variable tal que els costats BC, CA i AB passen per
punts fixos P, Qi R. Siels vertexs B i C' es mouen sobre rectes donades que passen
per un punt O alineat amb @ i R, determineu el lloc geometric que descriu el
vertex A.

Considerem la familia de coniques del pla aff real donades per
2?2+ Dy +4y° — 22 +4y —3=0
a) Classifiqueu-la segons els valors de .

b) Calculeu el centre.

c) Calculeu el lloc geometric del centres en variar A.

a) Donats quatre punts A, B, C, D d’una conica no singular C i la tangent a C en
el punt A, doneu una construccié de la tangent en el punt B.

b) Enuncieu i resoleu el dual de 'apartat anterior.

Donada la conica
22+ 3y —dzy + 22 +2y —9 =0,

a) Classifiqueu-la.

b) Trobeu, si existeixen, el centre, les asimptotes i els vertexs.
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7.8.22

7.8.23

7.8.24

7.8.25

7.8.26

7.8.27

7.8.28

7.8.29

¢) Trobeu l'equacié de la tangent en el punt (6, 3).

Sigui A, B, C tres punts no alineats d’una conica C en el pla projectiu real i sigui
r una recta tal que A, B,C ¢ r.

a) Estudieu CNr.
b) En cada cas doneu la classificacié afi de C respecte a la recta de Uinfinit 7.

c) SiC és no singular i  és tangent a C en un punt D, doneu una construcci6 de
la tangent a C en A.

Sigui PQ RS un quadrangle inscrit en una conica. Demostreu que la recta AB és

lapolarde Con A=QRNPS, B=QPNRS,C=PRNQS.

Siguin A, B,C, D quatre punts sobre una conica no singular i siguin a, b, ¢, d les
quatre tangents en aquests punts. Demostreu que els punts cNd, anNb, ADN
BC, BD N AC estan alineats.

Demostreu que en tot triangle circumscrit a una conica, les rectes que uneixen
els vertexs amb els punts de contacte de costats oposats es tallen en un punt.

Demostreu que les tangents a una hiperbola determinen amb les asimptotes seg-
ments tals que el seu punt mitja és el punt de contacte.

Considereu la conica aff 22 4+ 2zy — 2y + 4z = 0.
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu 'equacié de la recta tangent en el punt de coordenades afins (0,0).

c) Trobeu-ne el centre.

Siguin r,s,t tres rectes no concurrents del pla projectiu. Sigui A € r que no
pertany ni a s ni a t, i siguin C'i D dos punts que no pertanyen a cap d’aquestes
tres rectes. Sigui X un punt variable de s i Bx = AX Nt.

Trobeu el lloc geometric dels punts Py = CX N DBy, en variar X.

Siguin 7, s,t tres rectes no concurrents. Siguin A € r i B € s dos punts diferents
que no pertanyen a t. Siguin C, D dos punts també donats que no pertanyen ni
armnias.

Trobeu el lloc geometric dels punts PxC' N Qx D, en variar X en ¢, on Py =
AXNsiQx =BXNr.
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7.8.30

7.8.31

7.8.32

7.8.33

7.8.34

Sigui PQR un triangle inscrit en una conica no singular C. Sigui r una recta que
passa pel pol de PQ. Demostreu que els punts r N PR i r N QR sén conjugats
respecte de la conica C.

Sigui f una projectivitat del pla que deixa invariant una conica. Demostreu que
les rectes X f(Y),Y f(X), en variar X,Y en la conica, es tallen sobre una recta.
Aquesta recta es diu eizx de colineacio.

Indicacié: considereu la projectivitat entre el feix de rectes per f(A) i el feix
de rectes per A que envia la recta f(A)X a la recta Af(X) i apliqueu Steiner.

Trobeu, emprant la definicié projectiva, els focus d’una hipérbola i d’una parabola.

Demostreu que els focus pertanyen sempre als eixos de la conica.

Demostreu, primerament per metodes classics i després per metodes projectius,
la seglient caracteritzacié dels focus:

Les rectes que uneixen els focus d’una conica amb dos punts qualssevol P, Q)
d’aquesta, formen un angle tal que les seves bisectrius passen, una per la inter-
seccié de les tangents en els punts P, (@, i altra per la interseccié de la directriu
amb la recta PQ.

Indicaci6 (classica):

La definici6 classica de conica en el pla euclidia és la segiient: Una conica €s
el lloc geometric dels punts del pla tals que el quocient de distancies a un punt
donat (focus) i a una recta donada (directriu) és una constant (excentricitat).

Si 'excentricitat és més petita que 1 (distancia al focus més petita que la
distancia a la directriu), tenim una el-lipse; si és igual a 1, és una parabola, i si
és més gran que 1, és una hiperbola.

Denotem per F' el focus, R la interseccié de la recta P amb la directriu, i
P’'i Q' els peus de la perpendicular a la directriu per P i Q respectivament.

Tenim
QF PF tricitat
= = excentricita
QQ' PP ’
d’on
FpP PP _RP
FQ QQ RQ

Sigui M sobre la recta F'P de manera que RM sigui paral-lela a QF'. Per Tales
obtenim M F = RM i d’aqui ja és clar que RF és la bisectriu de 'angle ZQF M.

A continuacié, pensant la recta tangent a P com la posicié limit de les secants
PQ quan @ tendeix a P, deduiu que el segment de tangent entre la directriu i el
punt de contacte es veu des del focus sota un angle recte.

Aix0 ens permetra demostrar que la bisectriu interior de l’angle ZPF(Q passa
pel punt d’interseccié de les tangents a la conica en P i Q.

En efecte, sigui O el punt de tall de les tangents. Considerem la circumferéncia
magica de centre O (és a dir la circumferéncia de centre O i radi el producte de
I'excentricitat per la distancia de O a la directriu).
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Tracem les dues tangents a aquesta circumferencia pel focus. Siguin N i N’
els punts de contacte i L i L’ els punts de tall amb la directriu de les tangents
FN i FN'. La relaci6

ON  FQ
00’  FQ'

donada per construccié de la circumferéencia magica ens diu, ates que FQ i ON
sén paral-leles, que la recta OQ passa per L. Analogament PO passa per L. Ara
ja és clar que F'O és la bisectriu de 'angle ZPF'Q, ja que és bisectriu de I'angle
/NFN'.

Indicaci6 (projectiva):

Projectivament la directriu es defineixz com la polar del focus. Aixo esta d’a-
cord amb la definicié classica, com es pot veure a partir dels comentaris anteriors,
ja que si els repetim pero amb PF'(Q) alineats, veiem que les tangents en P i () es
tallen sobre la directriu i per tant aquesta és la polar del focus.

Amb la notacié anterior el punt R és conjugat de F' (per ser la directriu polar
de F') i conjugat a O (ja que O és el pol de la recta PQ). Per tant OF és la polar
de R. Per tant (P,Q,R,H) = —1 on H = OF - PQ. En particular les rectes
FP FQ,FR,FH tallen la recta de 'infinit en punts harmonics.

Ara, les rectes FR i FH que sén conjugades, sén també perpendiculars, per
definici6 de focus.

Aixo ens permetra demostrar que les rectes FR i FH sén les bisectrius dels
angles formats per les rectes FP i F(Q.

En efecte, qualsevol recta que passi pel punt d’interseccié de F'H amb l’infinit
(paral-lela doncs a F'H)
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talla perpendicularment F'R en un cert punt R’. A més, si denotem per P’ i Q'
els punts de tall d’aquesta recta amb les rectes F'P i F'() respectivament, tenim

(P/7Q/7RI7H) - _17

per tant la raé simple (P',Q',R’) = —1, que ens diu que els segments P'R’
i R'Q' sén iguals en longitud i per tant F'R és la bisectriu de 'angle /PFQ.
Analogament per a ’altra bisectriu, com voliem.

De fet, a partir de la férmula de Laguerre que veurem més endavant (vegeu
10.1), es pot donar una demostracié d’aquesta propietat del feixos harmonics
lleugerament diferent. Es a dir que si les rectes FFR i FH sén perpendiculars i
les rectes F'P, FQ, FR, 'H tallen la recta de 'infinit en punts harmonics, llavors
FR i FH sbn les bisectrius dels angles formats per les rectes FP i F'Q.

En efecte, la formula de Laguerre ens diu que ’angle entre dues rectes que
tallen 'infinit en punts A, B és funcié dnicament de la ra6 doble (A, B,1,.J), on
1, J sén els punts ciclics.

Ara bé, és facil demostrar que (A, B,C,D) = —11i (C,D,I,J) = —1 implica
(A,C,I,J) = (C,B,1I,J). Aix0 equival a dir que sempre que tinguem quatre
rectes concurrents harmoniques que tallen I'infinit en punts A, B, C, D i tals que
les rectes per C' i D siguin perpendiculars, llavors aquestes rectes sén bisectrius
dels angles formats per les altres dues, que és la propietat del feix harmonic que
voliem.
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8. Classificacié afi de les quadriques

Classicament, el metode de completacié de quadrats ens diu que tota quadrica
afi és equivalent per una afinitat, a una quadrica que té una expressié canonica
molt senzilla. Essencialment suma de quadrats.

El problema és com saber quan, donades dues quadriques, aquestes sén equi-
valents en el sentit que hi ha una afinitat que porta l'una sobre l'altra. Per
respondre aixd0 podem completar quadrats i comparar les equacions resultants.
Veurem que apareixen tres tipus d’equacions.

Passarem a continuacié a repensar aquests resultats des del punt de vista
projectiu. El teorema important i sorprenent és que la classificacio afi es redueix
a dues classificacions projectives. La classificacié projectiva és més senzilla, ja
que treballa amb polinomis homogenis i es redueix, com ja hem dit abans, a la
classificacié de formes quadratiques.

Més concretament, tota quadrica afi es pot pensar com la restriccié al projec-
tiu menys un hiperpla (I'espai afi) d’una quadrica projectiva. Dues quadriques
afins sén equivalents quan les quadriques projectives de les quals provenen sén
projectivament equivalents i, a més, les restriccions a l'infinit d’aquestes quadri-
ques sén també projectivament equivalents.

Per exemple, en el cas complex, un parell de nombres, el rang de la quadrica
i el rang de la quadrica a l'infinit, classifiquen. Sobre els reals necessitem quatre
nombres, el rang i I'index de la quadrica i el rang i I'index de la quadrica a I'infinit.

8.1 Classificacié afi, fora del context projectiu

Classificarem les quadriques en un espai afi directament per metodes afins
i més endavant veurem que els resultats que aqui obtenim es recuperen en el
context projectiu. Sabem que en tallar un con amb un pla obtenim una figura
geometrica anomenada conica, 1 que aquesta figura varia segons la inclinacié del
pla. Ja hem estudiat 1’el-lipse i hem vist que en bones coordenades s’escriu com

Generalitzant aquesta expressié definirem quadrica afi com els zeros d’un polino-
mi de segon grau. Aixo vol dir que si fixem en un espai afi A una referencia aff
i denotem per r(z) un polinomi de segon grau en les indeterminades 1, ..., x,,
que s’interpreten com les coordenades, llavors una quadrica afi Q és

Q={z=(x1,...,2) € A;r(x) =0}.
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Definicié6 8.1.1

Es diu que dues quadriques afins Q, Q' sén afinment equivalents quan ezisteix

una afinitat [ tal que f(Q) = Q.
Per exemple, en el pla aff R?, les quadriques

Q={(z,y) e R*r(z,y) =2°+y* —1=0} (8.1)

Q' = {(x,y) € R?% s(x,y) = 2% + 10y* — 22y — 62 + 42y + 36 = 0} (8.2)
sén equivalents, perque 'afinitat f d’equacio

¥ =3r+y+1
/
y=y—2

ens porta 'una sobre l'altra, és a dir f(Q) = &’

L’objectiu de la classificacié és com saber a la practica quan dues equacions
tan diferents com 8.1 i 8.2 sén equivalents o no, i trobar explicitament aquesta
afinitat que aqui apareix magicament.

Es clar que per passar d’una quadrica a l'altra podem aillar z, y en funci6 de
2', 1y alequacié de lafinitat i substituir els valors obtinguts a ’equacié 8.1. Si
canviem ara z’, 3y per z, y respectivament, obtenim ’equaci6 8.2. Perd és molt
més util pensar els polinomis en forma matricial. Per exemple el polinomi

az? + by? + 2cxy + 2dx 4+ 2ey + f =0

es pot escriure com

d S0

a
(z,y,1) | ¢
d

Com que la matriu és simetrica, estem interpretant el polinomi com una forma
quadratica actuant sobre vectors del tipus (z,y,1).
Més generalment, al polinomi

n n
Z Qi T;T5 + Z 2brxi + C
k=1

i,j=1
a b
bt ¢

amb a = (a;j) matriu quadrada n x n, i b = (by) matriu de n files i una columna.

li associem la matriu simetrica

Amb aquesta notacid, I'exemple anterior s’escriu molt facilment. Tan sols
hem de veure com ’afinitat

X X X
v | = y|=M]|y (8.3)
1 1 1
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Definici6 8.1.2

transforma la quadrica (8.1), que ara s’escriu

T 1 T
@y, Vr |y =@y )| 1 y| =0 (8:4)
1 —1 1
en la quadrica (8.2), que ara s’escriu
T 1 -1 -3 T
(x,y,Ds |y | =(x,y,1) [ -1 10 21 y| =0. (8.5)
1 -3 21 -36 1

(hem denotat per r i s les matrius associades als polinomis r(x,y) i s(z,y) res-
pectivament. )

Per tant, tan sols hem de veure que si (x,y, 1) compleix 'equacié (8.4) llavors
(2',y',1) = (z,y,1)M" compleix 'equaci6 (8.5)

Pero aixo és clar, ja que

/

X X
(x,’y,al)s y, = (x>y’1)MtSM )
1 1
9 0 0 z
= (z,y, 1) 0 9 0 y | =9@=*+y*-1)=0.
00 —9 1

Observem que el queé realment hem provat amb aquest calcul és que M? s M =
9r. Com que els zeros de r sén els mateixos que els zeros de 9r, aixo justifica la
definicié segiient.

Dos polinomis de segon grau, r(x) i s(x), en n indeterminades es diuen afinment
equivalents quan existeix una matriu invertible del tipus

A b
= 1)
on A és una matriun x n i bt = (by,...,b,), tal que

M'rM = Xs, M€k, (8.7)

on r i s son les matrius corresponents a r(x) i s(x) respectivament pel métode
anteriorment explicat.

Pels mateixos problemes comentats en estudiar quadriques en el projectiu,
ens interessara més classificar les equacions (els polinomis de segon grau) que no
les quadriques (els seus zeros).

Per exemple, els polinomis r(z,y) = 2% +42 i s(z,y) = —2? — y? s6n afinment
equivalents, ja que prenent M =id i A = —1 tenim

100
ML O 1T O | M=) 0 -1 0
00 0
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Lema 8.1.3

En canvi, si traguéssim la A de la definicié 8.1.2 els polinomis r i s anteriors
no serien equivalents (no hi ha cap matriu M del tipus demanat a la definici6é que
compleixi la condicié (8.7) amb A = 1, sobre R), tot i tenir els mateixos zeros.

Observem finalment que aixi com acabem de veure que a cada polinomi li
associem una matriu simétrica, també a cada matriu simetrica A li podem associar
un polinomi, simplement posant

I

p(z1, ... xn) = (1,...,2,)A
Ty,

1

De fet, aquesta correspondeéncia és bijectiva, ja que si dues matrius simetriques
A i B donen lloc, per aquest procediment, al mateix polinomi, llavors A = B.
Aix0 es justifica amb el lema segiient.

St dues formes quadratiques coincideizen sobre tots els vectors que son fora d’un
hiperpla, llavors coincideizen a tot arreu.

Primera demostracio, en coordenades. Suposo n = 2 per simplificar la notacié,
pero I'argument és el mateix en qualsevol dimensié. Agafant I'hiperpla de I’enun-
ciat com el z = 0 i restant les dues formes quadratiques, el que volem veure és
que

(z,y,1)M =0

[l SRS

per tot a x,y implica M = 0.

Pero el primer terme és un polinomi de segon grau en z, y. Si posem y = 1
tenim un polinomi de segon grau en x idénticament nul, i per tant els coeficients
son zero 1 hem acabat. I

Segona demostracio, sense coordenades. La situacié, un cop restem les dues for-
mes, és equivalent a tenir E =V @ (2) i ¢(v+z,v+2) =0, Vv € V, on ¢ és una
forma bilineal simetrica. En particular ¢(z,z) = 0, i per a tot A # 0 tenim

1 1
d(v + Az, v+ Az) = A2 <XU+Z’ Xv—i—z) =0.

Es a dir
d(v,v) +2Xp(v,2) =0, V eV.

Si fixem v i fem variar A obtenim ¢(v,v) = ¢(v, z) = 0, de manera que ¢ = 0. 1

8.1.1 Classificacié pel metode de completacié de quadrats

Un metode comode per trobar una matriu M del tipus anterior (afinitat) que
transformi un polinomi donat r en un de més senzill s (diagonal) és I’'anomenat
meétode de completacio de quadrats que funciona aixi:
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Donada una expressié del tipus

Zam ﬂ:]—i—be]—i—c—O (7,7 sumen de 0 a n)
i<j

seguirem el procediment segiient:
Si agg # 0, traiem factor comu i tenim

20
1 ’ 1 ’
aoi _; aoi i
apo Ty + = — - = — +
( ) ()

+ termes quadratics sense z’+ termes lineals.

Z) + termes quadratics sense 2+ termes lineals =

Si fem ara el canvi de variable aff

0 =204 = ZGOZ ‘

aoo

y:x 1=1,...,n,

I’expressié anterior queda

aoo(y°)? + q(y, ..., y") + termes lineals en ', ..., 4",
on q(y',...,y") és un polinomi quadratic en y!,...,y".

Aixi hem aconseguit que la part quadratica tingui una variable menys i per
tant, repetint el procés, aniran sortint a fora els termes (y')?, (y?)? etc., fins que
quedin només els termes lineals.

Pero aixo pressuposa tenir en cada pas el agy corresponent diferent de zero.
Si aixd no es déna vol dir que tenim només elements quadratics de la forma z’a7,
amb ¢ # j. Suposem, per escriure menys, que al llarg del procés ens queda tan
sols el terme yz. Fem llavors el canvi afi

y=y+z
Y=y -z,

de manera que

i ja ho tenim transformat en suma de quadrats, que és el que volem.
Per tant, en un nombre finit de passos, tindrem la quadrica donada inicialment
de la forma

ag(x®)? + -+ ap ()2 +bgx’ + - + bz +c=0, a;#0,i=0,...,r

Fem llavors )
=2+ i=0,...,r
20,@'

i obtenim, en les noves coordenades i on ¢ ha canviat, una expressio del tipus

ap(z°)? 4+ 4 ap (") + by 4+ £ bz Fe=0.
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Primer cas.
Totes les b1 ; = 0. Tenim llavors

ap(z°)? 4+ -+ ay(z")? +c=0. (8.8)

Segon cas.
bs # 0 per algun s entre r + 1 i n. En aquest cas fem el canvi

2 =bp " 4 b e

2 = 7 jFEs j=>r+1,

que és un vertader canvi aff perque el determinant és b;, i per tant diferent de
zero. La part quadratica queda fixada i obtenim

ap(x”)? + -+ ap(z")  +2° = 0. (8.9)

El resultat de tots els canvis de variable realitzats, sempre afins, ens déna el
canvi aff final, o equivalentment la matriu M de la definici6 8.1.2.

La nova base estd formada per les columnes de M ™!, com es pot veure a
I’exercici 8.1.4.

Les expressions 8.8 i 8.9 reben el nom d’expressions canoniques.

Observeu que si apliquem el metode a un polinomi homogeni (cas particular
de 'anterior amb b; = ¢ = 0), el mateix calcul demostra que tota aplicacié bilineal
simetrica diagonalitza, tal com diu el teorema 6.2.2, del qual hem obtingut doncs
una segona demostracié. A més, en aquest cas 'expressié canonica és sempre
del tipus I, la qual cosa justifica el nom de suma de quadrats. Compareu aquest
metode amb el metode emprat a la seccié 6.2.1.

Tenim doncs tres tipus d’expressions canoniques, ja que de ¢ tan sols importa
si és zero o no, ja que si és diferent de zero podem dividir tota ’equacié per c.

Tipus L ag(z0)2 +---+a(2")? = 0,0<r<n, a; #0;
Tipus I1. ag(a’)? +- - +ar(@)?+1 = 0,0<r<n, a;#0;
Tipus 1. ag(2®)? +--- +a,(z")2+22"T1 = 0,0<r<n-—1,a; #0.

Posem el 2 com a coeficient de 2”1 (correspondria al canvi aff "1 = 2271 per
més comoditat a ’hora d’escriure la matriu simetrica associada al polinomi, que
quedaria doncs aixi:

ao

Ap—1
C

(amb a; =0, i >r, ¢c=0,1), pels tipus [ i ], i

ao

Ap—2

_ O
O =
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(amb a; =0, i > r), pel tipus I11.

La revisié del procés de completacié de quadrats ens diu també que expressions
canoniques de tipus diferents corresponen a quadriques no afinment equivalents.
Per exemple, si b; = 0 per a i =0,--- ,r, la constant ¢ de 8.8 no varia en tot el
procés, i per tant no podem passar, en aquest cas, d'una expressié amb ¢ =0 a
una expressio amb ¢ # 0.

Pero podem pensar que podriem completar quadrats sense utilitzar exacta-
ment aquest metode. O utilitzant aquest metode perd comengant per una altra
variable. De fet podem fer-nos les dues preguntes segiients:

Q1. Es possible passar d’'un tipus a un altre per canvis afins?

Q2. Com es pot saber, dintre del mateix tipus, si dos quadriques sén equiva-
lents o no?

Observem que en pensar matricialment veiem, comparant les férmules 8.7 de
la secci6 8.1 1 6.6 de la secci6 6.2.3, que polinomis afinment equivalents sén, com
matrius simetriques, projectivament equivalents.

Per tant quan k =R o k = C, els teoremes 6.2.7 i 6.2.8 responen la pregunta
Q2. Concretament ens diuen, en els cas real, que dintre de cada tipus el rang i
I'index classifiquen, i en el cas complex, que dintre de cada tipus el rang classifica.

Pero per exemple les matrius sobre C

1 1 0
1 ) 0 ) 0 1
0 1 10
una de cada tipus, tenen el mateix rang pero no sén afinment equivalents.

Per realment demostrar que no sén afinment equivalents, contestant aixi la
pregunta 1, podriem procedir directament a partir de 'expressié 8.7. No obstant
aix0, donarem tot seguit, a la seccié 8.2, un criteri general de classificacié que
contestara aquestes preguntes. Aixo ho farem considerant, com sempre, el nostre
espai afi dintre d’un espai projectiu.

Abans pero estudiem les expressions canoniques en el pla afi real i complex.
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8.1.2 Classificacié afi de les coniques complexes

Com que tot nombre complex té arrel quadrada les quadriques es redueixen
a les formes canoniques

Tipus I. (xO)Q T (xr)2 - 0
Tipus II. (2°)2 4.+ (@241 = 0;
Tipus I (29)2 4 -+ + (27)2 + 2271 = 0.

Per tant en el cas del pla només tenim les possibilitats segiients:

22+ +1=0 no singular
22 +3?2 =0 dues rectes
#2+1=0 dues rectes paral-leles
2?2 =0 recta doble
2 +2y =0 parabola
de manera que tota quadrica de CP? (conica complexa) és afinment equivalent a
una d’aquestes cinc. L’escalar A que apareix a la definici6 8.1.2 és irrellevant sobre

C perque tot element té arrel quadrada i podriem canviar la matriu invertible M
dividint tots els seus elements per V.

8.1.3 Classificacié afi de les coniques reals

Exercici 8.1.4

Aqui les formes canoniques possibles sén:

Tipus I. +(20)2+ .+ (2")2 = 0
Tipus II. (@2 £ £ (@2 +1 = 0
Tipus III. +(29)2 4 --- £ (2")? + 22"t = 0,

que en el pla dona
22 +y>+1=0 imaginaria
22 +9y2—1=0 ellipse
z? + y2 =0 punt
2?2 —y?> =0 dues rectes
22 —y?>4+1=0 hiperbola
#2 =0 recta doble
2 +1=0 imaginaria
22 —1=0 dues rectes paral-leles
22 +2y =0 parabola
de manera que tota quadrica de RP? (conica real) és afinment equivalent a una
d’aquestes nou. Observem que no hi ha més casos ja que equacions com x2+42y =
0122 — 2y = 0 sén equivalents (3 = —y, 2’ = ) i equacions com z? + 32 = 0 i

—22 —y? = 0 també sén equivalents perque la relacié d’equivaléncia aff és modul
un escalar (en aquesta cas A = —1).

Apliqueu el meétode de completacio de quadrats per posar en forma canonica [’ex-
pressio 3z — xy + 4y — 2. Trobeu la base en la qual té aquesta expressid.
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Solucié. Agrupem els termes en z:

2 1\? 1 2
37 —xy+4y —2=3 Ty Y +4y — 2.

Seguint la teoria, el primer canvi sera

i expressio anterior es transforma en

/ 1 /
3x2—ﬁy2+4y’—2,

que escriuré a partir d’ara sense les primes per no carregar la notacié. Ara ens
preocupem dels termes en y.

1 1
3x2—Ey2+4y—2:3x2—E(y—24)2+48—2,

que amb el canvi

/
r =

y =y —24

queda

1 1 1
32— —y?+46.
€T 12y +

Component els dos canvis trobem ’afinitat emprada

x! 1 —% 0 x
y|1=10 1 -—-24 Y
1 0O O 1 1

Si denotem per M aquesta matriu i 7 : 322 — zy + 4y — 2 és el polinomi donat i
s: 322 — %yQ + 46 'obtingut completant quadrats, tenim M!sM = r, és a dir r
i s s6n afinment equivalents per la definicié donada.

De I'equacié de 'afinitat es dedueix que la referencia afi en la qual 'expressié
donada r té la forma més senzilla s (forma canonica) és

{(4,24);(1,0), (%1)}

L’origen s’ha obtingut posant 2’ = 3/ = 0, i la base sén les columnes de M~
Aixo darrer és un fet ben conegut, que és pel fet que si U és la matriu que té per
columnes els vectors de la nova base, es compleix

/

/

=U

e SRS
—_c 8

de manera que directament obtenim U = M.
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Si I’expressié inicial és sobre C, podem millorar I’expressié final 322 — 1—12y2+46
1
—12

fent el canvi aff 2/ = /3, y = y, de manera que obtenim

2%+ y/2 + 46.

Si som a R, podem fer ' = /3x,y’ = \/%y per obtenir
z? - le + 46.

De fet, en els dos casos podiem haver fet que el terme independent fos 1, ja que
polinomis proporcionals sén equivalents segons la definicié que estem emprant, i
podiem per tant dividir tota 'expressié per 46. 1

8.2 Classificacié afi en el context projectiu

Ja hem vist a la seccié 7.6 com una conica afi es pot pensar com el conjunt
de punts afins d’una conica projectiva. Revisem el procés en dimensié arbitraria.

Sigui P(E) lespai projectiu associat al k-espai vectorial E i sigui H un hi-
perpla de P(E). Situem-nos a P(F)\H i fixem una descomposicié6 E =V @ (zo)
amb H = p(V), de manera que, com és habitual, P(E)\H ¢és espai aff sobre V'
amb la suma

pla+z) +v=pla+v+z2) Yavel.

Una quadrica aff és la interseccié amb P(E)\H d’una quadrica projectiva Q
de P(E). Vegem que coincideix amb la definicié habitual.

Coordenades.

Prenem una base e, . .., e,—1 de V i ’ampliem amb zj a una base adaptada de
FE. D’aquesta manera H té equacié £ = 0 i un punt de coordenades homogenies
[zY,...,2"] té coordenades afins

CEO xn—l
(ﬁ? ) on ) ;

respecte a la referéncia afi {p(zp);eq,...,en-1}

Sigui

Q = {p(x) € P(E);q(x) =0}, onq(z)=> aya'sl.
i3

Llavors

Qu = QN (P(E)\H) = {p(x) € P(E);q(z) = 01 z" # 0},

Si posem y' = 75, tenim

n—1 n—1
Z aijr'e! = Z aijy'y’ (z™) + 2 Z anjy’ (™) + app ()%
i $,j=0 =0

Aix{

n—1 n—1
Qu =9 " D aiy'y +2) any +anm =04,
i,j=0 =0
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Definicié 8.2.1

és a dir que una quadrica aff és, en coordenades afins, el conjunt de zeros d’un po-
linomi de segon grau, d’acord amb la definicié donada anteriorment. Assumirem
que alguna a;; # 0, 4,7 <n — 1 per tenir efectivament grau dos.

Aixi doncs, donada una quadrica projectiva q(x) = ), ; aijrizd = 0, passem
a la quadrica afi corresponent a l'espai afi que té 2" = 0 com a infinit, canvi-
ant y' per ;3—; o simplement posant directament z = 1 a ’expressié anterior.
Reciprocament, donada una quadrica ¢(y) = 0 en un espai afi A la podem consi-
derar com a restriccié a P(F)\H de la quadrica de P(E) obtinguda canviant ¢
per f—; D’aquest procés se’'n diu homogeneitzacid. Consisteix a pensar el nostre
espai aff injectat en el projectiu via (3°,...,5" 1) — [y°,...,y", 1], vegeu la
seccid 3.4.

La matriu M que apareix a la definicié 8.1.2, que és la definicié de polinomis
afinment equivalents, es pot interpretar com una projectivitat que deixa invariant
I'infinit (per tenir zeros sota de A).

Aixo suggereix la definicié segiient:

Sigui H un hiperpla de P(E). Dues formes quadrdatiques q, q' de l’espai projec-
tiu P(E) es diu que son afinment equivalents (q S q') si i només si existeir una
projectivitat f que deiza invariant hiperpla de linfinit H tal que f*q¢' = A\q.

Aqui f* és la imatge reciproca de qualsevol de les aplicacions lineals f de E
que indueixen f. Com que dues d’aquestes aplicacions difereixen en un escalar,
la igualtat f*¢’ = A\q és independent de la f considerada.

Matricialment

N b

A _
q q<:>EIM—<0 1

> tal que M'qM = )¢,
on N és una matriu n X n, i b és un vector columna.
Es a dir que dues formes quadratiques ¢ i ¢’ de P(F) sén afinment equivalents
si 1 només si les seves restriccions a l'espai aff, ga 1 ¢j s6n afinment equivalents.
En efecte, si ga 1 ¢j s6n afinment equivalents en el sentit classic, la projecti-
vitat que prové de 'aplicacié lineal donada per la matriu de 'afinitat entre g4 i

a4
N b
(5 9)
deixa invariant l'infinit i compleix f* "= \g.

Reciprocament, si f és una projectivitat que deixa invariant 1'hiperpla de
Iinfinit i tal que f*¢’ = \g, llavors

N b
pero llavors % f és I'afinitat buscada.
Recordem que lestructura afi de P(E)\ H depen de I’eleccié d’un punt zg, pero
que l'eleccié de punts diferents déna lloc a espais afins isomorfs. Per aixo no és

estrany que a la definicié anterior no aparegui el punt zg, ja que si dues quadriques
son afinment equivalents en el sentit de la definicié 8.2.1, les seves restriccions a



164 Materials

Agusti Reventés i Tarrida

Exercici 8.2.2

I'espai aff P(F)\H seran afinment equivalents en sentit classic independentment
del punt elegit per definir I'estructura afi.

Aixi, la classificacié afi de les quadriques és una classificacié projectiva, en el
sentit que es pot retrobar definint en el projectiu una certa relacié d’equivaléncia
entre quadriques projectives.

Per mostrar la relacié entre completar quadrats i el procés d’homogeneitzacio
considerem l’exercici segiient:

Quin canvi afi transforma en suma de quadrats [’expressio

35, 1 1,
Zx —i—gx—i—y—xy—z
Solucio.
Primer métode.
Apliquem directament la completacié de quadrats explicada al capitol anterior
i obtenim

, 2,1
r=xr—-y+ =

373 (8.10)
y=y-2,

que vol dir que la nova referéncia aff té per origen (1,2) (2’ = ¢ = 0) i base
(1,0), (%, 1), que s6n les columnes de la inversa de la part lineal

2\ (1 —% T
y) \0 1 )\y)
Segon métode.

Homogeneitzem i completem quadrats amb la precaucié de deixar la nova
variable z com la tltima variable a quadrar. D’aquesta manera tindrem 2’ = z i
podrem passar facilment al cas afi. Tindrem

3 1 1 3 2 1\ 1
1x2+§x2+yz—xy—1z2zz(x—§y+§z> —g(y—2z)2+z2,

i per tant el canvi és

que correspon a considerar com nova base la (1,0,0), (3,1,0), (1,2,1).

Si posem ara 2z’ = z = 1, obtenim el mateix canvi aff de 8.10.

Observem que, per exemple, el canvi z = 2/, y = ¢/, z = 2’ + 2y + 2/ també
transforma ’expressio
2

3o, 1 1
- —Iz Z— XY — —Z
1 2 yemm ey

en suma de quadrats, pero ara es complicaria la interpretacié afi. i
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8.3 Preliminars algebraics al teorema de classificacié afi de les quadriques

L’objectiu que ara perseguim és donar la classificacié afi de les quadriques
per metodes purament projectius. De fet demostrarem en el teorema 8.4.1 que
la classificacio afi es redueix a dues classificacions projectives, I'una a tot ’espai
projectiu i I'altra a I'infinit.

El problema és que si agafem dues quadriques afins i les homogeneitzem i
aquestes quadriques projectives sén projectivament equivalents, no podem enca-
ra dir que les quadriques afins siguin equivalents, ja que la projectivitat podria
no respectar ’hiperpla de l'infinit, i no donar lloc doncs a una afinitat. Necessi-
tem alguna cosa més, per exemple saber a quin dels tres tipus afins pertany la
quadrica, i aix0 és justament el que permet fer la classificacié a 'infinit. Es a dir,
que la classificacié afi sera la classificacié projectiva més alguna cosa més, que
pot ser el coneixement del tipus afi o equivalentment la classificacié projectiva a
I'infinit.

En els casos complex i real ens dira, tan sols mirant el rang o el rang i I'index a
tot ’espai i a I'infinit, si les quadriques que apareixen a les llistes sén equivalents
entre elles 0 no, contestant aixi les preguntes Q1. i Q2.

Sigui ¢ una aplicacid bilineal simetrica sobre un k-espai vectorial E. Si F' és
un subespai vectorial de F, definim

rad F'={v € F;¢(v,w) =0Vw € F},

és a dir que rad F és el radical de (F, ¢ | F'). No s’ha de confondre amb el subespai
ortogonal a F
Ft={veE; ¢(w,w)=0Ywe F}.

Es diu que el subespai vectorial F' és no singular quan rad F' = 0. Recordem que
quan rad F = 0 (E és no singular) es diu també que ¢ és no singular. Utilitzarem
el resultat segiient ([11]):

Proposicio Sigui & un k-espai vectorial i sigui ¢ una aplicacio bilineal simétrica sobre E.
8.3.1 Aleshores, el subespai vectorial F' és no singular si i només si E = F @ F*-.

Demostracid. Com rad F = F N FL I"inic problema és demostrar que si F és no
singular, llavors F = F + F'*.

Sigui e1, -+ ,e,. una base de F' i B la matriu de ¢ en aquesta base. Per
hipotesi, B és una matriu invertible. Prenem un vector e € E arbitrari. Volem
provar lexistéencia d’una combinacié lineal dels e; satisfent:

e — (rre1 4+ -+ zre;) e Ft.

Equivalentment
T
¢(€—Z$i€i,€j):0, ijl,---,r,
i=1
o, per bilinealitat,

¢(e,€j) - in¢(€i7€j)7 VJ — 1’ RN
i=1

Aquesta igualtat la podem escriure en forma matricial
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Proposicié
8.3.2

Lema 8.3.3

Teorema 8.3.4
(teorema de
I’ Amparo)

¢(e7 61) 1
| =B
o(e; er)

i, com que B és invertible, aquest sistema (on les x; s6n les incognites) té solucié. i

8

T

St E=rad ELF, llavors el subespai vectorial F' és no singular.

Demostracié. Obvi. 1

Necessitarem el lema segiient:

Sigui ¢ una aplicacid bilineal simétrica no singular sobre un k-espai vectorial E.
SiV és un subespai vectorial de E de codimensid 1, singular, llavors dimrad V =
1.

Demostracio. Que sigui singular vol dir dimradV > 1. Suposarem que
dimradV > 1 i arribarem a contradiccié. Hi hauria llavors almenys dos vec-
tors independents ej,eg € rad V. Si posem E =V @ (e) i denotem a = ¢(eq,e)
ib= ¢(eg,e), el vector u = bey — aes és no nul (ja que si a = 0, ey seria del
radical de E i estem suposant F no singular). Pero ¢(u,h) = 0, Vh € V i
¢(u,e) = ba —ab =0 1 per tant u seria del radical, contradiccié. I

L Sigui ¢ una aplicacio bilineal simétrica sobre un k-espai vectorial E iV un
subespai vectorial de E de codimensid 1. Tenim llavors dues possibilitats:

a) rad F ¢ V. Llavors dimrad V' = dimrad E — 1, (equivalentment ry = rg) i
Wy =1g.
b) rad E C V. Llavors tenim dos casos:

1) rad E =radV (equivalentment rg =ry + 1), iig =iy o ig =iy + 1.
2) radV = radE @ (u), 0 # u € E (equivalentment rg = rv + 2), i
g =1y + 1.

Demostracio. Remarquem primerament que 7,4y vol dir rang i index de V.
Com que dimF = dimrad £ + rg i dimV = dimrad V + ry, el teorema es pot
enunciar en termes de rangs o en termes de radicals.

Cas a). Suposem primerament rad F ¢ V. Existeix llavors e e rad Eie ¢ V.
Ampliant amb e qualsevol base de V' tenim

Vo
o= (1 o)

que demostra directament que el rang i 'index de F i V coincideixen. La V dins
la matriu és un petit abiis de notacié per indicar la matriu de ¢ restringida a V.
Farem aquest abis també més endavant.

L Aquest teorema es coneix col-loquialment per teorema de ’Amparo, en honor d’Amparo
Lépez Villacampa, professora del Departament de Matematiques de la UAB a qui es deu aquesta
demostracié.
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Cas b). Observem a continuacié que rad E C V implica rad E C rad V. A
partir d’aqui tenim dues possibilitats.

Cas b1). Suposem primerament rad F = rad V. Llavors V = rad ELF amb
F no singular. Per ser F' no singular existeix e € F-\V (cal raonar-ho). Prenem
llavors una base de E formada per una base de rad F ampliada amb una base de
F i ampliada amb e. Tindrem

¢ =

o O O

0
F
0

o O O

amb ¢ = ¢(e,e) # 0 (ja que, si no, e seria del radical) que demostra rg = ry + 1
i que I'index pot com a molt augmentar en 1, és a dir i =iy 0 ig = iy + 1.

Cas b2). Considerem ara el cas rad E # rad V' (som en la situacié rad E C
rad V). Posem rad V = rad ELR, amb R un cert subespai vectorial. Demostra-
rem que dim R = 1.

Descomponem V' = (rad ELR)LF amb F no singular. Com abans,
existeix e € FH\V. Llavors (RLF) @ (e) és no singular (per ser complementari
del radical) i RLF n’és un subespai de codimensié 1 singular (ja que ¢(R, R) =
®(R,F) = 0); per tant som en les hipotesis del lema anterior i podem afirmar
que dimrad(RLF) = 1. Pero rad(RLF) = R, i per tant dim R = 1, com hem
dit. Suposem que R = (u).

Observem ara que ¢(u,e) # 0, ja que en cas contrari u € rad E, que no podria
ser.

Per tant (u, e) és un pla hiperbolic, ja que és no singular i té un vector isotrop
(¢(u,u) =0, per ser u € rad V). En la base u, ¢ amb

, ¢lee) 1
“ T T2 u2" T e

¢:<2é>.

Si ampliem una base de rad E amb una base de F' i u, ¢ tenim

(&

tenim

0 0 0O

0O F 00
¢_0001’

0 0 10

que demostra directament rg =1y +2iig =iy + 1. 11

Observem que si ¢ és la quadrica associada a ¢ i gy la quadrica afi corres-
ponent a P(E)\H, H = p(V), aquest teorema ens diu que 'expressié de ga en
coordenades adaptades és del tipus I (cas a), del tipus I (cas bl) o del tipus
IIT (cas b2).

Pero aquesta versié és lliure de coordenades i ens permet veure que els tres
tipus apareixen segons la “posicié relativa” del radical respecte a ’hiperpla de
l'infinit. En particular, sitenim f*¢ = \¢' amb f afinitat, tenim f(rad ¢') = rad ¢
i f(V) =V, iper tant no podem tenir cap afinitat entre quadriques de diferent
tipus, i contestem aixi la pregunta Q1.
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Interpretacio geométrica.

Abans de continuar, interpretem geometricament aquest teorema en un cas
senzill. Situem-nos a RP? amb

El teorema estudia de fet la posicid relativa d’'un pla per origen V' respecte al
con z2 +y? = z%. Com que ¢ té rang 3 i index 1, els tres casos del teorema sén
els segiients:

a) rg = ry. No es pot donar, ja que en aquest cas rg = 3, 1 ry com a molt pot
ser 2, ja que dimV = 2.

b1l) Hi ha dues possibilitats, ry =2, iy =0iry =2, iy = 1.

En el primer cas, que correspon a (7,4, oo, ino) = (3,1,2,0), ¢ restringida a
V té la forma canonica
1

és a dir 22 +y? = 0, i per tant ¢ no té punts a l'infinit. Correspon a la
figura

< |

Si H = p(V) és la recta de I'infinit de RP? i agafem coordenades adaptades
x,y,z a la descomposicié E = V @ (zg), V té equacié z = 0 i l'espai aff
RP?\H s’identifica amb z = 1. Aix{ ¢, a I'espai aff, no és més que el con
tallat amb el pla z = 1, i aix0 correspon a una el-lipse.

En el segon cas, que correspon a (7,4, oo, ic0) = (3,1,2,1), ¢ restringida a
V té la forma canonica
1
()

és a dir 22 — y? = 0, que sén les dues rectes y = +2 de V. Correspon a la
figura
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Identificant, com abans, V amb z = 0 i l'espai afi amb z = 1, ¢ a 'espai
aff correspon a tallar el con amb un pla paral-lel a V', i obtenim aix{ una
hipérbola.

b2) En aquest cas ry = 11 iy = 0, que correspon a (7,4, 7o, iso) = (3,1,1,0), ¢
té la forma canonica

ASS

Il
oo~
— o o

és a dir 22 +2yz = 0, que tallant com abans amb z = 1 ens déna la pardabola
224+ 2y =0
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Teorema 8.3.5
(extensié de
similituds)

Teorema 8.3.6
(teorema de
Witt)

Es a dir, que els tres casos del teorema d’Amparo corresponen geomeétricament a
la posicié relativa respecte d’un con d’un pla que passa pel seu vertex, que pot
tallar inicament en el vertex, tallar en dues rectes o ser tangent.

Sigui ¢ una aplicacio bilineal simétrica sobre un k-espai vectorial E. Sigui T :
Vi — V5 una similitud entre subespais vectorials de E de codimensio 1. Llavors
existeir una similitud 7 : E — FE tal que 7(V1) = Va.

Abans de donar-ne la demostracié comparem-lo amb el teorema d’extensié
d’isometries d’E. Witt (1911-1991) ([11], teorema 10.3.3).

Sigui ¢ una aplicacio bilineal simétrica sobre un k-espai vectorial E. Sigui T :
Fy — F5 una ¢-isometria entre subespais vectorials de E no singulars. Llavors
existeir una ¢-isometria 7: E — E tal que 7 | F1 = 7.

Per ¢-isometria entenem un isomorfisme f tal que f*¢ = ¢. La notaci6 7 | Fy
vol dir 7 restringit a F.

Observem, en comparar aquests dos teoremes, que el teorema sobre similituds
no demana que Vi i V5 siguin no singulars. Per contra, exigeix codimensié 1, i
la similitud 7 no estén 7, tan sols porta Vi a V5. En general no es pot assegurar
que existeixi 7 tal que 7 | Vj = 7.

Demostracio del teorema d’extensio de similituds.

Com que la similitud 7 : V3 — V5 conserva rangs, resulta que V7 i V5
estan sempre en el mateix cas dels tres possibles considerats en el teorema
d’Amparo, ja que aquests casos estaven caracteritzats pel rang.

a) Estenem 7 definint 7 = 7 sobre V; i 7(e1) = eg, on e; i e2 s6n els complemen-
taris de V1 1 V4 respectivament introduits al teorema 8.3.4 (e1,es € rad E,

e1 ¢ Vi, ea ¢ Vi), Clarament 7%¢ = Ao 1 7%¢ | Vo = A | V5.
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bl) Estenem 7 definint 7 = 7 sobre rad ELF, 7(u1) = ug, 7(e1) = Aeg, amb la
notaci6 del teorema 8.3.4, on A és la raé de 7. Llavors 7 és una similitud
entre els plans hiperbolics (u e1), (u2, e2) ja que

(7:*(?)(114, 61) = (b(UQ, )‘62) =A= )\Qb(ul, 61)7
i sobre les altres possibilitats tots dos termes sén nuls.
b2) Seguint novament el teorema 8.3.4 tenim

E=rad ELF)le;, amb ¢(e1,e1) =a#0
E=rad ELF;ley, amb ¢(ez,e2) =b#0.

Comparant les matrius de ¢ respecte a bases adaptades respectivament
a aquestes dues descomposicions i considerant només la part no singular,
obtenim una expressié de canvi de base del tipus M* - ¢ | (FiLle) - M =
¢ | (FaLles), que implica

adet¢ | Fy =bdetp | Fy (modk*?),

és a dir mateix discriminant de la part no singular. Com que 7*¢ | V5 =
A¢ | V1, si ens redulm novament a la part no singular, tenim

A" det ¢|Fy = det ¢|Fy  (m = dim FY).

Per tant a = bA™, que doéna lloc a dos casos:

m senar. Llavors a)\ = ba? per a un cert a € k i podem definir 7(e;) = ez
de manera que

(F*@)(e1,e1) = a?b = a\ = (\¢)(e1, e1).

m parell. Llavors a = be?, amb € € k i podem definir 7(e1) = ez de manera
que

(F*¢)(e1,e1) = €2b = a = ¢(e1, 1)

que ens diu que els subespais (e1) i (e2) sén ¢-isometrics. Pel teorema de
Witt 8.3.6 podem estendre aquesta ¢-isometria a una de global 7, que és
la similitud buscada (A = 1), ja que (e1)* = Vi, {ea)t = Vo i 7({e1)*) =
{e2)". 1

8.4 Teorema de classificacié afi de les quadriques
Tenim ja les eines per poder demostrar el teorema segiient:

Teorema 8.4.1  Sigui H = p(V') un hiperpla de P(E) i siguin q, ¢’ dues formes quadratiques de
(de classificacié6 P(FE). Llavors
aff) g~ = q~d iay ~dp

Es a dir, dues quadriques son afinment equivalents si © només si son projecti-
vament equivalents i les restriccions a linfinit d’aquestes quadriques també son
projectivament equivalents.
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Demostracio.
(=). Obvi.

Vv

(«<=). Sigui f*¢' = Mg i h*q{, = pgy amb f isomorfisme de E i h isomorfisme
de V. Recordem que gy vol dir la restriccié de g a V. Suposem que V' = f(V).
Llavors 7 = f o h™! és una similitud de V a V’ entre ¢, i ¢{,, de raé Ap~!. En
efecte,

T = h_l*f*q{// =\ Yy = )\,u_lq{/,.

Apliquem el teorema d’extensié de similituds a (E,q’), sent 7 la similitud entre
els hiperplans. Existeix 7 : F — F tal que 7°¢' = pd' 1 7(V) = V.

Com que volem deixar V invariant, definim finalment ¢ = 7~ o f, que és una
similitud de raé Ap~! tal que (V) =V.

Per tant la classificacié aff corresponent a l'hiperpla de l'infinit H = p(V),
consisteix en dues classificacions projectives, I'una sobre ’espai projectiu de di-
mensi6 n, P(F), i laltra sobre l’espai projectiu de dimensié n — 1, P(V).
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Per exemple, en el cas real (k = R), on hem vist que la classificacié projectiva
és molt facil ja que és suficient calcular el rang i I'index, la classificacié afi sera
també molt senzilla ja que tan sols haurem de calcular dues vegades rang i index
i obtindrem quatre nombres que classificaran afinment la quadrica donada.

En coordenades adaptades, restringir a l'infinit és considerar la quadrica que
s’obté de la donada posant la darrera coordenada x” = 0.

8.4.1 Classificacié afi de les coniques complexes

Per estudiar les coniques de I'espai aff C? identifiquem aquest espai amb CP?
menys un hiperpla.

Com que el rang classifica projectivament i els rangs possibles a £ = C3
i a V, subespai vectorial de E de dimensi6é 2 (I'infinit), estan relacionats pel
teorema 8.3.4, tenim

r To HExemple Nom

22 +y?>+1=0 no singular
22 +2y=0 parabola

— NN W W
— =N =N

22 +y2=0 dues rectes
224+1=0 dues rectes paral-leles
22 =0 recta doble

que coincideix amb la classificacié abans obtinguda per metodes purament afins
(secci6 8.1.2).
Estudiem com a exemple el cas (r,r~) = (3,1). Prové de

1

0 11,
10

que déna lloc a 22 + 2yz = 0, que correspon a la conica afi (z = 1) 22 + 2y = 0.
Analogament els altres casos. Per construir la matriu associada a un parell (7, 7,)
és millor escriure primer la matriu a l'infinit (dues primeres files i dues primeres
columnes) i completar-la després per fer quadrar els rangs.

8.4.2 Classificacié afi de les quadriques complexes en dimensié 3

Per estudiar les quadriques de Iespai affi C? identifiquem aquest espai amb
CP* menys un hiperpla. Els mateixos raonaments anteriors ens porten ara a

r To Hxemple

P2y’ +2241=0
22 +9y2+22=0
2?4y’ + 22 =0
22+ 4+1=0

22 4+22=0
22 +9y2 =0
224+1=0

NN W W W
o= N DN WN W

2=0
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Observem, com a exemple, que el cas (r,r«) = (4,2) prové de
1

0 11’

10

que déna lloc a 22 + y? + 22t = 0, que correspon a la quadrica afi (t = 1)

22+ 9?4+ 22=0,iel 2 el podem eliminar, com abans.

8.4.3 Classificacié afi de les coniques reals
Per estudiar les coniques de I'espai afi R? identifiquem aquest espai amb RP?
menys un hiperpla.
Com que el rang i I'index classifiquen projectivament i les relacions entre rang
i fndex a E =R3?ia V, subespai de E de dimensié 2 que prenem com a infinit,
estan donades pel teorema 8.3.4, tenim

r 1 Ts Ilo Exemple Nom

1. 30 2 0 2249>+1=0 imaginaria

2.3 1 2 0 2249y*—-1=0 ellipse

3. 31 2 1 a2—-4?>—-1=0 hiperbola

4. 31 1 0 2242=0 parabola

5.2 0 2 0 2244°=0 punt

6. 2 0 1 0 2°41=0 imaginaria

7.2 1 2 1 22—94?=0 dues rectes

8. 21 1 0 22-1=0 dues rectes paral-leles
9.1 0 1 0 22=0 recta doble

que coincideix exactament amb la classificacié abans obtinguda per metodes pu-
rament afins (seccié 8.1.3). Anem suposant sempre ro, > 0, ja que, si roo = 0,
obtindriem (en posar z = 1 per passar a l’aff) expressions lineals (no quadratiques)
en les altres variables.

8.4.4 Classificacié afi de les quadriques reals en dimensié 3
Per estudiar les quadriques de 'espai aff R3 identifiquem aquest espai amb
RP* menys un hiperpla.
Comproveu, utilitzant com sempre 8.3.4, que la llista segiient és exhaustiva:
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S IR

el e
N Otk W= o

<

NN DNDDNWWWWWWEeE R

1
2
1
2
1
0
1
1
1
0
0
1
1
1
0
0
0

ﬁ
8

N RN DR WWNDNDWWWND NN W

oo

DO O OO OODOHFHMFEF OO0 O =

Exemple

2?24y —224+1=0
22—y’ +2=0

2 +9y2+2=0

22 +y?—22-1=0
2?4+ +22-1=0
22 +y?+2241=0
24+9y2—-1=0
22—y’ 4+1=0
2?24+ —22=0
24+ y2+22=0
22+ 4+1=0

22 +y=0

22 —-1=0

22 —y?2 =0
22+1=0

2 +9y2=0

z2=0

Cilindre parabolic, z = 2, (3,1,1,0).

Nom

hiperboloide de dos fulls
paraboloide hiperbolic
paraboloide el-liptic
hiperboloide d’un full
el-lipsoide

imaginaria

cilindre el-liptic
cilindre hiperbolic

con

punt

cilindre imaginari
cilindre parabolic

dos plans paral-lels
dos plans

plans imaginaris

recta

pla doble
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Cilindre hiperbolic, 22 — y? = 1, (3,1,2,1).

[
f
fl
fl
fl
f
f
fl
gl
i
fl
g
f

i

Cilindre el-liptic, 2 + 3% = 1, (3,1,2,0).
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Con, 22 +y? — 22 =0, (3,1,3,1).

Paraboloide el-liptic, 2 + 3% = z, (4,1,2,0).
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=7

Paraboloide hiperbolic, 22 — y? = z, (4,2,2,1).

Hiperboloide de dos fulls, 22 + 3% — 22 = —1, (4,1,3,1).
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Exercici 8.4.2

El-lipsoide, 22 + 3 + 22 = 1, (4,1,3,0).

Classifiqueu afinment 3z + 2y? — 6z 4+ 8 = 0 aplicant el teorema anterior.

Solucid. Considerem primerament la quadrica projectiva corresponent pel procés
d’homogenitzacié 3x2 + 2y — 62z + 822 = 0, o equivalentment

3 0 -3
0o 2 0|,
-3 0 8

que té rang r = 3. Com que el caracterfstic —a + 1222 — 37z + 30 té tres canvis
de signe, tenim r™ = 3, i per tant index i = 0.



180

Materials

Agusti Reventés i Tarrida

Restringim ara a l'infinit (és a dir posem z = 0) i tenim

(b 2)

que té rang r = 2. Com que el caracteristic 22 — 5x + 6 té dos canvis de signe,
tenim r™ = 2, i per tant index i = 0.
Per tant es tracta de la quadrica afi (r,7,7,i00) = (3,0,2,0).

La forma canonica és
1

1

o 22 +y? + 22 = 0, que correspon a la quadrica aff (dividint per z, o simplement
posant z = 1 per no canviar notacions) 2+ +1=0.1

Aquest metode és molt rapid perd no ens déna la nova base ni el canvi de
coordenades corresponent. Si ho volem, podem emprar el metode de comple-
tar quadrats o la seva forma matricial abans explicada (vegeu l’exercici 8.1.4).
Comproveu que el canvi

x:m'—i—z'
/

y=y

z:z’,

que correspon a prendre com a nova base {(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)}, transforma
322 + 2% — 622 4+ 822 = 0 en 322 + 22 + 522 = 0. Per tant el canvi aff
(z=2'=1)ész=12'4+1, y =1, que correspon a prendre com a nova referéncia
aff {(1,0);(1,0), (0,1)} i transforma 322 +2y> — 6z +8 = 0 en 322+ 2y 2 +5 = 0.

Observacio.

Per classificar afinment una quadrica necessitarem doncs classificar la restriccié
d’aquesta quadrica a Ihiperpla de linfinit. Si som per exemple a RP? i volem
restringir ¢ = q(x,y, z,t) a t = 0, tan sols hem de substituir ¢ per 0 per obtenir
la quadrica restringida
Io(2,y, 2) = q(z,y, 2,0).
Si ’hiperpla de l'infinit és arbitrari, per exemple Il : © 4+ by 4+ cz + dt = 0, la
restriccié de g a II s’obté substituint x = —by — cz — dt a 'equacié de ¢

doo (Y, 2, ) = q(—=by — cz — dt,y, 2, t).

Pero ara y, z,t s’han d’interpretar com coordenades sobre II. Concretament sén
coordenades respecte a la base de II

uyp = (_b7 17 07 0)7 Ug = (—C, 07 17 0)7 u3z = (_d7 07 07 1)7
ja que tot punt de II s’escriu com
(=by — cz — dt,y, z,t) = yuy + zug + tus.

De manera que a la practica per restringir ¢ a I tan sols aillarem x a II 14
substituirem a q.
Analogament si el coeficient no nul de II és el de y, z o .



Geometria projectiva

Materials 181

Exercici 8.4.3

8.5 Exercicis

8.5.1

8.5.2

Classifiqueu afinment la conica
302 +92—22=0
quan Uhiperpla de linfinit és y — z = 0.

Solucié. Clarament (r,7) = (3,1). Per classificar a 'infinit posem y = z a
I'equacié i obtenim 322 = 0, que correspon, respecte a les coordenades z,z a

la matriu
1 0
0 0/

Per tant (7,7, roo,%00) = (3,1,1,0) i es tracta d’una parabola. B

Sigui Q la quadrica projectiva d’equacio:
—2?% 4 2tz + 4z — 2ty + 2xy — Atz + daz — dyz = 0.
a) Classifiqueu-la.

b) Considereu el feix de plans que contenen la recta

z+y—z = 0

y+z+t = 0
Prenent cada un dels plans d’aquesta familia com a pla de 'infinit, quina
és la quadrica afi que determina ’equacié de I'apartat anterior?

Sigui Q la quadrica de RP3 d’equaci6 x? + 32 — 22 — t? = 0 (rang 4, index 2).
Pretenem demostrar que per cada punt de Q hi passen dues rectes contingudes
totalment en la quadrica (és per aquest motiu que a aquesta quadrica se ’'anomena
quadrica reglada).

a) Sigui po = [0, Yo, 20, to] un punt de Q. Demostreu que la recta que passa per
po 1 un altre punt p; = [z,y, 2, t] # po esta totalment continguda en Q si i
només si es compleixen les equacions

Tor +yoy — 202 —tot =0 i 2ty -2t =0.

(Noteu que (xg, Yo, 20, to) sempre sera una solucié de les dues equacions.)

b) Utilitzant les simetries de I'equacié 22 + 32 — 22 — t? = 0, trobeu per a cada
(0, Yo, 20, to) dues solucions més, linealment independents com a vectors
de R%. Amb aixd obtenim dos punts p; i p» que determinen amb py dues
rectes contingudes en Q.

c) Sigui 7 el pla de RP? que conté els p;. Comproveu que la interseccié de 7
amb Q sén les dues rectes que hem calculat abans. Demostreu que no hi
ha més rectes passant per pg contingudes a Q.
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8.5.3

8.5.4

8.5.5

8.5.6

d) Comproveu que 7 és el pla tangent a Q per py.

e) Demostreu que si la interseccié d’un pla IT amb Q sén dues rectes, aleshores
II és el pla tangent a Q en algun punt.

Sigui Q la quadrica reglada no singular de RP3 i r una recta qualsevol.

a) Demostreu que si r no és tangent a Q, aleshores hi ha exactament dos plans
per r que tallen Q en dues rectes cadascun i que la interseccié de Q amb la
resta de plans per r sén coniques no degenerades.

b) Que es pot dir si la recta r és tangent a Q7

Classifiqueu les coniques afins segiients:
a) x? — 6zy + 8y? + 2y = 0;

b) 2?2 + 2y +y> —1=0;

c) 222 +3y? — 2zy +4x + 3y +4 = 0;
d) 22 +y? — 22y + 20 — 4y +4=0;

e) 22 — 2xy +2x — 6y — 3 =0.

Doneu la classe projectiva i la classe afi, les equacions canoniques de les segiients
quadriques afins:

a) 222 + 3y% — 22 — 5 — 2zy + 22z + dyz — 2y + dx = 0;
b) 22 +2y% + 22 +4yz — 622 — 20 + 8y — 22+ 9 = 0;
c) 224 5y% — 422 + 4wy —2yz +2y — 1 =0;

d) 222 — 3y? — 222 — 8z + 6y — 122 — 21 = 0;

e) 202 +y% — 422 — 4oy — dyz — 4y — 22+ 2 = 0;

f) 2% +3y? — 322 + 3+ 6y + 62z — 142 + 6yz — 2y = 0.

La interseccié de la quadrica afi de R? definida per
4oz + y2 =0

amb el pla axz + z = 1 és una conica no singular. Classifiqueu la conica.
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8.5.7

8.5.8

8.5.9

8.5.10

8.5.11

8.5.12

Sigui C; la conica obtinguda com la interseccié de la quadrica
2 —
zz+y —y=0

de R? amb el pla
r—y+z=1.

Decidiu si C; és equivalent o no a la conica Cy de R? donada per

x2+9y2+6xy+4m+2y+1:0.

Donada la quadrica afi no singular reglada C i el punt P
C:32% —4y? +42° —dwy + 8xz + 8r — 4y + 122+ 4 = 0; P(—2,1,1).
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu les families de rectes generatrius.
c) Trobeu dues rectes que passin pel punt donat P.

d) Comproveu que les rectes de l'apartat c) generen el pla tangent de C en el
punt P.

Feu el mateix amb

C:a?+y?+22 202+ 2y2+20 —42—4=0;P(0,1,-1).

Classifiqueu segons el valor del parametre A les coniques del pla aff real donades
per
2?2+ 2y + 2 — 2 x4+ 2y +2=0.

Si A,B,C és un triangle de referéencia del pla projectiu, doneu
Pequacié general de les coniques tangents en B i C als costats AB i AC res-
pectivament.

Classifiqueu les coniques afins
a) 22 +b5xy+y? -2 —y+1=0;

b) (z+2y)?+2r—y+3=0.

Donada la quadrica de ’espai projectiu real
22424+ 22—t -2+ 22422t =0

i un pla IT que passa pel punt [1,0,1,0],
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a) Classifiqueu-la.

b) Classifiqueu-la afinment si el pla de U'infinit és II.

8.5.13 Donada la quadrica de ’espai projectiu real
2?2 — 2xy + 2xz + 2y — dyz + 2yt — 4zt — 42 =0
i un pla IT que passa pel punt [4, 3,2, —1],
a) Classifiqueu-la.

b) Classifiqueu-la afinment si el pla de l'infinit és II.

8.5.14 Considereu la conica afi y2 + 2zy — 22 + 4y = 0.
a) Classifiqueu-la.
b) Trobeu 'equacié de la recta tangent en el punt de coordenades afins (0,0).

c) Trobeu el centre.

8.5.15
a) Classifiqueu la quadrica de RP3
—4zy + 2 -2 =0.
b) Classifiqueu, en funcié del parametre A, la quadrica afi que s’obté en
restringir la quadrica anterior a l'espai aff RP3 — II, on
Hiz—y+Az—t=0.
8.5.16

a) Classifiqueu la quadrica de RP3

z? — 4oy + 2zz — t2 = 0.

b) Classifiqueu, en funcié del parametre A, la quadrica afi que s’obté en
restringir la quadrica anterior a l’espai aff RP3 —II, on

II:iz—y+Az=0.
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8.5.17

a) Classifiqueu la quadrica de RP3

22 422z — 2 =0.

b) Classifiqueu, en funcié del parametre A, la quadrica afi que s’obté en
restringir la quadrica anterior a l’espai aff RP3 —II, on

II:2x+ Ay —32=0.

8.5.18 Classifiqueu les quadriques en un pla aff sobre un cos finit.
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9. Classificacié metrica de les quadriques

En aquest capitol treballem sempre a R”*1 amb la distancia euclidiana. Aqui
dues quadriques sén equivalents quan podem posar I'una sobre l’altra per movi-
ments rigids. Es a dir, moviments que no canvien les distancies. En una primera
part no projectiva, donem la llista de les infinites quadriques del pla, agrupades
en les set families afins, i de 'espai, agrupades en les disset families afins.

Aixi com un espai aff es pot pensar com ’espai projectiu menys un hiperpla,
un espai afi metric es pot pensar com ’espai projectiu menys un hiperpla, més
una metrica en aquest hiperpla. Aixo és aixi pel fet que ’hiperpla que traiem té
el paper de ’espai vectorial associat a I’espai afi corresponent.

Aix0 ens permet classificar les quadriques projectives modul una certa relacié
d’equivaléncia, diguem-ne metrica, que recupera, en passar a ’afi, la classificacio
metrica abans considerada.

9.1 Classificacié metrica de quadriques, fora del context projectiu

Definici6 9.1.1

Situem-nos a R"*! amb la distancia euclidiana. Es un espai aff metric, en el
sentit que a I’espai vectorial associat, que és el mateix R"*!, hi ha definida una
metrica (aplicacié bilineal simétrica definida positiva). Concretament la que té
matriu identitat respecte a la base canonica. La denotarem per g. Tot isomor-
fisme f de 'espai vectorial R"*! tal que f*g = ¢ es diu isometria. La matriu
A de f respecte a la base canodnica compleix doncs AA? = Id, i es diu que és
una matriu ortogonal. Una afinitat tal que la seva aplicacié lineal associada sigui
isometria es diu desplacament.

Direm que dues quadriques de R™1 sdn métricament equivalents si existeiz un
desplagcament que porta l'una a altra.

Per trobar aquest desplacament, el que farem sera passar cadascuna d’elles a
una expressié senzilla, la forma canonica, tal com feiem en el cas afi.

Alla empravem el métode de completacié de quadrats per diagonalitzar pri-
merament la part quadratica de I’expressio

Z aijxixj + Z bjxj + k=0

i a continuacié feiem uns petits canvis més per posar-la en forma canonica. Pero
els canvis que utilitzavem no corresponien a desplagaments, de manera que la
quadrica en forma canonica que obteniem, si bé era afinment equivalent a la
donada, no ho era meétricament, en el sentit que les distancies havien canviat.
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Per fer la classificacié metrica hem de completar quadrats pero utilitzant
només transformacions ortogonals. Per fer aixo s’aplica el teorema espectral
6.2.11 a la part quadratica

Zal-jxi:cj

del polinomi de segon grau donat.

Les coordenades, en principi, sén respecte a la base canonica. Podem pensar
doncs que a l'espai vectorial R™*! hi tenim definides dues aplicacions bilineals
simetriques: l'aplicacié bilineal simetrica ¢, donada per la matriu a;; respecte
a la base canonica, i I’aplicacié bilineal simetrica no singular g, que té matriu
identitat respecte a la base canonica.

El teorema espectral ens diu llavors que existeix una base ortonormal respecte
a g en la qual ¢ diagonalitza, és a dir en la qual 'expressié anterior s’escriu com

Z diy'y’,

on ara les y' sén les coordenades respecte a la nova base.

La matriu P del canvi de base tindra per columnes les components, respec-
te a la base canonica, dels vectors propis de la matriu A = (a;;) associada a la
forma quadratica, normalitzats. Sera una matriu ortogonal ja que porta una base
ortonormal (la canonica, en la qual implicitament se suposa donada 1’expressié
inicial) a una base ortonormal (la dels vectors propis). Es a dir

P71AP = P'AP = D, (9.1)

on D és la matriu diagonal D = (d;;). En particular det A i det D tenen el mateix
signe.
Recordem que aquests d;; son els valors propis de A ja que

det(A — M\1d) = det(P7'AP — AP71P) = det(D — \1d),

per ser P! = P71 Aquesta férmula ens diu que el polinomi caracteristic de la
part quadratica és un invariant metric.
Aix0 ens permet posar la nostra quadrica en la forma

do(z°)? 4+ +dp(z") +coa® + -+ "+ k=0

mitjangant transformacions ortogonals (que han afectat també la part lineal).
No podem utilitzar els canvis

ai ;. —
y0:x0+g —z y=2a", i=1,...,n
apo

que utilitzavem en el cas afi, ja que no sén ortogonals.
Fem a continuacié la translacié

. . C . .
/ (2 - / .
xz——xl—i——Qd i=0,---,r; al=al,5>r
i

que ens transforma ’anterior expressio en

do(xlO)Z I dr(.%',r)Q + CT+11’/T+1 + .. 'Cnl'/n + kl -0 (92)
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Si totes les ¢; sén zero tenim ja una expressié molt reduida, que en direm
canonica, i que separarem en dos tipus segons k' sigui o no diferent de zero.

Si alguna c; és diferent de zero podem reduir encara I’expressid, pero no pas
amb el canvi que empravem en el cas afi, ja que no és ortogonal.

La idea és girar 'hiperpla

/ /
Crp1™ T ™ =0

dins del subespai 2% = ---2”" = 0 (de la k' ens en preocuparem després) de

manera que passi a ser el 2’ = 0. Concretament passem de la base eg, - - - , e, en la

que esta escrita ’expressio 9.2 a la base formada pels vectors ég = eqg, -+ , €, = €,

completats amb una base ortonormal dins I’hiperpla é,11, - -- ,€,—1 i amb el vector

unitari normal a ’hiperpla é,. La transformacié corresponent a aquest canvi de

base és ortogonal perque passem de bases ortonormals a bases ortonormals.
D’aquesta manera ’expressio 9.2 es transforma en

do(z°)2 + - 4+d (2 +az" + k=0

Si k = 0 ja no podem reduir més i tenim ’expressié canonica. Si k # 0 podem

dividir tota I’equacié per 5 i fer la translacié

=1 1 #n, ="+ —,
a

per fer desapareixer el terme independent. El fet de dividir per § i no per a és

perque volem tenir un 2 com coeficient de Z™ per analogia al cas afi. Resumint
doncs aquest calculs, podem arribar sempre per transformacions ortogonals i
translacions a una de les tres expressions segiients:

Tipus I. do(x°)? + - +d(z")* = 0, 0<r<n, a; # 0;
Tipus II. do(z°)2 +---+d.(2")?+1 = 0, 0<r<n, a; # 0;
Tipus ITI.  do(2®)? +--- +d.(2")? + 22"t = 0, 0<r<n-1, a; #0,

que ens donen la classificacié meétrica buscada.

S’ha d’observar que les expressions de tipus diferent no sén equivalents entre
si, ni tan sols afinment.

Si volem fixar de manera tunica els coeficients, en el sentit de que hi hagi
una i només una quadrica per a cada equacid, els hem d’ordenar i normalitzar.
Concretament en el cas I, per evitar considerar diferents quadriques com z2+y? =
01 222 +2y? = 0, posarem Y |a;| = 1. Observem també que en canviar tots els
coeficients de signe ’equacié no varia. Per tant:

En el cas I, n’hi ha tantes com r-plas (do, - - - d,.), ordenades pels valors abso-
luts, normalitzades i llevat del signe. Volem dir que dues r-plas representen la
mateixa quadrica si i només si les dues estan normalitzades i un cop ordenades
pels valors absoluts son iguals o iguals canviades de signe. Que, en aquesta situ-
acié, els d; determinen la quadrica és aixi pel fet que son invariants metrics per
ser els valors propis de la matriu A associada a la part quadratica i, com sabem,
els valors propis no varien en multiplicar una matriu a dreta i esquerra per una
matriu ortogonal, és a dir en fer canvis de base ortogonals.

En el cas I1, els coeficients determinen univocament la quadrica ja que el terme
independent “41” impedeix normalitzar o canviar de signe. Per tant n’hi ha
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tantes com r-plas (dp, - - - d,), ordenades. Volem dir que dues r-plas representen
la mateixa quadrica si només si un cop ordenades sén iguals. Com abans, en
aquesta situacio, els d; determinen la quadrica.

En el cas I1I, un cop ordenats els r coeficients pels seus valors absoluts, podem
encara canviar-los tots a la vegada de signe, ja que el canvi 2" t! = —z"+! és
una isometria. El coeficient 2 de z"t! ens impedeix normalitzar. Per tant, n’hi
ha tantes com r-plas (dp, - - d,.), ordenades pels valors absoluts, llevat del signe.
Com abans, en aquesta situacio, els d; determinen la quadrica.

9.1.1 Classificacié metrica de les coniques

2 2
L — 2= -1, a>b>0 imaginaria
gz Y2
2. S+ i 1, a>2b>0 el-lipse
gz Y2
3. - 2= 1, a>0,6>0 hiperbola
a,
4. z%=2by, b>0 parabola
2 2
T Y 1 1
5 E—F—Q:O, aZb>0, g—Fb—Q:l punt
6. x?+b° =0, b>0 imaginaria
z2 oy 1 1
7 — 9—2:0, a>b>0, g_'_b_?:l dues rectes
a,
8. 22 —b*=0, b>0 dues rectes paral-leles
9. z2=0, recta doble.

Observem que a la hiperbola el parell (a,b) és diferent del parell (b,a), per a
a #b.

9.1.2 Classificacié meétrica de les quadriques a R?

1. x_2 Z_Q — Z—2 =—1, a>b>0,c>0 hiperboloide de dos fulls
a c
2 2
2. x_2 — Z_Q =2z, a>b>0 paraboloide hiperbolic
a
2 2
3. % + Z—Q =2z, a>b>0 paraboloide el-liptic
2 2 2
4 x—2 + Z—Q — Z—2 =1, a>b>0,c>0 hiperboloide d’un full
a c
2 2 2
5. x—2+z—2+z—2:1, a>b>c>0 el-lipsoide
2y o
6. 5+5+5=-1 a>b>c>0 imaginari
a; 62 c
7. T4 z—g — 1, a>b>0 cilindre el-liptic
a
2 2
g. L Y _ 1, a>0,b>0 cilindre hiperbolic
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2 2 2
T z 1 1 1
9. ? b—Z—C—QZO, aZb>0,C>O,¥+b_2+C_2_1 con
T ALy P S IS TS S E—
= +S5+5 = a c =+ 5s+== un
a% 622 c2 T T a2 v 2 P
11. x_2 Z_Z = —1, a>b>0 cilindre imaginari
a
12. y? = 2px, p>0 cilindre parabolic
13. 4> —b%> =0, b>0 plans paral-lels
w TV Sb>0, — 4l lans secants
- 5 =0, a> ot = plans secants
15. > 4+b° =0, b>0 plans imaginaris
2 2
T Y 1 1
16. ¥+b_2_0’ a>b>0, ¥+b_2:1 recta
17. 4> =0 pla doble.

Exercici 9.1.2

L’hiperboloide d’un full és reglat. Per exemple, si a = b = ¢ = 1, les dues
rectes per (z,y, z) tenen vectors directors (zz £ y,yz + x, 2% + y?).

El paraboloide hiperbolic també és reglat. Les rectes per (z,y, z) tenen vectors
directors (a,b, (£ — %)) i (a,—b, (£ + ¥)). Vegeu el problema 8.5.2.

Com exemple de com es confecciona la taula, comentem ’expressié 9 del con.
Un cop ordenats els valors absoluts dels coeficients normalitzats a%, b%’ c%, tenim

vuit expressions diferents que es redueixen a quatre al no considerar el signe. Sén

2 2 2 2 2 2
T z T z
A+ +5 =0 S5+5-Z =,
a b a b2 2

2 2 2 2 ) 2
x z x z
_2_y___:0, __y_+_:0,
a b2 2 a? b2 2

pero les tres ultimes es redueixen a una sola permutant les variables, pero aquesta
permutacié ens desordena els coeficients i per aixo a I'expressié del con la ¢ no
esta ordenada respecte a a i b.

Classifiqueu meétricament la conica
222 4+ 2% + 22y — 4z — 2y +1 =0.

Solucio. Ens preocupem primerament de la part quadratica 222 + 2y% + 2zy. La
base ortonormal de que parla el teorema espectral és la base de vectors propis de
la matriu associada, normalitzats. Com que

2 1
A=
els valors propis sén 3 i 1, i els vectors propis corresponents normalitzats sén

u=5(11), v=75(1,-1).
La matriu del canvi de base és doncs

=5 2)

c oo (30
par=(3 ).

i A en aquesta nova base és
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Exercici 9.1.3

Les coordenades en la nova base u, v sén

(6)-r ()

és a dir

o equivalentment

i per tant
222 + 2y 4 2xy = 322 + y/2.

Pero aquest canvi afecta també la part lineal, i per tant tenim

2x2+2y2+2xy—4x—2y+1:
32 + 9% —2v2(a +y) — V2 —y) + 1=
352 + y/2 —3v22' — \/Ey' + 1.

Fem ara la translacio

S]]
Il

8
|

S-Sl

y=vy -
i obtenim
322 + y/2 —3v22 — \/§y' +1=3z%+ gQ -1,
i es tracta doncs d’una el-lipse amb semieixos de longituds a = ig, b =1 sobre les

direccions propies u, v i centre el punt (z,y) = (1,0) (correspon a (z = 0,5 = 0)).
El canvi final ha estat doncs el desplagcament

1
E(ery) NG
_ 1 1
Y E(ﬂf—y)—ﬁ |

.f':

Classifiqueu metricament la quadrica de R3
2 +ay+bz+c=0,

amb a,b, c diferents de zero
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Solucio. Sigui ey, e1, e la base canonica de R3 respecte a la qual estem suposant
escrita la quadrica. Prenem com a nova base

/ / /
ey = €o, €1 = aey + Pea, ey = y(ae + beg)

amb
1

aa+pb=0,a*+3 =1 y= ——.
B g V= e

Es a dir, una base adaptada al pla ay + bz + ¢ = 0.

Tenim
x 1 0 0 x!
y |=10 a vy Y
z 0 8 b 2

donz =1, y =y +~vaz, z = By + bz’ i per tant
2 2 =1 _
z*+ay+bz+c=2"+~v "2 +c=0

que és equivalent a
2yz’? 4+ 22/ + 2v9¢=0

Fem ara la translacié z = 2/, § =3/, Z = 2/ + vc i tenim
2 tay+bzt+ec=29T2+22=0

que és expressié canonica buscada. No simplifiquem el 2, per comparar millor
amb 'expressié de Tipus III.

Per exemple, les quadriques 2 +3y+42z+1 = 01i22+52 = 0 sén metricament
equivalents i el desplacament que porta 'una a l’altra és

X = X

¥y = 5975

7 = 3 +4z+1l
- 5YTE* T

9.2 Classificacié metrica de quadriques en el context projectiu (k = R)

Teorema 9.2.1

Utilitzarem una petita modificacié del teorema 8.3.4.

Sigui E un R-espai vectorial, ¢ una aplicacid bilineal simétrica sobre E. Sigui
V' un subespai vectorial de E de codimensio 1 i g una meétrica a V. Llavors es
poden donar dos casos

a) Euxisteir una base e, ... e, a'V, g-ortonormal, i e € E tal que E =V @ (e) 1

A1

(les A poden ser zero, ¢ = 0,+1).
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b) Ezxisteiz una base e1,...,e,—1,u a V, g-ortonormal, i e € E tal que E =
(e1,...,en—1) @ (u,e) i

A

= O
S =

Demostracid. Segons el teorema 8.3.4 sabem que hi ha tres possibilitats muitua-
ment excloents donades per la relacié entre els radicals de V' i de E. Tant si ens
trobem en el cas a) com en el cas b.1) del mencionat teorema podem aplicar el
teorema espectral a (V, ¢, g) per obtenir una base a V', ortonormal respecte a g,
en la qual ¢ diagonalitza. Completant-la amb el mateix vector e ¢ V que figura
a la demostraci6 del teorema 8.3.4 tenim el resultat (si ¢(e,e) = a,a # 0, fem
¢/ = —_e per obtenir ¢(¢’,¢’) = £1, com voliem).

N

En el cas b.2) del mateix teorema, recordem que teniem
E=rad ELF1{u)l{(e)

amb

V=radVLlF = (rad EL(u))LF

suma directa ortogonal respecte a ¢.

L’observaci6 important és que les descomposicions radV =rad EL(u) i V =
rad V_LF amb F no singular del teorema 8.3.4, les podem agafar ara directament
ortogonals respecte a g. Aix0 és aixi pel fet que respecte a g tot subespai té
complementari ortogonal (proposicié 8.3.1 de I'apéndix o [11] teorema 9.6.2), i
per tant podem prendre < uw > com el complementari g-ortogonal de rad E' en
radV, i F' com el complementari g-ortogonal de radV en V. Respecte a ¢, la
suma sera sempre ortogonal perque un dels sumands és el radical.

Apliquem el teorema espectral a rad £ i F' i tindrem una base eq,...,¢e,_1
de rad E L F ortonormal respecte a g en la qual ¢ diagonalitza. Normalitzant u
obtenim que ey, ...,e,_1,u és una base g-ortonormal de V. En modificar u per
normalitzar-lo canviem el producte ¢(u, e) per un escalar positiu. Dividint e per
aquest escalar tenim I'expressié de ¢ que buscavem. i

Donada doncs la terna (EF,V,g), com en el teorema, les aplicacions bilineals
simetriques sobre (E, V, g) queden classificades en tres tipus. Concretament direm
que ¢ és del tipus I si existeix una base ey, --- , e, g-ortonormal a V', que es pot
ampliar amb un e ¢ V' a una base de F, de manera que en aquesta base

A1

An
0

Direm que ¢ és del tipus I si existeix una base ey, - -- , e, g-ortonormal a V,
que es pot ampliar amb un e ¢ V' a una base de E, de manera que en aquesta
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base ¢ o —¢ s’escrigui com

A1
o=
An
1
Direm que ¢ és del tipus II1 si existeix una base ej,--- , e, g-ortonormal a
V', que es pot ampliar amb un e ¢ V a una base de E, de manera que en aquesta
base
A1
¢ = A
0 1
10

Com que podem permutar els e; i la base continua sent ortonormal, quan ens
referim a [’expressié canonica de ¢ suposarem que els )\; estan ordenats respecte
als valors absoluts

0< || < < Al

Si tenen el mateix valor absolut, posarem primer els positius.

Ordeno respecte als valors absoluts i no directament respecte als \; perque
m’interessara que expressions que difereixen només en el signe siguin iguals, com
araz? —3y> =0i322—9y>=0 (canviar x per y), que correspondran respecti-
vament a (A1, A2) = (1,—3) 1 (A1, A2) = (=1, 3) que difereixen només en el signe.
En canvi, si ordenéssim sense tenir en compte el valor absolut, correspondrien als
parells (—3,1) i (—1,3), que no difereixen en el signe (hauriem de canviar l'ordre
d’un d’aquests parells).

9.2.1 Classificaci6 modul semblances
Amb tot aix0 és raonable ara dir que dues aplicacions bilineals simétriques ¢ i
¢’ sén equivalents, en algun sentit que involucri la meétrica, quan tenen la mateixa
expressio canonica. Pero aixo té algun petit problema, ja que expressions com

—2 i —4
0 0

no serien equivalents, en aquest sentit, malgrat tenir exactament els mateixos
zeros donats per 22 — 2y% = 0.

Tampoc

1 -1

01 i 0 1
10 10
no serien equivalents malgrat representar en z = 1 les paraboles isometriques
Yy = %xQ,y = —%xQ.

Per evitar aquests problemes precisarem la definicié.
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Definici6é 9.2.2  Direm que dues aplicacions bilineals simétriques ¢ i ¢' sobre (E,V,g) sén sem-

Teorema 9.2.3

blants (¢ 2 ¢') si i només si son del mateix tipus i les parts a Uinfinit (és a dir a
V') sén proporcionals (amb constant de proporcionalitat positiva si son del tipus
).

Siguin ¢ i ¢' dues aplicacions bilineals simétriques sobre (E,V, g). Llavors ¢ 2 ¢
si i només si existeix un isomorfisme f : E — E tal que f(V) =V, fig =

g, f*¢' = po, p#0

.. . S
Demostracid. Suposem primerament ¢ ~ ¢/'.
Si totes dues sén del tipus I, tindrem bases e;, e i €}, ¢’ en les quals

A1 pA1

An pPAn
0 0

Definim llavors f per f(e;) = e}, f(e) = € i tenim el resultat, ja que clarament
f deixa V invariant i és una isometria de g per portar bases ortonormals a bases
ortonormals. A més

(f¢")(ei ei) = &' (e, €) = pAi = po(es, ei),

com voliem.
Si totes dues sén del tipus I7, tindrem bases e;, e i €}, ¢’ en les quals, potser
canviant ¢ per —¢ i ¢’ per —¢/,

A P)\l

Definim llavors f per f(e;) = e}, f(e) = \/pe’ i tenim el resultat, ja que clarament
f deixa V invariant i és una isometria de g per portar bases ortonormals a bases
ortonormals. A més

(f*¢") (e ei) = &' (e, €) = phi = po(es, ei)
(f*(b,)(e? e) = p¢/(€,, 6,) =p= p¢(€, e)

és a dir f*¢' = pg, com voliem.
Si totes dues sén del tipus I1], tindrem bases e;, u,e i e}, u/, ¢’ en les quals

A pA1

_ o
O =
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Definim llavors f per f(e;) = €}, f(u) = ¢/, f(e) = pe’ i tenim el resultat, ja que
clarament f deixa V invariant i és una isometria de g per portar bases ortonormals
a bases ortonormals. A més

(f 9" )(eirei) = &' (e}, e;) = phi = polei, e;)
(f*d")(e,u) = pd' (e, ') = p = po(e, u),

és a dir f*¢' = pg, com voliem.

Demostrem ara el reciproc. Suposem doncs que existeix un isomorfisme f de
E, isometria a V, tal que f*¢' = po, p # 0. Aquesta darrera condicid, ens diu
que ¢ i ¢’ sén del mateix tipus ja que el tipus queda determinat pel radical: rad
¢ ¢ Venelcas I, rad ¢ =rad ¢y en el cas I i rad ¢y = rad ¢+ < u > en el
cas II1 i aquestes condicions sén invariants per I'isomorfisme f.

Suposem que sén del tipus 1.

Prenem una base e;,e en la qual ¢ té 'expressié canonica. Prenem llavors
com a nova base €, = f(e;),e¢’ = f(e), que continua sent canodnica en el sentit
que € és una base ortonormal de V', i calculem l'expressié de ¢’ en aquesta nova
base.

Tenim

¢'(e5,¢5) = (f7¢)(eis e5) = pdleis i),
i les parts a l'infinit sén proporcionals, com voliem.
Suposem que sén del tipus I1.

Prenem una base e;, e en la que ¢ té 'expressié canonica. Prenem llavors com
a nova base €; = f(e;), e = ﬁ f(e), que continua sent canonica en el sentit que
P

e, és una base ortonormal de V, i calculem I’expressié de ¢’ en aquesta nova base.
Tenim

¢I(e;7eé) - (f*(él)(e;ve;) = p(b(ei?ei)
1

¢'(e,e) = ﬂ(f*¢/)(€a€) = £¢(e,€)
p
amb signe + si p > 0 i signe — si p < 0.
Suposem ¢(e,e) = +1 (si ¢(e,e) = —1, canviem ¢ per —¢). Si p > 0,
¢'(e,€') = 11 ¢ representa ja l'expressié canodnica. Les parts a l'infinit sén
proporcionals, amb constant positiva p. Si p < 0, ¢/(¢/,€’) = —1 i expressié

canodnica correspon a —@', i les parts a l'infinit sén proporcionals amb constant
positiva —p.

Suposem finalment que sén del tipus I71.

Prenem una base e;, u, e en la qual ¢ té 'expressié canonica. Prenem llavors
com a nova base €, = f(e;), v = f(u),e = % (e), que continua sent canonica en
el sentit que e}, u’ és una base ortonormal de V, i calculem 'expressié de ¢’ en
aquesta nova base.

Tenim
(ﬁ/(eév 6;) - (f*(ﬁ/)(eiv 6;) = p¢(€i, 62‘)
¢I(elvu1) - %(f*¢l)(evu) = ¢(e7u) =1

i les parts a l'infinit sén proporcionals, com voliem. o
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2 . S < s . . .

Es a dir, ¢ ~ ¢’ si sén afinment equivalents per una afinitat que és, llevat
d’un escalar, isometria de la metrica de 'infinit. Volem dir el segiient:

Observem que 'anterior isomorfisme f es pot escriure

(5 <)

amb A matriu ortogonal. Tan sols hem de prendre una base ortonormal de V' i
completar-la amb un vector e ¢ V.

Si considerem ara I’espai afi P(E)\p(V') amb l'estructura afi donada per qual-
sevol zg tal que £ =V ® < 2y >, la projectivitat f induida per f

[ P(E)\p(V) — P(E)\p(V)
déna lloc a una afinitat (entre espais afins en el sentit classic) que té per aplicacié
lineal associada 1'inic multiple de f (restringit a V') tal que f(z9) —z9 € V (vegeu
els comentaris posteriors a la definicié d’afinitat 3.5.1). Per tant la matriu d’a-
quest representant de f és un multiple de la matriu abans considerada i s’escriura

com /
B b
(v 1)
amb B una matriu tal que uB.B! = Id.
Amb notacié de geometria afi, la matriu de f correspon a l’afinitat
2 = Bx +V,

i per tant la definicié projectiva de quadriques semblants coincideix amb la defi-
nici6 classica de quadriques semblants, ja que correspon a considerar equivalents
les que s’obtenen les unes de les altres component moviments ortogonals amb
homotecies i translacions.

9.2.2 Classificacié metrica

Definici6 9.2.4

Estudiem ara la classificacié metrica. En aquest cas ens cal algun control
sobre el complement zg de V, ja que per exemple x? + 4% — 22 = 0 tallat per z = 1
o tallat per z = 2 déna cercles de diferent radi, semblants pero no isometrics.
Aix0 es el mateix que dir que

-1 -1

¢ = -2 ¢ = —2
1 1

en bases respectives {ej, e, e} i {e1,e2,2e} sén obviament semblants pero si ta-
llem les dues pel mateix pla z = 1, on z és la tercera coordenada de la primera
base, obtenim cercles no isometrics.

Situem-nos doncs a (F,V,g,z20), és a dir a I'espai vectorial F on hi ha fixat
un subespai vectorial V' en el qual hi ha una metrica g i amb la descomposicié
E=Vo <z >.

Direm que dues aplicacions bilineals simétriques ¢ i ¢ sobre (E,V,g,29) son
métricament equivalents (¢ M ¢') si i només si son del mateix tipus i les parts a
Vinfinit de les seves expressions canoniques respecte a bases {e;, e} i {e}, e’} amb
¢/ —e €V sdn proporcionals en el cas I, iguals en el cas I1, i iguals o canviades
de signe en el cas I11.
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Teorema 9.2.5

Siguin ¢ i ¢' dues aplicacions bilineals simeétriques sobre (E,V,g,z0). Llavors

10} M ¢ si i només si existeix un isomorfisme f : E — E tal que f(V) =

V7 fﬁ/g:g7 f(ZO)—ZO € V7 i
a) f*¢' = po, p#£0 si ¢ esta en el cas I, o
b) f*¢ =+ si ¢ esta en els casos 11 o II1.

Demostracid. Suposem primerament ¢ M ¢

Observem que, per linealitat i la invariancia de V', la condicié f(zg) —zp € V
implica f(e) —e € V per a tot e € E.

Si totes dues sén del tipus I, tindrem bases {e;,e} i {e},e'} amb ¢/ —e €V,
en les quals

A1 pA1

An pPAn

Definim llavors f per f(e;) = €}, f(e) = €' i tenim el resultat.
Si totes dues sén del tipus I7, tindrem bases {e;,e} i {e},€'} amb e —e eV
en les quals, potser canviant ¢ per —¢ i ¢’ per —¢',

Definim llavors f per f(e;) = e}, f(e) = \/pe’ i tenim el resultat.
Si totes dues sén del tipus 171, tindrem bases {e;, u,e} i {e},u’, ¢’} amb ' —e €
V en les quals

01
10

]
O =

on els signes 4+ sén tots +1 o tots —1.

Definim llavors f per f(e;) = e}, f(e) = €' i f(u) = si les parts a Uinfinit
sén iguals, o f(u) = —u’ si les parts a U'infinit sén de signe contrari.

Aquesta és la f buscada ja que clarament f deixa V invariant, és una isometria
de g per portar bases ortonormals a bases ortonormals i

(f ') (e er) = ¢/ (€5, €;) = £Ni = £¢(es, ;)
(f*d)(e,u) = £¢'(¢/,u') = £1 = £p(e,u),
és a dir f*¢ = £¢, com voliem.

Demostrem ara el reciproc. Suposem doncs que existeix un isomorfisme f de
E, en les condicions del teorema. Com que f*¢' = u¢, pu # 0 ¢ i ¢’ sén del mateix
tipus.
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Suposem que sén del tipus 1.

Prenem una base {e;, e} en la qual ¢ té 'expressié canonica. Agafem llavors
com a nova base e, = f(e;),e’ = f(e), que continua sent canonica en el sentit que
e, és una base ortonormal de V, i a més ¢ — e € V, i calculem 'expressi6 de ¢/
en aquesta nova base.

Tenim

¢'(ei,€i) = (f* &) (e, €5) = pd(ei, ;)
19 1) T 1Y) T P 19 %)
i les parts a l'infinit sén proporcionals, com voliem.

Suposem que sén del tipus I1.

Prenem una base {e;, e} en la qual ¢ té 'expressié canonica. Prenem llavors
com a nova base €, = f(e;),e¢’ = f(e), que continua sent canonica en el sentit
que ¢} és una base ortonormal de V, i ¢’ —e € V, i calculem l'expressié de ¢’ en
aquesta nova base.

Tenim

(b,(e;v 6;) = (f*¢/)(e;7 e;) - i¢(ei7 ei)
(b,(e,? 6,) = (f*(b,)(e? e) = i¢(e7 e)

(sempre el signe + o sempre el signe —).
Per tant

>\n _)\n
1 —1

Com que per expressié canonica entenem la que correspon a ¢(e,e) = 1, resulta
que les expressions canoniques de ¢ i ¢’ son iguals.

Suposem finalment que sén del tipus I71.

Prenem una base e;, u,e en la qual ¢ té 'expressié canonica. Agafem llavors
com a nova base €, = f(e;), e’ = f(e), 1 v = f(u) si f*¢/ = ¢ o = —f(u) si
f*¢' = —¢. Llavors tenim

&' (el el) = (f*¢') (e}, ei) = £p(e;, e;)( tots + o tots —)
QSI(B/’U/) = i(f*¢/)(e’u) = ¢(e’u) =1,

i les parts a l'infinit sén iguals o canviades de signe, com voliem. I

Es a dir, ¢ ~ ¢’ si sén afinment equivalents per una afinitat que és una
isometria de la metrica de I'infinit. Volem dir el segiient:
Observem que 'anterior isomorfisme f es pot escriure

() 02

amb A matriu ortogonal. Tan sols hem d’agafar una base ortonormal de V i
completar-la amb un vector e ¢ V. El nombre 1 que figura a la matriu prové del
fet que f(e) —e € V.
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Si considerem ara l'espai aff P(£)\p(V') amb I'estructura aff donada per qual-
sevol e tal que = V® < e >, la projectivitat f induida per f

fP(E)\p(V) — P(E)\p(V)

déna lloc a una afinitat (entre espais afins en el sentit classic) que té per aplicacié
lineal associada I"inic multiple de f (restringit a V') tal que f(e) —e € V, és a
dir la mateixa f, tal com ja hem explicat a la secci6 3.5.

Amb notacié de geometria afi, la matriu de f correspon a l’afinitat

' = Az + b, (9.4)

i per tant la definicié projectiva de quadriques metricament equivalents coincideix
amb la definicié classica de quadriques métricament equivalents ja que correspon
a considerar equivalents les que s’obtenen les unes de les altres component movi-
ments ortogonals i translacions.

Reciprocament, si dues quadriques d’un espai afi sén metricament equiva-
lents, per una transformacié del tipus 9.4, llavors les seves homogeneitzades sén
metricament equivalents per I'isomorfisme del tipus 9.3.

9.2.3 Classificacié metrica de coniques en el context projectiu

9.3 Exercicis

9.3.1

Observem que en estudiar les possibilitats considerades a la definicié 9.2.4 en
els casos de dimensi6 dos i tres retrobem (en tallar amb x, 11 = 1) la classificacié
obtinguda a 9.1.1 i 9.1.2. Fem com a exemple el cas de les coniques, és a dir
dim F = 3.

Els tres casos de 9.2.4 sén

M2+ Xyt =0, Mzt 4+ oy +22=0, Ma?+2yz=0,

sent la segona equacié l'expressié de ¢ o —¢.

Dintre de cada cas el rang i I'index a 'infinit classifica afinment (perque llavors
el rang i 'index global queda determinat).

Ara tallem per z = 1 per passar a l’afi i separem segons rang i index dins de
cada classe, i obtenim exactament la classificacié 9.1.1.

Concretament, hi ha tantes coniques metricament no equivalents en el cas [
com parells (A1, +X2) amb A\; + A2 =110 < A\; < Ag. Correspon als casos 5,7,9
de 9.1.1.

Hi ha tantes coniques meétricament no equivalents en el cas I/ com parells
(£A1,£A2) amb 0 < A\; < Ay. Correspon als casos 1,2,3,6,8 de 9.1.1.

Finalment, del cas 111 n’hi ha tantes com nombres reals positius. Correspon
al cas 4 de 9.1.1.

Classifiqueu metricament les coniques del pla euclidia R? segiients:
a) 22 — 6xy + 8y? + 2y = 0;
b) 2?2 +ay+y? —1=0;

c) 222 +3y? — 2zy +4x + 3y + 4 = 0;
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9.3.2

9.3.3

9.34

9.3.5

9.3.6

9.3.7

d) 22 +y? — 22y +2x — 4y + 4 = 0;

e) 22 — 2xy +2x — 6y — 3 =0.

Classifiqueu metricament les quadriques de I'espai euclidia R? segiients:
a) 222 + 3y? — 22 — 5 — 2zy + 22z + dyz — 2y + 4 = 0;

b) 22 +2y% + 22 +4yz — 62z — 20 + 8y — 22+ 9 = 0;

c) 22+ 5y% — 422 + 4wy —2yz +2y — 1 =0;

d) 222 — 3y? — 222 — 8z + 6y — 12z — 21 = 0;

e) 202 +y? — 422 — day — dyz — dy — 22+ 2 = 0;

f) 22 +3y? — 322 + 3 4 6zy + 62z — 142 + 6yz — 2y = 0.

Digueu si les seglients parelles de quadriques sén metricament equivalents:
a) 22 +y*>=0, 227+ 2> =0;
b) 22 +1y2 +22=1, 222+ 2% +222=1;

c) 2 +y?+22t =0, —2%—y?+22t=0.

Retrobeu, a partir de la definicié 9.2.4, la classificacié metrica de quadriques
donada a la secié 9.1.2.

Doneu el tipus metric de la quadrica projectiva d’equacié:
—2? + 2t + 4z — 2ty + 2xy — Atz + 4wz — dyz = 0

(pensem R3, amb coordenades x, y, z i la metrica 22 +y? + 22 = 0, com a subespai
de R* amb coordenades z,v, 2, t).

Doneu el tipus metric de les quadriques projectives:
a) 22 + 2+ 22 — 12 — 2wz + 2yz + 22t = 0;

b) 22 — dxy + 22z — 12 = 0.

Sén metricament equivalents les coniques 22 —y? —22 = 01 2ry+22 = 0?7 (pensem
R2, amb coordenades z,y i la metrica z2 + ¢ = 0, com a subespai de R? amb
coordenades ., z i la descomposicié R? = R%2® < (0,0,1) >).
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10. Geometria hiperbolica i geometria el-liptica

En aquest capitol veiem, per justificar la frase de Cayley que citem a la in-
troduccid, que la geometria projectiva aporta un model tant per a la geometria
hiperbolica com per a l’el-liptica. Els punts i rectes interiors a una conica s’inter-
preten com a punts i rectes hiperbolics. Aqui, clarament, per un punt exterior
a una recta passen infinites rectes que no la tallen. Vegem també que els movi-
ments hiperbolics sén justament les projectivitats que fixen la conica. Aix0 és
importantissim ja que ens déna un model lineal de les isometries hiperboliques,
concretament les projectivitats, que sén en altres models molt complicades.

Com que la distancia és una cosa invariant per moviments i els moviments sén
projectivitats, i les projectivitats deixan invariant la raé doble, la relacié entre
distancia i radé doble apareix de manera natural.

Donem també la férmula de Laguerre que ens relaciona angle i raé doble, amb
el preu, aixo si, d’haver de passar als complexos. També sembla natural aquesta
necessitat, ja que les transformacions que conserven angles sén justament les
aplicacions holomorfes.

10.1 Férmula de Laguerre

Propietats propies de la geometria metrica admeten tractament projectiu. Ja
hem vist per exemple a la seccié 7.7 que fixant una recta de linfinit H = p(V)
del pla projectiu P(E) i una metrica a V', podiem parlar d’ortogonalitat de rectes
que es tallen en punts afins.

La férmula de Laguerre, E. (1834-1886) va una mica més enlla i ens permet
mesurar angles a partir de la raé doble. Vegem com funciona.

Siguin 7, s dues rectes del pla euclidia que es tallen a l'origen O = (0,0). Les
seves equacions seran doncs 7 : y = mx, s : y = m'z amb m = tana, m’ = tan’.
La injeccié

R? — RP2cCCP?
(z,y) — [z,y,1]

ens permet pensar el pla euclidia com l'espai afi RP? \ {z = 0} en el qual hem
fixat a 'espai vectorial associat {z = 0} la metrica euclidiana ordinaria, és a dir
la que s’obté declarant que la base canonica és ortonormal. Pensem RP? com
subconjunt de CP? tal com hem explicat a la seccié 7.7.

La forma quadratica associada a la metrica euclidiana és 224y? que representa
la conica 22 + > = 0 que no té punts reals. La pensarem com la part real
d’una conica complexa. Concretament si denotem per x,y,z les coordenades
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homogenies canoniques de CP?, que seran doncs nimeros complexos, i fixem
z = 0 com infinit, llavors la metrica euclidiana es pot pensar com la restriccié a
I'infinit real de la conica complexa 2% + 32 + 2% = 0, és a dir, punts [z, y, 0] amb
z,y € R,0 € C tals que 2 + > = 0.

L’avantatge és que la conica complexa z2 + 32 = 0, de la qual procedeix
per restriccié la conica associada a la metrica euclidiana, si que te punts, els
anomenats punts ciclics I = [1,4,0], J = [1,—4,0]. La recta complexa I,J és,
doncs, la recta de 'infinit.

Per altra banda les rectes r, s homogeneitzades, és a dir pensades en el pro-
jectiu, tenen equacions r : y = mx, s : y = m/xz respecte a les coordenades
homogenies [x,y, z]. Per tant tallen 'infinit {z = 0} en els punts R = [1,m, 0],
S = [1,m/,0]. Calculem la raé doble d’aquests quatre punts
m—i m —i

(Ia JaRaS) = (Z’ _iamam/) =

m+i m +i
cosa + isin o cos o + isina’ 2i(a—a)
: =e

—cosa+isina  —cosa + isina/ ’
Es a dir, que ’angle entre les dues rectes r, s esta donat per ’anomenada férmula
de Laguerre

1
p=a—d = Q—ilog(I,J,R,S).

En particular r i s sén perpendiculars (¢ = 7) si i només si (1, J,R,S) = —1,

és a dir si i només si tallen l'infinit en punts harmonicament conjugats als punts
ciclics, d’acord amb els resultats ja obtinguts previament a 7.7.

Generalitzant doncs podem definir angle projectiu entre dues rectes r i s del
pla projectiu real, que tallen I'infinit en punts R i S, per

1
o= ?log(I, J,R,S). (10.1)
i

Analogament podem definir distancia projectiva entre dos punts del pla projectiu
real sempre que sobre la recta que determinen tinguem fixats dos punts més, per
poder considerar la raé doble d’aquests quatre punts.

En efecte, volem que aquest nou concepte que definirem, la distancia projecti-
va, compleixi algunes de les més importants propietats d’una distancia euclidiana.
Concretament voldrem que compleixi:

1. dP(A,A) = 0;
2. dp(A,B) = —dp(B, A) (és a dir, que tenim en compte el signe);
3. dp(A,B) 4+ dp(B,C) +dp(C,A) =0 per A, B, C alineats.

Aquestes propietats les deduirem de la propietat multiplicativa de la raé do-
ble. Aquesta propietat, facil de comprovar, diu que si A, B,C, I, J estan alineats
llavors

(I,J,A,B)1I,J,B,C)(I,J,C,A) = 1.

sempre que I # J i cap dels punts A, B, C no coincideixi amb I o J.
Prenent logaritmes tenim

log(I,J, A, B) +log(I,J,B,C) +log(I, J,C, A) = 0.
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i per tant, definint per a cada parella de punts X,Y d’aquesta recta, la seva
distancia projectiva per

dP(X7Y) - klOg(I, J7X7Y)7

on k és una constant arbitraria, obtenim una funcié que compleix les propietats
1,2 i 3 abans esmentades.

Aquest procediment depén pero del parell de punts I,.J que anem prenent
sobre cada recta. Tot i que els podriem anar fixant arbitrariament, el més natural
és fixar una vegada per totes una quadrica, anomenada absolut, i prendre com
a punts I, J sobre cada recta els punts en que aquesta recta talla la quadrica.
Sobre els reals podrien no tallar-se, ja que es tracta de resoldre un sistema format
per una equacié lineal i una de quadratica, i és per aixo que ens veiem forgats a
passar al projectiu complex on aquest sistema sempre tindra solucié, com ja hem
fet, d’altra banda, en calcular I'angle per la férmula de Laguerre.

10.2 Model projectiu de la geometria el -liptica

Situem-nos doncs a CP? i prenem com a absolut la quadrica 22 4+ y? + 22 =
0. Volem definir la distancia entre punts reals de CP2, és a dir aquells que
respecte a una referéncia fixada tenen coordenades homogenies reals o que es
poden transformar en reals multiplicant per una certa constant no nul-la, com
hem vist a la seccié 7.7.

Prenem A = [a1,as9,a3], B = [b1,be,bs], dos punts reals. Prenem, per sim-
plificar els calculs, les determinacions reals de A i B de norma 1. Escriurem
A= (al,CLQ,CL3),B = (bl,bg,bg) amb A-A=B-B=1.

En tallar la recta que determinen amb I’absolut obtenim els punts

_A. . 2 _ _A.B— . 2 _
. AB+\/2(A BE-1 ,,p s AP \/2(,4 BE-1 , .

El calcul habitual de la raé doble ens déna

(IJAB):_A'B_\/m
T T B A B -1

que, en funcié de I'angle 6 que formen els vectors unitaris A i B, s’escriu

—cosf —isinf -
I.JAB) = ——~ =~ _ 20
(£, 4,4, B) —cosf + isinf
Si agafem, per analogia amb la férmula de Laguerre, k = % a la definicié de

distancia, tenim finalment

dp(A, B) =0,

que és exactament i sorprenentment la distancia entre els punts A i B mesurada
sobre 'esfera de centre l'origen i radi 1.
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el

Es a dir, que la geometria de 'esfera, anomenada geometria el-liptica, s’obté
com una part de la geometria projectiva.

De fet per geometria el-liptica s’entén la geometria de ’espai projectiu, que
podem pensar com 'esfera amb els punts antipodals identificats, pero pensat com
a espal metric amb la distancia induida per la distancia ordinaria de I'esfera. El
que hem vist és que sobre RP? aquesta distancia coincideix amb la distancia
projectiva.

No ens estendrem en aquest punt, pero observem que localment ’esfera i el
projectiu sén iguals. De fet el projectiu és I’hemisferi nord amb els punts de
I’equador identificats antipodalment. De manera que si treballem a I’hemisferi
nord calculant per exemple distancies entre punts, no ens importa si som a ’esfera
o al projectiu.

Ara veurem que la geometria hiperbolica s’obté també com una part de la
geometria projectiva. També l'euclidiana la podriem recuperar, perd amb una
mica més de feina i no ho farem aqui, vegeu [17]. Per aixd Cayley va exclamar:
“La geometria projectiva és tota la geometria.”

10.3 Model projectiu de la geometria hiperbolica

Axioma 10.3.1

Axioma 10.3.2

La geometria hiperbolica és la que s’obté en modificar el cinque postulat
d’Euclides pel segiient:

Nou cinque postulat. Per un punt exterior a una recta hi passen infinites
rectes que no la tallen.

Podeu veure una formulacié més precisa per exemple a [12].

La geometria projectiva aporta un model lineal de geometria hiperbolica. Es
a dir que una part dels punts i rectes del pla projectiu, concretament els interiors
a una conica, poden ser considerats com punts i rectes del pla hiperbolic, i els
moviments o isometries entre aquests punts estan donats justament per un sub-
grup del grup de les projectivitats, concretament el format per les projectivitats
que deixen invariant la conica.

Recordem que des del punt de vista axiomatic el pla hiperbolic consisteix en
dos conjunts, els elements del primer conjunt anomenats punts i els del segon
anomenats rectes, i unes relacions entre aquests conjunts anomenades pertanyer
a, estar entre i ser congruent que han de verificar els axiomes segiients:

Donats dos punts diferents A i B, existeix una unica recta r tal que A pertany a
r ¢ B pertany a r.

Ezxisteizen tres punts diferents A, B i C tals que A no pertany a la recta deter-
minada per B i C.
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Axioma 10.3.3

Axioma 10.3.4

Axioma 10.3.5

Axioma 10.3.6

Axioma 10.3.7

Axioma 10.3.8

Axioma 10.3.9

Sobre la relacié estar entre exigim:

FExisteix una correspondéncia bijectiva entre el conjunt de punts de qualsevol recta
1 el conjunt dels nombres reals que conserva la relacio “estar entre”.

Siguin A, B i C tres punts diferents no alineats. Sigui r una recta que no passa
per cap d’aquests punts.

Si r talla el segment AB, llavors r talla un i només un dels segments BC' i

AC.

Suposem que entre els segments hi ha una relacié, anomenada de congruéncia,
que compleix:

Donats dos punts diferents A i B i un tercer punt A’ i donada una semirecta r’'
d’origen A, existeiz un tinic punt B’ sobre v’ tal que el segment AB és congruent
amb el segment A'B’ (escriurem AB = A'B’). A més la relacié de congruéncia
entre segments és una relacio d’equivaléncia.

Siguin AB i BC' segments sobre una recta r, sense punts interiors comuns. Siguin
A'B’ i B'C" segments sobre una recta r', sense punts interiors comuns. Si AB =

A'B" i BC = B'C’, llavors AC = A'C".

Entre els angles també tenim una relacié de congrueéncia que compleix:

Suposem donats un angle Zh,k, una recta v’ i un costat del pla determinat per r’.
Sigui h' una semirecta de v’ amb origen O'. Ezisteix llavors una tnica semirecta
k' d’origen O’ tal que l’angle Zh,k és congruent a l'angle /W k' i tal que els
punts interiors del ZI k' sén en el costat del pla prefizat respecte a r'.

Sigui A, B, i C tres punts no alineats i A’, B’ i C' tres punts més tampoc alineats.
Si AB = A'B', AC = A'C" i /BAC = /B'A'C’, llavors /ABC = /A'B'C" i
ZACB = /A'C'B'.

Per un punt exterior a una recta hi passen infinites rectes que no la tallen.

El model projectiu és un objecte matematic que prové de la geometria projec-
tiva i que compleix aquests axiomes. Consisteix en el segiient:

Fixem una conica no singular C del pla projectiu real. Agafem com a conjunt
de punts del pla hiperbolic els punts interiors a la conica i com a conjunt de rectes
la interseccié amb l’interior de la conica de les rectes projectives.
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r i s paral-leles
r it ultraparal-leles

Els punts de la conica no sén punts hiperbolics, pero reben el nom de punts
de l'infinit, i la conica es diu també conica de l'infinit.

Prenem com a relacié pertanyer a la natural entre punts i rectes del projectiu.
Per poder definir una relacié d’estar entre observem que cada recta hiperbolica
esta en correspondeéncia bijectiva amb un segment de la recta real. La relacié
natural de ser entre a R la traspassem a la recta via aquesta bijeccié.

Finalment la congruencia de segments i d’angles es defineix aixi:

Definicié Direm que dos segments AB i CD sén congruents quan existeir una projectivitat
10.3.10 ® del pla projectiu que deiza invariant la conica de linfinit i tal que ®(AB) =
CD.

I analogament per a angles.

Les projectivitats que deixen invariant la conica de Uinfinit es diuen isome-
tries, ja que per respectar la raé doble conserven la distancia, i tenen el mateix
paper que els desplacaments en geometria euclidiana. Per a més informaci6 sobre
el tema consulteu [17].

Es pot comprovar llavors facilment que es compleixen el quatre primers axio-
mes. Els axiomes 5,6,7 i 8 sén conseqiiencia del resultat segiient:

Teorema Sigui A un punt interior a la conica de Uinfinit C i r una semirecta per A. Sigui

10.3.11 A’ un altre punt interior i s una semirecta per A’'. Existeizen dues projectivitats
i només dues que deixen la conica C invariant i tals que porten A en A’ ir en s.
Demostracio.

M/

Pl
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Denotem per M el punt on r talla C i per N el punt on la prolongacié de r
talla C. Sigui P el punt d’intersecci6 de les tangents a C per M i N.

Denotem per M’ el punt on s talla C i per N’ el punt on la prolongacié de s
talla C. Sigui P’ el punt d’interseccié de les tangents a C per M’ i N'.

Siguin finalment E, F els punts d’interseccié de la recta PA amb C i E', F’
els punts d’interseccié de la recta P’A’ amb C.

Sabem, pel teorema 2.5.3, que existeix una projectivitat ® que porta la qua-
terna P, M, N, E sobre la quaterna P’,M’,N',E’ i una altra ® que porta la
mateixa quaterna sobre P', M’ N’ F’. Les coniques C i ®(C) coincideixen ja que
tenen tres punts i les tangents a dos d’aquests punts en comu (vegeu els exercicis
7.2.4178.1).

Pel mateix motiu ®'(C) = C. Per tant ® i &’ sén les projectivitats buscades.

La unicitat és clara ja que qualsevol projectivitat en les condicions del teorema
ha de portar la primera quaterna en alguna de les altres dues, i dues projectivitats
que coincideixen en una quaterna son iguals. i

La verificacié ara dels axiomes és senzilla.

També és clar que es compleix I'axioma de les paral-leles, ja que, donada una
recta hiperbolica (que és un segment de recta projectiva) i un punt exterior hi ha
infinites rectes per aquest punt que no tallen la recta donada.

Les rectes que no es tallen es classifiquen en paral-leles i ultraparel-leles.
Concretament dues rectes es diuen paral-leles quan es tallen en un punt de la
conica (recordem que els punts de C no pertanyen a la geometria hiperbolica), i
ultraparal-leles si es tallen en un punt exterior.

Els axiomes permeten introduir una mesura de segments, és a dir una distancia,
i una mesura d’angles, vegeu [12].

La distancia entre dos punts hiperbolics A, B es pot calcular per

d(A,B) = klog(A, B, P,Q),

on P, (Q sén els dos punts en que la recta AB talla la conica C.

Com abans, aquesta definicié es justifica per ser la raé doble invariant per
isometries i per la seva propietat multiplicativa.

L’angle entre dues rectes també es pot calcular a partir d’una expressié sem-
blant pero necessitem poder formar una rad doble entre aquestes dues rectes i
dues rectes més. Novament tenim problemes en el cas real, que s’arreglen passant
al cas complex. Definim I'angle entre dues rectes a, b

1
Z(a,b) = % log(a, b, r, s),

on r, s sén les dues tangents (complexes) a C des del punt d’intersecci6 de a i b.
Novament és invariant per isometries i es comporta bé amb la suma d’angles.
De fet podem agafar qualsevol expressié de la forma

Z(a,b) = klog(a,b,r,s),

perd si imposem que els angles rectes valguin 7/2 ha de ser k = % En efecte,
prenem coordenades de manera que C estigui donada per z2+y?+2? = 0. Agafem
dues rectes per P = [0,0,1]. Les tangents des d’aquest punt a la quadrica es

calculen facilment recordant que sén els punts fixos de la involucié que la quadrica
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10.4 Exercicis

10.4.1

10.4.2

10.4.3

determina en el feix de rectes per P. Sén rectes ax + by = 0 amb a? + b*> = 0, és
a dir < 1,44,0 >.

Recordem que la raé doble de quatre rectes d’un feix es calcula a partir de la
seva coordenada projectiva, que era essencialment el pendent.

Z(a,b) = klog(a,b,r,s) = klog(mg, mp, i, —i) =
memy + 1 — i(mg —

=kl
g memy + 1+ i(mg —

myp)
myp)
Per tant, si sén perpendiculars, mg,mp 4+ 1 = 0, tenim

Z(a,b) = klog(—1) = kmi,

i per tant k = %, com voliem.
1

Demostreu que el model projectiu de la geometria hiperbolica compleix els axio-
mes.

Observeu que un tipus especial de moviment hiperbolic sén les homologies que
deixen invariant I’absolut. Si el centre d’homologia és interior a ’absolut, reben
el nom de simetries centrals, i si el centre d’homologia és exterior a ’absolut, es
diuen simetries axials. Per que?

Demostreu que dues rectes hiperboliques sén perpendiculars si i només si sén
conjugades respecte a la conica de I'absolut. Podeu seguir els passos segiients

([14]):
By

By

Denotem per a i b aquestes rectes, que es tallen en un punt P i tallen la conica
de I’absolut C en punts respectius Ay, Ao i By, Bo.

Recordeu que dues rectes sén perpendiculars quan hi ha un moviment que su-
perposa els angles que formen. Aixo només és possible si les rectes sén invariants
o si es transformen 1'una en altra.

a) Si les rectes sén invariants, P i By sén fixos i A1 va a As. Deduiu que el
moviment és una homologia d’eix b i centre el pol de b. Per ser a invariant, passa
pel centre, i com que el centre és el pol, sén conjugades.

b) Si el moviment porta la recta a sobre la recta b, tenim una projectivitat
sobre C que porta A1, B, As, By respectivament sobre By, Ao, By, A1. Per 7.8.31,
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10.4.4

10.4.5

10.4.6

10.4.7

10.4.8

10.4.9

10.4.10

les rectes Ay Ay, By B (que interpretem com la tangent a By) i Ay Ay, BoBy (que
interpretem com la tangent a Bs) es tallen sobre l'eix de colineacié. Com que
aquest eix és diferent de a, perque els punts on l'eix talla la conica sén fixos, aixo
ens diu que a passa pel punt de tall de les tangents en By i B, que és el pol de b.

c) Pel reciproc, observem que si a i b sén conjugades la simetria d’eix b porta
un angle en P sobre l'altra i hem acabat.

Construiu el punt mitja d’un segment hiperbolic.

Indicacié: Donat el segment AB de la recta r, uniu el pol R de » amb A i
B. Aquestes rectes tallen la conica de ’absolut en punts respectius C, D i E, F.
Les rectes CF i DE es tallen en el punt mitja M buscat. El moviment que porta
AM a MB és 'homologia d’eix RM i centre el punt d’interseccié de les rectes
CEiFD.

Construiu, en geometria hiperbolica, la bisectriu d’un angle. Comproveu que les
bisectrius d’angles adjacents sén perpendiculars.

Construiu, en geometria hiperbolica, la perpendicular a una recta donada des
d’un punt exterior.

Demostreu, en geometria hiperbolica, que rectes paral-leles o secants no admeten
una perpendicular comuna. Demostreu que les rectes ultraparal-leles admeten
una perpendicular comuna i construiu-la.

Sigui P un punt hiperbolic que no pertany a la recta hiperbolica r i siguin A i
B els punts en que r talla ’absolut. Sigui H el peu de la perpendicular de P a
r. L’angle APH es diu angle de paral-lelisme. Demostreu que és igual a 'angle
HPB i menor que un recte.

Demostreu que les bisectrius interiors d’un triangle hiperbolic es tallen en un
punt.

Indicacié ([14]): Donat el triangle ABC' considerem els punts de tall de la
prolongacié dels costats amb ’absolut. Apliqueu el teorema de Brianchon a I’-
hexagon format per les sis tangents en aquests punts i tingueu en compte I'exercici
7.8.24. Bs a dir que el teorema hiperbolic sobre la interseccio de les bisectrius €s
el teorema projectiu de Brianchon.

Demostreu que si dues mediatrius d’un triangle hiperbolic es tallen, llavors la
tercera passa també per aquest punt.
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10.4.11 Demostreu que si dues altures d’un triangle hiperbolic es tallen, llavors la tercera
passa també per aquest punt.
Indicacié ([14]): Siguin A’, B’,C" els pols dels costats respectius BC, AC,

ABdeltriangle ABC. ElproblemaequivalademostrarquelesrectesAA’, BBiCC’estallenenun

Sigui M = AC - B'C' i N = A'/C' - B'C". Observeu que la polar de M és AB’
ila polar de N és AH, on H és el pol de A’C. Observeu que H = BC - A'B’.

Per lexercici 7.8.4 sabem que la raé doble de quatre punts alineats és igual
a la ra6 doble de les seves polars, (B',C’,M,N) = (AC, AB, AB’, AH). Tallant
amb la recta BC' tenim (B',C',M,N) = (C,B,L,H) on L = BC - AB'.

Tenim doncs una projectivitat entre el feix de rectes per C i el feix de
rectes per B’ (Iinica que porta les rectes CB',CC’',CM,CN sobre les rectes
B'C,B'B,B'L,B'H). Com que la recta C'B’ és fixa, els punts homolegs estan
alineats. Per tant O = CC’'-B'B,A=CM -B'Li A’ = CN - B'H estan alineats.
Analogament les altres rectes es tallen a O.

El fet que les altures d’un triangle hiperbolic podrien no tallar-se correspon
al fet que O podria no ser interior a la conica de I’absolut.
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11. Apéndix Recollim aqui els resultats d’algebra que hem emprat en el text, per tal de

facilitar-ne la lectura. Hi incloem també el teorema fonamental de geometria
aff.

11.1 Cossos finits

Teorema 11.1.1

Teorema 11.1.2

Sigui k£ un cos amb un nombre finit d’elements.
Recordem que la caracteristica d’un cos es defineix com el menor enter p tal
que p-1=1+4---+1=0. Es un nombre primer perque si p = p1ps, llavors

p-1=(p1-1)(p2-1) =0,

i hauria de ser p; -1 =0 0 p2 -1 = 0, contra la hipotesi de ser p el més petit amb
aquesta condicio.

Una primera observacié és que si k és finit, llavors té caracteristica diferent
de zero. Aixo és pel fet que si 1 és la unitat del cos, la successié 1,1+ 1,--- ha
de tenir termes repetits, i per tant existeixen enters min talsque m-1=n-1,
ésadir (m—n)-1=0.

El reciproc no és cert. Per exemple el cos de les funcions racionals en una
indeterminada i coeficients en un cos de caracteristica p té infinits elements i
caracteristica p.

El nombre d’elements d’un cos finit de caracteristica p és p”, per a algun natural
r.

Demostracio. Considero el subcos L de k format per
L={0,1,2-1,--- ,(p—1)-1}.

Clarament k és un L-espai vectorial. La dimensié r» d’aquest espai vectorial és un
nombre finit, ja que k ho és. Per tant tots els elements de k s’obtenen de manera
Unica com a expressions de la forma

T =ae; +- -+ areép,

on e, -- ,e, és una base fixada i els a; sén elements del cos L. Per tant tenim
p" elements. 1

Donat un primer p i un enter r existeix un cos de caracteristica p ¢ p" elements.
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Demostracié. Considerem el polinomi
z?—x=0, ambg=p".

com un polinomi a coeficients [, = Z/pZ i considerem les seves arrels, que sabem
que existeixen en un cos més gran F, que conté F,, com a subcos.

Aqui utilitzem el resultat d’algebra que diu que donat un cos commutatiu & i
un polinomi a coeficients en k sempre existeix un cos commutatiu més gran, que
el conté com a subcos, en el qual hi ha les arrels del polinomi (vegeu per exemple
[9], pag. 178).

Com que aquesta equacié i la seva derivada formal gz¢~! — 1 = —1 no tenen
arrels comunes, l'equacié té ¢ arrels diferents. Aquestes arrels formen un cos,
subcos de Fp, jaquel’liel 0deZ/pZ sén arrels, la suma d’arrels és arrel a causa
de la férmula del binomi

(xxy)l=atty?!=x+ty,
el producte d’arrels també és arrel, ja que
(zy)? = 29! = zy,
aixi com el pas a l'invers, ja que
(@)= ()t =27,
Per tant tenim un cos de ¢ = p" elements i caracteristica p. 1

Diguem per acabar i sense demostracio, perque s’allunya dels objectius del
curs, que dos cossos finits amb el mateix nombre d’elements p” sén isomorfs. De
fet hi ha exactament r isomorfismes entre ells.

Com que nosaltres restringim latencié als cossos commutatius (llevat del
petit comentari del teorema de Pappus), no ens cal utilitzar 'important resultat
segiient, perd convé saber-lo:

Teorema 11.1.3 Tot cos finit és commutatiu.

(J.H.M.

Wedderburn
(1882-1948))

Podeu trobar-ne la demostracié a [15].

11.1.1 Exemples de cossos finits

La demostracié anterior que hi ha cossos de ¢ = p” elements no ens diu
realment com sén aquests cossos, ja que no arribem a resoldre I’equacio

29—z =0

per trobar totes les seves arrels.

Una manera de construir efectivament aquests cossos és la seglient:

Elegim un polinomi irreductible de grau r a coeficients Z/pZ. Es a dir que
no es pugui posar com a producte de polinomis amb coeficients també a Z/pZ i
de grau més petit (diferent de zero).

Elegir aquest polinomi pot ser complicat, pero esta demostrat que existeix i
podeu trobar taules on figuren aquests polinomis per als primers valors de p i r,
per exemple a [7].
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El cos buscat és
Z/pZ[X]) < x" +arx" -+ ap_1z + ayp >,

onz" +ax" '+ +a,_12 + a, és el polinomi irreductible a coeficients 7/ pZ.
Aix0 és equivalent a dir que els elements del cos sén les expressions de la
forma
bia" Vb4 by, b €L)PL, i=1,-- 1

amb la suma i el producte entre ells efectuada de manera ordinaria, recordant
que els coeficients sén a Z/pZ i que les poténcies de x superiors a r — 1 es poden
expressar com a poténcies d’ordre inferior o igual a r — 1 a partir de la igualtat

2 +ax" 4+ a1z +a, =0.

Per acabar i com a exemple construim efectivament els cossos de quatre i vuit

elements.
Per construir el cos de 4 = 22 elements considerarem ’equacié

2 +zr+1=0,

on el polinomi és irreductible sobre Z/2Z per no tenir les arrels 0, 1.
Llavors els elements del cos sén

0,1,z,1 + x.

Si denotem a = x,b = 1 + x, els productes es calculen aixi:

aa = ’=—-1—-x=1+z="b;
ab = z+at=z+(-1-2)=-1=1;
b = 14+22=—-z=a.

Analogament es calculen les sumes, de manera que tenim les taules de sumar
i multiplicar segtients:

oo |~ o+
lopl KN T Neol Nen}
T
o\~ | T|T
(ev) Nl New) Nan) Naw)
TR O
= Tl | O
o =T Oo|T

—lo|lT e |

Tl |~ X

Per construir el cos de 8 = 23 elements considerarem ’equacié
3 _
z4+2x+1=0,

on el polinomi és irreductible sobre Z/27 per no tenir les arrels 0, 1.
Llavors els elements del cos son

O,l,x,l—|—:U,x2,1—|—x2,x+x2,1—|—x+x2.

amb la suma i productes calculats com abans.
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11.2 Teorema fonamental de la geometria afi

Lema 11.2.1
(Paral-leles
entre
paral-leles sén
iguals)

Teorema 11.2.2
(teorema
fonamental de
la geometria

aff)

El teorema fonamental de la geometria afi que volem demostrar en aquesta
seccié diu, essencialment, que si una aplicacié f porta rectes a rectes €s una
semiafinitat. Per demostrar aixo, el primer pas sera demostrar que ’aplicacid
lineal associada fp conserva la suma de vectors. Aquest fet és conseqiiencia
gairebé directa del segilient lema.

Suposem que dues rectes paral-leles r i s son tallades per dues rectes també paral-

leles ' 1 s'. Siguin A=1"Ns,B=sNs,C=rNr',D=rNs, els punts de tall.
— —  — —

Liavors AB=CD i AC = BD.

C, D T

B,

r! s’

RN . . - g . g - N .
Per hipotesis tenim AB = ACD i BD = pAC'. Pero el punt D es pot escriure
com

»

D=A+AC + 0D,

o0 bé com

D=A+AB+BD=A+\CD + uAC.

Igualant aquestes expressions obtenim el resultat.

Sigui A un espai afi sobre un k-espai vectorial V de dimensio > 2. Suposem que
k#7/27. Sigui f: A — A una aplicacid bijectiva que porta rectes a rectes.
Llavors f és una semiafinitat.

Demostracid. Abans de comengar remarquem que quan diem que f porta rectes
a rectes volem dir que f porta cada recta bijectivament sobre una altra recta.
Aquesta hipotesi és equivalent a exigir que f porti punts alineats a punts alineats
(encara que en principi aixo sembli una mica més feble), tal com passava en el
teorema fonamental de la geometria projectiva, teorema 4.3.1. Per veure aquesta
equivalencia podeu adaptar 'exercici 4.6.10 al cas aff.

Primera part: f porta rectes paral-leles a rectes paral-leles.

SidimV = 2, aix0 és evident per ser f injectiva.

Siguin 71,79 dues rectes paral-leles de A diferents. Prenem punts diferents
A, B sobre r1 i C sobre r9. Sigui D = C + AB € ro.

A B
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Si poguéssim assegurar que les rectes AD i BC es tallen, la demostraci6
estaria practicament acabada, pero aixo podria no ser aixi, com és el cas si k té
caracteristica 2. Per evitar aquest problema farem el segiient:

Prenem E € AD diferent de A i D (aqui utilitzem que k no és Z/27). Les
rectes AC' i BE es tallen en un cert punt X diferent de A. Aixo és aixi pel fet que
els vectors directors d’aquestes rectes, AC i BE, soén linealment independents (ja
que AC = BD).

Com que f és injectiva i envia rectes a rectes, f(ry) i f(r2) sén rectes que no
es tallen. Pero hem de veure que sén al mateix pla.

Siguin r3 la recta AD, r4 la recta EB i s la recta AC. Les rectes f(r1), f(r3)
es tallen a f(A) i determinen per tant un pla II. Com que f(E) i f(B) pertanyen
a aquest pla, tenim que f(ry) C Il i en particular f(X) € II. Pero aixo implica
que f(s) C II, i per tant f(C) € II. Com que també f(D) € II, tenim que
flre) C IIi f(r1), f(re) sén coplanaries i en particular paral-leles, com haviem
afirmat.

Segona part: pésadditiva.

Fixem un punt P € A, i posem, per alleugerir la notacié, f = fp.
Hem de veure que 'aplicacié f: V — V donada per

FPX)=f(P)f(X), VYXeA

és semilineal.
Siguin u = PQ,v = PR vectors linealment independents. Sigui S = @ + PR.
Per la primera part de la demostracid, i el lema 11.2.1, sabem que f(P), f(Q), f(R), f(S)

formen un paral-lelogram i f(P)f(R) = f(Q)f(S). Aixi

fuw)+ f(v) = F(P)F(Q) + f(P)f(R) =
= f(P)f(Q) + F(Q)f(S) = F(P)f(S) = f(u+v).

Per tant f respecta la suma de vectors independents.
Si w = Au, tenim

flutw)+ f(v) = flu+w+v) = flu) + fw+v) = fu) + f(w) + f(v).
Per tant, respecta la suma de vectors, siguin independents o no, és a dir

flur +u2) = flw) + fuz),  Vup,up € V.

Tercera part: comportament de amb els escalars. Fixem u € V, v # 0.
Per portar rectes a rectes, per a tot element A € k, A # 0 existeix un unic
() € k tal que

FOw) = (V) F(w). (1L.1)

Obtenim aixi una aplicacié u : kK — k que, per portar f cada recta bijectiva-
ment sobre una altra recta, és bijectiva. Per definicié de semiafinitat, el que hem
de demostrar és que f és semilineal, és a dir que els escalars surten fora afectats
d’un automorfisme del cos. Per tant el que hem de demostrar és que p és un
automorfisme.
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Pero, encara més, hem de veure que si prenem un vector qualsevol v € Fj,
també es compleix

FOw) = p(N) f(v), (11.2)

per a la mateixa funci6 p definida a (11.1), que depeén, per la seva propia definicio,
de u.

Per a aixo0, considerem primer el cas en que v € V' és linealment independent
amb u. Posem u = PQ,v = PR, \u = PQ’',\v = PR’

En particular, les rectes RQ i R'Q’ sén paral-leles. Per hipotesis, les rectes

F(R)F(Q)1 f(R)f(Q) sém també paral-leles.
fR)

R f(R), ~

.

o ~
~

P Q o P fQ fQ)

Podem doncs aplicar el teorema de Tales i, observant que (11.1) es llegeix com

obtenim

Equivalentment,

FOw) = p(N) f(v), (11.3)

és a dir, (11.2) és certa per a vectors linealment independents amb u. Aix0 ja
permet demostrar que u és automorfisme. En efecte, si X' € k, N # 0,

pON)f(0) = FON) = (V) F(X'0) = s(M)u(N) f(v),
ja que Nv és linealment independent amb wu, i li podem aplicar la férmula (11.3).
Per tant
pN) = pMpN) AN € k\{0}.
Com que f és additiva, és clar que p(A+N) = p(A) + p(N) i clarament (1) = 1.
Per tant p : k — k és un automorfisme de k.
Tan sols falta veure que

FOw) = p(A) f(v),

quan v és linealment dependent amb u. Prenem doncs v = vu, amb v € k.
Llavors

FOw) = FOwu) = p(w) f(u) = p(Nu() f(u) = p(V) f(vu) = n(0)f ().

Per tant, f és semilineal, com voliem demostrar. I
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Corol-lari
11.2.3

Sigui A un espai afi sobre un k-espai vectorial V de dimensid > 2. Suposem que
k # Z/27. Sigui f : A — A una aplicacié bijectiva que porta rectes a rectes i
conserva la rad simple.

Llavors f és una afinitat.

Demostracio. Tot element A del cos es pot escriure com la raé simple (A, B, C)
de tres punts. Com f és semiafinitat tenim

(f(A), f(B), f(C)) = o(N) = (4, B,C)

on o és 'automorfisme del cos associat a f. Aixi o(A) = A per tot A, és a dir o
és la identitat. 1



220 Materials Agusti Reventés i Tarrida

11.3 Teorema espectral

Teorema 11.3.1 Sigui E un espai vectorial real (k = R), ¢ una aplicacié bilineal simétrica sobre E,
1 g una altra aplicacid bilineal simétrica sobre E, pero aquesta definida positiva.
Llavors existeix una base ortonormal per g en la qual ¢ diagonalitza.

Demostracio. Sigui q la forma quadratica associada a ¢ pensada com a aplicaci
sobre 'esfera unitat de g, és a dir

g: St — R
x — ¢z, x),
on
St = {x e R g(x,x) = 1} .

Sigui v € S™~! un minim absolut de ¢, que existeix per ser ¢ continua i S”~!
compacta.
L’aplicacié diferenciable

fo RM{0} — R
T — (5

té un minim absolut a v, i per tant
of
8-%'1'
on les x; s6n coordenades respecte a una base ortonormal en la qual g diagonalitza,

que sempre existeix per ser definida positiva.
Com que

(v)=0, i=1,---,n, (11.4)

1
[z, zn) =) 6ijziv) =

la igualtat 11.4 es tradueix, calculant derivades, en:
Av = q(v)v (11.5)

on A és la matriu de ¢ respecte a la base anterior. Per abis de notacié identifi-
quem v amb el vector columna corresponent.

Ampliem v a una base de R™ ortonormal respecte g, per exemple pel metode
de J.P. Gram (1850-1916)-E. Schmidt (1876-1959). Sigui P la matriu formada
per aquests vectors posats en columna. La relacié 11.5 ens diu que

q(v)
0
P lAP =

0
Ara, com que P~! = P!, per portar base ortonormal a base ortonormal, i el

membre de ’esquerra és simetric, el de la dreta també ho ha de ser, de manera
que tenim

P'AP = , : (11.6)
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A partir d’aqui provem el teorema per induccié sobre n. El cas n = 1 és trivial.
Suposem n > 1 i el teorema cert per a formes quadratiques amb menys de n
variables. Obtenim la descomposicié 11.6 i apliquem la hipotesi d’induccié a la
matriu B: existeix ) matriu (n — 1) x (n — 1) ortogonal tal que Q'BQ = D, on
D és una matriu diagonal. Aleshores la matriu

10 -+ 0
P 0
5 Q
0
és també ortogonal i
q(v) 0 0
0
(PP A(PP') = ,
: D
0

és diagonal. Aixo acaba la demostracié. I

11.4 Quadriques i formes quadratiques

Teorema 11.4.1

Sigui, com sempre, P(E) I’espai projectiu sobre un k-espai vectorial E. Siguin
Qi Q' quadriques associades a formes quadratiques ¢ i ¢’ respectivament.

Recordem que Q és projectivament equivalent a Q' (Q ~ Q') si existeix una
projectivitat f tal que f(Q) = Q' i que g és projectivament equivalent a ¢’
(g ~ ¢) si existeix una projectivitat f tal que f*¢’ = Aq, A € k, on f és qualsevol
representant de f.

Si k és algebraicament tancat, llavors Q ~ Q' si i només si q ~ q'.

Demostracié. Utilitzarem el teorema dels zeros de D. Hilbert (1862-1943) (Nul-
Istellentsatz), que diu que sobre un cos algebraicament tancat si un polinomi R
s’anul-la sobre els zeros comuns a polinomis Pi,..., P., existeix s > 1 tal que
R®* € (P,...,P.), on (Py,...,P.) vol dir I'ideal generat per Pi,..., P, a l'anell
de polinomis (vegeu [9]).

Suposem primerament que existeix una projectivitat f tal que f*¢’ = Ag.
Llavors

F(Q) = f{p(x);q(z) = 0}) = {p(y):q(f " (y)) = 0}
={p(y);d'(y) =0} = Q..

Reciprocament, suposem que existeix f projectivitat tal que f (Q) =9

Sigui ¢ = f*¢’ amb f un representant de f , i sigui Q la quadrica associada
a q. Clarament @ = Q. Com que ¢ s’anul-la sobre els zeros de ¢, aplicant el
Nullstellenzat amb r = 1, tenim ¢° = ¢-p, on p és un cert polinomi. Descomponent
q i q en els seus factors irreductibles tindrem ¢ = ¢1 - g2, § = @1 - G2 (recordem que
sén polinomis de grau dos). Pero llavors la igualtat ¢° = g - p implica ¢; | ¢1 o
Gi | g2- Reciprocament, ¢; | g1 0 g; | G2. Com que §; i g2 no tenen factors comuns,
cada g; és multiple d'un ¢; diferent, i per tant ¢ = Aq. Es a dir f*¢ = \q, com
voliem. i
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Teorema 11.4.2 Si Q ~ Q' i Q té almenys un punt simple, llavors q ~ ¢'.

Demostracid. Sigui ¢ = f*¢'. Hem de provar que si ¢ i ¢ tenen els mateixos
zeros, amb almenys un de simple, llavors § = Aq.

Sigui A = p(a) un punt simple de Q. Fixem B = p(b) ¢ T4Q amb ¢(b) # 0.
Que un tal B existeix és clar, ja que en cas contrari ¢ s’anul-laria fora d’un
hiperpla i aix0 implica ¢ = 0 pel lema 8.1.3. Prenem ara C' = p(c) € T4Q
diferent de A arbitrari. Sigui r = p(< a,b + tc >) una familia de rectes per A,
en variar t. Tallem aquestes rectes amb Q = Q.

re- Q= {p(sa+ (b+tc));q(sa + (b + tc)) = 0}.
Sigui so(t) solucié de I'equacié lineal en s g(sa + (b +tc)) =0, és a dir
2s¢(a, b+ tc) + ¢(b+ te,b+tc) =0,

amb ¢ l'aplicacié bilineal simeétrica associada a ¢. El punt p(sg(t)a + b+ tc) ha
de ser també un zero de Q, i per tant

2s0(t)gp(a,b+ te) + ¢p(b+ te,b+te) =0

amb ¢ P'aplicaci6 bilineal simetrica associada a §.
Aixi,
#(a,b)p(b+te,b+tc) = dp(a,b+te) - p(b+ te, b+ te)
per a tot ¢t (¢(a,c) =0, per ser C' € T4 Q).
Com que ¢(b+tc,b+te) i ¢(b+te,b+te) sén polinomis en ¢ del mateix grau
(2 si p(c,c) # 0, 1 si ¢(c,c) = 0), aixd implica ¢(a,c) = 0.
Aix{

(¢ — ud)(b+te,b+1tc) =0, amb p=

(¢(a,b) # 0 perque B ¢ T4 Q).

Si mantenim B fixat, de manera que u sera una constant, i fem variar C' sobre
TaQ, tenim que ¢ — p¢ s’anul-la sobre tot vector que no pertanyi a ’hiperpla
tangent (de fet al subespai vectorial que déna lloc a aquest hiperpla). Pel lema
8.1.3, ¢ — ¢ = 0, com voliem. (Observem que d’aqui es desprén que p tampoc
no depeén de B, cosa que es pot comprovar també directament.) B
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Teorema 11.4.3 Si k =R, llavors Q ~ Q' si i només si q ~ ¢ .

Demostracid. Considerem 'expressié canonica de ¢. Si en els coeficients hi ha
un parell 1, —1, per exemple :Ug — 22 +---, el punt [1,1,0,---] és un punt simple
de la quadrica i podem aplicar el teorema anterior. Analogament per a ¢'.

Per tant ens queda només el cas en que tant ¢ com ¢’ tenen expressié candnica
amb tots els coeficients +1. Com x% + -+ + 22 = 0 representa un hiperpla de
codimensi6 r + 1 i hi ha un isomorfisme que porta I’hiperpla Q a I'hiperpla Q'
la codimensié d’aquests hiperplans ha de ser la mateixa i per tant ¢ i ¢’ tenen el
mateix rang i el mateix index (zero) i sén doncs equivalents. I

Exercici 11.4.4 Doneu una nova demostracié del teorema 11.4.3 seguint els passos segiients:

1. Si f és una projectivitat tal que f(Q) = @', llavors f porta plans hiperbolics
de ¢ a plans hiperbolics de ¢’ (¢ i ¢’ aplicacions bilineals simetriques asso-
ciades a Q1 Q).

2. f conserva la suma directa. Es a dir que, si Hy i Hy sén plans hiperbolics
ortogonals respecte a ¢, llavors f(Hy) i f(H2) sén plans hiperbolics orto-
gonals respecte a ¢'.

3. Si ¢ s’anul-la sobre un subespai F' de E, llavors ®' s’anul-la sobre f(F).

11.5 Classificacié de les aplicacions bilineals simetriques

Sigui F un k-espai vectorial i sigui ¢ una aplicacié bilineal simetrica sobre
E. El metode de completacié de quadrats ens diu que sempre existeix una base
respecte a la qual 'expressié de ¢ és diagonal. El problema que ens plantegem ara
és el de saber si donades dues aplicacions bilineals simetriques ¢ i ¢’ existeixen
bases, possiblement diferents, respecte a les quals ¢ i ¢’ tenen la mateixa matriu
associada. Aix0 és equivalent a saber si existeix un isomorfisme f de E tal que

e =¢.

Quan existeix una tal f, es diu que ¢ i ¢’ sén equivalents. Matricialment, és a
dir fixant una base i identificant ¢ i ¢/ amb les seves matrius, aix0 és equivalent
a saber si existeix una matriu invertible M tal que

MM = ¢.

En particular
det ¢ = det ¢’ - (det M)

D’aquestes dues igualtats es desprén que si dues aplicacions bilineals simetri-
ques sén equivalents, tenen el mateix rang i el mateix discriminant. Per rang
entenem el rang de la matriu associada, i per discriminant, el determinant modul
quadrats. Recordem que el rang d’una matriu no varia quan la multipliquem a
dreta i esquerra per dues matrius invertibles.

Es a dir que ¢ i ¢’ tenen el mateix discriminant si i només si els determinants
sén diferents de zero i el seu quocient és un quadrat perfecte. Dependra doncs
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Teorema 11.5.1
(classificacié
sobre C )

de Paritmetica del cos. Per exemple, sobre C tenir el mateix discriminant o tenir
el mateix determinant és el mateix, i sobre R tenir el mateix discriminant vol dir
que els determinants tenen el mateix signe.

Observem que si dim ¥ = n i en diagonalitzar ¢ apareixen r elements no nuls
a la diagonal, llavors dimrad £ =n — r.

Ampliant una base del radical a una base de tot ’espai obtenim una base en

la qual
0 0
= (0 1)

EF=radE®F,

i una descomposicid

de manera que ¢ restringida a F' és no singular. Es a dir, que el radical de
(F, ¢|F) és zero. Aixi, per estudiar ¢ tan sols hem d’estudiar ¢|F, ja que la matriu
fora d’aqui esta formada per zeros, és a dir que el problema rau a classificar les
aplicacions bilineals simetriques no singulars.

Classificacio sobre C.
Dues aplicacions bilineals simétriques sobre un C-espai vectorial son equivalents
si 1 momés si tenen el mateix nombre de +1 en la seva expressio diagonal. Es a
dir el rang classifica.
Demostracié. En diagonalitzar la part no singular completant quadrats (vegeu
el teorema 6.2.2) sempre podrem suposar que els elements de la diagonal sén +1,
ja que si ¢(e, e) = a, llavors

o€, e)=1, on €=

1 tindrem

0

Un cop posades les dues aplicacions bilineals simetriques en aquesta forma cano-
nica, és clar que podrem passar d’'una expressié a l'altra per un canvi de base si
i només si aquestes expressions canoniques tenen el mateix nombre de +1, és a
dir el mateix rang. i

Classificacio sobre R.

La notacié £ = F 1 H es llegeix “FE és suma directa ortogonal de F'i H” i vol
dir E=F® H ique ¢(u,v) =0, YueF, VveH.
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Teorema 11.5.2 Sigui E un R-espai vectorial i sigui ¢ una aplicacid bilineal simétrica sobre E.

(J.J.Sylvester
(1814-1897))

Aleshores, podem descompondre E en suma directa ortogonal de manera que
F=radElE, 1E_,

amb ¢ que és definida positiva sobre E, i definida negativa sobre E_. Les di-
mensions v+ = dim Ey i r~ = dim E_ sdén independents de la descomposicié i
mwvariants dintre de la classe d’equivaléncia de ¢.

Demostracio. L’existéncia de la descomposicié és clara, ja que es despren direc-
tament del teorema de diagonalitzacié. Un cop diagonalitzada, els valors propis
positius es poden transformar en +1 i els negatius en —1 simplement dividint el
vector corresponent per 'arrel quadrada del valor absolut del valor propi; és a
dir, si ¢(e, e) = a, llavors

, e

ole,e)=+1, ¢ =——.
Vlal
Demostrem la independeéncia de 7+ i r~ de la descomposicié. Suposem
E=radEF1FE; 1FE =rad ELF{ |F_

amb ¢ definida positiva sobre £ i F'. i definida negativa sobre E_ i F_. Consi-
derem l'aplicacié lineal

FASE R,

obtinguda per composicié de la inclusié canonica ¢ de F'; dins E' i la projecci6 pr
de E en E determinada per la descomposicié en suma directa

EF=radElE, 1E_,

és a dir
priep+er+e_)=ey, e €radF,e; € B4, e_ € E_.
Si provem que aquesta aplicacié pr o i és injectiva, ja estarem llestos, ja que

tindrem

i per simetria, intercanviant els papers de F, i Fli, obtenim 'altra desigualtat.
Prenem e € F, i considerem les seves components

e=e+er+e, ecradE, ey e B ,e_ € E_

La imatge de e per proi és ey; si aquesta imatge és zero, és que e = e¢g + e_,
pero aleshores
ble,e) = dle_,e ) <0,

pel fet de ser ¢ definida negativa sobre E_. D’altra banda, ¢(e,e) > 0, per ser ¢
definida positiva sobre Fy. En conclusid, ¢(e,e) = 0, i per tant, e = 0 ja que ¢
és definida positiva sobre F. Aix{ pr oi és injectiva, com voliem.

La invaridancia dintre de la classe d’equivaléncia vol dir que »* i »~ sén els
mateixos per a cada ¢’ = f*¢, per a tot isomorfisme f, i aix0 és immediat. I

Notem que els subespais Ey i E_ no son invariants; el que diem que és
invariant és la seva dimensié.
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Teorema 11.5.3
(classificacié
sobre R)

Lema 11.5.4

Dues aplicacions bilineals simétriques sobre un R-espai vectorial son equivalents
si 1 només si tenen el mateix nombre de +1 i —1 en la seva expressio diagonal.
Es a dir el rang i el nombre de +1 classifiquen.

Demostracio. Conseqiiencia immediata del teorema de Sylvestre. I

Observem que el fet que r* sigui invariant dintre de la classe d’equivaléncia
ens permet dir rapidament que dues aplicacions bilineals simeétriques amb r+
diferents no sén equivalents. A més, si dues aplicacions bilineals simetriques
tenen el mateix rang i el mateix 7", és clar que sén equivalents, ja que ambdues
admeten 'expressié

amb el mateix nombre de +1 i de —1.

Classificacio sobre cossos finits.

Sobre cossos finits també es pot completar la classificacié gracies a una pro-
pietat molt especial d’aquests cossos, que, recordem, sén commutatius.

Si k és un cos finit de caracteristica diferent de dos, llavors la meitat exactament
dels elements diferents de zero sén quadrats. En particular, tots els no quadrats

son de la forma acg, on a és un no quadrat qualsevol ic; €k, 1 =1,--- | % card k.

Demostracio. Sigui k* = k\ {0}. Per ser k commutatiu, 1’aplicacié

kK — kF

r - 22
és morfisme de grups (estructura multiplicativa del cos). La imatge és k*2. El
nucli sén les arrels del polinomi X2 — 1. Per ser k un cos de caracteristica diferent
de dos, aquest polinomi té exactament dues arrels 11 —1. Pel teorema d’isomorfia

k*/ {1, -1} ~ k*2,

i per tant

1
card k*? = 3 card k¥,

i per tant la meitat del elements sén quadrats.
Si prenem ara un no quadrat qualsevol a i formem tots el productes acg, on
2 sén la meitat dels elements del cos que sén quadrats, obtenim tots els elements

C.
T
d j i ac? = 2 seri d
no quadrats, ja que si ac; = cj, a seria quadrat. I
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Teorema 11.5.5

Corol-lari
11.5.6

Teorema 11.5.7
(classificacié
sobre cossos
finits)

Tot element d’un cos finit de caracteristica diferent de dos és suma de dos qua-
drats.

Demostracio. El zero i els quadrats ja sén suma de dos quadrats. Falta veure-ho
per als no quadrats.

Pero sabem pel lema que si a no és quadrat, llavors qualsevol altre no quadrat
és de la forma ac?, c € k.

Si demostrem que existeix un no quadrat a tal que a = 22+, ja ho tindrem,
ja que llavors qualsevol altra no quadrat sera de la forma

ac® = (zc)* + (ye)°.

Considerem la llista d’elements del cos 1,2, -+ ,p—1, on p és la caracteristica
de k. Afirmem que el primer no quadrat d’aquesta llista és suma de dos quadrats.
En efecte, si s és un quadrat i s+1 ja no, aleshores s+1 és suma dels dos quadrats s
i1. Aixo acaba la demostracié si k = Z/pZ, o, més generalment, si algun element
de la llista anterior és no quadrat.

En el cas general podem raonar aixi: imaginem que cap no quadrat, diferent
del zero, fos suma de dos quadrats. Llavors L = k*2U{0} és un subgrup additiu de
k (cada element té oposat perque estem suposant que —1 = p — 1 és un quadrat).

Com que també és clarament tancat pel producte i pas a l'invers, és un subcos
de k. En particular podem pensar de manera natural k£ com a espai vectorial sobre
L. En particular aixd implica (penseu com s’escriuen els elements en una base)

card k = (card L)™,

on m és la dimensio del L-espai vectorial k. Com que en qualsevol cos la igualtat
a? = b% implica a = b (ja que a®> — b* = (a + b)(a — b)), tenim

1
card L = §(Cardk +1),

i la relacié anterior és impossible, per paritat. i

Per a tot a € k*, amb k cos finit de caracteristica diferent de dos, les dues apli-
cacions bilineals simeétriques que en una mateiza base s’escriuen respectivament

com
a ; 1
a 1
Demostracié. Posem a com suma de dos quadrats, a = b 4+ ¢2. Llavors
D))
= |
c 1 c a

Sobre un cos finit de caracteristica diferent de dos, dues aplicacions bilineals
simeétriques ¢ 1 ¢’ son equivalents si i només si tenen el mateix rang i el mateix
discriminant de la part no singular.

son equivalents.
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Demostracio. Prenent una base en el radical de ¢ i ampliant-la, i una base en el
radical de ¢’ i ampliant-la, veiem que les matrius associades seran equivalents si
ho sén sobre la part no singular. Suposem doncs ¢ i ¢’ no singulars.

Fixem-nos de moment en ¢. La diagonalitzem i reordenant la podem posar

com
ot
2
0= o
ac?
ac?
amb a € k no quadrat.
Per tant és equivalent a
1
1
A= a ,
a
ja que si
c1
M= CT
acy ’
acy
tenim
M'AM = ¢.

Pel corol-lari anterior A és equivalent a

1

a

segons apareguin un nombre parell o senar d’a (és a dir, segons si el discriminant
és 1 o diferent de 1). &
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11.6 Teorema de Descartes

Teorema 11.6.1
(teorema de
Descartes)

El nombre d’arrels positives r™ d’un polinomi de coeficients reals, comptades amb
la seva multiplicitat, és més petit o igual que el nombre v de canvis de signe de
coeficients no nuls consecutius (r™ < w).

Si totes les arrels del polinomi sén reals, llavors v+ = v. (Aquesta és la situ-
acio que es dona en calcular el polinomi caracteristic de les aplicacions bilineals
simétriques sobre espais vectorials reals.)

Demostracio.
Com que la multiplicitat de I’arrel 0 no afecta r™ ni v, podem suposar

p(aj) :anx"—{— —{—CL(], amb ag > 0.

Sip(x) és un polinomi de grau zero, el teorema és cert. No cal, pero és instructiu,
mirar que passa quan el grau és 1. Llavors

p(x) =ax+0b, b>0, arrel x = —%
Per tant, sia >0, 7™ = 0,v =01 el teorema és cert;isia <0, 7" =1l,v=11iel
teorema també és cert.
Suposem el teorema cert fins a polinomis de grau n — 1 i sigui p un polinomi
de grau n. Tenim
rt () <),

ja que el polinomi derivat p’ és de grau n — 1.
Es clar que

v (p/) _ v(p) si de ag al segiient coeficient no nul no hi ha canvi de signe;
v(p) —1 en cas contrari.

Com que p’ s’anul-la entre dues arrels consecutives de p,
rt(p) = (p) - 1.

A més, si una arrel té multiplicitat m a p, té multiplicitat m — 1 a p’.

Tenim doncs dos casos.

Primer cas: v(p') = v(p).

Observem que p(0) = ag > 01 que p’(0) = a3 > 0, ja que som en el cas que
entre ag i el primer coeficient no nul no hi ha canvi de signe. Aixo implica que
entre z = 0 i la primera arrel positiva de p la funcié té un maxim (surt de z = 0
creixent i arriba a zero) i per tant hi ha un zero de p’. Aix{, en aquest cas

i per tant

com voliem.
Segon cas: v(p') = v(p) — 1.
Llavors
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i la primera part del teorema esta demostrada.
Suposem ara que totes les arrels de p son reals.
Definim p(x) = p(—=x). Per la primera part tenim

r(p) <vlp) T (p) =71 (p) <v(p),

on r~ és el numero d’arrels negatives de p.

Un moment de reflexié fa veure que v(p) + v(p) + m < graup, on m és la
multiplicitat del zero.

Aixi, tenim

graup =1 (p) + 7 (p) + m < v(p) + v(p) +m < graup

i per tant 7" (p) = v(p), com voliem. N
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Index alfabétic

Accié d’un grup, 34

Accié simplement transitiva, 34
accié, 11

Afinitat, 37

afinitat, 45, 48, 50

angle
de paral-lelisme, 209
projectiu, 202

aplicacié bilineal, 95

aplicaci6 bilineal simeétrica
classificacio, 221

aplicacié bilineal simetrica, 95
classificacié, 100
classificacié projectiva, 101
definida positiva, 104

axiomes, 11
projectius, 204

base adaptada, 40, 42, 46, 134, 166,
169, 171

Bolai, J., 11

Bosse, A., 9

Brianchon, C.J., 130

caracteristica d’un cos, 211
cardinalitat, 21

Carnot, L.N.M., 10
Cayley, A., 11, 204

centre
d’homologia, 30, 85, 88
d’una conica, 135

Ceva, G., 84

Chasles, M., 10

cilindre, 173, 189
circumferéncia magica, 148

completacié de quadrats, 98, 154, 156—
158, 162, 185, 221, 222

congruencia
d’angles, 206
de segments, 206

conica, 10, 107, 111, 119, 123, 127, 151,

158
afi, 134
classificacié afi

cas complex, 158, 171

cas real, 158, 172
classificacié metrica, 188, 199
de l'infinit, 206
determinada per cinc punts, 120
estructura projectiva, 126

conjugacié respecte a una conica, 123

construccions amb regle, 28, 50, 65, 74,
85-88, 90, 91, 130, 132, 143,
146, 147, 209

coordenada projectiva, 79
d’un feix de rectes, 126

Coordenades afins, 36
coordenades homogenies, 19

cos finit, 21, 27, 99, 183, 211, 212, 224,
225

CP?, 138, 202
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de la Hire, P., 10 geometria
Desargues, G., 8, 9, 12 af1,’3§
el-liptica, 201, 203
Descartes, R., 9, 227 hiperbolica, 201, 204
desplacament, 185 no desarguesiana, 12
Gram, J.P., 218

Diagonalitzacio, 96

diametre, 136, 137 Grassmann, H.G., 17

dimensid, 15 grup projectiu, 22

directriu, 149 hexagrama, 10
Hilbert, D., 219
hiperbola, 93, 136, 148, 158, 167, 172,

discriminant, 101

distancia projectiva, 202

188
dualitat, 60, 63 hiperboloide, 173, 189
eix hiperpla
d’homografia, 76, 78, 85 de linfinit, 39
d’homologia, 30, 66, 85, 88 polar, 114
de colineacié, 128, 148, 209 tangent, 109, 110
cixos d’una conica, 137 homogenleétlzacié7 44, 45, 135, 136, 142,

el-lipse, 93, 136, 148, 158, 167, 172, 188
el lipsoide, 173, 189

homografia, 22, 132
homologia, 30, 85, 86, 88, 208

Equacions de les varietats lineals, 36 especial, 30, 50, 85, 86

espai aff, 12, 39 general, 30, 50, 85
metric, 185 homotecia, 23, 49, 50

Espai afi, 33 index, 102, 104, 108, 157, 164

espai projectiu, 15 calcul rapid, 104

Euclides. 11 involucié, 82-84, 89-91

Euler, L.’, 111 isometria, 185

de I’espai hiperbolic, 206
excentricitat, 148
Klein, F., 10, 11

Férmula del canvi de base, 96 Klein, M., 11
Fano, G., 75 kP™, 16, 27

feix harmonic, 140 Laguerre, E., 201
focus, 137, 139, 140, 148, 149 Leibniz, G.W., 10

forma quadratica, 95, 106-108, 154, Lobatxevski, N., 11

169.’ 21\9 o Lépez, A., 164
equivalencia afi, 161

metrica, 185
d’Euler, 111 Matriu
de Grassmann, 17 d’una aplicacié bilineal, 96

de Laguerre, 150, 202 matriu ortogonal, 185

féormula
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Menelao, 84

metode
de Gauss, 96
de Gram Schmidt, 218

Monge, G., 10

ortogonal, 163

parabola, 93, 136, 137, 146, 148, 158,
167, 172, 188

paraboloide, 173, 189

Pascal, B., 9, 10

Périer, F., 10

perspectivitat, 73, 75

PGL(E), 23

pla
de set punts, 18, 75
hiperbolic, 102
projectiu, 15

pol, 114, 125

polar harmonica, 88

polaritat, 114, 121

polinomis de segon grau
expressions canoniques, 156

Poncelet, J.V., 10, 75

postulat no euclidia de les paral-leles,
204

projectivitat, 22, 24, 45, 63, 66, 72, 75,
80, 85, 90, 126, 127, 161, 204
classificacié a RP?, 25, 30, 50
de la recta, 79, 84

punt
mig, 71, 87
simple, 109
caracteritzacié, 111
unitat, 20
punts

ciclics, 139

conjugats, 123

quadrica, 93, 106, 107
afi, 151, 160, 161
classificacié afi, 151, 160, 163,
171

cas complex, 171

cas real, 172
classificacié metrica, 185, 188,
196
classificacié projectiva, 108
dual, 112
expressié canonica, 158, 187
metricament equivalents, 185
projectivament equivalents, 108
reglada, 109, 179, 181, 189
tipus metric, 192

quart harmonic, 87, 88

quaterna harmonica, 74

Raé simple, 36

radical, 112, 114, 164, 192, 222, 223
rang, 108, 157, 164, 221

raé d’homologia, 88

raé doble, 10, 69, 71-73, 79, 80, 126,
128, 144, 150, 201, 202
de quatre rectes, 72, 73
taula, 82

rad simple, 69-71

recta de l'infinit, 8, 9, 12, 13, 44, 47,
135-138, 149, 166, 201

recta projectiva, 15, 20, 22, 41, 44, 74,
78, 80, 82, 83

Referencia afi, 36
Riemann, G.F.B., 11
RP™, 16

Schmidt, E., 218
semblanca, 193
semiafinitat, 65, 214, 215
semilineal, 56, 57
semiprojectivitat, 56, 72
simetria axial, 51
similitud, 102, 168
sistema de coordenades projectiu, 19
Staudt, K.G.C. von, 10
Steiner, J., 10, 127
Subespai afi, 35
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Suma de varietats lineals, 35
Sylvester, J.J., 223

tangent a una conica des d’'un punt ex-
terior, 124

teorema
d’Amparo, 164, 168, 191
d’extensié de similituds, 168
de Brianchon, 130, 209
de Ceva, 36, 84
de classificacié afi de formes
quadratiques, 169
de classificacié d’aplicacions bi-
lineals simetriques, 101
de classificacié projectiva d’a-
plicacions bilineals simetriques
cas complex, 103
cas finit, 103
cas real, 102
de Desargues, 53, 77, 78, 85
de Descartes, 105, 227
de diagonalitzacid, 96
de diagonalitzacié simultania,
104
de Fano, 75
de Menelao, 36, 84
de Pappus, 55, 78, 132, 133, 212
de Pascal, 129, 132, 134

de Poncelet, 75, 78, 91

de Steiner, 127, 128, 142, 148
de Sylvester, 223

de Wedderburn, 212

de Witt, 168

dels zeros de Hilbert, 219

dual de Desargues, 65

dual de Pappus, 65

dual de Steiner, 128

espectral, 104, 186, 192, 218
fonamental de la geometria afi,
57, 60, 214

fonamental de projectiva, 56, 60
reciproc de Steiner, 128

translacié, 46, 49, 50
triangle autopolar, 117

ultraparal-leles, 207

varietat
afi, 41
lineal projectiva, 16, 20, 22, 61

Varietat lineal, 35

vector isotrop, 102

Wedderburn, J.H.M., 212
Witt, E., 168



