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Teorema

No hi ha cap superf́ıcie anaĺıtica uniformement
regular de curvatura constant negativa, sense
singularitats.

Aquest resultat fou publicat per D. Hilbert a l’article Ueber
Flächen von constanter Gaussscher Krümmung [Sobre su-
perf́ıcies amb curvatura de Gauss constant] Trans. Amer. Math.
Soc. 2 (1901), no. 1, 87–99. del qual reprodüım la primera pàgina
(http://www.jstor.org/stable/1986308).

Beltrami havia provat que una porció del pla de Lobatxevski (que se
n’hauria de dir pla de Bolyai) es podia realitzar mitjançant una superf́ıcie
de curvatura constant negativa. Però, ¿es podia fer això globalment? Com
hem vist a l’enunciat del teorema anterior, la resposta fou negativa.

Això vol dir que no hi ha cap isometria entre una superf́ıcie de R3 (amb
la mètrica heretada de l’euclidiana de R3) i el model de Beltrami. En
particular, això ens diu que les singularitats que apareixen a la base de la
pseudoesfera (superf́ıcie de curvatura constant negativa) són absolutament
inevitables.

Tot i que parla de superf́ıcies anaĺıtiques, el propi Hilbert remarca que el
teorema és cert si tenim prou derivades.

Nicolas Kuiper, als articles On C1-isometric imbeddings, I, II,
Indag. Math.,17, (1955), 545–556, 683–689, construeix una superf́ıcie de
l’espai euclidià derivable només una vegada, isomètrica al pla hiperbòlic.

Aquest resultat de Hilbert, molts anys posterior a l’època dels fundadors
de la geometria hiperbòlica Lobatxevski i J. Bolyai (a l’ombra de Gauss),
explica perquè aquesta geometria va ser tan dif́ıcil de descobrir: estava
ben amagada.

Breu nota biogràfica

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Indexes/H.html

David Hilbert va néixer el 23 gener de 1862 a Königsberg, Prusia (avui
Kaliningrad, Rússia) i va morir el 14 de febrer de 1943 a Göttingen,
Alemanya.

El treball de Hilbert en geometria va ser el que més va influir en aques-
ta àrea després dels Elements d’Euclides. Un estudi sistemàtic dels
axiomes d’Euclides porten Hilbert a proposar 21 nous axiomes i a analit-
zar el seu significat. Ho fa a l’obra Grundlagen der Geometrie, Leipzig:
B. G. Teubner. 92 S. gr. 8◦. (Festschrift zur Feier der Enthüllung des
Gauss-Weber-Denkmals in Göttingen.) (1899).

Aquesta obra és la culminació del treball de molts matemàtics, especial-
ment de M. Pasch. La principal novetat respecte de l’obra d’Euclides
consisteix essencialment a considerar que, d’entrada, tan sols es tenen un
parell de conjunts (en el cas de la geometria plana), els elements dels quals
no es defineixen però que s’anomenen respectivament punts i rectes. Se
suposa llavors que entre els elements d’aquests conjunts hi ha unes certes
relacions, que no es defineixen, però que han de complir uns axiomes o
propietats: incidència, ordre, continüıtat i congruència. Va deduint d’aqúı
els resultats clàssics de la geometria.

També va fer grans contribucions en moltes àrees de la matemàtica i la
f́ısica.
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