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1Jo només els he resolt. La majoria d’enunciats provenen dels apunts Cedé-Herbera que seguiu a teoria,
pero també hi ha problemes de procedencia diversa. Els de formes hermitiques provenen de Wolfgang
Pitsch.
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Capitol 1

Espai dual

Proveu que wi(x,y,2) = x — iy — iz, wa(z,y, 2) = 2z — 2, wy(x,y, 2) = iz — x formen una base
de (C3)*. Expresseu w(z,y, z) = = en coordenades respecte d’aquesta base.

Solucié: Primer meétode. Escrivim
w=Aw) + pws+ v ws

i hem de calcular A\, u,v. Per a aixo apliquem [D’anterior igualtat successivament als vectors de
C3, (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) Tenim

1 = A+2u—v
0 = —iA
0 = —iA—p+w

) 1
Pelrtant)\:(),,u:2,Z l,u:2, T
17— 7 —

Segon metode. Utilitzarem la féormula general

M(f7 B, V)(U)B = (f(v))V

que diu que la matriu de aplicacié lineal f respecte de les bases B (base de sortida) i V' (base
d’arribada), M(f, B,V), aplicada a la matriu columna formada per les components del vector v
respecte la base B



ens déna justament la matriu columna formada per les components del vector f(v) respecte de
la base V'

Un cas particular important és quan f = id, ja que llavors tenim
M((id, B,V)(v)p = (v)y. (1.1)

La matriu M (id, B, V) s’anomena matriu del canvi de base, ja que aplicada a les components de
v respecte de la base B ens déna les components del mateix v respecte de la baseV .

En el problema que ens ocupa podem considerar que tenim tres bases: la base canonica de C3,
C = (c1,¢2,c3) amb ¢1 = (1,0,0), c2 = (0,1,0), ¢3 = (0,0, 1); la seva base dual C* = (cf,c3,c3); 1
la base B = (w1, ws,ws3).

El que ens demana el problema és justament la matriu columna
(w)B

formada per les components de w respecte de la base B, que per la formula (1.1) es pot calcular
com

M(id,C*, B)(w)e- = (). (1.2)

Observem que la matriu (w)e+ és molt facil de calcular, ja que w és exactament igual a ¢} (val 1
sobre ¢1 10 sobre cg i c3). Per tant

Per altra banda, és facil veure que en permutar les bases a la matriu del canvi de base, la matriu
s’inverteix. Es a dir

M(id,C*, B) = M(id, B,C*)™*

L’avantatge de fer aixo és que aquesta segona matriu és immediata ja que identifiquem x = cj,
y==cyiz=ch Aix{

M(@id,B,C)=| —i 0 o0
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Calculem la seva inversa (per exemple escrivint MatrixInverse a Maple')

1
0 — 0
) ! 1

M(id, B,C*)™" = 51 Y 21
1 1 72

21 -1 1 21—1

Aplicant la formula (1.2) tenim

1
0 —= 0
i 1 1 1 )
(w)p = M (id,C*, B)(w)cx = - 0 . 0 1= 92.-1
21 —1 2t —1 1
1 1 2 0
- 21— 1

2t -1 1 21—1

Equivalentment,

)
:0- —_—
w w1+2i_1 w2—|—2i_1

d’acord amb el resultat obtingut pel primer métode.

Expresseu w(zx,y, z,t) = 2x — y — t en coordenades respecte de la base dual de la base canonica
de R*. Trobeu la base dual de la base V = (v, v2,v3,v4) amb

v1 =(1,0,1,1), v2 = (1,0,1,2), v3 = (1,0,0,1), v4 = (1,1,0,0)

i les coordenades de w en aquesta base.

Solucié:  Si denotem per C = (c1,ca,c3,¢4) la base canonica de R*, la seva base dual C*
s’identifica amb les coordenades dels vectors, i.e, v = ¢}, y = ¢35, z = ¢, t = c¢;. Per tant,

directament
2

(W)ex = _(1)

-1

Equivalentment, w = 2¢] — ¢] — cj.
Base dual. Primer metode. Busquem quatre elements w;,© = 1,2, 3,4 del dual tals que

wi(vj) = 0ij.

1
> with(LinearAlgebra):

> M:=<<1,—4,—i>|<2,0,-1>|<—-1,0,i >>
> M™' = MatrizInverse(M);



Escrivim
w; = Z akicy,
k

Aplicant als dos membres d’aquesta igualtat als vectors vy, tenim els sistemes d’equacions segiients:
Peri=1.

0,1161< + a21c§ + CL310§ + a4ch)(1, 0,1, 1) =1
)(1,0,1,2) =0
)(1,0,0,1) =0
) )=0

anc*{ + a21c§ + a316§ + a4101 1,1,0,0

* * * *
aiicy + az1Cy + a31C3 + a41Cy
* * * *
aiicy + ag1Cy + a31C3 + a41Cy

(
(
(
(

Es a dir
ai1 +as1+aq =1
a1 +as1 +2a41 =0
a1 +aq =0
a1 +az =0

Obtenim ay; =1, ag; = —1, az; = 1, agg = —1. Es a dir, w; = (1,—-1,1,—1).
Per i = 2.

1,0,1,1) =0
1,0,1,2) =1
1,0,0,1) =0
1,1,0,0) =0

* * *k *
a12Cq + a22Cy + a32Cg + a42Cy
* k * *
a12Cq + a22Cy + a32C3 + a42Cy

a12¢] + a22¢5 + azacy + 1)
3

~— ~— ~— —
~—~~ ~~ —~

(
(
(
(a12¢] + agacy + asacy + aqac)

Es a dir
a2 +az2 +as =0
aig +azs + 2a40 =1
a2 +as2 =0

a2 +azx =0

Obtenim ajp = —1, age = 1, asy = 0, ass = 1. Es a dir, we = (—=1,1,0,1).
Per ¢ = 3.

a13¢] + as3cy + asszcy + asscy)(1,0,1,1) =0
)(1,0,1,2) =0
)(1,0,0,1) =1
) )=0

algcf + a23C§ + a330§ + a4362 1,1,0,0

* * * *
(algcl + a23Cy + a3303 + a43Cy
* * * *
(a1361 -+ a23Cy + a33Cg + a43Cy
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Es a dir

a3+ aszz +aq3 =0
a13 + azz + 2a43 = 0
a13 +aq3 = 1

a13 + a3 =0

Obtenim a3 = 1, ass = —1, azz = —1, ag3 = 0. ES a dir, wg = (1, -1, —1,0).
Per i =4.

(a14€] + agacy + asacs + aqacy)(1,0,1,1) =0
(a14€] + agacy + asacs + aqacy)(1,0,1,2) =0
(CL1401< + (12465 + a34c§ + CL44CZ)(1, 0,0, 1) =0
(a14¢] + ag4¢5 + agacs + agacy)(1,1,0,0) =1

Es a dir

a4+ ass+aga =0
a4+ asg +2a44 =0
a4+ asq =0

a4 +agg =1

Obtenim ayy = 0, agq = 1, asy = 0, agg = 0. Es a dir, wy = (0,1,0,0).
Base dual. Segon metode. Volem trobar V*. Aixo equival a trobar M (id, V*,C*). Tenim

M(id, V*,C*) = M (id,C,V)" = (M (id,V,C)~")'

Pero
1 1 11
. 0 0 01
M@d,V.C)=1 1 1 ¢
1 210
Maple ens diu que
1 -1 10
. e | 1 1 -1 1
(M(Zd,V,C) ) - 1 0 -1 0
-1 1 00

Les columnes ens donen les components de w1, ws, ws,wy respecte de la base dual de la canonica
1,w2,wWs3,wWq 5
que coincideixen obviament amb les obtingudes pel primer procediment.
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Sigui f I'automorfisme de R? que té com a matriu associada en la base canonica la matriu

V2 1

0 V2
Sigui w € (R?)* definida per w(x,y) = x + 5. Trobeu les coordenades de w en la base dual de
(f(c1), f(c2)), on (c1,ca) és la base canonica de R2.

Solucié: Primer metode. Posem, per simplificar la notacié, u; = f(c1) = V2 ¢1 i us = f(co) =
c1 + \/ﬁ C2.
Escrivim w en funcié de la base dual uj,u;. Tenim

w = au] + buj

i obtenim a = w(u1) = w((v/2,0)) = V2, i b=w(uz) = w((1,v2)) =1 + V2.

Si volem trobar explicitament la base dual (uj,u3) (cosa que el problema no demana) procedim
aixi:

Il
= O O =

Posem u] = ai1¢] + a2165, 1 u5 = ajac] + azcs.
Tenim
(ar1c] + a21€§)(\/§ c1
(ar1c] + ag1¢3)(c1 + V2 e
(a12€} + az2c3) (V2 1
(a12¢] + agacy)(c1 + V2o

N— N N N
_ o O =

que equival a

av2 = 1
a1+ anVv2 = 0
CL12\/§ = 0
ajg +anv2 = 1
1 1 1
Per tant a11 = \ﬁ, a2 =0, a1 = —3 agsg = ﬁ La base dual demanada, escrita respecte de
1 1 1

la base dual de la base canonica, és uj = ( ), us = (0,

Va2
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Segon metode. Sigui C la base canonica de R i B = (f(c1), f(c2)) = (V/2¢1,¢1 + V2¢2). Ens
demanen

(w) B
Sabem
M (id,C*, B*)(w)c- = (w)p-
Clarament
1
(W)er = < ) >

i IR

M (id,C*, B*) = M(id, B,C)" = ( 0 V3 )
Per tant

= (90 ) (1) = (1)

Si volem trobar explicitament la base dual (uj,u}) (cosa que el problema no demana) procedim
aixi:
— 0
M(id, B*,C*) = M(id,C, B)' = (M(id, B,C) )t = | V2 |
2 2
La primera columna esta formada per les coordenades de uj, i la segona columna esta formada
per les coordenades de u3 (respecte de C*).

Sigui V' = Rg[z] lespai vectorial dels polinomis amb coeficients reals de grau més petit o igual
que 2, p(x) = co + c1z + coz? . Bs defineixen les aplicacions lineals sobre V segiients:

1 2 -1
fi(p(a)) = /0 p(s)ds,  falp()) = /0 p(s)ds,  falple)) = /0 p(s)ds

(a) Demostreu que ( f1, fa, f3) és una base de V*. Doneu la base de V respecte de la qual aquesta
és la seva dual.

(b) Demostreu que, donat a € R qualsevol, els polinomis 1,z — a, (x — a)? formen una base de
Ry[x]. Calculeu les coordenades de fi, f2, f3 en la base dual de (1,7 — a, (x — a)?)

(c) Siguin ry, 72,73 tres nombres reals diferents i definim wy,wa,ws € (Ra[z])* per w;(p(z)) =
p(r;), per a i =1,2,3. Demostreu que formen una base de (Ra[z])* i trobeu la base de Ry[z] de
la qual és base dual.

Solucié:  Solucié apartat (a). Denotem C la base (1,z,2%) de V, i per C* la seva dual. Abans
de res mirem quines son les coordenades de fi, fa, f3 respecte de C*.
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Les coordenades de f; respecte C* sén f1(1), f1(x), f1(z%). Només heu de pensar f; = al* +bx* +
c(z?)* i calcular a, b, c.

1
fl(l) = /Oldsz
1
filz) = /wds—l/Z

[e=]

1

fiz?) = /m2d3—1/3

[e=]

Analogament les coordenades de fy respecte C* sén fa(1), fo(x), f2(x?).
2
fo(l) = / lds=
0
2
0
fo(z?) = / 2 ds =8/3
0
Finalment les coordenades de f3 respecte C* son f3(1), f3(x), f3(x?).
~1
L = [ ds—-
0
~1
fa(x) = / xds=1/2
0
~1
f3(z?) = / 22 ds=—-1/3
0

Resumint, si denotem per F' la base (f1, fa, f3) de V* tenim
1 2 -1
M(d,Fcty=| 12 2 12 |.
1/3 8/3 —1/3
Busquem ara una base B de V' tal que B* = F'. Equivalentment,

M(id, B*,C*) = M(id, F,C*).

Aixi )
1 1/2 1/3 \
M(id,B,C) = M(id,C*, B*)! = (M (id, B*,C*,))*=| 2 2 8/3
-1 1/2 —1/3
Maple diu

1 —-1/6 —1/3
M(id,B,C)( 1 0 1 )

—3/2 1/2 —1/2
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Aixi B= (1+x — (3/2)2%,—(1/6) + (1/2)22, —(1/3) + = — (1/2)2?).
Soluci6 apartat (b). Sigui C, la base (1, (x —a), (x —a)?). Les coordenades de f; respecte C* sén

hO) = /Olds—l
filz—a) = /Ol(a;—a)ds:(l/Q)—a

1
fl((ac—a)2) = /O(x—a)zdS:(3a2—3a+1)/3

etc.
Solucié apartat (c). Veiem que sén linealment independents. Suposem
aw1 + bwy + cwsz = 0,

i ho apliquem a 1, z, z°.

= a+b+c

ari + brg + crs
2 2 2

ari +bry + cr3

Com?
1 1 1
r T T3 = (7“2 — 7‘1)(1"3 — 7“1)(7‘3 — 1"2) 75 0
2 ordord

el sistema només admet la soluciéo a = b = ¢ = 0, i per tant, wy,ws,ws sén linealment indepen-
dents.

Ara busquem B = (v, v2,v3) base de V tal que B* = on Q) és la base (w1, ws,ws).

Primer metode. El primer vector de B és un polinomi vi = a + bx + cz? tal que

wl(vl) =
LUQ(Ul) =
ws(vy) =
E’sadir,
a+bry+er? =1
a+brygteri = 0
a—i—brg—l—cr% =0

2Fi — F, —riFi_q.
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Resolent el sistema obtenim

1 m r%

0 7o r%

0 T3 T% r213

a = =

1 T T’% (7"1 — ?"2)(7“1 — 7"3)
1 rg 73

1 7 r%

Analogament
2+ 73
b=—
(r1 —r2)(r1 —r3)
1
CcC =

(7"1 - 7"2)(7“1 - 7“3)
Analogament trobariem els altres dos vectors vo, vs de la base B.
Segon metode. Tenim

M(id, B,C) = M(id,C*, B*)! = M(id,C*, Q)¢ = (M (id,Q,C*)~ 1)

Pero
wi(l)  wa(l)  ws(1) 1 1 1
M(id,Q,C*) = wi(z) wa(z) ws(z) =1 r ro 713
wi(2?) wa(z?) ws(a?) rtory 3
Maple diu
1 r r? -1
M(id,B,C) = 1 7o 73
1 rg r%
rors3 rirs r1r2
(ri—mro)(r1 —r3)  (ro—r3)(ra—7m1)  (r3 —r1)(rs —ra)
_ T2+ T3 B L+ _ Lt T2
o (r1 — 7“21)(7“1 —r3) (ro — 7”1?(7“2 —r3) (rg — 7“11)(7“3 —rg)
(7“1 - 7“2)(7“1 - 7”3) (7“2 - 7’1)(7“2 - 7’3) (7“3 - 7“1)(7"3 - 7“2)

Observem que la primera columna coincideix amb les coordenades de vy que hem trobat pel
primer metode.

Proveu que les aplicacions lineals
ple) = p(a)

per a € R fixat, variant 0 < i < n, formen una base de (R,[z])*. De quina base de R, [z] és base
dual?




Algebra II. [Agusti Reventos] 15

Solucié: Primer metode. Tot polinomi de grau n es pot escriure com (Taylor):
p(z) = ap+ a1(z — a) + as(z — a)* + - + an(z — a)"

amb

_ p(i;(a) _ ¢i(z;(w)) (1.3)

a;
Els coeficients a; sén (es poden interpretar com) la base dual de
1, (z—a),(xz—a)?. .. (z—a)
ja que
((z —a)") (p(x)) = a;, (1.4)

Comparant (1.3) i (1.4) tenim .
¢ =1 (x —a)")*

o= ()

Aquest darrer pas ens el podem estalviar ja que podem escriure directament

i per tant?

T —a r—a)? r—a)"
(@) = 60(p(@) + 613 T 4 o) EZ D, (ol Y
i, pels comentaris anteriors, ja es veu directament que la base (¢g, ¢1,. .., ¢n) és la base dual de
la base 0 . )
(=0 (@) @0 (@-ar
o 1720 7l

Segon metode. Busquem una base B de R, [x] tal que B* = ®, on ® denota la base de (R, [x])*
donada per (¢g, ¢1, . - ., ¢n). Diem C, la base de R, [z] donada per (1, (z—a), (z—a)?, ..., (z—a)").
La igualtat B* = ® implica

M(id, B*,C}) = M(id, ®,C}).

a

Estudiem aquesta segona matriu. La seva i-éssima columna esta formada per les components de
¢; respecte de C;. Si posem

¢i = Zaki((fU - a)k)*
k

tenim
ak; = ¢i((x — a)k) = k! 6
Per tant

3Si (e}) és la base dual de la base (e;), llavors ((j\—l) és la base dual de la base (Ase;).

7
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o0 0 0 0 O
0O 1 0 0 O
M(id,®,c;y=| 0 0 28 0 0
00 0 . 0
0 0 0 0 n!
Com que
M (id, B,C,) = M(id,C}, B*)" = (M(id, B*,C})™")!
tenim .
ol (1) 0 0 O
0 i 0 0 O
. Sl
M(id,B,Co)=| 0 0 5 00
0 0 O 0
1
0O 0 0 0 —
n!
Per tant la base buscada B esta donada per
1 0 1 1 1 2 1 n
(a(aj*a)7ﬂ(xia)75(”@7&)7'--75(‘%70’) )

Sigui S = {(z,9,2,t) € RY: 2z +y+ 2+t =0}. Demostreu que

Sine = {we (RMY*;w(z,y,2,t) = Mz +y + 2 +t), per a un cert A € R}

Solucié:  La notacié S, on S és un subespai vectorial de E, denota el subespai incident
a S, és a dir aquell subespai vectorial de E* format pels elements w tals que w(v) = 0, per
a tot v € S. Sempre es compleix que dimS + dim 5S¢ = dim E. En el nostre cas doncs
dim S™¢ = 1, ja que clarament dim S = 3 (una restriccié entre les 4 variables x,y, z,t). Si
definim w(x,y,z,t) = x +y + 2z +t, és clar que w € S ja que els elements de S compleixen
justament x + 1y + z +t = 0. Per tant, S"¢ = (w).

Donada l'aplicaci6 lineal f : R — R3 definida per f(z,y,2) = (z +y + 2,y — 22) doneu la
dimensi6 i una base de Ker (f)™¢ C (R3)*. Indicacié: no cal fer calculs.

Solucié:  z,y, z son elements del dual.



Algebra II. [Agusti Reventos] 17

8. | Demostreu que ’aplicacié dual d’una aplicacié lineal injectiva és exhaustiva.

Solucié:  El rang de la matriu per files és igual al rang de la matriu per columnes. I les columnes
generen la imatge.

9. | Sigui S = {(z,9,2,t) E Rz +y+ 2+t =0,2z —t = 0}. Calculeu S

Solucié:  Resolent el sistema veiem que S = ((1,—3,0,2),(0,—1,1,0)). Siw = ax+by+cz+dt
(pensant ara x,y, z,t com la base dual de la canonica) ha de ser

a—3b+2d =
—b+c =

Aixo implica
w=3Bb—-2d)x+by+bz+dt =b8x+y+z2)+d(—2x+1t).
Per tant

Sinc — <W1,LL)2>

ambw, =3z +y+ z,ws = —2x + t.

Calculeu el subespai incident a

E={((1,1,1),(0,1,-1)) c R?

10.
i el subespai incident a

F=(x4+y—zz—y—2z C (R}

Solucié: Denotem z,, z la base dual de la base canonica de R3. Tota w € (R3)* es pot
escriure com w = ax + by + ¢z, a,b,c € R. Imposem w(1,1,1) = w(0,1,—1) = 0 i obtenim

a+b+c = 0
b—c = 0

Per tant, a = —2b, i b = ¢. Aix0 vol dir

B = (22 4y + 2)
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Analogament .
Fine ={ye (R)™v(z+y—2) =v(@—y—2) =0}
Per la identificacié entre un espai i el seu bidual tenim
Fe =y eR3(z+y—2)(v) = (z —y — 2)(v) =0}
Aix6 implica, posant v = (v1, v, v3), que
V1 + vo — U3 0
vy —vyg—wvy = 0

Per tant, v1 = v3 i v9 = 0. Aixo vol dir

Fine = ((1,0,1))

Considereu la base de R* donada per e; = (1,1,1,1), e2 = (0,1,1,1), e3 = (0,0,1,1), ey =
(0,0,1,—1). Sigui (e}, €5, €5, e;) la seva base dual. Expresseu les aplicacions z,y, z,t en funcié
d’aquesta base.

Solucié:  Primer métode. Només hem d’escriure
x = ae] + be; + cez + dej+

i calcular a,b, c,d.

a = z(e;) = primera coordenada de e; = 1
b = ux(e2) = primera coordenada de ey =0
¢ = x(e3) = primera coordenada de ez = 0
d x(e4) = primera coordenada de e4 =0

Analogament procediriem per a y, z, t.
Segon metode Sabem que C* = (z,y,z,t) és la base dual de la base canonica. Denotem B =
(e1,e2,e3,eq). Llavors el que ens demana el problema és justament M (id,C*, B*). Tenim

M (id,C*, B*) = M(id, B,C)" =

S o o
S O = =
—

— =

-1

Observem com la primera columna d’aquesta matriu coincideix amb les components de x clacu-
lades anteriorment.
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13.
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Considereu wy,wa,ws € (Ro[z])* donades per

Expresseu wi,ws,ws en termes de la base dual de (1,z,2%). Calculeu la base dual de la base
Q = (w1, wz,ws).

Solucié:  Si posem wy = al* + bz* + c(x?)* tenim

a = w(l)=1
b = wi(x)=1
c = w@H)=1

a = we(l)=0
b = we(x)=1
c = wy(z?)=2
I si posem w3 = al* + bz* + c(x?)* tenim
= W3(1) =1
b = ws(x)=1/2
2

c = ws(z®)=1/3
Aixiwy = (1,1,1), wo = (0,1,2), wy = (1,1/2,1/3).

Per trobar la base dual Q* posem C = (1,z,2?) i tenim

1

1 1 1\ -2 1/2 3
M(id,Q*,C) = M (id,C,Q") ' = (M(id,,c* )yt =[ 0 1 2 = 6 -2 -6
1 1/2 1/3 -3 3/2 3

Es a dir, wf = =2+ 6z — 322, w3 = (1/2) — 2z + (3/2)22, wi = 3 — 6 + 322.

Sigui B = ((1,-1,1),(0,2,3),(0,1,—1)) una base de R3. Expresseu la seva base dual en termes
de la base dual de la base canonica de R3.

Solucio:
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M(id, B*,C*) = M{(id,C,B)" = (M(id, B,C)™")!
1

1 -1 1\~ 1 0 1
= (o 2 3 =0 1/5 3/5
0 1 -1 0 1/5 —2/5

La base dual buscada és doncs la base de (R3)* donada per (z, (1/5)y+(1/5)z, 2+(3/5)y—(2/5)z)

Siguin B = {(1,-1,1),(0,2,3),(0,1,-1)}i V = {(1,1,1),(0,1,1), (0,1, -1)} bases de R3. Ex-
14. | presseu la base B* en termes de la base V*. Expresseu també la forma z + y 4+ z en coordenades
en la base B*.

Solucié: Per escriure les formules de canvi de base entre dues bases donades sovint és
millor passar d’una a D'altre a través de la canonica. Utilitzant que la matriu de la composicié
d’aplicacions és la matriu producte de les matrius d’aquestes aplicacions tenim

M(id,V,B) = M(id,C, B) - M(id, V,C)

Com sempre és millor referir-ho tot a la canonica, escrivim

10 10 0
M(id,V,B) = M(id,B C) M(id,V,C) = -1 2 1 1 1 1
1 3 -1 1 1 -1
2/5 2/5 0
6/5 1/5 1
I la matriu demanada és
1 2/5 6/5
M(id, B*,V*) = M(id,V,B)' = [ 0 2/5 1/5
0 0 1
Finalment
1 -1 1 1 1
(w)p» = M (id,C*, B*)(w)e= = [ 0 2 3 1 = 5
0 1 -1 1 0

Es a dir w = (1,—1,1)* 4+ 5(0,2,3)*.

Sigui f : R? — R? donada per f(x,y,2) = (2r +y,z —y + 2,7 — 2), i considerem la base
15. | B={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} de R3. Trobeu la matriu de f* respecte de la base B*.
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Solucié: Ens demanen M(f*,B*, B*). Sabem que
M(f*,B*,B*) = M(f,B,B)".

Per la férmula del canvi de base

M(f,B,B) = M(B,C)"'M(f,C,C)M(B,C)
11\ '/2 1 o

— 1 1 1 -1 1

0 1 1 0 -1

Per tant

21
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Capitol 2

Permutacions

Calculeu el signe d’un cicle de longitud r.

Solucié: Sio = (ay,...,ay) llavors

o= (al,ag) o---0 (an—han)

i per tant €(c) = (—1)""!, ja que tenim una descomposicié de o en producte de n — 1 transposi-
cions.

Calculeu el signe de la permutacié o = (1,3,2,5) o (4,6).

Solucié: Com

o=(1,3)0(3,2)0(2,5)0(4,6)

tenim una descomposicié de o en producte de 4 transposicions i per tant e(o) = (—1)* = 1.

23
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Donada una permutacié o € S, diem que té ordre m si m és el minim enter més gran que 0 tal
que ¢ =Id.

(a) Demostreu que si o és una permutacié i si per a uns s,¢ > 1 amb s > t es compleix o = o'
aleshores o=t = Id. Justifiqueu que per a tota permutacié té sentit parlar del seu ordre.

(b) Calculeu l'ordre de les permutacions o1 = (1,2,3) o (7,5) i 02 = (1,2) 0 (2,5,4).

(c) Demostreu que si una permutacié o té ordre m aleshores ¢™* = Id, per a tot k > 1.

Calculeu
0" i ((2,5) 001 )17

Solucié: (a) Apliquem o~ ! als dos costats de la igualtat o° = o', t vegades.

Per veure que té sentit parlar de I'ordre d’una permutacio només hem d’observar que el conjunt
Sy, de permutacions de n elements té un nimero finit d’elements (n!). Aixo vol dir que a la
successié infinita 0%, o', 0%, 03, ..., hi ha elements repetits. Es a dir, existeixen s,t amb o° = o,

i pels comentaris anteriors hem acabat.

(b) o1 ja esta donada com producte de cicles disjunts. Aplicant el problema 6, ordre de o1 és
3-2=6.
Si no el volem aplicar només hem d’anar fent

o1 (1,2,3) 0 (7,5)
o = (1,3,2)

o} = (7,5)

ol = (1,2,3)

of = (1,3,2)0(7,5)
U? =

Com que o2 no esta donada com producte de cicles disjunts, el primer que fem és escriure-la aixi
oo — 1 2 3 45
> \25314

i ara perseguir cicles. Es a dir, mirar les successives imatges del 1, etc. Tindrem o9 = (1,2,5,4),
per tant té ordre 4.

(c) Com 1475 = 4 - 368 4+ 3 tenim

o310 = 53383 — (63)38 6 03 = (id)3® 0 03 = 0 = (1,4,5,2).
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Demostreu que per a tota parella 0,7 € S, les permutacions ¢ i 7-'o7 tenen el mateix signe i
el mateix ordre.

Solucié: Suposem que o descompon com a producte de r transposicions. Si T descompon com
a producte de k transposicions, llavors també 7~ descompon com a producte de k transposicions
(Ies mateixes en ordre oposat), i per tant 7-! o o o 7 descompon com a producte de r + 2k
transposicions. Com (—1)" = (—1)""2¥ hem acabat.

(a) Podem tenir a Sy un element d’ordre 217 (b) Quins sén els ordres dels elements de S;7? (c)
Quin és 'ordre maxim d’un element de Sg?

Solucié: (a) A Sg no hi ha cap element d’ordre 21. En efecte, si o € Sg i la tenim descomposta
en producte de cicles disjunts, és clar que la suma de les longituds d’aquests cicles és menor o
igual a 9, ja que aquests cicles estan format pels nimeros 1,2,3,4,5,6,7,8,9 i un mateix nimero
no es pot repetir en cicles disjunts. A més, el m.c.m. d’aquestes longituds ha de ser igual a 21.
Com 21 = 3 - 7 la tinica manera que podem tenir niimeros més petits de 9 amb m.c.m igual a 21
és agafant un cicle d’ordre 3 i un altre d’ordre 7. Com 3 + 7 > 9 aquest dos cicles no poden ser
disjunts.

(b) Permutacions que sén iguals a un tunic cicle: aquest cicle pot ser d’ordre 1,2,3,4,5,6,7 (per
cicle d’ordre 1 entenem la identitat). Permutacions que sén igual al producte de dos cicles: pot
ser b+ 2 (ordre 10), 4 + 3 (ordre 12). Permutacions que son igual al producte de tres cicles:
pot ser 2 4+ 2 + 2 (ordre 2), 3+ 2 + 2 (ordre 6). No hi ha més casos. La resposta és doncs,
1,2,3,4,5,6,7,10,12.

(c) Per exemple, 0 = (1,2,3,4,5) o (6,7,8) té ordre 15 (5-3). De fet, tota permutacié que
descompongui en producte disjunt d’un cicle d’ordre 5 amb un cicle d’ordre 3 tindra ordre 15.
Es facil veure 15 és el nimero més gran que es pot obtenir calculant el m.c.m. de niimeros < 8.

Demostreu que si 01,09, ...,05 son cicles disjunts de 5, i
0 =010090---00,

aleshores 'ordre de ¢ és el minim comui multiple de les longituds dels cicles o1, ..., 0.
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Solucié: Només s’ha d’observar que, per ser disjunts, tenim

i que per poder tenir o = id, ha de ser oF = id per a tot i = 1,...,r. Per tant k és miiltiple de
tots els ordres i hem acabat.

Considerem S,, amb n > 2.
(a) Trobeu totes les permutacions parells i totes les senars de Ss.
(b) Compteu quantes permutacions parells i quantes senars hi ha a Sy.

(c) Considerem una llista
01,02,...,0¢

de permutacions de S, diferents i amb el mateix signe.

Prenem una transposicié 7 i formem la llista
TO1,TO2, ..., TO¢.

Vegeu que a aquesta darrera llista totes les permutacions sén diferents i tenen signe contrari
a les de la llista anterior.

(d) Proveu que a S,, hi ha tantes permutacions parells com senars.

Solucié: a) Parells: id, (1,2,3),(1,3,2). Senars: (1,2),(1,3),(2,3).

(
)

b) Parells (12): id; (1,2,3),(1,2,4),(1,3,2),(1,3,4),(1,4,2),(1,4,3),(2,3,4), (2,4, 3);
(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)

Senars (12): (1,2),(1,3), (17 4),(2,3),(2,4),(3,4);

(1727374>7(1’27473)7(17 9 7 )7( 737 9 ) (1747273)7 (1747372)'

¢) Obvi.

d) Conseqiiencia de 'apartat anterior. Siguin o1, ..., totes les permutacions parells. Llavors
TO1,...,TO, son imparells i son totes les imparells, ja que donada una permutacio imparell €, Te

seria parell i per tant igual a una dels o; anteriors. Aixi 7e = o;, d’on € = 70;.
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Considereu les dues permutacions de Sig seglients:

o

(a) Calculeu 02, 010091 0y 11 descomponeu-les en producte de cicles disjunts.

7 8 9 10

2 3 45 6
1 8279 106 3 4 > o2 = (8,1,7,2) 0 (5,2)

Tt =

(b) Descomponeu-les en producte de transposicions i calculeu el signe de cadascuna d’elles.

(c) Calculeu ((3,4) o g9)*

Solucié: a) Observem que o1 = (1,5,7,10,4,2)0(3,8,6,9) i que 09 = (1,7,2,5,8). Ara és facil
veure que 0, " = (1,8,5,2,7) i 01 0 02 = (1,10,4,2,7) o (3,8,5,6,9).

b) o1 = (1,5) 0 (5,7) 0 (7,10) 0 (10,4) o (4,2) o (3,8) o (8,6) o (6,9). Signe 1. o5 = (1,7) 0 (7,2) 0
(2,5) 0 (5,8). Signe 1.

c) (3,4) 009 =1(3,4) 0 (1,7,2,5,8). Per tant, 'ordre (m.c.m. dels ordres) és 10. Aix{

((3’4) o 02)41 = ((3’4) o 0-2)40 ° ((374) 0 02) = (3’ 4) o (1’ 7,2,5, 8)

Resoleu les equacions de S5 (o digueu que no tenen soluci) segiients:
(a) (1,4,2) 000 (1,4,2)71 = (1,3).
(b) 00(2,1,4)3 = (2,3) 0 (3,1,4,5).

(c) 0o(3,4,1)o0 ! =(3,4).

Solucié: a) o = (1,4,2) o (1,3)0(1,4,2) = (1,2,4) o (1,3) 0 (1,4,2) = (2,3).

b) o = (2,3)0(3,1,4,5) o (2,1,4)~! (observem que (2,1,4)3* = (2,1,4)31+! = (2,1,4)). Aix{
o=1(2,3)0(3,1,4,5)0(1,2,4) = (1,3) 0 (2,5)

c¢) No té solucid, ja que a l’esquerra hi ha un cicle d’ordre 3 (conjugar no canvia 'ordre) i a la
dreta un d’ordre 2.
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Capitol 3

Determinants

Suposant
a b c
d e f|=05,
g h 1
trobeu
1. a b ¢ —a —b —c
a) | g h i b) | 2d 2 2f
d e f —-g —h —i
a+d b+e c+f a b c
c) d e f d | d—3a e—3b f—3c
g h i 29 2h 21
Solucié: Si multipliquem una fila per un numero, el determinant queda multiplicat per aquest

numero. Si canviem la fila F; per F; més una combinacio lineal de les altres files, el determinant
no canvia. Aixi que tenim a) -5; b) 10; ¢) 5; d) 10.

Sigui

2. | Demostreu que

- A b

2
e d2 ) =\ — (traca A)\ + det A

det(A — \I) = det ( “

29
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Solucié: Trivial.

Trobeu els valors de A per als quals det(A4) = 0, amb

A—1 -2 4 N
A‘( 1 )\—4> A= 8

Solucié: En el primer cas les arrels sén A = 2 i A = 3. En el segon cas les arrels sén A\ = 6,
A = 2 pero aquesta segona arrel és arrel doble.

Siguin u = (u1,uz), v = (v1,v2) dos vectors de R?. Demostreu que I’area del parallelogram que
generen esta donada per

up U1
Uz V2

Area = |

Solucié: L’area del parallelogram és igual a la longitud de la base per ’altura.

Aixi doncs

2
Area = |v|-h=|v||u|sina = |v]|u] 1_<u v>
[o]lul

= VIuPvP = (u-0)? = /(w10 — ugv1)? = |

up v
Uz V2
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Siguin (a1, a2), (b1,b2), (c1,c2) tres punts diferents de R?. Proveu que l'equacié de la recta
que passa per (aj,a2), (bi,b2) i 'area del triangle que formen els tres punts vénen donats
respectivament per:

1 = vy 1 I a a9
1 ay; ag :0, A:§’ 1 b1 b2 ’
1 b by 1 a1 e

Solucié:  El primer determinant igualat a zero és una equacio lineal en x i en y. Per tant és una
recta. A més és evident que si canviem x,y per ay,ay el determinant és zero (dues files iguals).
Per tant la recta passa per (a1, a2). Idem per by, by.

En el segon determinant, si canviem F; per F; — F1, 1 = 2,3, tenim

1 al as
1 1 |1b1—a1 ba—a
A:*’ 0 bl—al b2—a2 ‘:*| ! ! 2 2
2 2 | ca—a1 c2—az
0 Cl —a1 C— Qa2

Pel problema 4 hem acabat.

Proveu que

a b bob
b bob

: =(a—b)""a+(n—1)b),
bob @ b
bob b

on n és 'ordre de la matriu.

Solucié: Canviem C; per Cy + Cy + - -+ + C,, 1 traiem (a + (n — 1)b) factor comi. L’anterior
determinant és, doncs, igual a

1 5 --- b b
1 a b b
(a+m-1p)|: 1 oo
1 b5 --- a b
1 b b
Ara canviem F; per F; — Fy, i = 2,...,n. Obtenim aixi una matriu diagonal. El primer terme

d’aquesta diagonal és 1 i els demés son tots iguals a (a — b). Per tant el determinant d’aquesta
matriu diagonal és igual a (a — b)"~! i hem acabat.
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Proveu que

1 1
ai az
2 2
ai as
-1 -1

a) )

Solucié:  Aquest determinant s’anomena determinant de Vandermonde'. Canviem F; per
F,—a1F;_1,i=2,...,n. Obtenim aixi que el determinant donat és igual al determinant

1 1 1

0 as — a1 an —aj

0 az(az —ay) an(an —ay)

0 ab 2(az —a1) a2(a, — a)

Desenvolupant per la primera columna i traient factor comu a cada

1) x (n — 1) restant tenim

columna de la matriu (n —

1 1

a9 A,

2 2

(ag —ay) - (ap—a1)| %2 an

CLS._2 az;Q
Per induccié hem acabat.
Proveu que
1 2 n
n+1 n+2 2n
2n+1 2n + 2 3n | _ 0,

m=1)n+1 (n—1)n+2 n?

per a tot n > 2.

1Perd no apareix a cap dels 4 tnics articles de Vandermonde. En el quart estudia propietats dels determinants
(que passa en permutar dues files, etc.), ja coneguts per Leibniz.
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Solucié: Si canviem Fy per Fo — I, 1 F3 per F3 — Fy obtenim un determinant que té dues files
iguals, i que per tant, és igual a zero.

Calculeu el determinant
a a a a
b b b a
9. c c b a
d ¢ b a
Solucié: Fem F; — F; — F;_1. Tenim
a a a a a a a a
b b b a b—a b—a b—a O
c ¢ b a c—b c—b 0 0
d ¢ b a d—-c 0 0 0

Com aquesta matriu és triangular i 4 x 4 el seu determinant val el producte dels elements de
la diagonal (secundaria), i.e. a(b— a)(c —b)(d — ¢). Ull al signe, és a dir, penseu quan val el
determinant de

aipr a2 ... Qainpn-1 Qain
asr ag ... a2 n—1 0
as; asa ... 0 0

Gnl 0 0 0 0

Compareu amb apartat B del problema segiient.

Calculeu els determinants segiients

1 2 3 n
1 n n 0 0 1 1 0 3 n
10. o ST
A 2 |, B=|" Ol =21 22 o0
n 0 . . n
n n n 1 0 0 1 9 1) 0
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Solucié: Primer determinant. Traiem factor comui n a cada fila

I/m 1 ... 1
P 1 2/n
: -1
1 1 1
Ara canviem F;, — F;—F,,i=1,2,...,n—1. Ens queda el determinant d’una matriu triangular
inferior que té a la diagonal els valors
1 2 n—1
—=1);(==1);...; —1);(1
=15 =15 (= 1 (1)
Aixi . |
)" (n—-1)!
A=n". ( ) (Tl ) — (_1)n—1n!

nn—l

Segon determinant. Només cal observar que la permutacio

(1 2 ... n—1 n

T \n on-1 ... 2 1

aplicada a les files transforma la matriu donada en la matriu identitat, que té determinant 1. Per
tant det B = signe o.
Per calcular el signe de o observem que si n = 2k podem descompondre o en producte de k
transposicions aixi:

o=(1n)2,n—-1)...(k,k+1)

i per tant signe 0 = (—1)F i det B = (—1)*.
Sin =2k + 1 podem descompondre o en producte de k transposicions aixi:

o= (1,n)2,n—-1)...(k,k+2)

(k + 1 resta fix) i per tant signe o = (—1)* i det B = (—1)*.
Tercer determinant. Canviem F; per F; + F1, 1 = 2,...,n. Queda una matriu triangular amb la
diagonal formada per 1,2,3,...,n. Per tant, C' = n!.

Una matriu A € M,(R) es diu antisimetrica quan A = —A!. Demostreu que el determinant
d’una matriu antisimetrica d’ordre senar és zero.

Solucié: Recordeu que multiplicar una matriu per un escalar vol dir multiplicar cada element
de la matriu per aquesta escalar. Aixi, si A és una matriu n X n,

det(\A) = \"A.
En el nostre cas tenim

det A = det(—A") = det((—1)A") = (—1)"det A* = —det A
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i, per tat, det A = 0.

Trobeu tots els valors del parametre a per als quals el sistema d’equacions lineals segiient no té

solucié
zT+z = 1
2c+3y+2 = 2+4a
ax+3ay = a

Solucié:  Recordem que el sistema té solucié si i només si el rang de la matriu del sistema
coincideix amb el rang de la matriu ampliada. El nombre d’incognites menys aquest rang és el
nimero de graus de llibertat (dimensié de 'espai de solucions del sistema homogeni associat).
El determinant del sistema és

1 0 1
2 3 1 |=6a(a—1).
a 3a 0

Sia#0ia# 1, aquest determinant és diferent de 0 i per tant la matriu del sistema té rang 3.
Aixo implica que el sistema és compatible determinat (té una unica solucid).
Sia =0, la matriu del sistema té rang 2 i la matriu ampliada

O ==

1 1
0 2
0 0

o w o

també té rang 2. Per tant el sistema és compatible indeterminat (I’espai de solucions és una
recta).
Sia =1, la matriu del sistema té rang 2 i la matriu ampliada

S ==
— W

1
0
0

o w o

té rang 3. Per tant el sistema és incompatible.

Estudieu en funcié de a i b quan el sistema seglient és incompatible, compatible determinat o
compatible indeterminat.




36

Solucid: El determinant del sistema és

1 0 2
a1l 0 |=3a-2.
1 2 —a

Si a # 2/3, aquest determinant és diferent de 0 i per tant la matriu del sistema té rang 3. Aixo
implica que el sistema és compatible determinat (té una tinica solucid).
Si a =2/3, la matriu del sistema té rang 2 i la matriu ampliada

1 0 2 a
a 1l 0 b
1 2 —a O

té rang 3 si b # 10/9. Per tant el sistema és, en aquest cas, incompatible. En canvi si b= 10/9 el
rang de la matriu ampliada és 2, i per tant el sistema és, en aquest cas, compatible indeterminat
amb un grau de Ilibertat.



Capitol 4

Diagonalitzacio

Calculeu el polinomi caracteristic i els vectors i valors propis asociats a cadascuna de les segiients
matrius:
2 0 4 -2 -2 1
A= 3 —4 12 B=| -2 1 =2
1 -2 5 1 -2 =2
L 0123
11 4 001 2
0 001
Solucié:
2—zx 0 4
det(A —zl) = 3 44—z 12 |=-—2%+32% -2
1 —2 5—x

Per tant els valors propis sén 0,1 i 2.
Vector propi de valor propi 0. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

a 2 0 4 a 0
(A=0-I)( b = 3 —4 12 b = 0
1 -2 5 c 0

Obtenim u = (—4,3,2) (i qualsevol multiple d’ell).
Vector propi de valor propi 1. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

a 1 0 4 a 0
(A=1-1) b = 3 —5 12 b = 0
1 -2 4 c 0
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Obtenim v = (—4,0,1) (i qualsevol multiple d’ell).
Vector propi de valor propi 2. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

a 1 0 4 a 0
(A=2-1)( b = 3 -6 12 b =10
c 1 -2 3 0

Obtenim w = (2,1,0) (i qualsevol miiltiple d’ell).

Trobeu els vectors i valors propis de ’endomorfisme f : Ro[x] — Ro[x] donat per

faz?® + bz +c) = (c — 2a)x® — (8a + b)x + (2a + 6b + 5¢).

Solucié: La matriu de f respecte de la base (1, x,z?) és

5 6 2
A=10 -1 -8
1 0 -2

jaque f(1) = 2245, f(z) = —x+6, f(2?) = —222 —8x+2. A partir d’aqui el problema continua
com [lanterior.

Concretament det(A — x I) = —x3 + 222 + 152 — 36. Mirant els divisors del terme independent
trobem que det(A — 2 1) = —(z — 3)%(x + 4).

Vectors propis de valor propi 3. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

a 2 6 2 a 0
(A-3-1) b = 0 —4 -8 b = 0
c 1 0 =5 c 0

Obtenim u = (—6,8,3) (i qualsevol miiltiple d’ell). Es a dir, u és el polinomi 3z + 8z — 6. Tot i
que el valor propi 3 té multiplicitat 2 només hi ha un vector propi (i els seus miiltiples) de valor
propi 3.

Vector propi de valor propi —4. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

a 9 6 2 a 0
(A+4-)| b =| 0 3 -8 b =10
c 1 0 2 c 0

Obtenim v = (5, -2, 1) (i qualsevol multiple d’ell). Es a dir, v és el polinomi 2% — 2z + 5.
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Trobeu els vectors i valors propis de ’endomorfisme f : Mayxo(R) — May2(R) donat per

a b 2¢ a+c
f<c d>_<b—20 d )

Solucié: La matriu de f respecte de la base

(oo)(aa)(8)(5 1)

O O = O
O = O O

A partir d’aqui el problema continua com ’anterior.
Obtenim det(A —z 1) = (x — 1)%(x + 1)(x + 2).

Vectors propis de valor propi 1. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

-1 0 2 0 a 0
1 -1 1 0 b 0
det(A-D=| , | 3 c |~ | o
0 0 0 0 d 0

Obtenim u = (2,3,1,0) iv = (0,0,0,1). Es a dir, les matrius

= (12)e=(0)

Vector propi de valor propi —1. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

10 2 0 a 0
11 1 0 b | | o
01 -10 c || o
00 0 2 d 0

Obtenim u = (—2,1,1,0). Es a dir, la matriu

=(7)
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Vector propi de valor propi —2. Hem de resoldre el sistema compatible indeterminat

-1 0 2 0 a 0
1 -1 1 0 b | |0
0 1 -3 0 c] o
0 0 0 0 d 0

Obtenim u = (—1,0,1,0). Es a dir, la matriu

u:<§18).

Demostreu que els polinomis caracteristics P(z) de A i Q(z) de A~! estan relacionats per

(_1)n/\n 3

4. Q) = (0) POATH.

Indicacié: Considereu la matriu A(A~1 — \I).

Solucié: Tenim
det A - det(A™ — XI) = det(I — MA).
Per tant
det A-Q(N\) = (=1)"det(AX — I) = (—=1)"det(A(A — A7'T)) = (=1)"A"P(A71).
Com det A = P(0) hem acabat.

Determineu si les matrius segiients sén diagonalitzables i trobeu, quan sigui possible, la base en
la que el corresponent endomorfisme diagonalitza.

0 10 2 6 —15
A=| -440]|, B=[11 -5 |,

—2 1 2 12 -6

4 -5 2 5 —3 2

c=|5 -73]|, D=6 -4 4

6 —9 4 4 -4 5

Solucié:  El polinomi caracteristic de A és

—x 1 0
4 4—z 0 |=—(x—2)>
-2 1 2-=z
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Per trobar els vectors propis de valor propi 2 (I'inic que hi ha) fem

a -2 1 0 a 0
(A=2-1) b = -4 2 0 b = 0
c -2 1 0 c 0

Sabem que la dimensié de l’espai de solucions d’un sistema homogeni, d, és igual al nombre
d’incognites n menys el rang r da la matriu. Es a dir, d = n — r. En aquest cas, doncs,
d =3 —1=2. Per tant, A no diagonalitza, ja que perqué diagonalitzés hauria de ser d = 3.

De tota manera podem continuar jugant amb la matriu A i resoldre el sistema anterior. Obtenim
que lespai de solucions, de dimensié 2, esta generat pels vectors u = (1,2,0) i v = (0,0,1).
Podem llavors ampliar aquests dos vectors a una base, afegint-hi un tercer vector arbitrari pero
linealment independent amb u i v. Per exemple prenem w = (1,0,0). Llavors calculem facilment
els coeficients a, b de la igualtat segiient

Aw =au + bv + cw

(c ha de ser for¢osament igual a 2. Obtenim a = b= —2).
Sib # 0, prenem com a nova base u, au-+bv,w (si a # 0, prendriem com a nova base v, au+bv, w).
llavors A en aquesta base s’escriu com

2 00
A = 0 2 1
0 0 2
Es diu que és la forma de Jordan de A.
Equivalentment, si diem
1 -2 1
P=|2 —4 0
0 -2 0

(matriu que té per columnes les components dels vectors propis) llavors

PlAP = A
El polinomi caracteristic de B és
2—z 6 —15
1 11—z =5 |=—(z+1)>
1 2 —6—=z

Per trobar els vectors propis de valor propi —1 (I’inic que hi ha) fem

a 3 6 —15 a 0
(B—(-1)-1) b = 1 2 -5 b = 0
c 1 2 -5 c 0

En aquest cas d = 3 — 1 = 2 # 3 i per tant no diagonalitza. Us podeu entretenir en trobar la
forma de Jordan de B.
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El polinomi caracteristic de C és
14—z -5 2
5 —7T—z2 3 |=z22(1-2).
6 -9 4—z

Per trobar els vectors propis de valor propi 0 fem

a 4 -5 2 a 0
(Cc-o0-) b =5 -7 3 b |=10
6 -9 4 c 0

En aquest cas d = 3 — 2 = 1 # 3 i per tant no diagonalitza. Us podeu entretenir en trobar la
forma de Jordan de C.

El polinomi caracteristic de D és
d—x -3 2
6 44—z 4 |=-224622-1lz+6=(z—1)(z—2)(z—3).
4 —4 d—x

Per trobar els vectors propis de valor propi 1 fem

a 4 -3 2 a 0
D-1-I){ b |=|6 -5 4 b | =10
c 4 —4 4 c 0
Obtenim u = (1,2,1) (i qualsevol dels seus multiples).
Per trobar els vectors propis de valor propi 2 fem
a 3 =3 2 a 0
(D-=2-I){ b |= 6 —6 4 b |=10
c 4 —4 3 c 0
Obtenim v = (1,1,0) (i qualsevol dels seus muiltiples).
Per trobar els vectors propis de valor propi 3 fem
a 2 -3 2 a 0
(D-3-I){ b |=|6 -7 4 b |=10
c 4 —4 1 c 0

Obtenim w = (1,2,2) (i qualsevol dels seus multiples).
Aixi, en la base (u,v,w), la matriu D s’escriu com

D' =

S O =
o NN O
w o O
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Equivalentment, si diem

P:

— N
O = =
NN

(matriu que té per columnes les components dels vectors propis) llavors

P 'DP=1D.

Sigui

Trobeu una matriu B tal que B? = A.

Solucié: Diagonalitzarem, farem Iarrel quadrada, i desfarem el canvi. El polinomi caracteristic
de A és x> — 13x + 36. Les seves arrels sén x = 9 i « = 4. El vector propi de valor propi 9 s’obté

resolent
()3 3)()-(2)

Obtenim u = (2,3) (i qualsevol dels seus muiltiples).
El vector propi de valor propi 4 s’obté resolent

det<A—4I)<Z)=<§ §)<Z):(8>

Obtenim v = (1, —1) (i qualsevol dels seus multiples).

Si posem
2 1
= (3 )

(matriu que té per columnes les components dels vectors propis) tenim
9 0 3 0
—1 o o
P AP_(O 4>_<0 2>

P7B?P = (P~'BP)(P 'BP) = < 30 >2

0 2
o (30
PBP_(O2.

Aixi

i per tant
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Equivalentment

(30,4 1[12 2
B_P<o 2>P _5<3 13)

Trobeu els valors de a, b, c € R per als quals la matriu

c 2a 0
A= b 0
0 2 —c

és diagonalitzable (sobre R).

Solucié: El polinomi caracteristic val p(x) = 2® — (¢* +4ab)z. Si c*+4ab > 0, tenim tres valors
propis reals diferents (A = 0, u = V¢ 4+ 4ab,v = —V/¢? + 4ab) i per tant A diagonalitza.

Si c? +4ab = 0, amb b # 0, només tenim el valor propi A = 0, que déna lloc tinicament al vector
propi (¢, 53, 1), I per tant no diagonalitza.

Si ¢ 4 4ab =0, amb b= 0 (i, per tant ¢ = 0), tenim dos casos: a # 0 en que A no diagonalitza i
a =0, en que A=0.

Si ¢ + 4ab < 0 només tenim un valor propi real (A = 0) i per tant no diagonalitza sobre R.

Definim les aplicacions de Ro[z] a R segiients:
1 1

wi(p(a) = 3 / p(s)ds,  wn(p(x)) =3 / sp(s)ds,  ws(p(a)) = 15 / $2p(s)ds.

-1 -1 -1
Es (w1,ws,ws) una base de Ro[z]? Sigui

v: Rofz] — Rax]
pa) o wi(p(e)) +wa(p(e)s + ws(p(z)

Demostreu que ¢ és una aplicacié lineal bijectiva. Diagonalitza ¢™ per atot n > 17 Trobeu
I’expressié de l'aplicacié ¢".

Solucié: La matriu de ¢ respecte de la base 1, x, x> és
6 0 2
0 2 0 )
—-10 0 —6

la qual admet els valors propis diferents 2,4, —4, i per tant diagonalitza.
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Sigui
f:R® — R3
(r,y,2) — (x,3v —y—2z,—6x + 6y + 62)

(a) Demostreu que f és una aplicacié lineal, i trobeu la seva matriu en la base canonica
(diguem-n’hi A).

(a) Trobeu el polinomi caracteristic de f i factoritzeu-lo. Quins sén els valors propis de f 7
(b) Calculeu els subespais propis corresponents a cada valor propi de f.

(c) Existeix alguna base de R? formada exclusivament per vectors propis de f? Diagonalitza
f?

(d) Calculeu la matriu de f en la base de vectors propis de Papartat anterior i relacioneu-la
amb la matriu A del primer apartat.

Solucié: a) Es facil veure que f((x,y, 2)+ (', v, 2")) = f(z,y, 2)+f(', 9, 2) ique f(\(z,y,2)) =
Af(x,y, z). La matriu en la base canonica és

1 0 O
A= 3 -1 -2
-6 6 6

b) EI polinomi caracteristic és
det(A—zI)=—(z—1)(z —2)(x — 3).

Per tant els valors propis sén 1,2 i 3.

¢) Vector propi de valor propi A = 1. Resolent det(A — I)7 = O obtenim u = (2,—3,6) (i tots
els seus muiiltiples). Vector propi de valor propi u = 2. Resolent det(A — 2I)% = 0 obtenim v =
(0,—2,3) (i tots els seus muiltiples).Vector propi de valor propi v = 3. Resolent det(A —31)v = 0
obtenim w = (0,—1,2) (i tots els seus muiltiples).

d) f diagonalitza en la base de vectors propis (u,v,w).

e) Si diem P a la matriu que té per columnes les components de u,v,w respecte de la base
canonica tenim

2 0 0
P=| -3 -2 -1
6 3 2

i es compleix que

)

10
PlAP=1| 0 2
00

w
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Donada /
5/2 -1
a=(% )

calculeu A38 i lim,,_,o A™.

Solucié:  El polinomi caracteristic det(A — x I) és igual a x> — %x + % Les seves arrels son
A=1ip= % El vector propi de valor propi 1 és u = (2,3). El vector propi de valor propi % és

v =(1,2). Si diem P a la matriu que té per columnes les components de u,v respecte de la base

canonica tenim
2 1
r=(35)

Llavors

P_IAP:(é 1?2)
Equivalentment,

A:P<(1J 1(/)2 >P_1
I per tant,

gz _p( 10 1438P_1: 2 1 1 0 2 -1
0 1/2 3 2 0 21138 -3 2

Aquest producte de matrius es pot escriure com

4—3a —2+2a 1
1438 __ —
A (6—6@ da -3 ) amb 0= gy

Finalment

4 -2
—
A _<6 —3)‘
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Estudieu la diagonalitzacié sobre R i sobre C, dels endomofismes representats per les matrius
segiients, referides a la base canonica:
. -3 6 0
A=(9 7Y, (3T oo 2230,
i 0 -2 -3 0 0 5
11.
6 —7 —20 241 —1 i 8(1)(1)8
D=0 0 -8 , E = -2 2 =2 , F=
1 -1 0 - —i 2—1 0 001
-1 0 0 0
Solucié: Fem els dos ultims casos. El polinomi caracteristic de E és
241 -2 —i 1
~2  2—x =2 |=-234+62" 162+ 16 = —(z —2)(x — (2 +2i))(x — (2 — 2i)).
—1i - 2—i—x
Per tant, diagonalitza sobre C i no sobre R.
El polinomi caracteristic de F' és
e 100 —z 1 0 0 1 0
0 —zx 1 0 4
Oo_mlz—xO—xl—O—xlzx—i—l
0 0 —x -1 0 -z

-1 0 0 -z

Per tant, diagonalitza sobre C (z* + 1 té 4 arrels complexes diferents) i no sobre R.

Sigui £ = {(z,9,2) € R% 2z = 0} C R3. Demostreu que I'endomofisme f de R donat per
f(z,y,2) = (—x— 3y, —3x —y+22,22) deixa E invariant, és a dir f(F) C E. Calculeu una base
de E i la matriu de la restriccié fjg de f a E en aquesta base. Calculeu tots els endomorismes
de R? que siguin diagonalitzables, que deixin E invariant i que coincideixin amb f sobre E.

12.

Solucié: Prenem e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) (en aquest ordre) com base B de E. Llavors

e =( 2y 7))

Completem B a la base C = (e1,e2,e3) amb e3 = (0,0,1). Llavors tota F' que coincideixi amb f
sobre E és tal que
-1 -3 a
MFCC =] -3 -1 b |,
0 0 c
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per a certs a,b,c € R.

Els valors propis d’aquesta matriu sén 2, —4,c. Aixi, si ¢ # 2 i ¢ # 4, qualsevol F' donada per la
matriu anterior és diagonalitzable, deixa E invariant i coincideix amb f sobre E

Suposem ara ¢ = 2 i calculem els vectors propis de F'. Tenim

-3 -3 a T 0
-3 -3 b Y = 0
0 0 O z 0

Si a # b, aquest sistema només admet la solucié w = (1,—1,0) (i els seus multiples). No tenim
prou vectors propis i la matriu no diagonalitza.
Sia =0, el sistema admet les solucions (i els seus multiples)

u = (~1,1,0)
= (a/3,0,1)

i tenim dos vectors propis linealment independents, que juntament amb el vector propi correspo-
nent al valor propi —4 ens donen els tres vectors propis que fan que la matriu diagonalitzi.

Suposem ara ¢ = —4 i calculem els valors propis de F. Tenim
3 =3 a x 0
-3 3 b y | =10
0 0 0 z 0

Si a # —b, aquest sistema només admet un vector solucié (i els seus miiltiples). No tenim prou
vectors propis i la matriu no diagonalitza.

Si a = —b, el sistema admet dos vectors solucions linealment independents (i els seus multiples),
que juntament amb el vector propi corresponent al valor propi 2 ens donen els tres vectors propis
que fan que la matriu diagonalitzi.

Resumint, les aplicacions buscades tenen, respecte de la base canonica, la forma

-1 -3 a
-3 -1 b |, c#2,—4
0 0 c
O bé
-1 -3 a -1 -3 a
-3 -1 a -3 -1 —-a
0 0 2 0 0 —4

Sigui f : V. — V un endomorisme. Siguin Bj, B bases de V. Demostreu que
det M(f,B1) = det M(f,B2). (Aixd permet definir el determinant d’un endomorisme com
det f = det M(f, By)).
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Solucio: Férmula del canvi de base.

Siguin F un R-espai vectorial i f : £ — E un endomorfisme. Proveu que:

(a) dim E senar = f té almenys un valor propi.

14. (b) dim E parell i det f < 0= f té almenys dos valors propis diferents.
(c) Hi ha exemples en queé dim F és parell i f no té valors propis.
Solucié:
(a) El caracteristic és d’ordre senar. I tot polinomi d’ordre senar té almenys una arrel real.
(b) Siles 4 arrels del caracteristic fossin complexes, serien conjugades dos a dos, de manera que
el caracteristic seria de la forma
[(z —a)® + b*][(z — ¢)* + d?]
i el terme independent seria positiu. Per tant, almenys dues arrels son reals. Si fos una
arrel real doble, el caracteristic seria de la forma
[(z —a)? + b (z — c)?
i el terme independent seria positiu. Per tant, les dues arrels reals han de ser diferents.
(c) Un gir de R? de centre I'origen i angle o amb 0 < o < 2.
Estudieu segons els valors dels parametres a i b la diagonalitzacié dels endomorismes de R3 que,
en la base canonica, tenen les matrius segiients:
15. a b 0 a b 0 a—b b -1
A= b a b |, B=| 0 -1 0 |, C= b a-0b -1
0 b a 0 0 1 0 0 a?

Solucié: El polinomi caracteristic de la matriu A és

a—x b 0
b a—z b = (a—z)® —2b%(a — ).
0 b a—2x
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Traient factor comii (a — ) veiem que les arrels del caracteristic son a,a4+/2b. Sib # 0, aquests
tres valors son diferents i per tant A diagonalitza. Si b = 0, A = a id, de manera que també
diagonalitza.

El polinomi caracteristic de la matriu B és

a—x b 0
0 —-1—-z 0 =(1-z)(a—2x)(—-1—x).
0 0 11—z

Per tant, si a # £1, el caracteristic té tres arrels diferents i B diagonalitza.
Sia =1, el valor propi 1 és doble. Calculem els vectors propis corresponents.

0 b 0 z 0
0 -2 0 y | =10
0 0 0 2 0

Obtenim que u = (1,0,0) i v = (0,0,1) sén vectors propis linealment independents de valors
propi 1. Per tant (recordem que sén independents amb el el vector propi de valor propi —1), B
diagonalitza.

Si a = —1, el valor propi —1 és doble. Calculem els vectors propis corresponents.
-1 b 0 x 0
0 -1 0 y |=1020
0 0 1 z 0

Obtenim que u = (1,0,0) és I'inic vector propi de valor propi 1. Per tant, B no diagonalitza.
El polinomi caracteristic de la matriu C' és

a—b—=x b -1
b a—-b—z -1 |=(@—-2)((a—b—x)®+0b?
0 0 a® -z

Com el segon factor és suma de quadrats, si b # 0 la tinica arrel del caracteristic és x = a® i per
tant C' no diagonalitza. Si b= 0, les arrels del caracteristic sén x = a® i x = a (doble). Sia =1
tenim una arrel triple.

Calculem, quan b = 0, els vectors propis de valor propi a. Obtenim v = (1,0,0,) i v = (0,1,0),
i per tant (recordem que sén independents amb el el vector propi de valor propi a® sia # 1), C
diagonalitza.

Sib=01ia=1, tenim només dos vectors propis independents i C' no diagonalitza.

Quins valors poden prendre a i d per tal que les matrius seglients representin el mateix endo-

morfisme de C2?
a —8& 2t 0
5 d 0 2
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Solucié:  Per que les matrius representin el mateix endomorfisme és condicié necessaria (no
suficient) que tinguin la mateixa tracga i el mateix determinant.
Per tant

a+d = 4
ad+40 = —4

Per tant, a,d son les arrels de ’equacié de segon grau
2? — diz — 44 =0
Obtenim

a = 2i++v40
d = 2i—+40

En aquest cas aquesta condicié no és suficient, ja que I’endomorfisme f : C2 — C? que té per
matriu, respecte de la base canonica,

(Y )

té un tnic vector propi de valor propi 2i.

Quins valors poden prendre a i d per tal que les matrius seglients representin el mateix endo-

morfisme de C2?
a —8 2i 0
5 d 0 —2

Solucié:  Per que les matrius representin el mateix endomorfisme és condicié necessaria (no
suficient) que tinguin la mateixa tracga i el mateix determinant.
Per tant

a+d = 0
ad +40 =

Per tant, a,d son les arrels de ’equacié de segon grau
z? —36 =0

Obtenim a = 6, d = —6 (o al revés). En aquest cas aquesta condicié és suficient, ja que
Iendomorfisme f : C> — C? que té per matriu, respecte de la base canonica,

(s 3)
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té dos vectors propis linealment independents, de valor propi respectivament 2¢ i —24.

Considerem l'endomorfisme f : R* —s R* donat per
f(xvyazat) :(x+y+2+t,$+y—z—t,$—y—{—z—t,a}_y_z_{_t).

Calculeu f190(1,0, -1, 1)

Solucié: La matriu associada a f respecte de la base canonica de R* és

1 1 1 1
1 1 -1 -1
A= 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1
El polinomi caracteristic és
11—z 1 1 1 2—x 1 0 1
(z) = 1 l—2 -1 -1 | |2-2 1-=x 0 —1
PRE=1 1 11—z -1 |7 0o -1 2-z -1
1 -1 -1 1—-=z 0 -1 242z 1-—=x

(Hem canviat la columna 1, Cy, per C + Cy, i la columna 3, Cs, per C3 — Cy). Traiem (2 — x)
factor comu a les columnes 1 1 3. Tenim

1 1 0 1 1 1 0 1
1 1—2 0 -1 0 -z 0 -2
2 — (9 2
e I R e I T
0 -1 -1 1-gz 0 -1 -1 1—=

(Canviem la fila 2, F5, per Fy — F}). Desenvolupant per la primera columna obtenim

pr(@) = (z —2)°(x +2)
Vectors propis de valor propi 2. Resolem el sistema

-1 1 1 1
1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1

(A—2id)t=0=

+ N e R
oo oo

Tenim una tnica equacié x = y+ z+t. Assignant a (y, z,t) els valors de la base canonica obtenim
tres vectors propis de valor propi 2 linealment independents.

v = (1,1,0,0)
v = (1,0,1,0)
w = (1,0,0,1)



19.

Algebra II. [Agusti Reventos] 53

Vector propi de valor propi —2. De manera analoga obtenim que Itinic (i els seus multiples)
vector propi de valor propi —2 és
b= (_17 17 17 1)

Ara escrivim el vector donat (1,0, —1,1) com a combinacié lineal dels vectors propis
(1,0,—-1,1) =au+bv+ cw + dp
Apliquem f19° a aquesta igualtat i obtenim
£199(1,0, -1,1) = a2'%% 4 12'%% + 219 + d(—2)1%%

Com 100 és parell, podem treure factor comu 2'%° i tenim

f199(1,0,-1,1) = 21%9(1,0, -1, 1).

(No ens ha calgut calcular els coeficients a, , b, c,d. I tampoc ens ha calgut I'expressié concreta de
u, v, w, només hem usat que hi ha tres vectors propis de valor propi 2 linealment independents).

Sigui f : R3[z] — Ra[z] 'endomorfisme definit per
fla+br+cr® +da*) =a+b+ (a+bx+ (a—b+2c+d)a* + (2a+ b+ c+ 2d)z>.

a) Calculeu la matriu de f respecte de la base (1,x, 2%, x3)

(
(b

Trobeu el polinomi caracteristic de f i factoritzeu-lo. Quins sén els valors popis de f?

)
)
(c) Calculeu els subespais propis corresponents a cada valor propi de f.
(d) Es f diagonalitzable?

)

(e) Calculeu f1090(22)

Solucié: (a) Matriu associada:

1 1 00
1 1 00
A= 1 -1 2 1
2 1 1 2
(b) Polinomi caracteristic:
1—2x 1 0 0
() = 1 1-2z 0 0
PRO=1 1 1 2-2 1
2 1 1 2—z
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Observeu que aquest determinant es pot calcular ‘per blocs’, és a dir pensant que la matriu esta
formada per 4 matrius quadrades 2 x 2.

1-—2z 1 0 0

1 1-z| 0 0 l—z 1 ||2-2 1 0 0|1 —1
e s :’ 1 1—:1;‘ 1 2-z _‘0 0H2 1‘

2 1 | 1 2-uz

= z(z—1)(z—-2)(z—3)

Per tant, els valors propis de f son 0,1, 2, 3.
(c) Resolem els sistemes (A — \id)v = 0, per a A\ =0, 1,2,3 i obtenim

u = (1,-1,-1,0), vector propi de valor propi 0,
v = (0,0,1,-1), vector propi de valor propi 1,
w = (1,1,-3,0), vector propi de valor propi 2,

t = (0,0,1,1), vector propi de valor propi 3.

(d) Si, ja que té 4 vectors propis independents.
(e) Una manera de procedir és la segiient. Escrivim 2% = 0+ 0x + 12% 4 023 en funcié de la base
de vectors propis.

(0,0,1,0) = a(1,—1,—1,0) + b(0,0,1, —1) + ¢(1,1,—3,0) + d(0,0,1,1) (4.1)
Aixi
£(0,0,1,0) = b(0,0,1,—1) +¢2(1,1,-3,0) + d 3(0,0,1,1)
£2(0,0,1,0) = b(0,0,1, —1) + ¢2%(1,1,-3,0) + d 3%(0,0,1,1)
etc.

De (4.1) obtenim a = ¢ =0, b = d = 1/2. I aplicant f1°° a aquesta mateixa igualtat obtenim

. 1 1 31000 -1 31000
F1000(,2) 5(0’0, 1,-1) + 531000(0707 1,1) = +2 22+ +2 23




Capitol 5

Formes bilineals

Siguin u = (3,1,2),v = (0,1,1) i w = (—1,—1,0) vectors de R3.
(a) Comproveu que formen una base de R3.

(b) Trobeu, respecte de la base canonica de R?, la matriu del producte escalar per al qual els
vectors u, v i w formen una base ortonormal.

(c) Expliqueu com es calcula aquest producte escalar per a dos vectors expressats en coorde-
nades respecte de la base canonica.

(d) Trobeu una base del subespai ortogonal a (1,0,0) per a aquest producte escalar.

Solucié: (a) Exercici.
(b) Primer metode. Sigui M la matriu buscada. Les condicions
u'Mu=1,u"Mv=0,u!Mw = 0,v'Mv =1,v!Mw = 0,w'Mw =0

s’escriuen més comodament en llenguatge matricial (només recordeu com es multipliquen matrius)
com

P'MP =1
on
3 0 —1
P=111 -1
2 1 0
(matriu que té per columnes les components dels vectors donats).
Aillant M,
10 4 6 1 3 -1 -3
M=PPY'=[ 4 33 |=--1 7 -3
6 3 5 8 -3 -3 7
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(b) Segon metode. Si ja es coneix la férmula del canvi de base que relaciona la matriu d’un
producte esclar T respecte d’una base B, M (T, B), i la matriu del mateix produccte escalar T
respecte d’una altra base C, M (T,C):

M(B,C)'M(T,C)M(B,C) = M(T, B),

només hem d’aplicar-la agafant com C' la base canonica i com B la base (u,v,w). Llavors M (B, C)
i M(T,C) son les matrius P i M considerades en el primer métode de solucié, M (T, B) ha de ser
la matriu identitat, i per tant, la férmula del canvi de base es redueix a la formula ya considerada
en el primer métode

PMP=1.

(c¢) Per multiplicar u = (u1, u2,us) per v = (v1, v, v3) respecte aquest nou producte escalar hem
de fer el producte matricial

3/8 —1/8 -3/8 vy
uev=_w u wug)| —-1/8 7/8 —3/8 Vg
-3/8 —3/8 17/8 v3

(d) Els vectors u = (x,y, z) d’aquest subespai compleixen que

3/8 —1/8 —3/8 1
ue(1,0,0)=(z y =z)| —-1/8 7/8 —3/8 0 ]=0
~3/8 —3/8 7/8 0

Es a dir, 3t—y—3z = 0. Una base d’aquest subespai és, per exemple, v = (1/3,1,0), w = (1,0,1).

Considereu el producte escalar de R* definit per la matriu:

1100
1 200
0 011
0 0 1 2

Descomponeu el vector v = (1,3,—1,4) com a suma de dos vectors, un pertanyent al subespai
F, generat per wy = (2,1,0,1) i we = (0,3,1,1), i laltre ortogonal a F .

Solucié: Calculem primerament F*. Un vector u = (x,y, z,t) pertany a F si i només si

(z y 2z t) =3r+3y+2z+2t=0

S O = =
S O N =
— =0 O
NN = OO
_— O =N
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11 0 0 0
1 2 00 3

(x Yy z t) 00 1 1 1 =3z +6y+2z2+3t=0
00 1 2 1

Resolent el sistema format per aquestes dues equacions obtenim que una base de F+ esta formada
per ws = (0,—1,3,0) i wy = (—1,-1,0,3).
Ara descomponem v a F & F*.

(1,3,—1,4) = a(2,1,0,1) + b(0,3,1,1) + (0, —1,3,0) + d(—1, —1,0, 3).

Obtenim
65 b 56 43 d 57
a = — = — C = —— —
73’ 73’ 73’ 73’
Per tant, el vector donat v és suma dels vectors

1

130, 233,56,121) € F
73( ’ 9 9 )

1
5 (=57, —14,-129,171) € FL.

Trobeu una base de R3 que sigui ortonormal respecte del producte escalar 7' donat respecte de
la base canonica per

1 0 2
MT:Cc)=[0 2 -3
2 -3 10

Solucié:  Utilitzarem Gram-Schmidt a partir de la base canonica (e1,es,e3) de R3. Prenem
u; = e; = (1,0,0). Aquest vector ja és directament de norma 1 respecte del producte escalar
donat, ja que I'entrada (1,1) de la matriu és 1. Prenem ara

€9 — )\ul

Ug = ——————

|€2 — /\uﬂ
amb

A= (ezfur) = (ezfer) = 0,
la darrera igualtat perqueé el terme (1,2) de la matriu donada és 0. Per tant

1 1
up= 2 = = (0,1,0) = —(0,1,0),
‘€2| <62\€2> 2
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la darrera igualtat perqué el terme (2,2) de la matriu donada és 2. Posem ara

€3 — AU — g

us =
les — Aup — pus]

amb
A = (eslu1) = (esler) =2,

la darrera igualtat perqué el terme (1,3) de la matriu donada és 2. Analogament

= lealua) = (e =ea) = —=(esles) =~

la darrera igualtat perqué el terme (2,3) de la matriu donada és —3.
Aixi

e3 — 2uj + %U2 e3 — 2e1 + %%62 (72’ 3/2’ 1)
ez —2ug + %Uﬂ ez —2e1 + %%eﬂ ©1(-2,3/2,1)|

us3

Per calcular la norma que apareix en el denominador de la darrera expressio fem

1 0 2 -2
(-2,3/2,1)|= |(-2 3/2 1) 0 2 -3 3/2 | =+/3/2.
2 -3 10 1

Per tant, us = %(—2,3/2, 1).

Sigui E lespai vectorial real dels polinomis de grau inferior a 2. Definim, per a tot p(z), ¢(x) € E:

(a) Demostreu que ¢ és una forma bilineal simetrica sobre E.
(b) Quina és la matriu de ¢ respecte de la base (1,z,x2)?

(
(d

)
)
c¢) Defineix ¢ un producte escalar?
) Trobeu una base ortonormal respecte de (.
)

(e) Trobeu una base del subespai ortogonal a 2x + 1 respecte de .

Solucié: (a) Exercici.
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(b)

2
p(1,1) = /dx:2
0
2
o(l,z) = /a:dxz?
0
2
(1,2 = /a:Zda;:8/3
0
2
o(x,x) = /xzda;:8/3
0

2
o(x? 2?) = /w4da:—32/5
0

Per tant la matriu de ¢ respecte de la base (1, x, %) és

2 2 8/3
M= 2 8/3 4
8/3 4 32/5

(c) Es clar que
¢(p(x), p(x)) > 0.

I que val el signe igual si i només si p(x) = 0.
En general, un criteri per saber si ¢ és definida positiva és mirar si els determinants dels menors
centrats a la diagonal sén positius. En el nostre cas aquests menors son

- 2 2 8/3
12| > 0, 2 8/3 > 0, 2 8/3 4 |>0
8/3 4 32/5

Com tots tres son positius, ¢ és un producte escalar.
(d) Utilitzarem Gram-Schmidt. Prenem

$2 2 2

|| 2| B Vop(x2, 2?) - \/32/5

Busquem ara A\ tal que x + ey sigui ortogonal a e;.

€1 —

V5 5\

Deduim

_ 45
--22.
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En particular

x—l—)\el:x—g:rQ

Per calcular la norma d’aquest polinomi fem

) ) 1
o(x — ng,x — gacz) =5

Prenem com a segon vector de la base ortonormal que estem buscant

o= T2 o 5Zf3x2

1/6

Per trobar el tercer vector de la base, primerament trobem A i p tals que el vector
1+ dey + pes

sigui ortogonal a ej i a es. Imposem

(14 Aey + pez,e1) = ¢(l,e1) + A =0

i obtenim \ = Wi
Imposem
©(1+ Xep + pez,e2) = p(l,e2) + =0
. . /6
i obtenim p = —33

Aixi 5
1+)\61+u62:1—2x+6x2.
Per calcular la norma d’aquest polinomi fem
2 2 8/3 1

¢u—%+%ﬁﬂ—%+%ﬁﬁ41 -2 5/6 )| 2 8/3 4 -2 | =
8/3 4 32/5 5/6

Nl )

Prenem finalment (dividint el polinomi per ’arrel quadrada de 2/9)

3
es = ﬁ(l — 2z + (5/6)z?).

(d) Un vector (a,b,c) = a + bx + cx? és ortogonal a 2x + 1 respecte de ¢ si

2 2 8/3 a
(12 0) 2 8/3 4 b | =6a+(22/3)b+ (32/3)c=0
8/3 4 32/5 c

Posant primerb=1ic =0, idesprésb = 01ic =1 (per assegurar-nos d’obtenir vectors linealment
independents) obtenim com a base de I'espai ortogonal buscat

u = (—22,18,0) = —22 + 18z,
= (—32,0,18) = —32 + 1822
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Sigui (eg,e2,e3) una base arbitraria d'un R-espai vectorial E. Proveu que existeix un tnic
producte escalar de E que fa que aquesta base sigui ortonormal. Quin és aquest producte en el
casen que £ =R3ie; =(1,1,2),e0 = (2,3,0) i e3 = (1,0, —1)?

Solucié: Un producte escalar queda totalment determinat donant el seu valor sobre una base.
Si imposem T'(e;, ;) = d;5, T queda univocament determinat.

Primer metode. Si denotem per M la matriu d’aquest producte escalar respecte de la base
(e1, e, €3), les condicions d’ortonormalitat

eiMe§~:5ij
es resumeixen en el producte matricial
1 2 1
PMP=I, onP=[1 3 0
2 0 —1
Per tant,
6 7 1\ ' | [ 46 -33 4
M=PPHY =17 10 2 =5l 33 20 -5
1 2 5 4 -5 11

El producte buscat és el que, respecte de la base canonica, té associat aquesta matriu M.
Segon metode. Apliquem la férmula del canvi de base

M(B,C)'M(T,C)M(B,C) = M(T, B),

amb C' la base canonica, i B la base (e1,e2,e3). Com M(B,C) =P, M(T,C)=M i M(T,B) =
I, estem en al cas anterior.

Sigui ¢ : R? x R? — R l'aplicacié definida per ¢((z,y), (2,t)) = xz — yt.
(a) Es ¢ una forma bilineal sobre R? Es simotrica?
(b) Quin és el conjunt de vectors isotrops?

(c) Si existeix una base de vectors isotrops, doneu la matriu de ¢ en aquesta base.

Solucié: (a) Conserva el producte per escalars: ¢(A(z,y), (2,t)) = ¢((Ax, A\y), (2,1)) = Azz —
Ayt = )\qﬁ((x,y), (Z,t))-
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També conserva la suma

¢((z,y) + (@ 9), (1) = o+ y+y),(21) = (@+2")z— (y+y)t
= ¢((z,y), (1) + o((@,y), (2.1)

Analogament procediriem per a la segona component. Es clarament simétrica.

(b) El vector v = (x,y) és isotrop si ¢((x,y), (z,y)) = 0, és a dir 2> — y*> = 0. Equivalentment,
y = +x (les dues bisectrius).

(¢) Prenem, com a base de vectors isotrops, w = (1,1) iv = (1, —1). Sabem ¢(u,u) = ¢(v,v) = 0.
Calculem ¢(u,v).

¢((17 1)7 (1’_1)) =1-1-1- (_1) = 2.

Per tant, la matriu de ¢ en la base B = (u,v) és

M@ﬂy_<g§>.

Trobeu una base ortonormal, respecte del producte escalar ordinari de R?, respecte de la qual
la forma bilineal ¢ donada per

7. A4(¢7C)_>< ji ;} )

diagonalitzi.

Solucié:  Apliquem el teorema espectral. Els valors propis del polinomi caracteristic de la

matriu donada sén 0 i 2. Els vectors propis normalitzats corresponents sén u = %(1, —1) i
v = \%(1, 1). Aquesta és la base buscada.

Donada

A:

—_= O O
O w O
O O =

trobeu P € O(3) i D diagonal tals que A = P'DP.

Solucié: Apliquem el teorema espectral. Calculem els zeros del polinomi caracteristic i obtenim
—1,1,3. Els vectors propis normalitzats corresponents sén u = %(1,0, -1), v = %(1,0, 1) i
w = (0,1,0). Per tant

Q'AQ =D
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amb

D =

o O
o = O
w o O

i Q € O(3). La matriu P buscada és P = Q.

Considerem les formes bilineals ¢; i ¢2 sobre R donades, respecte de la base canonica, per les
matrius segiients:

-1 -1 -1 1 1 1
M($,C)=( -1 0 1 |, M(gC)=1| 1 0 1
-1 1 0 1 10

(a) Classifiqueu, segons la llei d’inércia o teorema de Silvester, aquestes formes bilineals i
digueu si sén definides positives. Si no sén definides positives, doneu un subespai de
dimensié maxima on si siguin definides positives.

(b) Hi ha vectors isotrops? Quins sén?

Solucié: Estudiarem només ¢1, ja que els calculs sén analegs per a ¢o.

(a) Pel teorema espectral, sabem que ¢y diagonalitza en una base ortonormal formada pels vectors
propis (normalitzats) de I'endomorfisme f : R® —s R3 tal que M(f,C) = M(¢1,C).

Busquem, doncs, els valors i vectors propis d’aquesta matriu. Polinomi caracteristic

—1—a -1 -1
-1 -z 1 |=—2>—2+3c+3=—(z+1)(z+V3)(xz—V3).
-1 1 —z

Siguin u,v,w els vectors propis normalitzats de valors propis, respectivament, —1,v/3, —/3.
Llavors, el teorema espectral ens diu que, denotant per B la base (u,v,w),

-1 0 0
M(¢,B)=| 0 V3 0
0 0 —V3

Denotant per B’ la base B’ = = (u,37/*v,37*w) tenim

T
-1

M(¢,B)=1 0
0

0
0
-1

o = O

Aixi ¢1 no és definida positiva (hi ha vectors, com per exemple u, tals que ¢1(u,u) < 0). Sobre el
subespai (v) és definida positiva. No pot haver-hi cap subespai de dimensi6 2 on ¢ sigui definida
positiva (conseqiiéncia del teorema espectral).
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Sense utilitzar el teorema espectral. El primer pas consisteix en canviar de base de manera que
la matriu en la nova base sigui del tipus

-1 0 0
0 * =
0 % =x
Per a aixo prenem la base segiient:
6/1 = €
ey = ex+ (ealer)er = (—1,1,0)
e3 = e3+ (esler)er = (=1,0,1)
ja que (esle1) = (esler) = —1. Observem que €, i €5 s’han alegit de manera que (€}|e,) =
(e1lez) = 0.
La matriu de ¢ en aquesta base By = (€], €5, €%) és
-1 0 0
M(¢1,By) = 0O 1 2
0 2 1
Ara prenem com a nova base Bs la donada per
{4 = o
6/2/ - 6/2 - (_17 170)
e = ey — (esleh)eh = (1,-2,1)

Jja que (ejleh) = 2. Observem que ef s’ha alegit de manera que (e5|es) = 0.
Llavors

-10 0
M(¢1,Bs)=| 0 1 0
0 0 -3

La abse és diferent que amb el primer meétodfe, la matriu també, pero I'index (dimensié del
subnespai maxim on ¢ és definida positiva menys dimensié del subnespai maxim on ¢ és definida
negativa) no.

(b) Un vector (z,y, z) és isotrop si

-1 -1 -1 x
(3: Y z) -1 0 1 y | =0.
-1 1 0 z

Fent aquest producte de matrius obtenim
—2? — a0y — 2wz +2yz =0

Aixo0 és una quadrica (zeros d’un polinomi de segon grau en tres variables). Podem afinar més
aixi.
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Hem vist que en una certa base ortonormal B’ tenim

-1 0 0
M(¢1,B) = 0 1 0
0 0 -1
El vectors isotrops ara es calculen posant
-1 0 0 X
(x v z)[ 0o 1 0 Y | =-X*+Y?-2%=0.
0 0 -1 Z

(X,Y, Z son les coordenades respecte de la base B).

EI conjunt dels vectors isotrops forma, doncs, un con Y? = X? + Z?, amb veértex l'origen i eix
<v>.

Nota: Per classificar una forma bilineal en tenim prou en saber quants valors propis positius i
negatius té I’endomorfisme associat. Per a aix0 no ens cal resoldre el polinomi caracteristic, cosa
que pot ser molt complicada si és de grau superior a 3, siné que en tenim prou en contar els
canvis de signe entre els coeficients consecutius. Aixo és conseqiiencia del resultat segiient.

Teorema (Teorema de Descartes). El nombre d’arrels positives r™ d’un polinomi de coeficients
reals, comptades amb la seva multiplicitat, és més petit o igual que el nombre v de canvis de signe
de coeficients no nuls consecutius (r™ < w).

Si totes les arrels del polinomi son reals, llavors r* =

V.

Corollari. El nombre de valors propis positius d’una matriu real simeétrica és igual al nombre
de canvis de signe de coeficients no nuls consecutius del seu polinomi caracteristic.

Demostracio. Conseqiiencia del teorema de Descartes i del fet que els valors propis d’una matriu
real simetrica sén nombres reals.

A R3 considerem l'aplicacié bilineal T que en la base canonica té la matriu segiient:
2 10
A=11 1 1
01 3

Justifiqueu que T' és un producte escalar, calculeu lortogonal a ((1,1,1)) i trobeu-ne una base
ortonormal.

Solucié: FEls determinants

2 1
2; ‘117detA

son positius, per tant, per un criteri ben conegut, T' és definit positiu.
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Per calcular 'ortogonal posem

210 z
(11 1){111 y | =0.
01 3 z

Obtenim 3z + 3y + 4z = 0. Aquest és el pla ortogonal a ((1,1,1)). Una base és u = (1,—1,0),
v=(4,0,-3).
Meétode de Gram-Schmidt. Prenem

La norma de u val

Per tant ey = u. Ara prenem
v—"T(v,e1)er

ey = ——F—————
v — T (v, er)eq]

Pero T'(e1,v) = 7. Aix{

_v—e _ (=3,7,-3) _ (—-3,7,-3) R
el |(=3.7,-3)  T((-3,7,-3),(-3,7,-3)) m( 3,7, -3).

€2

Sigui B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} base de R i T el producte escalar que fa que aquesta base
sigui ortonormal. Doneu la matriu de T" en la base canonica i calculeu ’angle entre els vectors
u=(1,0,0)iv=(0,1,0)

Solucié:  Per la férmula del canvi de base
M(T,B) = P'M(T,C)P
1 01
P=MB,C)=| 0 1 1
1 10

Com volem que M (T, B) = I, tenim
—1_ 1

M(T,C) = (PP

L’angle o compeix
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Formes hermitiques

Siguin A, B dues matrius hermitiques. Demostreu:
1. Els elements de la diagonal de A i B son reals.
2. A+ B és hermitica, i si A, B sén definides positives, llavors A + B és definida positiva.

3. Si AB = BA llavors AB és hermitica.

Solucié: 1. Les matrius hermitiques compleixen
aij = CLjZ‘.

Si prenem i = j veiem que els elements de la diagonal coincideixen amb els zeus conjugats, i per
tant, son reals.
2. A+ B és hermitica ja que

(A+ B)ij = a;j + by ZEL-Z-—FBji =aj; +bj; = (A+ B) .
J J J J j

Per veure que A+ B és definida positiva hem de veure que per a tot x € C", pensat com a vector
columna, on n és I'ordre de la matriu, compleix,

2'(A+ B)z >0

Pero,
' (A+ B)Z = 2" Az + ' Bz > 0,

per set les dues definides positives. A més, si

'(A+B)z=0

67
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ha de ser ' Az = 0 i per tant x = 0, per ser A definida positiva.
3.

(AB)! = (AB)! = B'A' = BA= AB.

Considereu les formes hermitiques de C? donades, respecte de la base canonica, per les matrius
segiients:

4 i —i 1 0 i
Ay=|-i 4 1], A,=(0 0 -1
i 1 4 i -1 1

Trobeu matrius Py, P» invertibles, i D, Dy diagonals, amb Pz»_lAZ-Pi = D,;. Decidiu, per a
cadascuna d’elles, si la forma hermitica és definida positiva.

Solucié: Resolem només el cas A;. El polinomi caracteristic de Ay és —x®+12x% —45x+50. Les
arrels son 5,5,2. Els vectors propis corresponents sén u = (i,1,0),v = (—,0,1),w = (—i,1,—1).
Per tant,

5 0 0
PlAaP=1050
00 2
amb ' ‘ ‘
1 —1 —1
P=|1 0 1
0 1 -1

Per ser els elements de la diagonal positius, la matriu és definida positiva.
De fet, per Gram-Schmit, podem prendre una base ortonormal a (u,v). Per exemple, e; =
(ﬁ, %,0), %(—z’, 1,2). Ara Pampliem amb w normalitzat (w és automaticament ortogonal a

(u,v)) i tenim la nova base ey, ez, €3 amb e3 = %(—i, 1,-1).

Si denotem , , ,
V2oV VB
r-| L 1" L
0 %
5 00
es compleix que UU* =1 iqueU*A;U=| 0 5 0 | =D
0 0 2

Ara és clar que
' A7 = 2'UDU*z = ' Dy > 0,
amb y=U*ZT.
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Considerem el producte escalar ordinari (|) a R™. Sigui A € M,(R) una matriu simetrica tal
que, per a tot v € R", si v # 0, (Av|v) > 0. Proveu els segiients fets:

1. Existeix una matriu ortogonal P tal que P~'AP = PTAP = D, on D és una matriu
diagonal amb tots els coeficients de la diagonal positius.

2. Existeix una matriu B que compleix B2 = A i AB = BA (indicacié: troba C tal que
C? = D).

Solucié: 1. Pensem A com un segon producte escalar ® a R™. EI teorema espectral ens
diu que existeix una base B ortonormal respecte del primer producte escalar en la que el segon
diagonalitza. Aquesta base esta formada pels vectors propis de A. Aixi, dient D a aquesta matriu
diagonal, tenim

D= M(®,B)=P'M(®,C)P = P'AP,

on P = M(B,C) és la matriu del canvi de base entre bases ortonormals i és, per tant, una matriu
ortogonal.
Com P! = P~', A i D tenen els mateixos valors propis. Aixo vol dir que els elements \; de la
diagonal de D compleixen Av; = \;v;, on els v; son els vectors propis.
Aixi
0< <A’UZ‘,’UZ‘> = )\i<vi,vi>

que implica \; > 0.
2. Només hem d’agafar B = PCP~' amb C? = D (C és diagonal i els elements de la seva
diagonal sén les arrels quadrades dels elements de la diagonal de D, que ja hem vist que sén
positius).
Aixi

B?*=PC?P' = PDP' = A

Siguin A, B dues matrius hermitiques definides positives amb AB = BA. En aquest cas se sap
que existeix una matriu unitaria P tal que P~'AP i P~'BP sén diagonals. Demostreu que la
matriu hermitica AB és definida positiva.

Soluci6é: Denotem
P lAP=D,, P 'BP=D,

amb D1, Dy diagonals definides positives. Recordem que P unitaria vol dir PP* = I, on P* = P".

Llavors
2'ABZ = 2'PD; Dy P ' 7.
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Posem 3j = P~'%. Llavors, com que I'inversa de la transposta és la transporta de I'inversa,
yt — (p—1$)t — :Et(Pt)_l — :L‘tP,

i per tant
2" ABZ = y' D1 Doy > 0.

Sigui V' un C-espai vectorial, amb un producte hermitic (|) definit positiu. Sigui A: V — V
lineal. Demostreu que si (Av,v) = 0 per a tot v € V, llavors A = 0, és a dir, Av = 0 per a tot
veV.

Solucié: Aplicant la hipotesi a la suma de dos vectors arbitraris v + w (polaritzacié) obtenim
(Aw,v) + (Av,w) =0, Vo,weV.
Canviem v per iv i obtenim
—i(Aw,v) +i(Av,w) =0
Simplificant ¢ i sumant el resultat a la igualtat anterior obtenim
2(Av,w) = 0.

Si ara pensem que w és qualsevol vector d’una base ortonormal, veiem que totes les components
de Av respecte d’aquesta base ortonormal son zero, i per tant Av = 0 per a tot v € V.

NOTA: Si en lloc de considerar C-espais vectorials considerem R-espais vectorials podem tenir
una aplicacié lineal no nulla tal que (Av,v) = 0, per a tot v € V. Per exemple, a R2amb el
producte escalar ordinari, prenem A : R? — R? donada per A(z,y) = (y,—x). A és lineal, no
nulla, i en canvi (Av,v) = 0 per a tot v € R2.

Sigui V' un C-espai vectorial, amb un producte hermitic (|) definit positiu. Sigui A:V — V
lineal. Demostreu que A és hermitic si i només si (Av,v) € R per a tot v € V.

Solucié: Suposem primer que A és hermitic. Llavors

(Av,v) = (v, Av) = (Av,v),
i per tant (Av,v) € R.
Reciprocament, si (Av,v) € R, tenim

(Av,v) = (Av,v) = (v, Av) = (A*v,v),
la tltima igualtat és la definicié de A*, operador conjugat de A. Per tant, ((A — A*)v,v) = 0,
per a tot v € V, i, pel problema anterior, A— A* =0, és a dir, A = A* que és la definicié de que
A sigui hermitic.



Capitol 7

Espais afins Euclidians

Trobeu les equacions parametriques i cartesianes de les varietats lineals de R?* segiients.

(a) La generada pels punts A = (1,-1,2,2), B = (3,-2,2,1),C = (0,1,3,2) i D = (—1,1,1,0).
(b) L’hiperpla que passa pel punt P = (2,1,0,0) i és parallel a I'hiperpla Il : x —y — 2 —t = 0.
(c) El pla que conté larectar : x =y =z=11és parallel alarectas:x —y—z=1z—t=
—l,y—t=2.

Solucié: a) La varietat lineal demanada és

A+ (AB, AC, AD),

és a dir,
(]-a _17 2a 2) + <(2’ _17 07 _1)7 (_]—7 27 1,0)’ (_25 27 _1a _2)>
o bé
r = 142 —p—2v
y = —1—-A4+2u+2v
z = 24+pu—v
t = 2—)A—2v

que son les equacions parameétriques demanades.
Per eliminar \, i, v podem resoldre el sistema format per les tres primeres equacions i substituir
els valors a la quarta. Concretament

2 -1 =2 A r—1
-1 2 2 v =1 y+1
0 1 -1 v z—2
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Equivalentment, calculant la inversa, tenim

A 1 4 1 1 r—1
1 :? 1 2 2 y+1
v 2 4 -3 z—2

Deduim TA = 4x+y+x—5, Tv = 2x+ 4y — 32+ 8. Substituint a la quarta equacio t = 2— X —2v
obtenim
8r+9y —5z+Tt—-3=0.

b) Només hem de posar x —y — z —t = a i determinar a per la condicié P € II. Es a dir,
2—1—0—0=a. L’hiperpla demanat és doncs x —y — z —t = 1.

¢) Els vectors directors de les rectes son també vectors directors del pla. Observem que r :
(1,1,1,0) + ¢(0,0,0,1), i s : (—1,2,—4,0) + ¢(1,1,0,1). Per trobar s hem resolt els sistema
prenent t com a parametre. Per tant el pla buscat és

(1,1,1,0) + A(1,1,1,0) + v(1,1,0,1).

Nota: podem canviar (1,1,1,0) per qualsevol punt de r.

Sigui ¢ : R® — R3 I'aplicaci6 lineal definida per o(z,y,2) = (x + 2y + 2,y — 2,7 + 92). Es
bijectiva? a) Calculeu la imatge i la antiimatge del pla 2z +y — z = 1.
b) Calculeu la imatge i la antiimatge de la recta (z,y, z) = (0,2, —1) + a(1, —1,0).

Solucié: a)
Imatge. Primer metode. Transformarem un punt i un vector. El pla donat es pot escriure com

X =P+ (u,v)

amb P = (1,1,2), v = (1,-2,0), v = (0,1,1). Llavors, ¢(P) = (5,—1,19), ¢(1,-2,0) =
(—3,-2,1), p(0,1,1) = (3,0,9).
El pla imatge és doncs

X = (5,-1,19) + ((—3,-2,1),(3,0,9)).

Equivalentment,

r = 5—3\+3u
= —1-2\
= 19+ A+9u
que, eliminant els parametres (la segona equacié ens déna directament A en funcié de y, i entre

la primera i tercera eliminem (), déna 3x — 5y — z = 1.
Imatge. Segon metode. Escriurem el pla com
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(21 -1)(y |=1 (7.1)

L’aplicacié ¢ transforma el punt de coordenades (x,y,z) en el punt de coordenades (z',y', 2’)
donades per

X x
y | =M\ y (7.2)
2 z
on
1 2 1
M = 01 -1
1 0 9

Substituint (7.2) en (7.1) veiem que I'equacié lineal satisfeta per ', y', 2" és

X
(21 -1 )M | ¢ | =1L
Z/
Com que
L9 18 -3
M7t==| -1 8 1
6\ 1 2

substituint obtenim
32’ -5y — 2 =1.

a) Antiimatge. Busquem un pla

x
(abc) y | =1,

z

(com que el terme independent no és zero, ja que els plans per l'origen van a plans per 'origen, el
podem suposar igual a 1), tal que en transformar-lo per ¢ (tal com ho acabem de fer a I'apartat

anterior)
/

T
(a b C)M_1 y =1
Z/
ens doni
fU/
(21 -1)[ ¢y |=1
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Comparant aquestes formules veiem que ha de ser
(a b c)M'=(21 -1)
0, equivalentment,

(a b c)=(21 -1)M=(15 —8).

El pla buscat és doncs x + 5y — 8z = 1.

b) Imatge. Escriurem la recta com interseccié de plans, ja que el métode anterior ens va bé per
transformar plans.

Eliminant a del sistema

r = a
= 2—a
= -1
veiem que la recta donada és interseccié dels plans x =2 — y i z = —1. Els escrivim com
T x
(1 10)ly|=2 (001)y|=-1
z z

Per tant, les equacions lineals satisfetes per z',v', 2’ sén

/ /

xT T
(11 o0)M ' [y |=2 (00 1)M |y |=-1L
z' Z

Substituint M~ pel seu valor obtenim
4o’ — 5y — 2 =6, —2' + 2y + 7 = —6.

La recta donada com interseccio d’aquest dos plans és la recta buscada. Si resolem aquest sistema
obtenim la recta
r:(3,3,-9) +a(—1,—-1,1).

b) Antiimatge. Busquem plans

x x
( a b c ) y | =2 ( e f g ) y | =-1
z z
tals que les seves imatges siguin respectivament
T T
(1 10)ly|=2 (001)y|=-1

z z
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Tal com hem vist a la segona part de 'apartat a) aixo vol dir que ha de ser

(a b c)=(110)M=(130); (e fg)=(001)M=(10 9).
Es a dir, x+ 3y =2 ix + 92 = —1. Resolent aquest sistema podem escriure la recta antiimatge
com

(0,2/3,-1/9) + z(1,-1/3,-1/9),

0, equivalentment
(—=1,1,0) + (9, -3, —1).

Calculeu les altures del tetraedre de R* que té per vertexs els punts A = (2,0,1,1),B =
(1,0,3,-1),C =(0,0,1,1),i D = (—1,1,0,1).

Solucié: EI' pla BCD és el pla

B+ (BC, BD).
és a dir, esta format per aquells punts X = (z,y, z,t) tals que
X =B+ A1+ pes, e1=BC =(-1,0,-2,2), es = BD = (~1,1,-1,0).

Si denotem H = (ey,es) llavors H- = (e3,e4) amb e3 = (—2,—1,1,0), eq = (2,2,0,1).
Llavors descomponem el vector BA = (1,0, —2,2) a la suma directa R* = H & H*.
Per a aix0 resolem els sistema

(1,0,-2,2) = a(—1,0,-2,2) + b(—1,1,—1,0) + c¢(—2,—1,1,0) + d(2, 2,0, 1).

Obtenima =1,b=c=—-2/3,d = 0.
L’altura relativa a A, ha, és la distancia entre el punt A iel pla B+ H, i és, per tant igual a la
norma del vector de H+

o(=2,-1,1,0) +d(2,2,0,1) = —2/3(—2,—1,1,0)

Es a dir, hy = %\/6
Les demés altures es troben de manera analoga.

'Recordem que la distancia entre les subvarietats lineals L1 = P+ F (P punt, E subespai vectorial) i Ly = Q4 F
(Q punt, F subespai vectorial) és la component normal del vector I% descompost a (E + F) @ (E + F)*.
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Sigui V el pla de R* definit per les equacions ¢ — 2z —t = 1,z — y — z = 1. Calculeu
a) la distancia del punt P = (—3,1,2,0) a V.
b) La distancia entre V i la recta r definida per les equacions z =y = 1,¢t = 0.

Solucié: a) Resolem el sistema

r—z—t = 0
r—y—z = 0

posant z it com a variables independents, i obtenim que I’espai de solucions d’aquest sistema
homogeni és el subespai vectorial de dimensié 2, H, donat per

H =((1,0,1,0),(1,1,0,1))
Com que una solucié particular del sistema no homogeni

r—z—t = 1

r—y—2z = 1

és, per exemple, (x,y,z,t) = (2,0,1,0) = Q, el pla V esta donat per V : Q + H. Per calcular la
distancia del punt P al pla V descomponem el vector QP a la suma directa R* = H & H*.
Hem de trobar, doncs, H. Observem que (x,vy,z,t) € H* si i només si

(x,y,2,t)-(1,0,1,0) = 0
(z,y,2,t)-(1,1,0,1) = 0

Prenent z i t com variables independents obtenim que I’espai de solucions d’aquest sistema ho-
mogeni és el subespai vectorial de dimensio 2,

H+ = {((-1,1-1,0),(0,—1,0,1)).
Ara ja podem descompondre Cﬁj:
(5,—-1,—-1,0) = a(1,0,1,0) + b(1,1,0,1) + ¢(—1,1,1,0) + d(0,—1,0,1).

Resolent obtenim ¢ = —13/5, d = —4/5 (els valors de a i b no ens calen).
La distancia demanada és doncs

1
d(P,V) = |e(~1,1,1,0) + d(0,—1,0,1)| = g\/132 +92 4132 + 42,

b) La recta r es pot escriure com (1,1,0,0) + 2(0,0,1,0). EI subespai vectorial suma de H i
((0,0,1,0)) és
F = <(17 0,1, 0)7 (17 L,0, 1)7 (O, 0,1, 0)>7
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que té dimensio 3.
El vector (x,y, z,t) € F* si i només si

($7Z/,Zat) ' (1707170) =
(x7y7zat) : (171?0?1) -
(z,y,2,t)-(0,0,1,0) =

Resolent obtenim
Ft=1((0,1,0,-1)).

Ara prenem @ = (2,0,1,0) € Vi R=(1,1,0,0) € r i descomponem Qﬁ aF@F+.
(—-1,1,-1,0) = a(1,0,1,0) + b(1,1,0,1) 4+ ¢(0,0,1,0) + d(0,1,0, —1).
Obtenim d = 1/2 (els valors de a,b,c no ens calen). La distancia buscada és doncs

d(V,r) = 1d(0,1,0,-1)| = |(0,1/2,0, -1/2)| = ‘f

Divertimento. La distancia (al quadrat) entre un punt genéric de V' i un punt geneéric de r esta
donada per la funcio

D\ p,2) =d*((1,1,2,0), 24+ A+ i, L+ A p)) = (L4 A+ 0)° + (n—1)* + (1 + XA — 2)> + 42,

Resolent els sistema en derivades parcials

oD
o -0
oD
E
oD
9. — 0

obtenim z = —1/2, \ = —3/2, n = 1/2. Substituint aquests valors a D(\, u, z) obtenim el mateix
resultat que anteriorment.

Trobeu la distancia i la perpendicular comuna entre les rectes L1 = (1,2,3) + ((1,0,0)) i Ly =
(0,0,0) + ((0,2,4)) de I'espai aff euclidia R3.

Solucié:  Denotem P = (1,2,3),F = ((1,0,0)),Q = (0,0,0),G = ((0,2,4)), de manera que
Ly =P+ |[F]iLy;=Q+|[G]. Llavors

F+G =((1,0,0),(0,2,4)).
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Com que som a R3, podem calcular (F + G)l simplement fent el producte vectorial de (1,0,0)
i(0,2,4). En general, podem escriure els vectors de (F + G)* de manera genérica, per exemple
(ar, B,7), 1 imposar ara que sigui perpendicular a (1,0,0) i (0,2,4). Tenim

(F+G)*F = ((0,4,-2)).

Ara escrivim

]@:uqtv, uwe (F+G)ve (F+G)*

Concretament,

PO = (~1,-2,-3) = A(1,0,0) + 12(0,2,4) + (0,4, —2) € (F + G) & (F + G)*.

Deduim A = —1,u = —%,1/ = —1—10. En particular,
1 Vb
d(L1,L2) = | - TO(O’4’ —2)| = 5

Per trobar els punts X,Y que realitzen aquesta distancia minima, recordem que X = P+4uq,Y =
Q—wug ambuy € F,up € Give (F+G)?t, tals que

@=U1+u2+v.

Y
w7
Q
\%
%
P
P U X

En el nostre cas, doncs, up = A\(1,0,0) = (—1,0,0) i ug = u(0,2,4) = (0, —%, —Tm) Per tant,

X = (1,2,3)+(~1,0,0) = (0,2,3),
8 —16 8 16
Y — — —_——,— ) = —. — ).
(0707 O) (0’ 5’ 5 ) (O’ 5’ 5 )

Clarament, d(X,Y) = % O
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Trobeu la distancia i la perpendicular comuna entre els plans L1 i Ly de Pespai aff euclidia R?,
donats per

L; = (0,1,2,3)+((1,0,0,0),(2,6,—1,0)),

Ly, = (0,0,0,0)+((0,2,4,1),(2,6,—1,0)).

Solucié: Denotem P = (0,1,2,3),Q = (0,0,0,0), F = ((1,0,0,0), (2,6,—1,0)), G = ((0,2,4,1),
(2,6,—1,0)).
Aixi L1 = P+ [F], Ly = Q + [G],

F+G=((1,0,0,0),(2,6,—1,0),(0,2,4,1)),

(F+G)" ={(0,1,6,-26)).

Ara escrivim
PO=u+v, ue(F+G)ve(F+G)"
Concretament,
PO = (0,-1,-2,-3)

= A(1,0,0,0) + 1(0,2,4,1) (7.3)

+ v(2,6,—1,0)+4(0,1,6,—26).
Trobem A\ = —40/713, u = —449/713,v = 20/713, 5 = 65/713.

En particular,

65 65
d(LhLQ) = |ﬁ(07 1,6, _26)’ = ﬁ

Per trobar els punts X,Y que realitzen aquesta distancia minima, recordem que X = P+4uq1,Y =
Q —us ambuy € F,us € Giv e (F+G)*t, tals que

@=U1+u2+v.

Una possibilitat, no pas la tnica ja que FNG # 0, és, comparant amb la férmula (7.3), prendre

1
ur = M1,0,0,0) + u(0,2,4,1) = — (—40, —898, —1796, —449
713

1
uy = v(2,6,-1,0) = —5(40,120,-20,0).

Aixi,

1
X =P = ——(—40, —185, -370, 1
+ uy 713( 0, —185, —370, 1690),
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Clarament, d(X,Y) = \/%.

Siguin els punts A = (1,-2,1), B = (0,1,2), C = (1, 3,4) de 'espai aff euclidia estandard.

a) Expresseu la recta que déna 'alcada del triangle ABC' des del punt C' com a intersecci6
de dos plans.

b) Trobeu el punt D a AB tal que CD és 'alcada.

¢) Quina és la longitud de l'algada.

Solucié:  Rectes per C' amb vector director en el pla (T‘l, C@ :
r:C+ v, v=a(0,-5,-3) +b(—1,—-2,-2)
amb a,b € R. Imposem que sigui perpendicular a la recta AB.
((=b,—5a — 2b, —3a — 2b), (—1,3,—1)) = 0.

Obtenim a = —7,b = 18. Aixi r : (1,3,4) + A(—18,—1,—15). Eliminant X\ entre la primera i la
segona equacié obtenim x — 18y + 53 = 0; i eliminant-la entre la segona i la tercera equacié tenim
z — 15y 4+ 41 = 0. La interseccié d’aquests dos plans és justament r.

El punt D el podem trobar tallant les rectes r i s : A+ uAB. Es a dir,

(1,3,4) + A(—18,—1,15) = (1, —2,1) + u(~1,3,1).

Obtenim A\ = 1/11 i per tant
1
D= —(-7,32,29).
11( ,32,29)

La distancia entre els punts C' i D és doncs

1
|CD| = 1—\/182 + 11 + 152,

1
Aquesta distancia es pot trobar directament descomponent el vector C A a la suma directa
R3 - <(17 _37 _1)> D <(17 _37 _1)>J_

Posem .
CA=(0,5,3)=X(1,-3,—1)+ u(3,1,0) + v(0,—1, 3).

Obtenim p = 6/11 i v = 5/11. Per tant, la distancia entre el punt C' i la recta AB és

1
(CD] = 5(3,1,0) + (0, ~1,3)| = | =-(18,1,15)|.



