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Capitol 1

Introduccio

Aquestes notes només pretenen situar a ’alumne que inicia els seus estudis
en geometria diferencial de corbes i superficies en el context historic en que es
van anar produint els descobriments en aquests camp. També pretenen donar
una lleugera idea de la vida i obra dels principals actors d’aquesta historia. En
alguns punts hem donat versions modernes de les versions classiques d’alguns
resultats per tal d’entendre millor determinats conceptes.

La idea inicial va ser acotar el periode a considerar als anys que passen
entre Euler i Gauss. De fet, entre 1728 en que apareix el treball d’Euler De
linea brevissima in superficie quaqunque, [A252], i el 1827 en que apareix el
Diquisitiones generales circa superficies curvas de Gauss, [A280] o [A285].
Pero posteriorment he afegit un capitol sobre la influéncia del Disquisitiones,
que ens porta fins Darboux.

Aquestes notes haurien de continuar, i espero que algun lector s’animi a
fer-ho, amb l'estudi d’Elie Cartan, que encara que la seva tesi és de 1894,
I’he considerat ja com un matematic del segle X X.

A la seccié §8 del Diquisitiones', Gauss diu: “Aquestes conclusions conte-
nen quasi tot el que l'il-lustre Euler fou el primer de provar sobre curvatura de

LAl llibre [B51], que podeu trobar a la pagina web de la Societat Catalana de Matema-
tiques, http://blogs.iec.cat/scm/publicacions/publicacions-electroniques/ hi
ha una versi6é en catala del Disquisitiones generales circa superficies curvas. Una molt
bona versié en frances és la de M. E. Roger, [B27]. I una versié en anglés que conté
Poriginal en llati és l'excel-lent treball de Peter Dombrowski, [B16], editat en commemo-
racié dels 150 anys del Disquisitiones, amb molt bons comentaris. També trobareu molta
informacié sobre les diverses edicions etc. a la traduccié a I'angles de James Cabdall i
Adam Miller, el 1902, amb una introduccié molt documentada de H. D. Thomson, vegeu
www.gutenberg.org/ebooks/36856 .
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superficies corbes”. Una de les motivacions que vaig tenir per escriure aques-
tes notes va ser justament veure quin era l’estat de la teoria de superficies
en el moment en que Gauss escriu aquesta frase.

Tot i que Gauss en el seu Disquisitiones cita Legendre, la seva relacio
amb l’escola Francesa sembla inexistent, ja que per motius politics els deuria
odiar (vegeu [B18]). No obstant manté correspondencia amb Sophie Germain
i coneixia l'obra de Monge, com ho demostra que fes una ressenya favorable
de la Géométrie descriptive, [A424], ressenya que es pot trobar a [A285], IV,
pp- 359-360.

Aquestes notes volen ser
també un tribut a Dirk
Struik (1894-2000), ja que el
seu llibre Lectures on Clas-
sical Differential Geometry,
[B67], em va agradar molt
quan jo era estudiant i va fer
que m’interessés seriosament
en la Geometria Diferenci-
al.?2 Les notes historiques
d’aquest llibre les reproduei-
xo traduides en un Apendix i
les citarem sovint en el text. Figura 1.1: Dirk Jan Struik.

La notacio: wvegeu la nota n

de Struik fa referencia a la nota historica de la pagina n de [B67]. Quan
Struik va complir 100 anys la revista Historia Mathematica li va dedicar un
volum on podeu trobar un article de Dadid E. Rowe sobre les contribucions
de Struik a la Historia de les Matematiques, [B57].

Revistes més citades

(1) Comptes Rendus de I’Académie de Sciences.
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb343481087/date.r=comptes.

(2) Journal de I'Ecole Polytechnique.

2Durant el curs 1972-73 vaig cursar I'assignatura de Geometria Diferencial impartida
pels professors Joaquim Ortega i Miguel Mufioz. A les molt bones classes de problemes
del Miguel Munioz va ser on em vaig comengar a interessar seriosament en la Geometria
Diferencial.
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http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb34378280v/date.r=journal+
ecole

(3) Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Journal de Liouville).
Fundada per Joseph Liouville.
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb343487840/date

(4) Nouvelles Annales de Mathématiques: journal des candidats aux écoles
polytechnique et normale.
http://www.numdam.org/journals/NAM/
http://www.numdam.org/numdam-bin/feuilleter?j=NAM

(5) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Journal de Crelle).
Fundada per August Leopold Crelle.
http://www.digizeitschriften.de/dms/toc/?PPN=PPN243919689

(6) Annali di Scienze Matematiche e Fisiche (Annali di Tortolini).

Fundada per Barnaba Tortolini. Posteriorment anomenada Annali di
Matematica Pura ed Applicata.

https://archive.org/details/annalidiscienze00tortgoog;
https://archive.org/details/annalidiscienze04tortgoog

(7) Mémoires de Mathematique et de Physique, pésentés a 1I’Académie
Royale des Sciences, par divers Savans, & 1is dans les Assemblées.

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb32813419g/date&rk=21459;
2

https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/cb328135052/date&rk=42918;
4

(8) Annales Scientifique de I'Ecole Normale Supéricure.

http://www.numdam.org/item/ASENS/

(9) Bulletin de la Société Philomatique.

http://www.biodiversitylibrary.org/bibliography/9580\#/summary
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(10) Bulletins de I’Académie royale des sciences, des lettres et des beaux-arts
de Belgique.

http://www.biodiversitylibrary.org/bibliography/5550\#/summary

(11) Mathematische Annalen.
http://www.digizeitschriften.de/main/dms/toc/7PPN=PPN235181684



Capitol 2

Els precursors

No entrarem a fons en els origens del calcul diferencial, tema que ens por-
taria massa lluny, pero citarem breument les aportacions més importants
que incideixen en el tema que propiament ens interessa, que és l'origen de
la geometria diferencial®. Seguirem, com en molts punts d’aquestes notes,
els articles de Struik OQutline of a History of Differential Geometry, [B64] i
[B65].

3El terme geometria diferencial va ser introduit per Luigi Bianchi (1856-1928) el 1886
al seu llibre Lezioni di geometria differentziale, [A48]. En aquestes notes l'utilitzem en el
sentit de I'estudi de corbes i superficies emprant metodes del calcul diferencial.
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2.1 Christian Huygens (1629-1695)

Va ser un matematic, fisic i astronom neer-
landes (va néixer a la Haia), del segle XVII
i un dels cientifics més influents en la seva
epoca. FEl seu pare va jugar un paper im-
portant en la revolta dels neerlandesos con-
tra Lluis XIV i va mantenir correspondencia
amb Descartes, Mersenne i Galileu.

El 1645 va anar a la Universitat de Lei-
den. Va millorar les lents dels telescopis co-
sa que li va permetre descobrir els anells de o
Saturn. En el treball de 1651, Theoremata Figura 2.1:  Christiaan Huy-
de quadratura hyperboles, [A303], publicat a ¢
Leiden, refuta la quadratura del cercle dona-
da per Grégoire de Saint-Vincent. En aquesta epoca es dedica a problemes de
rectificacio, quadratura, cubatura, determinacié de centres de gravetat, tan-
gents a corbes, valors extrems, etc. Pero no disposa de les eines adequades
del calcul diferencial.

El 1673 publica el seu famés treball Horologium oscillatorium, [A304].
Buscant un rellotge de pendul precis, s’adona que ’ha de construir de ma-
nera que el periode sigui independent de les variacions d’amplitud en les
oscil-lacions. Busca una corba (la descrita per I'extrem del péndul) que sigui
tautocrona. S’adona que aixo vol dir que el pes al final del pendol ha de des-
criure una cicloide. Com que I’evoluta d’una cicloide és una cicloide només
hem de penjar el pendol al vertex de dues cicloides invertides.

D’aquesta manera desenvolupa una teoria general d’evolutes i involutes i
déna una expressiéo geometrica del radi de curvatura molt abans del calcul
diferencial de Newton i Leibniz. Es a dir, manipula derivades segones ge-
ometricament.

El 1693 estudia la superficie de revolucié generada per la tractiu, poste-
riorment anomenada pseudoesfera per Beltrami, veient que tenia la mateixa
area i la meitat del volum que 'esfera del mateix radi.
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L’evoluta d’una cicloide és una cicloide

Vegem aquest resulta en llenguatge actual. Considerem una cicloide invertida
de parametre a. Es facil veure que l'equacié d’aquesta cicloide és

~v(t) = (a(t —sint),a(cost — 1)), —7m <t <.

Suposem que aquesta corba és rigida, construida amb un determinat metall.
Del vertex O de la cicloide (vegeu la figura) pengem un cordill amb un pes a
laltre extrem (punt P de la figura).

El cordill pot oscil-lar,
pero en el seu moviment no
pot travessar mai la cicloide
metal-lica. A la figura hem
designat per @) el punt de la
cicloide en que el cordill deixa
d’estar recolzat sobre la cicloi-
de. La recta determinada per
@ i P és tangent a la cicloi- P
de. Llavors la corba que des-
criu 'extrem lliure del pendol Figura 2.2: Rellotge de pendol.
és ortogonal a les rectes tan-
gents; per tant, és una evolvent (involuta) de la cicloide.

Si s’agafa un cordill de longitud 4a aquesta corba és una cicloide igual a la
inicial pero traslladada. En efecte, mirem quina equaci6 descriu el moviment
del punt P. Observem primer que el vector tangent a la cicloide invertida
donada és ¥/(t) = a(l — cost, —sint) i té norma ||y/(¢)|| = 2asin(¢/2). La
longitud de la cicloide des del vertex O a un punt ~(¢) ve donada per

L(t) = /Ot 2asin(t/2) dt = 4a(1 — cos(t/2)).

En particular, un arc de cicloide té longitud L(27) = 8a.

Si el cordill té longitud 4a vol dir que la parametritzacié de la corba
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descrita per I'extrem del pendol ve donada per

= 7 a— a(t —sin(t), cos(t) —
2a cos(t/2) ,
+ W(l — cos(t), —sin(t))

cos(t/2)

sin(t/2)

= a(t —sin(t),cos(t) — 1) + 2a (2sin?(¢/2), —2sin(t/2) cos(t/2))

= a(t + Sin(t), -3 — COS(t)),

que és clara- y
ment la ci-
cloide descri-

ta pel punt P a

de la figura

quan la cir- a

cumferencia gi- ]

ra sobre la a

recta y = a
—2a, (just ha- a P

ve a look at

the picture). P

Figura 2.3: Clicloide invertida.
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2.2 Isaac Newton (1642-1727)

El més gran. Va néixer a
Woolsthorpe Manor, un llo- =
garet de Lincolnshire. El
1661 va entrar al Trinity
College, on va ser tutelat per
[saac Barrow. El 1667 va
passar a ser professor al ma-
teix Trinity College on no va
tenir quasi cap obligacié du-
rant 28 anys. Donava al-
gunes classes en aules quasi
buides i tutoritzava algun es-
tudiant.

El 1669 publica De analy-
si per aequationes numero terminorum infinitas, [A440], on estudia series
infinites.

El 1671 escriu The Method of Fluxions and infinite Series, [A441], que es
publica el 1736, i que és l'origen del calcul diferencial i integral.

El 1676 escriu De quadratura curvarum, que no es publica fins el 1704 com
apendix de la seva Optiks, [A439]. Aqui ja aplica el metode de les fluxions
per estudiar corbes des d’un punt de vista cinematic.

El primer estudi de geometria diferencial fonamentat sobre 1'is del calcul
infinitesimal es troba a la seva Geometria Analytica, sive specimina ratis
analyticae, publicada el 1736 pero elaborada sobre el 1671. Es pot trobar a
les obres completes de Newton, [A442], Vol. 1, pp. 389-518.

Girbau, a La geometria diferencial, de Gauss a Riemann, [B30], diu: <A
Geometria Analitica, editada per primera vegada el 1736, després de la seva
mort, [Newton| defineix la nocié de cercle osculador en un punt d’una corba
plana, i amb aixo, les nocions de centre de curvatura, radi de curvatura i
curvatura, calculant les seves expressions amb 'ajut de la nocié de derivada,
recentment inventadas.

Les famoses lleis de Newton, que han permes a la humanitat entendre
el moén que ens envolta, apareixen a la seva gran obra Philosohiae Naturalis
Principia Mathematica, coneguda com els Principia, de 1686, escrita imitant
en certa manera 'estil dels Elements, [A438]. El tractament de les coniques
és extraordinari.

Figura 2.4: Woolsthorpe Manor.
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Motivat per 'article de Josep Casadella Recreacio del descobriment New-
tonia de la llei de gravitacio, [B11], i seguint-lo parcialment vaig escriure unes
notes sobre la curvatura de les coniques tal com apareix als Principia, de les
quals reprodueixo la part relativa a la el-lipse.

Curvatura de la el-lipse

FEquacio de el-lipse en noves coordenades. Com tothom sap, ja des d’A-
poloni, les coordenades naturals (les usades per Apolonil!) sén les dels
diametres con-
jugats:

S’agafa com
origen un punt
G de el -lipse
i com eixos el
diametre GA
i la tangent
GH en G.
Les coordena-
des (z,y) del
punt L de Figura 2.5: Diametres conjugats.

I’el-lipse son
r=GK,y= KL, sent KL la paral-lela a la tangent a ’el-lilpse per G.

Tot i que Apoloni no ho va fer com ho farem ara, mirem quina és I’equacio
de Tellipse respecte (z,y). Si denotem (u,v) les coordenades cartesianes
habituals de R?, podem pensar 1’el-lipse d’equacié

u? 0P

com la imatge per l'aplicacié f(u,v) = (u, 2v) de la circumferencia u? +v? =
1.
Abans de continuar fem la observacié segiient.

Lema 2.2.1. Si els segments HG © KL son paral-lels, llavors

HG _HC
KL K'L/
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Demostracio. O bé analiticament o pel Teorema de Tales com mostra el

dibuix. [

Observem ara la Figura
2.7. La el-lipse de semiexos
a i b es transforma en la cir-
cumferencia de radi a per 'a-
plicacié f(u,v) = f(u,3§v)
(suposem a eix major i b eix
menor).

Les coordenades d’Apo-
loni del punt L de la el-lipse
son ¢ = GK, y = KL. Com
que per construccié KL és
paral-lel a GH també IJ és

b/a

Figura 2.6: Aplicacio de Tales.

paral-lel a HF (lema anterior). En particular, I.J és perpendicular a F.J.

Observem
que I = f(L),
J = f(K),
F = f(G).
Denotem F'J =
s, IJ = t,
AG = 1.
Pel teore- s

ma 2.2.1 te-
nim HF/HG =
JI/KL, és a

dir, HF/HG =
t/y, o bé, po-
sant \ = HF/HG,

t=X-y(2.1)

I per Tales,

es a dir,

Figura 2.7: El-lipse i circumferéncia.

- (2.2)
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Pel teorema de 'altura
t*=s-(2a — s).

Substituint (2.1) i (2.2) en aquesta expressi6 tenim

YA = g33(2& — gx).
l l
El diametre conjugat del AG és el diametre per A paral-lel a la tangent en
G. El punt on aquest diametre talla ’el-lipse (un dels punts) té coordenades

(I,q). La relaci6 entre [ i g és doncs

PN = %l(?a — %l) =a’

Podem escriure doncs 'equacié de 1'ellipse (fent jugar el diametre conjugat)
com

La descripcio, en paraules, d’aquesta formula interpretada com que [’area
d’un quadrat és igual a la diferencia d’arees de dos rectangles és la propietat
que Apoloni veu en la seccid d’un con.*

Radi de curvatura.

Newton introdueix el radi de curvatura aplicant el teorema de I'altura a un
triangle inscrit al cercle osculador, tal com es veu a la figura.

4La Laura Salvo, en el seu treball de Fi de Grau, UAB 2010, tradueix Apoloni aixi:
Tallant un con per un pla que passi per l’eix i per un altre no paral-lel ni en sentit contrari,
que talli els costats del triangle que passa per Ueix, si la interseccio del pla secant amb el
de la base del con és perpendicular a la del triangle o a la seva prolongacio, el quadrat de
tota recta tracada des de la seccio del con paral-lelament a tal interseccid fins el diametre
de la seccio, equival a una area aplicada segons una certa recta que guarda una radé amb
el diametre igual que el quadrat de la paral-lela al diametre des del vertex del con fins la
base del triangle guarda amb el rectangle format per les rectes que aquesta ultima recta
determina en els costats del triangle, la altura de la qual és la part del diametre separada
per la primera recta, del costat del vértex de la seccid, disminuit en una figura semblant
1 semblantment disposada al rectangle limitat pel diametre i el parametre. Anomenarem
el-lipse a tal seccio.
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Pel teorema de l'altura

ML? = MG(2p — MG),

per tant, quan L tendeix a GG, tenim

I ML? B
L1—>I% MG

2. (2.3)

Intuitivament esta dient que la
circumferencia osculatriu aproxima
bé la corba en el sentit de que no
importa que L s’acosti a G per so-
bre de la corba que per sobre de la circumferencia.

Figura 2.8: Radi de curvatura.

Teorema 2.2.2. La curvatura de ’el-lipse en un punt G esta donada per

1 n
k’ _ - = —2’
P g
on n €s la distancia entre la tangent per G 1 el diametre paral-lel a ella, 1 2q
és la longitud d’aquest diametre.

Demostracio. Amb la notacié de la figura, el radi de curvatura p en el
punt G és p = GE. Es diu que E és el centre de curvatura.

Observem que les coordenades (z,y) de L sén x = GB, y = BL. També
tenim GA =1 i GN = n. Tenim, per (2.3),

BM2 2
2p:1imuzlim Y

z—0 GM z—0 GM

La darre-
ra igualtat es
dedueix de que
el quocient BM /G M
és constant (quan
L tendeix a
G, és a dir,
quan x ten-
deix a zero).

Figura 2.9: FEl-lipse i cercle osculador.
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Per semblanca de triangles

GN_n GM

GA | x

Substituint el valor de GM a 'expressio del radi de curvatura tenim

9, — i 2l_. y21_2q2 l_2q2
p=Ilm—=Ilm——=— - —=—
=0 nx z—=0 T N l n n
Per tant 1
k=-=—. 0O
P q

Teorema 2.2.3. La secant GV de la circumferéncia osculatriu a [’el-lipse
en el punt G, que passa pel centre de l’el-lipse, esta donada per

Y2
GV = lim —. (2.4)

x—0
Demostracio. Per semblanca de triangles

GM GV

Aixi

2
2
2p:limy— i

=0z GV
Simplificant tenim el resultat. [

Comparant I'area del rectangle format per 4 tangents en els punts de
contacte de diametres conjugats amb ’area del seu transformat per ’aplicacio
f(u,v) = (u, §v), que és un paral-lelogram de base 2q i altura 2n, i recordant

que l'area queda multiplicada pel determinant d’aquesta aplicacio, que és 7,
obtenim que 34qn = 4a?, és a dir, gn = ab, de manera que la curvatura

també és pot escriure com
3
n

a?b?’
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2.3 Pierre Varignon (1654-1722)

Era Jesuita i va ser el primer professor de matematiques del col-legi Mazarino.
Aquest col-legi és molt important historicament ja que va ser el primer en
instaurar un curs complet dedicat a les matematiques abans dels dos anys
de filosofia i el primer en crear una catedra de matematiques, vegeu el llibre
d’Ana Garcia Azcarate Legendre, la honestidad de un cientifico, [B26]. Va
ser creat per Lluis XIV, qui va fer construir un edifici especial davant del
Louvre. EI 1805 Napole6 el va convertir en la seu de I'Institut de Franga i
és alla on tenen lloc les reunions plenaries de I’Académie. Per aquest col-legi
van passar Jaques Cassini, que va tenir a Varignon com director de tesi®,
Jean le Rond d’Alembert, Charles de Coulomb, Antonie-Laurent Lavoiser,
Adrien Marie Legendre, etc.

Entre 1701 i 1713 Varignon publica diversos treballs sobre développées,
o involutes, amb raonaments que utilitzen el calcul diferencial de manera
incipient. Concretament, el 1701 publica el treball Autre regle generale des
Forces Centrales, [A522], on explica com calcular radis osculadors. El 1706, a
Differentes manieres infiniment generales de trouver les Rayons osculateurs
de toutes sortes de Courbes, [A523], déna un metode per trobar “els radis
osculadors de totes les corbes”.

El 1712 publica Nouve-
lles reflexions sur les dévelo-
ppées et sur les courbes

résultantes du développement
de celles-la, [A524], treball

Formules infiniment génerales des Rayons ofculatenys.

. , . 1° — _ ydydsn
que continua l'any segiient t N AT F ydsdda—y dxdast
a [A526]. El Nouwvelles re- 20, L ydxdst
: : ——dsdx?tydydas—ydxddy-
flexions comenca dient: M. raxtT "d’ 7eEity
. .0 — ¥ i3 X
Huygens es el primer, que 3 P rre vy ey
jo sapiga, que ha pensat en 40 wdudst
N —
el desenvolupament de cor- = zdzdyash yasaaz—yazdase
- o, : aydyds>
bes, les quals als desenvolu 5 LY TYTITL I TTILL s
parse, en tracen unes altres 6 ade
‘ o,
que anem ara a eraminar. P i wmug i i yuu g uidu)e

Varignon va mantenir
molta relacié amb Johann

5De fet, les tesis com les coneixem avui dia, no es van implantar a Franca fins 1810.
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Bernoulli a qui va coneixer a
Paris el 1692, i va ser un fervent defensor del calcul infinitesimal.

D’aquesta época sén també diversos treballs de L. Carré (1663-1711) sobre
rectificacié de corbes, com l'espiral logaritmica o la cicloide, vegeu Méthode
pour la rectification des lignes courbes, [A112], 1 Rectification de la Cicloide,
[A113)].
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2.4 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)

Neix a Leipzig, Ducat de Saxonia.
Estudia llengiies classiques, logica i
filosofia escolastica a la Universitat
de Leipzig, on el seu pare havia estat
professor. Després d’una anys dedi-
cat a temes juridics, va a Paris, on
coneix Huygens, i s’adona de les se-
ves mancances en matematiques. En
poc temps, amb 'ajuda de Huygens,
es posa al dia i escriu Nova metho-
dus pro mazximis et minimis, [A364],
treball de 1684 que es considera com
Vinici del calcul diferencial. Es es-
sencialment el mateix que el ;nétode ,
de les fluxions de Newton. Es molt Figura 2.10: Gottfried W. von Leibniz.
famosa la controversia entre aquests

dos matematics sobre la prioritat com a creadors del calcul diferencial. La
notacié que ha quedat, | per a la integral i d per a la derivada és la de Leib-
niz. Corresponen a les inicials de les paraules llatines summa i differentia.
Newton utilitzava el punt a sobre la lletra, @, per a les seves fluzions.

A Nova methodus estudia I'equacié y” = 0 que associa als punts d’in-
flexié. Posteriorment publica a la mateixa revista, el 1686, el treball De
geometria recondita et analysi indivisibilium atque infinitorum, [A365], que
es pot considerar prolongacié de I'anterior.

El 1686 funda la revista Acta Eruditorum i publica el treball Meditatio
nova de natura anguli contactus et osculi, [A366], on apareix el cercle oscu-
lador pero no una expressio analitica del seu radi. Parla del cercle osculador
com del cercle per quatre punts proxims de la corba, error que rectifica a
I’advertir-li Jacob Bernoulli, que només cal considerar tres punts.

A De linea ex lineis numero infinitis ordinatim, [A367], publica la teoria
d’envolupants d’una familia uniparametrica de corbes planes. A Generalia
de natura linearum, anguiloque contactus et osculi, [A368], estudia les evolu-
tes i involutes de Huygens, amb el comentari que involutes diferents, d’una
mateixa corba, sén paral-leles, primer cop que s’utilitza aquesta notacio per
a corbes planes.

A la famosa Encyclopédie, Diderot escriu: <La théorie des rayons des de-
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véloppées a eté aprofondie par Leibnitz, qui [sic] le premier a fair connaitre
I'usage des devéloppées pour mesurer les courbess.
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2.5 Johann Bernoulli (1667-1748)

El 1683 entra a la Universitat de la
seva ciutat natal, Basilea, a estudi-
ar medicina. El seu germa Jakob,
molt més gran que ell, era professor
en aquesta universitat i I'introdueix
a l'estudi de les matematiques. El
1690, a Paris, déna classe al Mar-
ques de I'Hopital qui fa servir mol-
tes de les seves ensenyances en el
seu famés llibre Analyse des infini-
tement petits pour l'intelligence des
lignes courbes, [A370], cosa que el va
molestar. Va ser amic de Varignon.
El 1695, per mediaci6 de Huygens,
va obtenir un lloc de professor de
Fisica i Matematiques a la Univer-
sitat de Groningen. Quan va morir el seu germa ell el va substituir com
professor a la Universitat de Basilea.

En unes lectures que va impartir a Basilea, durant 1’hivern de 1691-92,
s’hi troben calculs de tangents a corbes planes, amb aplicacions a la cicloide,
la cisoide, i altres. Veure Johannis Bernoulli Opera Omnia, [A37], vol. III,
pag. 386.

S’estudien maxims, minims i punts d’inflexi6 a partir de les equacions
dy = 01 ddy = 0. S’utilitzen coordenades polars. Per la mateixa epoca
calcula el radi de curvatura.

El 1697 proposa el segilient problema: <Deux points étant donnés sur une
superficie connexe, on demande une maniere d’y décrire géométriquement
d’un de ces points a lautre, la ligne la plus courtes. Veure [A37], p. 204. El
problema de trobar les geodesiques d’'una superficie estava ja correctament
formulat. Vegeu la nota 151 de Struik, pagina 300.

En una carta a Leibniz, agost 1698, resol en certa manera aquest problema
tot caracteritzant les geodesiques sobre una superficie com aquelles corbes
tals que la seva normal (com a corba de R3) coincideix amb la normal a
la superficie. Equivalentment, que el pla osculador és perpendicular al pla
tangent. Diu: <quod planum transiens per tria quaelibet puncta proxima
lineae quaesitae debeat esse rectum ad planum tangens superficiem curvam

Figura 2.11: Johann Bernoulli.
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in aliquo istorum punctorums.

L’equacio6 explicita de les geodesiques no es troba a la seva obra, pero diu
haver-la trobat en una altra carta a Leibniz.

El seu germa i rival Jacob Bernoulli va fer també importants contribucions
i va estudiar el problema isoperimetric.



Capitol 3

Leonhard Euler (1707-1783)

syst Neix a Basilea. L’amistat entre
les families Euler i Bernoulli influi
molt en la vida d’Euler. Va ser Da-
niel, el fill de Johann Bernoulli, qui
va proposar a Euler anar a treballar
amb ell a Sant Petesburg. Aixi que
Euler arriba Russia el 1727. Hi ro-
man fins el 1741 quan accepta un
carrec a I’Academia de Berlin. A
Berlin hi esta 25 anys i hi escriu uns
380 articles. El 1766 torna a Sant
Petesburg fins a la seva mort. Va
passar els tltims anys de la seva vi-
da cec, pero va continuar treballant.
Molts treballs els va dictar al seu fill
gran.® Figura 3.1: Leonhard Euler.

Destaquem” a continuacié els articles de l'il-lustre Euler que es poden
considerar propiament de geometria diferencial. Aquesta eleccié és sempre
dubtosa ja que molts treballs queden a la difosa frontera entre la geome-
tria classica i la geometria diferencial o entre aquesta i ’analisi, equacions
diferencials, etc.

5Dades extretes de Wikipedia.

"Podeu trobar I'Obra d’ Euler ahttp://eulerarchive.maa.org/. I traduida a I'angles
(per exemple la referéncia E491) a
http://eulerarchive.maa.org/docs/translations/E491en.pdf

25
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Cronologicament el primer treball que cal considerar és De linea brevis-
sima in superficie quacunque duo quaelibet puncta iungente, [A252], de 1728
pero publicat el 1732, en el que estudia les geodesiques de les superficies. Hi
apareixen les avui conegudes com equacions d’Euler de les geodesiques. El
problema el va proposar el seu director de tesi: Johann Bernoulli.

A Tarticle [A253] Euler introdueix les coordenades naturals, és a dir,
descriu les corbes planes per la curvatura en funcié del parametre arc, vegeu
Struik, nota 32, pagina 290.

En el seu llibre de 1745, Introductio in analysin infinitorum, [A257], ja es
preocupa de la curvatura de les corbes (capitol 14). Conté 22 capitols:

<1. De lineis curvis in genere. 2. De coordinatarum permutatio-
ne. 3. De linearum curvarum algebraicarum in ordines divisione.
4. De linearum cujusque ordinis praecipuis proprietatibus. 5. De
lineis secundi ordinis. 6. De linearum secundi ordinis subdivisi-
one in genera. 7. De ramorum in infinitum excurrentium inves-
tigatione. 8. De lineis asymptotis. 9. De linearum tertii ordinis
subdivisione in species. 10. De praecipuis linearum tertii ordinis
proprietatibus. 11. De lineis quarti ordinis. 12. De investigatione
figurae linearum curvarum. 13. De affectionibus linearum curva-
rum. 14. De curvatura linearum curvarum. 15. De curvis una
pluribusve diametris praeditis. 16. De inventione curvarum ex
datis applicatarum proprietatibus. 17. De inventione curvarum
ex aliis proprietatibus. 18. De similitudine et affinitate linearum
curvarum. 19. De intersectione curvarum. 20. De constructione
aequationum. 21. De lineis curvis transcendentibus. 22. Solutio
nonnullorum problematum ad circulum pertinentium. >

Les pagines 321-398 contenen un Appendix de superficiebus, format pels
6 capitols seglients:

<1. De superficiebus corporum in genere. 2. De sectionibus
superficierum a planis quibuscunque factis. 3. De sectionibus
cylindri, coni et globi. 4. De immutatione coordinatum. 5. De
superficiebus secundi ordinis. 6. De superficierum intersectione
mutuas.

Un treball molt interessant i facil de llegir és Recherches sur la courbure
des surfaces, [A258], on apareix per primer cop la famosa férmula d’Euler
per a les curvatures principals. Vegeu la nota 92 de Struik, pagina 294.
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El titol del treball de 1770 es molt suggerent: Fvolutio insignis parado-
zi circa aequalitatem superficierum, [A260]. La paradoxa consisteix en que
infinites superficies diferents tenen el mateix elementum superficiei

vV 1+ p?+ ¢*dx dy.

Es pot considerar doncs com un primer pas cap a l'estudi de superficies
aplicables I'una sobre 'altre, que preocuparia tant a Gauss i altres posterior-
ment, pero en aquest cas les aplicacions conservant arees, no longituds. De
fet, el problema 5 (I’article consta de 5 problemes amb les seves respostes i
corol-laris) va d’esferes:

<Si superficies proposita fuerit sphaerica radio = a descripta,
inuestigare omnes superficies ipsi congruentess.

Es a dir, quines superficies tenen el mateix element d’area que l’esfera. Per
cert, que en aquest i alguns altres articles el nom de 'autor és L. Eulero.

L’any segiient publica De curva rectificabili in superficie sphaerica, [A261],
on estudia corbes sobre 'esfera i el 1772 publica De Solidis quorum superfici-
em in planum explicare licet, [A262], on s’introdueix el concepte de superficie
desenvolupable. En particular introdueix la superficie coneguda com desen-
volupable tangencial. Aquest problema és essencialment el mateix que motiva
a Gauss: la possibilitat (o0 no) de fer un planol de la Terra. Parla de llums
i ombres. Concretament ’article déna tres solucions al problema proposat
[quines superficies es poden desenvolupar sobre el pla] i la <Tertia Solutioes
titula: Problematis pricipalis, ex Theoria Lucis et umbrae petita.

Es preocupa també de les corbes d’amplada constant a De curvis triangu-
laribus, [A266]. Les troba com involutes de corbes triangulars, i troba corbes
tancades amb tres ctspides. Vegeu la nota 59 de Struik, pagina 291.

Estudia trigonometria esferica introduint la notacié que encara s’utilitza
avui dia.

Publica tres articles consecutius sobre la possibilitat de fer mapes fia-
bles, [A265], [A264], [A263], problema que tant va preocupar Gauss i altres
geometres posteriorment. Calcula longitud sobre 'esfera a partir de les co-
ordenades locals sobre I'esfera, longitud i latitud, com fara Gauss anys més
tard en el Disquisitiones. Escriu, per exemple,

ps = Vdu? + dt? cos? u,

on ps és una corba sobre I'esfera, i u i t denoten la latitud i longitud respec-
tivament.
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Compara les longituds dels costats d'un petit quadrilater format per me-
ridians i paral-lels sobre 'esfera i la seva imatge sobre el pla. Imposant que
les longituds dels costats s’han de conservar i 'angle recte també arriba a
contradiccié, no hi ha manera doncs de representar la superficie de la terra
sobre un pla, i diu que aquest resultat és ben conegut.

Diguem finalment, per completesa, que també es va preocupar de pro-
blemes de geometria classica, impulsant aixi un renaixement de I'interes per
aquesta disciplina. Destaquem Solutio facilis problematum, [A259], on intro-
dueix la famosa recta d’Euler, al demostrar que el circumcentre, I'ortocentre
i el baricentre estan alineats. De fet el problema que es proposava era re-
construir un triangle donades les distancies entre aquests tres punts. Aquests
problemes de reconstruccio es denominen, per alguns, problemes de trigonos-
copia, vegeu The Geometry of Leonhard Euler, [B77], article on hi trobareu
també un resum de les aportacions d’Euler a la Geometria .

Va estudiar les coniques intentant discernir entre propietats caracterit-
zants de les coniques i propietats de les coniques. De fet 'article [A256]
es titula Sur quelques proprietes des sections coniques qui conviennent a un
infinite d’autres lignes courbes. Va mantenir correspondencia amb Alexis
Clairaut sobre aquests temes.

El 1745 Euler va posar de manera anonima un problema a Nova Acta
Eruditorum que deia: “Donat un punt F' arbitrari, trobar totes les corbes
tals que tot raig procedent de F' retorna a aquest mateix punt F' després de
dues reflexions en dos punts de la corba.” Ell mateix el va resoldre a Solutio
problematis catoptrici, [A255], donant I'equacié diferencial d’aquestes corbes,
que inclouen obviament les el-lipses, i que anomena catoptrius.

L’article Methodus inveniendi lineas curvas mazximi minimive proprietate
gaudentes, swe solutio problematis isoperimetrici lattissimo sensu accepti,
[A254], es pot considerar com la fundacié del Calcul de Variacions. També
és el primer lloc on apareix el principi de la minima accio. Introdueix la
catenoide quan posa el problema segiient: “Trobar una corba entre totes les
de la mateixa longitud tal que quan la rotem al voltant de ’eix AZ engendra
un solid la superficie del qual és maxima o minima”. Conté una llista de més
de 100 problemes.

A Methodus facilis omnia symptomata linearum curvarum non in eodem
plano sitarum investigandi, [A267], introdueix el parametre arc per a estudi
de corbes a 'espai i troba I'avui coneguda com primera férmula de Frenet:
% = kni (la derivada del vector tangent respecte del parametre arc és pro-
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porcional a la normal, i la constant de proporcionalitat és la curvatura).

Un resum de les aportacions d’Euler a la Geometria Diferencial la podeu
trobar a I'article de Karin Reich Fuler’s Contribution to Diffential Geometry
and its Reception, [B50].
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Capitol 4

Alexis Claude Clairaut
(1713-1765)

Neix a Paris. El seu pare era pro-
fessor de matematiques. Als 13
anys llegeix un article titulat Quatre
problemes sur de nouvelles courves a
I’Académia de Paris. Amb només 16
anys® va escriure Rechereches sur les
courbes a double courbure, [A141],
publicat un parell d’anys més tard
i que li va valer ser admes a I’A-
cadémie des Sciences. El nom dou-
ble courbure no vol dir que estudii
la curvatura i la torsié sind que és
una manera de referir-se a les corbes ' '

guerxes de l'espai. De fet, projecta Figura 4.1: Alexis C. Clairaut.

les corbes sobre dos plans ortogonals i les dues curvatures venen a ser les
curvatures d’aquestes dues corbes. Ell mateix diu que pren el nom del ja uti-
litzat per H. Pitot?, a Quadrature de la moitié d’une courbe des arcs, appellée

8Vegeu [B64].

9Henri Pitot (1695-1771). Neix a Aramon o Pézenas, en tot cas prop de Nimes. Estudia
quimica a Paris als laboratoris Réaumur, al mateix temps que matematiques. Es nomenat
adjunt de Mecanica a I’Académie el 1724. El 1740 és nomenat director de treballs hidraulics
al Llanguedoc. L’aqiieducte de Montpellier es coneix avui com Pont Pitot. També va
inventar un tub per mesurar la velocitat de fluids que es coneix com tub Pitot (informacié
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la compagne de la cycloide, [A452], quan aquest estudia I’helix.

El llibre esmentat és essencialment geometria analitica de ’espai, tema
nou en aquella epoca. Les corbes es manipulen només com interseccié de
superficies. Estudia tangents, normals, longituds, etc. Com exemples utilitza
corbes algebraiques, com per exemple la interseccié de y? = ax amb 2% = by,
pero també estudia la cicloide.

A la darrera part del llibre es pregunta pels cercles geodesics: décrite en
faisant tourner dessus un compas dont une pointe est attachée a un point
fize.

Va ajudar al Marqués de Chatelet a traduir els Principia de Newton,
adjuntant teories propies a aquesta traduccio.

El 1732 escriu Des épicycloides sphériques, [A145], que es publica el 1737.
Tema de moda a I’época, aquestes corbes s’obtenen en fer girar un cercle sobre
un altre cercle fixat, quan el pla del cercle mobil forma un angle constant amb
el pla del cercle fix. Sén una generalitzacié natural dels epicicloides plans. Es
facil veure que son corbes esferiques. L’objectiu dels seus treballs és estudiar
quines sén algebraiques i rectificables algebraicament, ja que el Offenburg el
1718 havia preguntat per les finestres sobre una esfera de les quals es pogués
calcular la longitud algebraicament (problema relacionat doncs la la famosa
volta de Viviani). Veu que la longitud és algebraica quan el quocient dels
radis dels cercles és igual al cosinus de ’angle entre els plans. Jean Delcourt
és un especialista en el tema, [B14].

El 1734 passa uns mesos a Basel estudiant amb Johann Bernoulli. El
1736 pren part en una expedici6 amb Maupertuis a Laponia per mesurar
un grau de longitud i provar que la Terra és un esferoide aixafat pels Pols.
Sobre Maupertuis podeu consultar el treball d’Irene Passeron Maupertuis,
passeur d’intelligibilité. De la cycloide a Uellipsoide aplati en passant par le
“newtonianisme”: années parisiennes, [B45].

A Tarticle Determination Géométrique de la perpendiculaire a la meridi-
enne tracée par M. Cassini; Avec plusieurs Methodes d’en tirer la grandeur
et la figure de la Terre, [A142], es preocupa de geodesia i estudia geodesiques
sobre tot tipus de superficie.

Es en aquest article on apareix I'anomenada ‘relacié de Clairaut’, per al
cas particular de la superficie de la Terra. En aquest cas no és més que el
teorema del sinus per a trigonometria esferica.

A la pagina 409 diu: <

extreta del treball de J. Delcourt [B14]).
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PROBLEME

Un sphéroide quelconque étant donée, trouver sur la surface les
Courbes qui ont la proprieté d’étre le chemin le plus court entre
deuz de leurs points quelconques.

Soit PAMyu une partie de la surface de ce Sphéroide, P le pole,
AP le Méridien d’ou 'on est parti, AM la ligne tracée, ou la ligne
la plus courte entre tous ses points, M, m, p, trois points de cette
courbe infiniment pres I'un de 'autres.

ila 410 conclou:

[...] <les sinus des angles AMP
qu’elle fait avec les Méridiens
sont toljours en raison renversée
des ordonnées de ces Méridiens
au point de rencontre M, car %

m
est le sinus de l'angle MmR =

AMP>.

Figura 4.2: Dibuiz copiat de
En llenguatge modern i per a superficies de  [original.
revolucié arbitraries la relacié de Clairaut es
formula aixi:

Teorema 4.0.1 (Relaci6 de Clairaut). Al llarg d’una geodesica d’una su-
perficie de revolucid es compleix que

psina = constant,

on p és el radi del cercle paral-lel i o 'angle entre la geodésica i el meridia.

Relacio de Clairaut sobre el con.

Considerem el con desplegat so-
bre el pla, en el que les geodesiques
del con son rectes del pla.

Aplicant el teorema del sinus al
triangle AOC'D de la figura tenim

ocC OD

sin(r —a)  siny’

Figura 4.3: Relacio de Clairaut 1 teo-
rema del sinus.
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és a dir, ODsina = OC'sin+y, pero el segon terme d’aquesta igualtat és
constant, ja que queda determinat per la geodesica que estem considerant.
Per tant, OD sin a = constant.

Ara bé, com el radi p del paral-lel AB queda totalment determinat per
OD, la igualtat OD sin o = constant impica psina = constant, com diu la
relacié de Clairaut.

Relacio de Clairaut sobre [’esfera.

La relacié de Clairaut sobre I'esfera no és més que el teorema del sinus.

En efecte, observem que els punts A, C de la figura 4.4 determinen un
meridia i els punts A, B determinen un altre meridia. Aquests dos meridians
estan tallats per la geodesica (cercle maxim) determinada pel punts B, C.
Apliquem el teorema del sinus al triangle esferic ABC'.

Tenim
sinC sinB / / \
sin ¢ sinb , o \

Es a dir, b

sinC'-sinb=sin B -sinc.  (4.1)
Aixo implica que el producte

sinC' -sin b

és constant al llarg de la geodesica
ja que si girem el meridia AC' man-
tenint fix el meridia AB (i la ge-
odesica) el producte

Figura 4.4: Relacio de Clairaut i teo-
rema del sinus esferic.

sin B - sinc¢

no varia.

Finalment observem que la distancia de C' a 'eix de rotacio, C'E en la
figura, és igual a sin ZCOFE, ja que la hipotenusa OC' = 1. Pero la longitud
b del cercle maxim que uneix A i C' és justament igual a I’angle (en radians)
ZCOE.

Per tant, la igualtat (4.1) s’escriu com

CFE -sin C = constant,
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que és exactament la relacié de Clairaut.

Se’l considera també un precursor del famds Teorema integral de Cauchy
ja que el 1740 a [A146] estableix que si una forma és exacta la seva integral
al llarg d’un cami tancat és zero.

Es va interessar per la hidrostatica i la figura de la terra. A larticle
Théorie de la figure de la Terre, tirée des principes de I’Hydrostatique, de
1743, [A148], confirma la teoria de Newton i Huygens sobre el fet de que la
terra esta aixafada en els Pols.

Altres publicacions de Clairaut foren: Solution de plusieurs problemes o
il s’agit de trouver des Courbes dont la propiété consiste dans une certain
relation entre leurs branches, exprimé par une equation donée, [A143], Sur la
nouvelle methode de M. Cassini, pour connaitre la figure de la Terre, [A144]
i Eléments de Géométrie, [A147]. També obté importants resultats sobre
I’apogeu de la Lluna, en una article de 1752 molt alabat per Euler. Va
mantenir una disputa amb d’Alembert per uns treballs sobre cometes.
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Capitol 5

Joseph Louis Lagrange

(1736-1813)

Neix a Turin. A finals de 1754
fa importants descobriments sobre
la tautocrona. El 1755 és nome-
nat (amb només 19 anys) professor a
I’Escola Reial d’Artilleria de Turin.
En aquesta epoca envia una carta a
Euler on introdueix el calcul de vari-
acions, tema ja considerat per Euler.
El 1760 escriu Essai d'une nou-
velle méthode pour determiner les
mazxima et les minima des formu-
les intégrales indéfinies, essencial-
ment dedicat al calcul de variacions,
[A327]. A la introduccié diu:

Figura 5.1: Joseph Louis Lagrange.

<[...] trouver les courbes dans lesquelles une expression intégrale
donnée soit un maximum ou un minimum par rapport a toutes

les autres courbes.

Le premier Probleme de ce genre, que les Géometres aient résolu,
est celui de la Brachistochrone, ou ligne de la plus vite descente,
que M. Jean Bernoulli proposa vers la fin du siecle passé. [...] le
célebre M. Euler a entrepis de réduire toutes les recherches de ce
genre a une méthode générale, dans I'ouvrage intitulé: Methodus
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mveniends lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes,
siwwe solutio problematis 1soperimetrici lattissimo sensu accepti >.

Al llarg de 'obra va comparant els seus resultats amb els d’Euler, dient
que els seus sén més generals. A D'apendix 1, pagina 45, aplica els seus
metodes a trobar la superficie més petita amb perimetre donat. Troba aixi
les equacions de les superficies d’area minima, pero no les integra (vegeu
Memoria sobre el concepto, método y fuentes de la geometria diferencial,
Girbau, [B29]). Concretament, si la superficie és z = z(z,y) i denotem

0z 0z P q
P==,49= 77, PZ_?Q:—
Oz dy 1+ p2 + 2 M+ 2+ @2
llavors la condicié és op 90
G+ G
ox dy
A Tapendix 2, pagina 357, resol el segiient problema: d’entre tots els
poligons amb un nombre donat de costats trobar el que té area maxima.
Conclou que ha d’estar inscrit a una circumferencia. Diu, finalment, que
Cramer'? ha resolt aquest problema sintéticament, el 1752.
El 1766 va succeir Euler com Director de Matematiques de 1’Academia de
Berlin. El 1787 es trasllada a Paris com a Membre de I’Académie de Sciences.
Va ser el primer professor d’Analisi de I’ Ecole Polytechnique (1794).

) =0.

10F] treball més important de Gabriel Cramer (1704-1752) va ser Introduction d l’a-
nalyse des lignes courbes algébriques, [A173], llibre extens que encara no utilitza el calcul
infinitesimal, i que conté els capitols segiients: 1. De la natura de les linies corbes en ge-
neral i de les seves equacions. II. Les transformacions que experimenta ’equacié d’una
corba quan se la referix a unes altres coordenades. III. Dels diferents ordres de les linies
algebriques [aqui apareix la famosa “regle de Cramer” per resoldre sistemes d’equacions
lineals]. IV. Algunes remarques sobre les construccions geometriques de les igualtats. V.
Valor del producte de totes les ordenades d’una mateixa abscissa. VI. Dels diametres,
contra-diametres i centres de les linies corbes. VII. Determinacié dels termes més grans
d’una equacié. Principis del metode de les series o successions infinites. VIII. De les bran-
ques infinites de les corbes. IX. Divisions generals de les corbes dels cinc primers ordres.
X. Punts singulars; punts miltiples, punts d’inflexié i de “serpentement” [punts d’inflexié
de sinusoides]. XI. El meétode de les tangents: Punts d’inflexid, les més grans i les més
petites abscisses i ordenades. XII. De la curvatura de les linies corbes en els seus diferents
punts. XIII. Les diferents especies de punts miltiples que poden tenir les corbes dels sis
primers ordres.

També va ser, per desig exprés de Johann Bernoulli, ’editor de les seves obres completes,
[A37].
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El 1797 publica el llibre Théorie de fonctions analytiques, [A330], la se-
gona part del qual es titula Applications de la théorie des fonctions a la
géométrie. Consta de catorze capitols, que van de la pagina 165 a la 310. Els
quatre primers estan dedicats al contacte entre corbes planes.

Destaquem el contingut dels capitols 7, 8 i 9.

VII. <«Théorie du contact des courbes a double courbure, des centres de
courbure, et du lieu de ces centres. Des développées des courbes a
double courbure. Quadrature et rectification de ces courbess.

VIII. <Des surfaces courbes et de leurs plans tangents. Théorie du contact
des surfaces courbes. Des contactes des différents ordress.

IX. <«Des spheres osculatrices. Des lignes de plus grande et de moindre
coubure. Propriétés de ces ligness.

El Capitol VIII acaba dient (p. 242): «[...] il suit qu’il est impossible
de trouver en géneral une sphere osculatrice d’une surface, comme on trouve
le cercle osculateur d'une courbes.!! Préviament ha definit contacte d’ordre
dos entre superficies i esfera osculatriu com la que té contacte d’ordre dos en
el punt de tangencia.

El capitol IX comenga dient: «Nous venons de voir que parmi toutes les
spheres touchantes, il ne peut y en avoir aucune qui devienne osculatrice de
la surface, mais on peut toujours déterminer celle qui sera osculatrice d’une
courbe quelconque tracée sur la méme surfaces.

Estudia llavors les corbes sobre la superficie que tenen esfera osculatriu
de radi maxim o minim, introduint aixi les linies de curvatura, i demostrant
que aquestes es tallen ortogonalment en cada punt.

I fa essencialment el que es coneix com teorema de Monge'?, concreta-
ment a la pagina 248 diu: <les lignes suivant lesquelles le rayon de cour-
bure sera tangent de la courbe des centres, sont les mémes que celles de la
plus grande ou de la moindre courbure,>i a la 249 déna prioritat a Monge:
<Voyez les Mémoires de Berlin pour I'année 1760, les tomes IX et X des

1Sj dues superficies tenen un contacte d’ordre dos en un punt, en aquest punt coinci-
deixen les primeres i segones derivades i com les curvatures principals es poden calcular
a partir de les derivades segones, i aquestes curvatures sén iguals sobre l’esfera, també
haurien de ser iguals a la superficie.

12E] treball de Monge on apareixen les linies de curvatura, Mémoire sur la théorie des
déblais et des remblais,[A415], és de 1781.
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Mémoires présentés ‘I’Académie des Sciences, et 1" Application de I’Analyse
a la Géométrie, par M. Monges. 3

El 1798 va publicar una nota sobre triangles esferics: Solutions de quelques
problémes relatifs auz triangles sphériques, [A329].

13Probablement es refereix al treball d’Euler [A258], i als de Monge [A414],[A421]. Perd
aquest treball d’Euler és de 1767 i no de 1760. I no conec res de Monge de 1760, que tenia
llavors 14 anys.



Capitol 6

Gaspard Monge (1746-1818)

A Monge'* se’l pot considerar, jun-
tament amb Euler i Gauss, com el
fundador de la geometria diferenci-
al de corbes i superficies. També
se’l considera creador de la teoria
de derivades parcials de segon ordre,
que ell sempre estudiava lligades a
problemes geometrics, pero que han
tingut tanta importancia en altres
camps posteriorment.

Els treballs sobre la vida i obra
de Monge escrits de més a prop i
molt complets sén els dels seus dei-
xebles Charles Dupin, [A230], de
1819 i el de Frangois Arago, [B3], de Figura 6.1: Gaspard Monge.
1846.

El treball de Dupin es titula FEssai historique sur les services et les travauz
scientifiques de Gaspard Monge. Després d'una primera part biografica conté
els capitols segiients:

Géométrie pure et descriptive, Géométrie analytique, Géométrie
appliquée auzx arts, Géométrie appliquée a la méchanique, Phy-
sique: Attraction moléculaire, Optique, MEétéorologie, Techno-

14 Aquest capitol es va publicar al Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques,
vol.33, n.2, p.111-145, 2018.

41
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logie: Feutrage, Chimie générale, Arts chimiques: Métallurgie,
Economie domestique: Frabrication des fromages de Lodézan,
Ouvrages et Mémoires publiés par G. Monge, Monument a eriger
en honneur de Monge, Liste de souscripteurs.

Com veieu hi podeu trobar la llista exhaustiva de les publicacions de
Monge i els seus diversos camps d’interes, incloent els formatges! 1°

Dupin també fa un retrat de Monge que ens pot ajudar a acostar-nos al
personatge ([A230], p. 150):

1l étai d’une haute stature, la force physique se montrait dans ses
larges muscles, comme la force morale se peignait dans son regard
vaste et profond. Sa figure était large et raccourcie comme la face
du lion. [...] Dés qu’il parlait, on croyait voir un autre homme...,
un feu nouveau brillait dans ses yeux.

Era alt, la forca fisica es veia en els seus llargs muscles, com la
forca moral es reflectia en la seva mirada vasta i profunda. La
seva figura era ampla i escurgada com la cara d’'un 1leé [...] Quan
parlava, hom creia veure un altre home ..., un foc nou brillava en
els seus ulls.

El treball d’Arago'® fou llegit a I’Académie de Sciences el 1846, consta
de 157 pagines, i es veu en tot moment la gran estima que Arago sentia
per Monge. Déna molta informacié interessant, per la proximitat temporal,
sobre la Revolucié Francesa i la campanya d’Egipte.

També hem consultat els elogis fiinebres de dos dels seus primers alumnes
a I'Ecole Polytechnique, N. Guyon [B33] i Barnabé Brisson [B5], del mateix
1818.

5Dupin va dedicar el seu primer llibre Développements de géometrie, [A227], de 1813, a

Monge posant com a subtitol: pour faire suite a la Géométrie Descriptive et a la Géométrie
Analytique de M. Monge, i dient:

MON ILLUSTRE MAITRE, Je vous dédie mon premier Ouvrage dans un genre
ou je dois tout a vos legons; vos encouragements m’ont engagé dans la carriere
aplanie par vos travaux |[...]

1l-lustre mestre, us dedico la meva primera Obra sobre un tema al que dec
tot a les wvostres llicons; els vostres encoratjaments m’han compromes en la
carrera aplanada pels vostres treballs [...]

16Per saber més sobre Arago vegeu la seccié 6, escrita per Josep Lluis Solé Clivillés.
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També sén d’interes els elogis que el 1849 dedica a Monge el director de
I'escola de Beaune, F. Ravailhe, [B49]. Aquesta és I'escola on va estudiar
Monge de petit. Aquests elogis estan dedicats a la filla de Monge Emilie,
en aquell moment Madame Marey Monge, ja que s’havia casat amb Nicolas-
Joseph Marey el 1789. EIl motiu és que 'esposa de Monge havia legat al
col-legi de Beaune la quantitat de 3000 francs per dotar una beca anual a
I’alumne més distingit en matematiques aquell any. El premi I'entregaven els
fills d’Emilie.

Una obra molt documentada és Un Grand Francais. Monge fondater de
I’Ecole Polytechnique, [B40], de Louis de Launay (1933). Aprofundeix molt
en la relacié entre Monge i Napoled i les tasques de Monge com a president
del Senat. Pero I'autor que més ha estudiat Monge, uns anys més tard (1951),
és sens dubte René Taton a L’oeuvre scientifique de Monge, [B73]. Es obra
definitiva sobre el tema.

Trobareu més detalls sobre la vida, obra, deixebles i continuadors de
Monge a les notes biografiques de Struik, [B67]. També a I’article de Sergescu
que va escriure el 1946 en motiu del bicentenari del naixement de Monge,
[B61].

Altres referencies son els articles de Bruno Belhoste Gaspard Monge: Ur-
gences revolutionnaires et utopie, [B6] (1989), de José J. Etayo Las bases de
la Geometria Diferencial, [B25] (1993), i de Rémi Langevin Gaspard Monge,
de la planche a dessin auz lignes de courbure, [B39] (2002). També hi ha un
molt bon resum a Vikipedia.

Breu biografia

Gaspard Monge neix el 9 de maig de 1746 a Beaune. Va ser el primer dels tres
fills de Jacques Monge, un comerciant que va portar una vida de privacions
per poder portar els fills a I’escola, concretament al College d’Oratoriens de
Beaune.

El 1762 Gaspard acaba els estudis de filosofia, fisica i matematiques a
Beaune. Amb només 16 anys és nomenat professor de Fisica a Lyon. Segons
Ravailhe [B49] el seu pare el va acomiadar dient: “Fill meu, recorda que
en tota circumstancia deus respecte als teus superiors i exemple als teus
inferiors”.

El 1764 fa un planol detallat de Beaune que ofereix a la municipali-
tat. El coronel de Vignan, segon comandant de I’Ecole Royale du Génie



44 Agusti Reventds

de Mézieres'”, sap apreciar el treball i ofereix al seu autor d’anar a Mézieres.

Hi entra, pero com alumne de segona categoria, destinat a un taller annex.
Sembla que aqui ja treballa amb dovelles de guix, que potser I'influira en els
seus treballs posteriors sobre tall de pedres.

Per tal de resoldre problemes practics de fortificacions inventa, quan te-
nia aproximadament uns dinou anys, la geometria descriptiva. Com aquests
coneixements podien caure en mans de ’enemic se li ordena de ne rien di-
vulguer ni verbalement ni par écrit.'® No va poder explicar aquestes coses
fins el 1794, quan es va crear I’Ecole Normale Supérieure. Aixo va ser poc
despres del 9 thermidor!®, quan la Convencié Nacional (régim politic que va
governar Franca de 1792 a 1795) va sentir la necessitat de reorganitzar la
instruccio publica.

El 1768 passa de <répétiteur>-" a professor a Méziers i el 1771 es fa
carrec dels ensenyaments de Matematiques i Fisica. Fa quest any un primer
viatge a Paris on coneix Condorcet, d’Alembert i Vandermonde, qui jugara
un paper important durant la Revolucié i tindra influencia sobre Monge.
Vegeu Monge Géométre et Jacobin de J. Chapelon, [B12]. El 1772 és nome-
nat <correspondantsa I’Académie des Sciences per un tribunal format per
d’Alembert, Bossut i Condorcet.

Es casa el 1777 amb Marie-Catherine Huart, vidua Horbon, amb qui va
tenir tres filles, Emilie, Louise i Adélaide.?!

El 14 de gener de 1780 Monge és elegit geometra adjunt de I’Académie des
Sciences, en substitucié de Vandermonde. Aixo li exigia estar a Paris almenys
cinc mesos per any. Durant aquests periodes ajudava a 1’abat Bossut en els
seus cursos al Louvre. Es dedica a la fisica i la quimica, va treballar amb
Lavoisier, publicant memories sobre la sintesi de l'aigua, tema de moda a
I’época.

El 1783 mor Etienne Bézout que exercia d’examinador dels alumnes de

20

L Escola d’Enginyers de Mézieres va ser fundada el 1748 pel cavaller de Chastillon,
per tal de formar enginyers militars experts en fortificacions. Va agafar de seguida gran
reputacié. Les matematiques i la fisica eren ensenyades pels prestigiosos professors i abats
Bossut i Nollet.

8Diversos autors posen en entredit aquesta afirmacié d’Arago.

9Dia de l’arrest de Robespierre, 27 de juliol 1794.

20Estava amb els alumnes a les sales d’estudi ajudant amb els treballs grafics. Repetia
el que havia explicat el professor.

2INapoled, en el seu desterrament a Sainte-Helene va dir que Monge havia ofert les seves
filles en matrimoni als primers soldats ferits en defensa de Franca, pero Arago, després
d’una conversa amb l’esposa de Monge ho desmenteix o almenys ho matisa.
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marina i Monge és nomenat per aquest carrec. Aixo el va fer abandonar
definitivament 1" Ecole Royale du Génie de Méziers, ja que tenia que viatjar
molt. Va rebre de 1’ Ecole una pensio de 1.000 lliures per any.

Quan esclata la Revolucié Francesa Monge és un dels cientifics més cone-
guts, probablement més pels seus treballs de Fisica i Quimica que com a
Matematic. Ocupa diversos llocs de direccié al club dels Jacobins, i for-
ma part de la comissié de pesos i mesures per introduir el sistema metric
decimal.??

A finals de 179223 és elegit, per I’Assemblea, Ministre de la Marina, carrec
que ostentara només fins 'abril de 1793. El setembre de 1793 és encarregat,
juntament amb Vandermonde i Berthollet, d’organitzar la fabricacié de I'acer,
per tal d’accelerar la fabricacié d’armes. Publica I’Art de fabriquer des canons
com a manual per a les fabriques.

22Monge ja participa a la comissié que 1’Académie crea el 1789 per a estudiar un pla
per a la uniformitzacié dels pesos i mesures, la qual aconsella la proposta de Talleyrand
a I’Assemblée National el 1790, en la que exposen els avantatges de triar la longitud del
pendul que bat 1 segon en el paral-lel 45 com a unitat de mesura. El 1791 la proposta ja ha
canviat: es decideix que la nova unitat sigui una fraccié del meridia, i que es faran noves
mesures del meridia de Paris entre Dunkerque i Barcelona (I’Académie necessita fer-se
necessaria en els convulsos temps revolucionaris). Monge i Meussnier sén encarregats de
mesurar les bases de la triangulacid, perd no compliran aquesta tasca ja que Meussnier,
general de ’exercit, mor el 1793 en el setge de Mainz, i Monge és anomenat ministre.

També el 1793, el govern revolucionari suprimeix per elitisme I’Académie, perd cons-
titueix una «Comission temporaire des poids et mesuressen la que hi ha Monge. Sense
esperar els resultats de les medicions de Delambre i Méchain, s’acorda el 1795 definir un
metre provisional, basat en les mesures del meridia fetes per La Caille 40 anys abans.
Monge col-labora en els calculs corresponents.

Finalment, el 1798, una nova comissié estudia les dades aportades per Delambre i
Meéchain i encara que Monge hi figura, tampoc pot participar-hi, ja que acompanya Na-
poled a Egipte.

Una molt bona referéncia sobre aquesta apassionant historia és: Antonio Ten. Medir el
Metro. Instituto de Estudios Documentales e Historicos sobre la Ciencia. Universitat de
Valencia. 1996. [Peu de pagina escrit per Josep Lluis Solé].

23E1 13 d’agost de 1792 Lluis XVI és detingut i substituit per un Consell format per
ministres elegits per 1’Assemblea.
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Figura 2. Ecole Polytechnique, de 1805 a 1976.

L’onze de mar¢ de 1794%* el Comité de salut piblica crea una comissié
formada per J acques—Eli Lamblardie, Gaspard Monge i Lazare Carnot amb
la missié d’organitzar una “Bcole central de travaux publics”. Finalment
s'inaugura el 21 de desembre amb seu al Palais Bourbon. L’1 de setembre
de 1795 I’Escola canvia de nom, passa a dir-se Ecole Polytechnique i s’ubica
a I’hotel de Lassay. Es considera Monge com el seu principal fundador i
impulsor. La seva experiencia de vint anys a I’ Ecole Royale du Génie de
Mézieres va ser fonamental.

Monge va ser Panima de 1'Ecole. En va ser director de 1796 a 1799. Vivia
rodejat dels seus alumnes, a qui no dubtava en ajudar en tot el que podia,
inclis oposant-se a ’'Emperador. Avui dia és universalment reconegut com
un gran professor. Taton, [B73], a la pagina 367 cita paraules d'un dels
alumnes de Monge, Jomard, dient:

Quand il décrivait une surface il la dessinait de ses mans...et [’en-
gendrait avec un geste éloquent de maniere a la rendre palpable;
[...] il avait lart de rendre simples les choses les plus compliquées
et claires les plus obscures.

Quan descrivia una superficie la diuixava amb les seves mans...i

I'engendrava amb un gest eloqiient per fer-la palpable; [...] tenia
I’art de fer simples les coses més complicades i clares les més
fosques.

Entre els deixebles de Monge destaquem Charles Tinseau d’Amondans
(1748-1822) i Jean Baptiste Meusnier(1754-1793), que ja van ser alumnes

2491 ventose, an II, amb la notacié de ’eépoca.
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seus a Mézieres. Citem també a Sylvestre Lacroix (1765-1843), Jean Bap-
tiste Joseph Fourier (1768-1830), Michel Ange Lancret (1774-1807), Joseph
Diez Gergonne (1771-1859), André Marie Ampere (1775-1846), Sophie Ger-
main (1776-1831) (amb nom fals), Pierre Charles Frangois Dupin (1784-
1873), Louis Leger Vallée (1784-1864), Jean Victor Poncelet (1788-1867),
Michel Chasles (1793-1880), Théodore Olivier (1793-1853), Benjamin Olinde
Rodrigues (1795-1851), Gabriel Lamé (1795-1870), Adhémar Barré de Saint-
Venant (1797-1886), etc.

Monge va ser també un dels principals inspiradors del Journal de 'Ecole
Polytechnique. El primer article del primer volum del Journal, aparegut el
1794, és de Monge i es titula Stéréotomie,[A422]. La Estercotomia és 'art
de tallar i acoblar les peces de pedra o fusta, per tal de construir elements
arquitectonics com ara arcs, mensules, trams d’escales, etc.

Les primeres tres linies diuen

La géométrie descriptive est ’art de représenter sur des feui-
lles de dessins qui n’ont que deux dimensions, les objets qui en
ont trois, et qui sont susceptibles d’une définition rigoureuse.

La geometria descriptiva és I’art de representar sobre els fulls
de dibuix que no tenen més que dues dimensions, els objectes que
en tenen tres, i que poden ser definits rigorosament.

Els apunts de classe de Monge apareixen en diverses notes posteriors del
Journal, signades per Eisenman i amb el mateix titol generic de Stéréotomie,
[A237].

En aquesta epoca Monge va comencar a parlar als seus alumnes de Geo-
metria analitica per referir-se al que fins el moment s’anomenava simplement
algebra aplicada a la geometria.?

El 1796 va a Italia com a membre d’una comissié que ha de recollir <les
monuments d’art et de science que les traités de paix accordaient aux armées
francaises victorieusess>. Com diu Louis de Launay, [B40], un saqueig orga-
nitzat. A [B40] podeu trobar informacié sobre els cinc combois amb obres

ZLacroix, en el seu Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral, [A326],
de 1797, per referir-se als treballs de Monge on aquest utilitza derivades parcials per generar
superficies, com per exemple Sur [’expression analytique de la génération des surfaces
courbes,[A420], diu?®: Voyez sa Géométrie Analytique, i per aquest motiu es considera
aquest llibre de Lacroix com el primer lloc on apareix aquesta expressié de Geometria
Analitica.



48 Agusti Reventds

d’art que es van organitzar. Torna a Paris el 1797 i és nomenat director de la
<pauvre Ecole Polytechnique,>com diu ell mateix, que estava en hores bai-
xes. Encara fara un segon viatge a Roma motivat per I’assassinat del general
Duphot que el Directori li encarrega investigar. I per comminar al Papa Pius
VI a abandonar el poder temporal. El papa abandona Roma el 20 de febrer
de 1798. Aquesta estada coincideix amb els preparatius de la campanya de
Napole6 a Egipte.

Segons Arago, Napole6 s’havia sentit molt ben tractat pel ministre de
marina Monge quan ell era un jove oficial d’artilleria. Aixo va fer néixer una
amistat entre Monge i Napoled, qui li insisteix fortament perque ’acompanyi
a la campanya d’Egipte. Una amistat en la que Napole6 manava i Monge
obeia.

Es troba amb Napoleé a Malta el 9 de juny de 1798. Malta és conquerida
el 10 de juny i el 13 ja es creen 13 escoles primaries i una escola central per
ensenyar matematiques, astronomia, etc.

Un cop a Egipte va amb Napole6 fins Ramanieh, on es separen i Monge
remunta el Nil amb Berthollet. Sén atacats pels turcs i els Mamelucs pero
salvats finalment per les tropes franceses.?” Es llavors, el 20 de juliol de 1798
que Napole6 diu davant la piramide de Gizeh la celebre frase: Soldats, du
haut de ces monuments, quaranta siecles vous contemplent!.

Posteriorment Napoled crea I'Institut d’Egipte i li confia la presidencia a
Monge?®. Pren part també a I'expedicié a Siria, perd es posa malalt i torna a
Paris amb Napole6 I'octubre de 1799. Fan el viatge de Fréjus a Paris en cotxe
de sis cavalls Berthollet, Monge i Napole6. Segons Arago la gent s’estranyava
de veure Napoled en companyia de dues persones mal vestides (feia gairebé
dos anys que eren fora de casa). El desembre del mateix any és nomenat
Senador.

El 1803 acompanya Napoled per Belgica i nord de Franga. Tornant és
nomenat per la senaduria de Liege. Sembla que no accepta de massa bon
grat ja que en una carta a la seva dona per justificar la seva absencia comenta

27E] butlleti oficial del combat fa mencié de la bravura de Monge i Berthollet. Pero
aquest es va omplir les butxaques de pedra per anar al fons del riu i no ser capturat i mutilat
pels ferotges Mamelucs. Molts d’aquests Mamelucs es van acabar posant posteriorment al
costat de Napoled.

28Del procgés verbal (Arago, [B3]): le citoyen Monge, president; le citoyen Bonaparte,
vice-président, pour le premier trimestre; et le citoyen Fourier, secrétaire perpétuel. Sobre
la campanya d’Egipte vegeu Gaspard Monge et [’expedition d’E’gypte de Jean-Baptiste
Sanson de Pongerville, [B13].
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que <Le Premier Consul a tant fait pour moi que je dois faire ce que je puis
pour lui>. Hi fa llargues estades entre 1803 i 1805, any en que Napole6 déna
a I’Ecole Polytechnique un estatus militar i la situa a la muntanya de Santa
Genoveva a Paris.

De maig de 1806 a setembre de 1807 és president del Senat de I’'Empera-
dor, i rep una donacié que ell mateix havia sollicitat en favor de Berthollet
de cent mil francs amb la qual compra el castell de Bierre de Bourgogne.

Nomenat compte de Péluse en 1808 rep en dotacié diverses propietats a
Westfalia.

El 1809, comencant a sentir-se cansat, deixa amb recanca I’ Ecole Poly-
technique. Pero no la relacié cientifica ja que entre 1810 i 1816 encara podem
trobar a Correspondance sur I'Ecole Impériale Polytechnique set notes molt
breus de Monge, potser la més important és Sur les Equations différentielles
des Courbes du second degré,[A431].

El 1813 intenta organitzar la resistencia contra els invasors (Austria, Ru-
sia i Prusia). El febrer de 1814, dos mesos abans de que Napole6 fos desterrat
a Elba, pel tractat de Fontainebleau, destrueix part dels seus records de la
Revolucio en particular la correspondencia amb Napoleé i, fugint de I’enemic,
abandona Paris el 29 de mars.

Quan torna a Paris el 1816, després d’haver estat amagat un temps, veu
destruir la seva obra: 1'Ecole Polytechnnique és primer suprimida i despres
reorganitzada, és exclos de I’Académie des Sciences,? etc. Mor el 28 de juliol
de 1818. Els alumnes de I’ Ecole Polytechnique no van tenir autoritzacio per
assistir als funerals de Monge, que no va rebre cap homenatge oficial, pero
van aprofitar el primer dia de sortida per anar-se a inclinar sobre la tomba
del fundador de la seva Escola.

Memoria sobre les evolutes

Comentem a continuacié el que es considera com el primer article de Monge,[A421].
El 22 de gener de 1769 Monge va escriure a ’abat Charles Bossut explicant-li
que estava escrivint sobre “développées” de corbes de doble curvatura.3’

2Tothom va veure la greu injusticia que es feia amb Monge i Cauchy va ser durament
criticat per acceptar el lloc vacant.

30Per corbes de doble curvatura es refereix a corbes guerxes de l’espai. Les dues curva-
tures serien en llenguatge actual la curvatura i la torsid.
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En réfiéchissant derniérement sur ce qui arrive a plusieurs sur-
faces courbes que l'on fait mouvoir les unes sur les autres pour
engendrer des épicycloides sur toutes sortes de surfaces, je suis
parvenu a trouver les développées des courbes a double courbure.
[Taton [B73], p. 166]

Reflexionant darrerament sobre el que passa a diverses superficies
corbes que es fan moure les unes sobre les altres per engendrar
epicicloides sobre tot tipus de superficies, he arribat a trobar les
evolutes de les corbes a doble curvatura.

Recordem que la développée o evoluta d’'una corba plana és la corba que
s’obté com envolvent de les seves normals. Equivalentment, la corba on hi
ha embolicat un cordill que si es desembolica genera la corba donada. A
I’'espai Monge generalitza aquesta construccio exigint que en desenvolupar el
cordill es vagi mantenint sempre sobre la superficie formada per les tangents
a la corba (la desenvolupable tangencial).

z(s)

Développante
Involuta

x(0)

y(s)

Développé
FEvoluta

(0)

Figura 3. Evolutes i Involutes

Concretament, ’evoluta d’una corba z(s) de I’espai és una altra corba y(s)
(la développante o involuta) tal que x(s) esta continguda a la desenvolupable
tangencial de y(s) i la tangent a y(s) pertany al pla normal a z(s) en el
punt corresponent. Desenrotllant un cordill préviament embolicat a y(s),
mantenint-lo en la superficie de les tangents, obtenim x(s).
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El Juny de 1769 va apareixer un sumari dels seus resultats al Journal
Encyclopedique, editat a Bouillon per Pierre Rousseau, que es considera
com la primera publicacié de Monge®'. El treball complet es va sotmetre
a ’Académie des Sciences de Paris I'octubre de 1770 i es va llegir davant
I’Academia 'agost de 1771, perd no es va publicar fins el 1785 amb el titol
Mémoire sur les développées, les rayons de courbure, et les differents genres
d’inflexions des courbes a double courbure, vegeu[A421] i les pagines 392-420
de[A432].

Aquest article comenca aixi:

Tout ce que l'on a fait jusqu’a present sur les Développées des
courbes en general se reduit a a voir trouvé celles des corbes pla-
nes[...] Je me propose de démontrer dans ce Mémoire qu’une
courbe, plane ou a double courbure a une infinité de développées,
toutes a double courbure, a l’exception d’une seule pour chaque
courbe plane, et de donner la maniere de trouver les équations de
telle de ces courbes qu’on voudra, étant données les équations de
la développante.

Tot el que s’ha fet fins ara sobre les Evolutes de corbes en general
es redueix a haver trobat les de les corbes planes [...] Em proposo
demostrar en aquesta Memoria que una corba, plana o de doble
curvatura té una infinitat d’evolutes, totes de doble curvatura,
amb l’excepcié d’una sola per a cada corba plana, i donar la
manera de trobar les equacions d’aquestes corbes, donades les
equacions de la involuta.

La figura mostra una corba plana i unes quantes de les seves evolutes,
que com ja va observar Monge, estan sobre la superficie polar, és a dir, la
superficie reglada formada per rectes que passen pels centres de curvatura
amb direcci6 de la corresponent binormal.

31Vegeu l'article de René Taton La premiére note mathématique de Gaspard Monge,
[B74], on es reprodueix aquest escrit.
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Super ficie polar

&

Fuvolutes

Tungent a evoluta,
ortogonal a la corba

corba pEa.naR

—

Figura 4. Evolutes i superficie polar

Veiem com introdueix Monge 1'eix polar. Comenca observant que les
normals en un punt no singular d’'una corba a l’espai sén en un pla. En
aquest pla es troba una recta que ell anomena “eix”, que és el limit de la
interseccié d’aquest pla amb el pla corresponent a un altre punt de la corba,
infinitament proxim. Es a dir, cada punt P de la corba té el seu “eix”. Si
hom traca una perpendicular des de P a l’eix corresponent a P i anomenem
Q@ el peu d’aquesta perpendicular, () sera el centre de curvatura, PQ el radi
de curvatura, i la inversa de la longitud PQ), la curvatura.

Com diu Girbau, [B29], d’aquesta manera s’estableix clarament per pri-
mer cop la nocié de curvatura d’una corba a l’espai.

La torsid hi apareix implicitament.??> Amb notacié actual I’eix polar cor-
responent al punt de parametre s de la corba 7(s) és la recta

r(u) : (s) + p(s)N(s) + uB(s)

on p(s) és el radi de curvatura i N(s), B(s) els vectors normal principal i
binormal respectivament.
La unié de totes aquestes rectes és la superficie reglada

(s, u) =(s) + p(s)N(s) +uB(s),

32E] concepte de torsié va ser definitivament establert posteriorment per Lancret a
Mémoire sur les courbes a double courbure, [A353], pero havia estat usat ja per Lacroix a
[A326]. L’anomenaven segona flexi6 o segona curvatura. El nom de torsié prové de Louis
L. Vallée.
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anomenada superficie polar associada a la corba ~y(s). Monge la calcula a
la seccié XX de Darticle i troba que és la superficie envolupant de la familia
de plans normals. Es a dir, veu que el pla tangent a aquesta superficie en
qualsevol dels seus punts coincideix amb un dels plans de la familia de plans
normals. Vegeu [B53], seccié 9.

Demostra també que aquesta superficie és desenvolupable®, veient que
les seves generatrius, els eixos polars, sén tangents a la corba formada pels
centres de les esferes osculatrius.

Aquesta corba dels centres és anomenada per Monge aréte de rebrous-
sement, que podriem traduir per aresta de retrocés o eix de regressio, de la
superficie polar, i esta donada per

/
Ps) o ()
7(s)
on 7(s) és la torsi6 de v(s) (suposada no nul-la). Monge la calcula a la seccié
XXII de I'article.

Els punts d’aquesta aresta no formen part de la superficie (sén punts
singulars), que queda doncs dividida en dues parts.

Tot aixo ho fa Monge amb arguments geometrics de tallar un pla amb el
“seglient” | etc., ja que aquesta superficie és, com hem dit, I’envolvent dels
plans normals.

L’esfera osculatriu® la introdueix aix{ a la seccié XXIV:

7(s) + p(s)N(s) +

[...] dans toute courbe a double courbure trois éléments consécutifs
sont toujours a €gales distances d’un certain point, et peuvent,

33Una superficie reglada es diu desenvolupable si les rectes que la formen sén tangents
a una corba (eix de regressié). Equivalentment, sén les superficies reglades amb curvatura
de Gauss zero o encara una altra equivalencia: soén les superficies reglades tals que el pla
tangent és constant al llarg de les generatrius.

34Théodore Olivier (1793-1853), alumne de I’Ecole Polytechnique estudia les esferes os-
culatrius i 'ordre de contacte d’aquestes amb les helixs, vegeu Sur la courbure et la flexion
d’une courbe a double courbure, [A447], i un complement a aquesta nota, [A446]. A la
seva tesi, Recherches géométriques sur les centres de courbure des épicycloides planes et
sphériques, relaciona les linies de doble curvatura amb els engranatges, [A445]. També es
va preocupar de les epicicloides planes i esferiques a [A444] i de les superficies desenvo-
lupables a [A443]. Es conegut pels seus models de superficies que es tallen, superficies
formades per cordes i metall, que en moure’s permeten estudiar la corba intersecci6. Ve-
geu Theodore Olivier Three-Dimensional Geometry String Models, un album editat pel
Canada Science and Technology Museum.
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par conséquent, étre regardés comme placés sur la surface d’une
meéme sphere dont ce point est le centre.

[...] en tota corba de doble curvatura tres elements consecutius
estan sempre a la mateixa distancia d’un cert punt, i poden, per
conseqlient, ser vistos com situats sobre la superficie d'una ma-
teixa esfera que té aquest punt com a centre.

Dels calculs anteriors es dedueix que el radi de ’esfera osculatriu és

R(s) - W < (20’

També veu que la corba formada pels centres de curvatura d’una corba
(projeccié d’aquesta corba sobre ’eix polar) no pot ser una evoluta de la
corba donada a menys que aquesta sigui plana. En aquest cas tenim la
classica evoluta, una corba les tangents de la qual sén normals a la corba
donada.

Donada una corba x(s) Monge es proposa, a la secci6 XXV, trobar totes
les corbes y(s) (les evolutes) tals que les tangents a y(s) pertanyen al pla
normal de z(s). Es a dir, es demana trobar les evolutes de (s). Una corba
que si la desenvolupes pel metode del cordill déna z(s).

Amb notacié actual s’obté (vegeu [B53], seccié 3.12)

1(s) = a(5) 4 () (N5 + ot a(s)B(o))

on p(s) és el radi de curvatura, N(s), B(s) la normal principal i la binormal
de z(x), i

a(s) = /08 T(t)dt + ¢

amb 7(s) la torsid.

Cada valor de ¢ correspon a una de les infinites evolutes de la corba z(s).
Si 7 = 0, una de les evolutes és plana i les altres sén helixs sobre el cilindre
ortogonal al pla de la corba.

A la secci6 XXVIII del mateix article, es planteja també recuperar la
corba devéloppant z(s) a partir del coneixement de la superficie polar o
superficie de les développées. Per a aixo fa la observacié de que gracies als
diferents valors de la constant ¢ que apareix a l'expressié de a(s) trobada



Historia Geometria Diferencial 55

a la seccié XXV, justament la que fa que cada corba guerxa tingui infinites
développées, si posem un cordill tens des d’un punt donat B fins a un punt
de la superficie i la resta del cordill el posem de qualsevol manera sobre la
superficie (si el poséssim tangent a la développée en el punt de tangencia
en desenvolupar-lo tindriem la corba buscada) i ara fem el mateix amb un
altra cordill des del mateix punt B a un altre punt de la superficie i la resta
del cordill el posem també de qualsevol manera sobre la superficie (si el
poséssim tangent a la développée en el punt de tangencia en desenvolupar-lo
tindriem la corba buscada) i ara desenvolupem els dos cordills, amb els punts
de tangencia fixos, i anem forcant les coses [ces fils se contre-balanceront et
empécheront] per tal de que les dévelopants coincideixin (que seria el cas si
els cordill els haguéssim desplegat sobre les développées) anirem obtenint la
corba per B que té la superficie donada com superficie de les développants.
S’ajuda del la figura que hem adjuntat.

Quan parla dels diferents géneres d’inflexio, a la seccio XXX, es refereix
a que la curvatura i la torsié es poden anular. Ho diu aixi:

[...] il peut arriver ou que trois éléments consécutifs d’une méme
courbe a double courbure se trouven dans un méme plan, ou que
deux de ces éléments soint en ligne droit. Il suit de la que les
courbes a double courbure peuvent avoir deux espéces d’inflexi-
ons: la premiere a lieu lorsque la courbe devient plane, et nous
Uappellerons simple inflexion; la seconde, que mous appellerons
double inflexion, a lieu lorsque la courbe devient droite dans un
de ses points.

[...] pot passar que tres elements consecutius d’una mateixa corba
de doble curvatura es trobin en un mateix pla, o que dos d’aquests
elements estiguin alineats. Es segueix d’aixo que les corbes de
doble curvatura poden tenir dos tipus d’inflexions: la primera
es dona quan la corba esdevé plana, i nosaltres ’anomenarem
inflexio simple; la segona, que anomenarem inflexio doble, té lloc
quan la corba esdevé recta en un dels seus punts.>

Cap al final de l'article, a la secci6 XXXIII, troba 'expressio explicita del

35Com és ben sabut si la curvatura és zero en un interval la corba és recta en aquest
interval i si la torsié és zero en un interval la corba és plana en aquest interval. Pero la
curvatura i la torsié es poden anul-lar només en un sol punt (punt d’inflexié) i llavors la
corba no és recta ni plana al voltant d’aquest punt.
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radi de curvatura de la corba (amb la seva notacié y = pz, 2z = )
1+ (¢'7)° + (Wa')??
\/(gpl/x/>2 _|_ (w//x/)Z + (wlx/(p//x/ _ gplx/w//x/)Q
que, posant a(s) = (s, p(s),1(s)), no és més que

o' ()11

P = sy Ao BT

Figura 5. Detall de la planza que tanca aquest article de Monge.

Ombres i penombres

L’onze de gener de 1775 presenta a 1’Académie el treball Mémoire sur les
propiétés de plusieurs genres de surfaces courbes, particuléerement sur celles
des surfaces développables, avec une applicaction a la théorie des ombres et
des pénombres, [A414], que no es publica fins 1780.

Doéna ’avui tant coneguda equacié del pla tangent en funcié de derivades
parcials, que denota per p i ¢, notacié que ha perdurat. I ’equacié diferencial
de les superficies desenvolupables, rt — s? = 0, on ara r, s, sén les derivades
segones.

Observeu que aquesta expressio només diu que la curvatura de Gauss és
zero ja que és el determinant de la segona forma fonamental.
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Aix0 és el Problema I de I'article, del que en déna tres solucions i alguns
corol-laris.

El Problema II consisteix en trobar les superficies tals que la relacié entre
I'area d’una part qualsevol d’elles i la seva projeccié [sobre un pla] és cons-
tant. Obviament, amb la mateixa notacié que anteriorment, ha de passar
que /1 + p? 4+ ¢? sigui constant i per tant p funcié de q.

A continuaci6 introdueix la théorie générale des ombres et des pénombres.
Dona una definicié precisa d’ombra i penombra suposant primer que hi ha un
punt de llum i un cos opac que la tapa i suposant després que la llum prové
d’una superficie. Demostra que en aquest cas 'ombra “pura” esta delimitada
per una superficie desenvolupable circumscrita a la vegada a les superficies
del cos lluminés i del cos opac. Déna una definicié intuitiva de penombra
i demostra que esta determinada per una altra superficie desenvolupable
parcialment circumscrita també a les superficies dels cosos opac i lluminds.
La diferencia entre aquesta superficie i la primera és que 'aresta de retrocés
(aréte de rebroussement) es troba entre els dos cossos i en el primer cas
els dos cossos estan del mateix costat respecte d’aquesta aresta. Aquestes
demostracions les fa sense fer cap calcul.

Posa com exemple el cas de dos cossos esferics, com a la figura.

Penombra

} Cos opac Ombra

Penombra

Figura 6. Ombres i penombres

El Problema IIT d’aquest article consisteix en, donada una superficie, tro-
bar ’equacio de la corba interseccié d’aquesta superficie amb un con circums-
crit a la mateixa, de vertex un punt donat. Esta estudiant, doncs, ombres i
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penombres en el cas particular en que el cos lluminds es redueix a un punt.
Actualment es diu que aquesta corba és la corba generadora del contorn o
corba generatriu. Esta caracteritzada per la condicié de ser el vector normal
a la superficie sobre aquesta corba perpendicular en cada punt a la recta
determinada per aquest punt i el punt de llum.

Monge, a l'article que comentarem a continuaci6,[A415], li diu corba de
contorn aparent.

I acaba amb un parell de problemes més sobre el mateix tema. En el
Problema IV es demana de trobar la superficie conica amb vertex donat que
passa per una corba donada, i en el Problema V es demana de trobar les
equacions de les superficies que envolten 'ombra i la penombra d’un cos
opac il-luminat per un cos lluminds donats.

Teoria del transport

En aquesta seccio estudiem un dels articles més importants de Monge, Mémoire
sur la théorie des déblais et des remblais,[A415], de 1781.3¢
Aquest article comenca parlant del transport de terres.

Lorsqu’on doit transporter des terres d’un lieu dans un autre, on
a coutume de donner le nom de Déblai au volume des terres que
l’on doit transporter, et le nom de Remblai a [’espace qu’elles
dotvent occuper apres le transport.

Quan s’han de transportar terres d’un lloc a un altre es té la cos-
tum d’anomenar Déblai al volum de terres que s’ha de transportar
i anomenar Remblai a 1'espai que elles han d’ocupar despres del
transport.

I continua comentant que com el preu del transport d’'una molecula és
proporcional al seu pes i a ’espai que recorre el preu total del transport
ha de ser proporcional a la suma dels productes de les molecules [els seus
pesos| multiplicada cadascuna per Iespai recorregut, i donat el ‘déblai’ i el
‘remblai’ en figura i posicid, no és indiferent que una molecula del ‘déblai’

36 Aquest article estd molt ben estudiat per Etienne Ghys a [B28]. Comenta Ghys que
com en altres treballs de Monge es barreja aqui la teoria i la practica. Monge surt d’un
problema practic, que en realitat no acaba de resoldre, perd que li serveix de motivacio i
que déna lloc a importants desenvolupaments teorics.
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sigui transportada a un lloc o altre del ‘remblai’. S’ha d’aconseguir que la
suma d’aquest productes sigui la minima possible per tal de minimitzar el
preu del transport.

P] 1. 1147,71. de (de. R. des Je. An 27682 .'f:afg..'joﬁ. Pl XVIIT .

1

Fig. 1.

Figura 7. Dibuix de Monge del ‘déblai’ v el ‘remblai’.
Les rectes determinen igual area sobre cada figura, ABD = abd.
Son tangents a una corba.

BD ha d’anar a bd.

Aquest problema ha donat lloc a la Teoria del transport molt usada també
en economia. En llenguatge actual es tracta de minimitzar una integral del
tipus

/D () — (2, 9)|| dz dy

on D és el déblai i F la transformacié entre ‘déblai’ i ‘remblai’.
Feta aquesta introduccié Monge divideix la memoria en dues parts: el cas
pla i el cas de 'espai.

Dimensié 2
Despres d’observar que les trajectories seguides per les molecules no es poden

tallar, ja que la suma de distancies Ab + Ba és menor que Aa + Bb, torna a
repetir I’enunciat pel pla:
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Figura 8. Transport en el pla.

Donades dues arees iguals trobar el cami que ha de sequir cada molecula
de la primera i el punt on ha d’arribar de la segona per tal de que quan s’ha
transportat tots els punts la suma dels productes de cada molécula [el seu pes/
per l’espai que ella ha recorrequt sigui minim. Suposa per simplificar que la
densitat és uniforme.3”

Primer argumenta que si una recta talla el ‘déblai’ i el ‘remblai’” deixant
a un mateix costat iguals arees, les molecules de la primera regiéo han d’anar
a parar®® a les de la segona. En el dibuix de Monge, la regi6 ABD ha
d’anar a la regié abd (sempre utilitza majiscules pel ‘déblai’ i mintscules pel
‘remblai’). I conclou que dividint el ‘déblai’ i el ‘remblai’ en una infinitat de
petits rombes cadascun dels rombes del ‘déblai’ ha de ser transportat sobre
el corresponent rombe del ‘remblai’. 1 que és indiferent en quin ordre les
molecules del primer es distribueixen sobre el segon.

Introdueix coordenades i déna una férmula per a la direccié de cada
molecula. La tecnica consisteix en transformar la familia biparametrica de
rectes y = ax + b en una familia uniparametrica a I'imposar que aquestes
rectes tallin, del mateix costat, ‘déblai’ i ‘remblai’ en regions d’igual area.

Si ’envolvent d’aquesta familia uniparametrica de rectes esta a ’esquerra
del déblai, les seves tangents tallen el ‘déblai’ i el ‘remblai’ en segments BD i
bd respectivament. En aquest cas el que s’ha de fer és transportar el segment
BD sobre el segment bd.

S’adona pero que com que trajectories de punts proxims es poden tallar,
i aix0 no donaria un minim, cal que la caustica® que es forma com envolvent

37Com remarca Etienne Ghys a [B28], Monge no es preocupa per ’existéncia de solucions
del problema d’extremals que es proposa resoldre. Tampoc de si donades dues regions
diferents del pla de la mateixa area hi ha una transformacié que porta I'una sobre ’altra.

38 Aquesta afirmacié no és certa en general, el propi Monge ho reconeix més endavant,
quan diu la solution précedénte est illusoire.

39Monge utilitza la paraula ciustica, paraula que ara es reserva a ’envolvent de rajos
de llum.
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dels camins es trobi més enlla del ‘déblai’ respecte al ‘remblai’ o més enlla
del ‘remblai’ respecte al ‘déblai’.

Un cop coneix la direccié d’una molecula qualsevol [les tangents a len-
volvent] ja és facil trobar el preu del transport.

A la seccié XIV tracta el cas en que les rutes de les molecules estan
subjectes a passar per punts determinats, com per exemple ponts sobre rius
o portes en els murs. Quants ponts hi hauria d’haver? Pero si en el problema
de minimitzar el transport hi entra el preu dels ponts el tema es complical
Aixi acaba la primera part de I'article.

Dimensio 3

La segona part, dedicada al problema del transport en dimensié tres, comencga
donant els principis de Geometria sobre els que es fonamentaran les idees
posteriors.

La primera observacié és fonamental®’ i fa referéncia a families biparame-
triques de rectes: Si per cada punt d’un pla hi passa una recta de [’espai
determinada per una certa llei 1 prenem una d’aquestes rectes llavors entre
les rectes infinitament proximes a aquesta només ni ha dues, genericament,
que la tallen.*!

I posa el segiient exemple. Prenem una recta exterior al pla donat i per
cada punt del pla hi tracem la perpendicular a aquesta recta.

407 amentablement falsa. O certa només sota determinades condicions. Etienne Ghys
remarca a [B28] que la fibracié de Hopf n’és un contraexemple. La familia de rectes de R?
que tallen el pla z = 2y amb vector tangent en (,y, zo) donat per (zzo+vy,yz0 —z, 28 +1)
no té cap parella de rectes coplanaries, ni a nivell infinitesimal. No poden ser per tant les
normals a una superficie. Vegeu la nota de la pagina 68.

“1En lloc de familia biparameétrica de rectes també es parla de congruéncia de rectes.
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Figura 9. Les rectes AA" i BB’ determinen, cadascuna d’elles, un pla amb
OA en canvi CC" no.

Només hi ha dues direccions que fan que rectes infinitament proximes a una
donada es tallin (en particular estiguin en un pla): les determinades pel
pla format per la recta donada i la recta exterior (es tallen a l'infinit) i les
determinades pel pla perpendicular a la recta.

A continuacié en déna una demostracié que pretén ser general pero aques-
ta demostracio falla ja que assumeix que una equacio de segon grau té sempre
arrels reals. Es curiés que Monge no faci cap comentari sobre aixo, a menys
que la paraula “généralement” quan diu <cette équation du second degré ne
donne généralement que deux valeursses pugui interpretar en sentit ampli.

I ala seccio XX esta ja en germen el teorema de Monge:

<[l suit de-la que dans le systeme de droites dont il s’agit on peut
toujours passer de deux manieres differentes d’une quelconque de
ces droites a une autre infiniment proche, qui soit avec elle dans
un meéme plane: cela posé, de 'une quelconque de ces droites,
passons en effet a 'une de celles qui la coupe, ensuite et dans le
méme sens, a celle qui coupe la second, de-la a celle qui dans le
meéme sense coupe la troisieme; il est évident qu’en continuant
ainsi de suite nous parcourrons une surface développables.

D’aizo es dedueix que en el sistema de rectes en questio sempre
es pot passar de dues maneres diferents d’una qualsevol d’aques-
tes rectes a una altra infinitament propera que estigui amb ella en
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un mateix pla: dit aizo, d’una qualsevol d’aquestes rectes, passem
efectivament a una d’aquestes que la tallen, a continuacio i en el
mateir sentit a la que talla la segona, d’aqui a la que en el ma-
teix sentit talla la tercera; és evident que, si continuem d’aquesta
manera, recorrerem una superficie desenvolupable.

Quan generalitzem aquest resultat a la familia biparametrica de rectes
formada per les normals a una superficie obtenim una part del teorema de
Monge. Aix0 és el que fa a la seccio XXI: les normals a una superficie son
les interseccions de dues successions de superficies desenvolupables tals que
cada superficie de la primera successio talla totes les de la segona en linies
rectes i en angles rectes i reciprocament.

I ara, a la seccio XXII que reprodueixo integrament, és quan ens fa notar
que aqui estan apareixent, encara que no ho sembli, les linies de curvatu-
ra!ll El resultat d’aquesta observaci6 és el famds teorema de Monge: les
normals a una superficie sobre les linies de curvatura formen una superficie
desenvolupable.

Quoique cette proposition ne semble avoir qu’un rapport éloigné
avec la belle théorie des rayons de courbure des surfaces courbes
qu’a donnée M. Euler, dans les Mémoires de I’Académie de Ber-
lin, année 1760**; cependant, si j’ose parler ainsi, elle compléte
le travail de cet illustre Géometre sur cette maniere: car les deux
points ou chaque normale est coupée par les deur normales voi-
sines sont précisément les extrémités des deux rayons de plus
grande et de moindre courbure, en sorte que les intersections de
la surface courbe avec les surfaces développables qui composent
la premiere suite sont, les lignes de moindre courbure de la sur-
face et que les intersections avec les surfaces développables qui
composent 'autre suite sont les lignes de plus grande coubure.

Encara que aquesta proposicié no sembla tenir massa a veure amb
la bella teoria dels radis de curvatura de les superficies corbes que
va donar el senyor Euler a les Memories de 1’Academia de Berlin
I’any 1760; no obstant aixo, si se’'m permet dir-ho, ella comple-
ta 'obra d’aquest il-lustre Geometra d’aquesta manera: com que
els dos punts on cada normal és tallada per les dues normals

12Es refereix a [A258].
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proximes son precisament els extrems dels dos radis de major i
menor curvatura, de manera que les interseccions de la superficie
corba amb les superficies desenvolupables que componen la pri-
mera sequencia sén les linies de menor curvatura de la superficie
i que les interseccions amb les superficies desenvolupables que
componen l'altra successié sén les linies de major curvatura.

Figura 10. Dibuiz de Struik, [B67], p.108.*3

A la seccio XXV dona l'expressié dels radis de curvatura a partir de les
seves consideracions i veu que coincideix amb la donada per Euler. A la
seccio XX VI déna les equacions de les linies de curvatura. I aixo ja no ho va
fer Euler. A la seccié XXVII troba les evolutes de la superficie donada: llocs
geometrics dels centres de major i menor curvatura d’una superficie donada.
A la seccié XXIX estudia breument les linies del contorn aparent en relacié
amb aquestes superficies.

A la seccié6 XXXI déna ’element d’area en coordenades principals. En el
seu llenguatge troba l'area del “quadrat” format per dues corbes “consecuti-
ves” de major curvatura amb dues corbes “consecutives” de menor curvatura.

43La figura de I’esquerra representa una superficie amb dos radis de curvatura principal
en la mateixa direccié, i la figura de la dreta en sentit contrari. En els dos casos seguint
la normal fins p; o ps (radis de curvatura principal) trobem dues evolutes de la superficie.
Les normals a la superficie s6n tangents a les evolutes.
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Troba també, a la seccio segiient, el volum del solid format per aquest quadrat
i les normals a la superficie en els seus punts.

Fins a la seccio XXXIV no retorna al problema de ‘déblai’ i ‘remblai’.
Aplicant tots els anterior resultats arriba a la conclusié de que les rutes de les
molecules, que seran com en el cas pla linies rectes, han de ser les interseccions
de dues successions de superficies desenvolupables tals que cada superficie de
la primera successio talli totes les de la segona en angles rectes; i aquesta
situacio es correspon amb el que succeeix amb les normals a una superficie,
com ha vist a la secci6 XXI, de manera que pot dir que les trajectories que
han de sequir les molécules del primer volum per arribar a omplir el segon
han de ser les normals a una mateixa superficie corba.

I déna l'equacié diferencial d’aquesta superficie. Com fa notar Etienne
Ghys és en aquestes equacions que apareix per primer cop la després famosa
equacié de Monge-Ampere, una equacié en derivades parcials de segon ordre
que no és ni lineal ni quasi lineal pero que és lineal en el hessia i les derivades
segones. Si la superficie és z = z(z,y) ha de ser

F - [hessia]
dz\?1 d?z dzdz d*z dz\*1 d?z

G-||1 — -— —2—— 1 — —

i Q +<dy) ]dgﬂ dxdydxdﬂ[ +(dw> ]dy)

dz\? dz\?
el (@) (@) )0
per certes funcions F, G, H.
I acaba reconeixent que la solucié d’aquest problema esta molt lluny

de poder ser aplicat a la practica, on intervenen moltes més variables, les
molecules no es poden transportar en linia recta, etc.**

Fulls d’Analisi, full XV

En aquesta secci6 estudiarem les linies de curvatura tal com ho va fer Monge
al Full XV, de les seves Feuilles d’Analyse, [A425], titulat Des deuzx courbures

4“Dupin va tractar aquest tema del ‘déblai’ i el ‘remblai’ el 1813 a [A227] i el 1822 a
[A231] (tota la tercera part de 'obra, unes seixanta pagines, esta dedicada a aquest tema;
es titula Sur le tracé des routes dans les déblais et les remblais) tractant d’aclarir, ampliar
i justificar punts debils de I'article de Monge. Considera casos en que el terreny no és pla
i obté solucions ens les que les trajectories de les molecules no sén rectes.
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d’une surface courbe. Pero totes les idees estan a l'article sobre ‘déblai’ i
‘remblai’,[A415].

La idea de Monge és tant simple com intentar copiar per a superficies la
construccié de ’envolvent de les normals considerada per a corbes planes:
I'evoluta d’una corba es pot considerar com la corba que s’obté en tallar
normals a la corba donada en punts infinitament proxims. Quan els classics
parlen de punts infinitament proxims, com ara en el cas de les normals que
estem comentant, volen dir tallar la normal a la corba «(s) en el punt «(0)
amb la normal a la corba en el punt a(As), i a continuaci6é passar al limit
quan As tendeix a zero.

El problema és que si considerem dues normals a una superficie en punts
infinitament proxims pot passar que aquestes dues normals no es tallin, ja
que dues rectes a ’espai normalment no es tallen.

També la idea d’infinitament proxim s’ha de retocar en el sentit que ara
tenim moltes maneres diferents d’acostar-nos a un punt donat. El mateix
problema exactament que hi ha quan passem de l'estudi de derivades de
funcions d’una variable a funcions de dues variables.

Tot aixo es resol de la manera seglient. Suposem una superficie donada
per la grafica d'una funcié z = z(x,y) que passa per lorigen O = (0,0,0)
amb pla tangent z = 0.

Prenem una corba y(z) = (z,y(x), z(z, y(z))) sobre la superficie que passi
per O quan z = 0.

Voldriem tallar la recta normal a la superficie en el punt v(z) amb la
recta normal a la superficie en el punt O = «(0), que és la recta = =y = 0.
Aquestes rectes potser no es tallen i per tant el que farem sera tallar la normal
a la superficie en y(x) amb els plans = 0 i amb y = 0.

Obtenim com punts de tall

L )
<07*72+_>7 (*7072+_>7
p q
on p,q son les derivades primeres de z en el punt corresponent. Els % sén
quantitats que tendeixen a zero amb x i no ens calen.

Si volem que en el limit les rectes es tallin les terceres components d’a-
quests punts han de coincidir (han de coincidir els punts, pero amb les terceres
components n’hi ha prou). Aplicant ’'Hopital i recordant que p(0) = ¢(0) =
0, tenim

x 1 y(x) y

0p(z) T+ sy >0 q(x) s+ by
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on r,s,t son les derivades segones de z en el punt x = 0. Per tant ha de ser

oy
r+sy s+ty’

és a dir,
sy 24+ (r—t)y —s=0.

Aquesta és 'equacio de les direccions principals: les direccions sobre les
quals t’has d’aproximar a un punt per tal de que les normals es tallin.

Com el producte de les arrels d’aquesta equacié de segon grau és —1,
aquestes direccions sén ortogonals. Observem que el discriminant d’aquesta
equacio és positiu.

Si repetim 'argument que hem usat per calcular les direccions principals
a l'origen pero ara treballant sobre un punt arbitrari P obtenim l'equacié
general de les linies de curvatura.

Teorema. L’equacio diferencial de les linies de curvatura d’una superficie
donada com grafica de z = z(x,y), és

y/2 _y/ 1
1+p* pg 1+¢* |=0. 0O
T S t

Observem que la segona i tercera files son els coeficients de la primera i
segona formes fonamentals.

Monge aprofita els anteriors calculs per calcular, en aquest mateix full
XV, els radis de curvatura. Introdueix la notacié

g = rt— 52,
h = (1+¢*)r—2pgs+ (1+p*),
B = 149+ ¢~

i demostra (vegeu [B53]) que els radis de curvatura son les solucions de
I’equacié de segon grau

gR?> 4+ khR+ k* = 0.
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Sip=¢ =0 (quan el pla z = 0 coincideix mb el pla tangent) obtenim

R:r—l—tj:\/(r—t)z—i-élsz

2(rt — s?) ’

que coincideix amb ’expressié obtinguda per Meusnier el 1776 a Mémoire
sur la courbure des surfaces, [A408], pero aqui introduint les direccions de
curvatura principals com direccions tals que les curvatures de les seccions
normals en aquestes direccions tenen el seu valor maxim i minim.

Observem finalment que l'anterior 'equacié de segon grau per a R ens
dona directament l'equacié diferencial de les superficies minimals, ja que
aquestes compleixen que els dos radis de curvatura principal sén oposats, i
aixo, degut al doble signe de ’arrel quadrada, només es pot donar si h = 0,
és a dir,

(1+¢*)r —2pgs + (14 p*)t =0,
equacié que, com hem comentat a la pagina 70. Aixo ho fa Monge en el full
XX de [A432], titulat De la surface courbe dont les deuz rayons de courbure
sont toujours égaux entre eux et de signes contraires.

Monge integra ’anterior equacio de les superficies minimals als articles[A416]
i[A419]. Obté p = aq + ¢, amb «, ¢ constants tals que o +c* +1 = 0 (per
tant, complexos).

Nota. Donem un el contraexemple a 'afirmacié de Monge de la pagina 61
on afirma que donada una recta d’una familia biparametrica de rectes n’hi
ha dues infinitament proximes que la tallen. Per a aixo repetim els calculs
d’aquesta seccid per a la familia biparametrica de rectes formada per aquelles
rectes que tallen el pla z = 1 amb vector director (z + y,y — z,2), és a dir
les rectes

(CL’,y, 1) + <(£L’ + v,y —, 2))
Aquesta familia s’obté #° a partir de la fibracié de Hopf, com indica E. Ghys
a [B28].

Considerem una corba (¢,y(t), 1), definida per a petits valors de ¢, amb
y(0) = 0. Les rectes de la familia inicial que passen per aquesta corba tallen
el pla x = 0 en un punt que té per tercera component

t+y(t)

45 Agraeixo a David Marin 'ajuda en aquests calculs.
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i tallen el pla ¥y = 0 en un punt que té per tercera component

2y(t)
y(t) —t
Si volem que en el limit la recta de la familia talli l'eix 2z, que és també

una recta de la familia, (i per tant sigui coplanaria amb ella com deia Monge)
ha de passar que

iy V@)
t+yt) t=oy(t)—t

lim
t—0

Obtenim, per I’'Hopital,
1 Y
149 N y —1
equacio que no té solucié sobre els reals.
Es a dir, tal com hem comentat al peu de pagina 40, pagina 61, que la
familia de rectes donada no té cap parella de rectes coplanaries, ni a nivell
infinitesimal. No sén les rectes normals a una superficie.

Figura 11. La foliacio donada pels plans ortogonals a questes rectes no €s
integrable.

Altres treballs

Comentem breument alguns treballs més de Monge sobre Geometria Dife-
rencial.
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El 1783 publica Sur une méthode d’intégrer les équations aux différences
ordinaires,|A416], on es limita a donar a la primera pagina un metode per
resoldre equacions diferencials i aplicar-lo a diverses situacions com resoldre
la tipica equacié de les superficies minimals*®

(14 ¢*)r —2pgs + (1 + p*)t = 0,

que atribueix a M. le Chevalier de Borda, a trobar linies de curvatura, etc.

De 1784 és Sur le calcul intégral des équations auz différences partielles,|A419],
treball aquest molt extens on torna a integrar ’equacio diferencial de les
superficies minimals, recordant novament a M. le Chevalier de Borda. El
metode d’integracié de Monge és millorat més tard per Legendre a Mémoire
sur Uintegration de quelques équations aux différences partielles, [A360], on
també corregeix alguns errors comesos per Monge.

El mateix any 1784 estudia la generacioé de superficies publicant essenci-
alment la mateixa memoria Sur ['expression analytique de la génération des
surfaces a Turin, [A420], i a Paris [A417].

A la memoria de Turin resol tres problemes que consisteixen en expressar
que una superficie corba esta generada per: 1) Un cercle que es mou de
manera que el seu pla sigui sempre perpendicular a la corba recorreguda pels
centres. 2) Un cercle que es mou d’una manera qualsevol. 3) Una corba
qualsevol constant de forma que es mou d’'una manera qualsevol a ’espai.

A la de Paris, més detallada i extensa resol exactament aquests tres ma-
teixos problemes més el seglient: Expressar que una superficie corba esta
generada per una corba plana que es mou de manera que el pla que la conté
es manté perpendicular a les corbes recorregudes per tots els seus punts. De
seguida diu que aquestes superficies es poden definir com generades per una
corba plana quan el seu pla gira sense lliscar sobre una superficies desenvo-
lupable. Aquestes superficies reben avui el nom de superficies de Monge i
estan caracteritzades perque les linies de curvatura (les maximes o minimes)
sén geodesiques.*” Monge demostra que sobre una linia de curvatura l'altre
curvatura és constant.

46Superfices d’area minima amb vora donada. Estan caracteritzades per tenir curvatura
mitjana zero.

4TRecordem que les linies de curvatura tenen torsié geodesica zero i que sobre les ge-
odesiques la torsid i la torsié geodeésica coincideixen. Per tant, una geodesica i linia de
curvatura és plana. A partir d’aqui es pot recuperar el resultat de Monge amb relativa
facilitat.
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Encara el 1784 publica un treball amb un nom molt extens [A418] que
és un suplement a [A419]. El treball és sobre derivades parcials pero estudia
de passada les corbes de curvatura constant. Veu que en aquest cas la corba
lloc geometric dels centres de curvatura té la mateixa propietat i tindra els
seus centres de curvatura sobre la corba inicial.

E1 1795 publica: Les lignes de courbure de la surface de l’Ellipsoide,[A423],
utilitzant les equacions generals de les linies de curvatura, que havia estudiat
a Mémoire sur la théorie des déblais et des remblais,[A415]. Obté

Azyy? + 9/ (2* — Ay* — B) —xy = 0.
amb

i a’(b* — c?) B a’(a® — b?)
b2(a? — c2)’ a2 — 2

on a, b, c son els semieixos de I'el-lipsoide. I de seguida la integra obtenint
que es tracta d’una seccié conica del tipus y? = B2+, per certes constants
8,7~ que s’han d’ajustar. Per tant es tracta d’una conica concentrica amb
I’el-lipsoide que sera una el-lipse o una hiperbola segons el signe de 3. Ob-
serveu que aquesta conica és la projeccié sobre el pla z = 0 de les linies de
curvatura.
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Figura 12. Linies de curvatura de lel.lipsoide, [A432].

Posteriorment reprodueix aquests treballs a la seccié XVI de Application
de I’Analyse a la Géométrie, [A432] utilitzant les férmules de les linies de
curvatura que ha donat a la seccio XV, titulada Des deuz courbures d’une
surface courbe.

Aquest tema no arriba a Anglaterra fins el 1824, amb el treball de Lardner
An investigation of the lines of curvature of Ellipsoides, [A357], com explica
J. E. Hill a Bibliography of surfaces and twisted curves, [B35].

La idea és intentar fer un arc de pedra, com ara una porta, pero que
la corba suport no sigui un arc de circumferéncia siné un arc, per exemple
d’el-lipse. El picapedrer ha de tallar les pedres que van a sobre d’aquest
arc de manera que s’acoblin bé entre elles, i els picapedrers piquen en linies
rectes, de manera que ja es veu que la pedra ha d’estar tallada com una
superficie reglada, pero el que no és tant evident és que hagi de ser també
desenvolupable.

Monge ho diu aixi:

Sl étoit question de vouter un space circonscrit en projection
horisontale par une ellipse, on ne pourroit pas donner a la voute
une surface plus convenable que celle de la moitié d’une ellipsoide
[...] et en supposant que cette voute dit étre exécuté en pierres de
taille, il faudroit que la division en voussoirs fut opérée au moyen
des lignes de courbure [...] et que les joints fussent les surfaces
développables normales a la votte.

Si es tractés de fer una volta sobre un espai circumscrit en projec-
ci6 horitzontal per una el-lipse, no es podria donar a la volta una
superficie més adequada que la de la meitat d’un el-lipsoide |...]
i suposant que aquesta volta s’executés en pedres tallades, seria
necessari que la divisio en dovelles es fes per mitja de les linies de
curvatura [...] i que les juntes fossin les superficies desenvolupa-
bles normals a la volta.

Comenta que en aquell moment s’estan construint les sales pels Consells de
la legislatura i que la millor forma que se’ls hi pot donar és el-liptica i que
estigui coberta per un el-lipsoide. Llavors es posaria la tribuna d’oradors
just sota un dels punts umbilicals de la volta. I es podria decorar ’espai
posant columnes seguint les linies de curvatura. I s’imagina també dos llums
d’aranya penjant dels umbilicals!
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A D'article de J. Sakarovitch Gaspard Monge founder of “Constructive Ge-
ometry”, [B58], es reprodueix la figura segiient, que atribueix a Leroy, 18448,
Es veu la volta el-lipsoidal amb les pedres superiors o dovelles ensamblades
entre elles perpendicularment a la superficie que les aguanta.

Figura 13. Dovelles sobre el-lipsoide.

El 1801 es publiquen les Feuilles d’Analyse appliquée a la Géométrie a
l'usage de [ "Ecole Polytechnique, [A425], pero les primeres notes amb aquest
nom per als estudiants de I’ Ecole Polytechnique son de 1795. Els alumnes
anomenaven aquest llibre <Le gros Monges.

En una nota de 1799, Des courbes a double courbure,[A433|, es comple-
menten qiiestions sobre les corbes de doble curvatura que falten a les Feuilles.
Aquest article acaba amb una nota a peu de pagina d'Hachette® que diu:

Cet écrit pourra suppléer a ce qui manque sur les Courbes a dou-
ble courbure dans les feuilles d’Analyse appliquée a la géométrie,

48ELl llibre IV del Traité de stéréotomie de Leroy (1780-1854), [A369], es diu Coupe des
Pierres, i té una seccié que es titula Voite en ellipsoide a trois axes inégaux. Emploi des
lignes de courbure. El dibuix que reprodueix Sakarovitch és la planxa 44 de [A369].

49Jean Nicolas Pierre Hachette va ser un dels més importants impulsors del Journal
de U'Ecole Polytechnique. Va col.laborar estretament amb Monge sobre tot en l'estudi i
aplicacions de la geometria descriptiva. Va estudiar els radis de curvatura de les superficies
a De quelques propriétés des rayons de courbure d’une surface, [A299].
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que le C.°™ Monge a fait imprimer pour les éléves de I'Ecole Poly-
technique.

Aquest escrit podra suplir el que manca sobre les corbes de do-
ble curvatura a les feuilles d’Analyse appliquée a la géométrie,
que el ciutada Monge ha fet imprimir per als alumnes de I’Ecole
Polytechnique.

Posteriors edicions de les Feuilles, fetes a partir de 1807, portaven per
titol Application de I’Analyse a la Géométrie. Liouville va tenir cura de la
cinquena edici6, de 675 pagines, que va corregir i comentar, vegeu [A432]. A
la seccié 6 hem estudiat el full XV.

Esta compost de 27 seccions. Totes dedicades al que podriem anomenar
de manera generica generacio de superficies. Per exemple: X. De la superficie
engendrada pel moviment d’una linia recta paral-lela a un pla fixat. XII.
Superficies desenvolupables. XVII. De la generacié de la superficie corba en
la que totes les linies d’'una de les curvatures estan en plans paral-lels a un
pla donat. XX. De la superficie corba en la que els dos radis de curvatura son
sempre iguals i de signes contraris. XXII. De la superficie corba que envolta
una successié d’esferes de radi variable i centres sobre una corba qualsevol.
XXIII. Article[A426]. XXIV. Article[A427]. XXV. Article[A429]. XXVI.
Article[A428]. XXVII. Article[A421].

A continuacié Liouville reprodueix la immortal memoria de K.F. Gauss
traduida al frances Recherches sur la théorie géneral des surfaces courbes,
[A280]. T acaba amb unes famoses set notes: I. Sobre les corbes de doble
curvatura. II. Expressions diverses de la distancia de dos punts infinitament
proxims i de la curvatura geodesica de les linies sobre una superficie. III.
Teorema sobre la integracié de les linies geodesiques. IV. Sobre el teorema
de Gauss sobre el producte dels dos radis de curvatura principals en cada
punt d’'una superficie. V. Del tragat geografic de superficies, les unes sobre
les altres. VI. Extensio al cas de tres dimensions de la qiiestié del tracat
geografic. VII. Sobre I'equacié de les cordes vibrants.

El 1802 publica Mémoire sur la surface courbe dont toutes les normales
sont tangentes a la surface d’une méme sphére,[A426] on introdueix el nom
de corba caracteristica dient:

C’est a cette courbe, dont toutes les surfaces soumises a la méme
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génération sont pour ainsi dire composées®, qu’on aurait di con-
sacrer le nom de génératrice; mais ce mot est déja employé dans
un sens qui n’est pas toujours le méme que celui-ci: j’ai donc cru
nécessaire de me servir d’un mot nouveau, et j’ai nommé cette
courbe caractéristique.

Es a aquesta corba, de la qual totes les superficies sotmeses a la
mateixa generacio estan, per aixi dir, compostes, que se li hauria
d’haver assignat el nom de generatriu; perd aquest nom ja s’uti-
litza en un sentit que no és el mateix que aquest d’aqui: he cregut
doncs necessari de servir-me d’una nova paraula i he anomenat a
aquesta corba caracteristica.

Veu, entre altres coses, que una superficie en les hipotesis del titol és tal
que l'esfera és el lloc geometric dels centres d'una de les seves curvatures.
Amplia aquest tipus de resultats canviant I'esfera per una superficie conica
arbitraria a Mémoire sur la surface courbe dont toutes les mormales sont
tangentes a une méme surface conique a base arbitraire,|A427], publicat just
a continuacio de ’anterior.

El 1805, apareix el llibre de Monge i Hachette, Application de [’algébre
a la géométrie,[A435], que recull diversos treballs de Monge. De fet, ja el
1802 havien publicat un article amb el mateix nom al Journal de I'Ecole
Polytechnique,[A434], base del llibre posterior. Abans de comencar diu (ob-
serveu les dates segons el nou calendari imposat per la Revolucié Francesa):

AVERTISSEMENT

Lés Eleves de 'Ecole Polytechnique ont trouvé jusqu’a present
le précis des legons sur l'application de I’Algébre a la Géométrie,
dans les Feuilles d’analyse de Monge, et le Mémoire sur les sur-
faces du second degré, imprimé en l'an 10 dans le Journal de
U'Ecole. Tous les exemplaires de ce Mémoire, tirés a part lors de
la publication du Journal, ayant été distribués, MM. MONGE et
HACHETTE on proposé de le remplacer par un ouvrage ayant
pour titre: Surfaces du premier et second degré, le Conseil d’ins-
truction, dans sa séance du 19 pluviose an 13, a arrété que cet
Ouvrage seroit imprimé pour | Ecole.

50 Abans ha posat, com exemple d’aquesta corba, els meridians de les superficies de
revolucié.
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Els alumnes de I'Ecole Polytechnique han trobat fins ara els
apunts de les llicons sobre I'aplicacio de I’Algebra a la Geome-
tria, a les Feuilles d’analyse de Monge, i a la Memoria sobre les
superficies de segon grau, impresa l'any 10 a la revista de I’Esco-
la. Havent estat distribuits tots els exemplars d’aquesta memoria,
impresos per separat quan es va publicar el Journal, els senyors
MONGE i HACHETTE han proposat reemplacar-la per una obra
que té per titol: Surfaces du premier et second degré, el Conseil
d’instruction, en la seva sessié del 19 pluviés any 13, ha donat
permis perque aquesta obra sigui impresa per 1’Escola.

Esta compost de les vuit seccions segiients: I. Equacions d’un punt. II.
Equacions de la linia recta. III. Equacions del pla. IV. Problemes relatius a
rectes i plans. V. Canvis de coordenades. VI. Del centre i del plans diametrals
d’una superficie. VII. Superficies de segon grau. VIII. Superficies de segon
grau quan les coordenades del centre sén a |’ infinit.

El 1806 publica dos llargs articles consecutius al Journal de I'Ecole Poly-
technique. Els titols son explicits del seu contingut, el primer es titula Sur la
surface courbe, dont toutes les normales sont tangentes a une méme surface
développable quelconque, [A429], i toca el mateix tema que en els anteriors
[A426] i[A427], i el segon De la surface courbe qui enveloppe [’espace parcou-
ru par une sphere variable de rayon, et dont le centre parcourt une courbe a
double courbure quelconque,[A428]. Estudia, doncs, tubs.

El 1807 envia a 1'Ecole Polytechnique una breu solucié del problema de
trobar una superficie desenvolupable que tingui com aresta de retrocés una
corba donada, que Hachette recull a Correspondance sur [ "Ecole Impériale
Polytechnique,|A430]. També d’aquest any és la nota conjunta amb Hachette
Sur la théorie des ombres et de la perspective; sur les points brillants des
surfaces courbes,[A436]. Defineixen punt brillant com el punt de la superficie
que reflecteix un raig lluminds cap a 1'ull de 'espectador. No hi ha cap
formula, només consideracions geometriques.

El 1810 envia una nota a I’ Ecole titulada, Sur les E’quations différentielles
des Courbes du second degré,[A431]. Diu que plantejar-se aquest problema
per a corbes de grau arbitrari li sembla <une enterprise inutile.<Pero, que
per la seva importancia, val la pena fer-ho per a les corbes de segon grau.
Com aquestes s’escriuen

Ay* +2Bry + Ca* + 2Dy +2Ex +1=0
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9¢*t — 45qrs +40r* =0

com equacié diferencial de totes les corbes de segon grau.

7

El 1811 es publica la seva famosa Géométrie descriptive, [A424], on hi ha
un capitol titulat Des plans tangents et des normales aux surfaces courbes,

en el que es parla de canons, de ’enemic, etc.

Es molt curiés I’esperit patriotic que d’estila la introduccio.

Pour tirer la nation fracaise de la dépendance ot elle a été jus-
qu’a présent de l'industrie étrangére, il faut premiérement diriger
l’education nationale vers la connaisance des objets qui exigent
de Uexactitud [...] et, a cet égard, il aut l’avouer, nous avons
beaucoup a puiser chez les nations étrangeéres.

C’est d’abord en familiarisant avec l'usage de la Géométrie
descriptive tous les jeunes gens qui ont de l’intelligence, tant ceux
qui ont une fortune acquise, afin qu’un jour ils soient en état
de faire de leurs capitaux un emploi plus utile et pour eux et
pour l’E’tat, que ceuxr mémes qui n'ont d’autre fortune que leur
éducation, afin qu’ils puissent un jour grand prix a leur travail.

Per treure la nacio francesa de la dependencia que ha tingut
fina ara de la industria estrangera, cal dirigir primer ’educacié
nacional cap al coneixement d’objectes que requereixen exacti-
tud [...] I, en aquest sentit, ho hem de confessar, tenim molt a
aprofitar de les nacions estrangeres.

En primer lloc, familiaritzant a tots els joves amb intel-ligencia
en 1'is de la Geometria Descriptiva, tant els que tenen fortuna
adquirida com perque, un dia, estiguin en condicions de fer dels
seus capitals un us més 1til per a ells i per a ’Estat, com aquells
que no tenen més fortuna que la seva educacié, de manera que
un dia puguin donar un major valor al seu treball.
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Francois Arago’!

Per coneixer la vida de F. Arag6® (1786-1853) us recomanem amb entusias-
me 'autobiografia titulada Historia de la meva joventut, Col-leccié Popular
Barcino, nim 155, Editorial Barcino (1937), reimpres per Artifex Cultural,
Palma (2000), que redacta quan ja estava, com diu ell mateix, vell i malalt.
Es llegeix com una magnifica novel-la d’aventures.

En el llibre ens parla de la seva infantesa al poble d’Estagell, al Ros-
selld, i la seva adolescencia a Perpinya. També de la preparacié de 'examen
d’ingrés a I’Ecole Polytechnique, estudiant en solitari obres de Legendre, La-
croix i Garnier,..., examen que feu a Tolosa, davant d’un tribunal presidit
per Monge, el qual primer el rebé amb desconfianca. L’examen dura dues
hores i acaba amb 1’abracada de Monge, impressionat pels coneixements del
jove Arago.

Ens hi explica ’ambient de I’ Ecole Polytechnique, lligada als moments
politics dificils de la Franca de la primera decada del segle XIX. Alli conegué
i feu amistat amb Laplace. Junt a altres estudiants es nega a signar el
document d’adhesié a la proclamacié de Napoleé com emperador, i per aixo
el general Lacuée, director de I’ Ecole, proposa la seva expulsié. Napoled
demana a Lacuée quin lloc de la promocié ocupava Aragd, i al veure a la
llista que era el primer digué: “Ah, si haguessin estat a la cual... Senyor
Lacuée, deixe-ho cérrer...”.

El 1804 fou anomenat secretari de I’Observatori de Paris recomanat per
Poisson, professor del jove Aragé a la Polytechnique. Demana a Laplace, di-
rector de I’Observatori, reprendre les mesures del meridia de Paris a Espanya,
interrompudes per la mort de Méchain.

Encara que trossos d’aquest meridia havien estat objecte de distintes cam-
panyes de mesura anteriors, (Picard, Cassini I, Cassini II, La Hire, Maral-
di,...), quan I’Assemblea Nacional decidi (1791) establir un patré de mesura
que podés ser acceptat per totes les nacions, I’Academia proposa tornar a
mesurar el meridia de Paris, pero aquesta vegada no només en territori de
Franga, siné arribar fins a Barcelona (el meridia de Paris entra al Mediterrani
a la platja d’Ocata, al Maresme). Delambre fou I'encarregat de mesurar la
part nord, de Dunkerke a Rodez, i Méchain, la part sud, de Rodez a Bar-

51Gecci6 escrita per Josep Lluis Solé Clivillés a qui agraim la seva gentilesa en cedir el
text.
52 altres fonts el nom apareix sense accent.
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celona. Les mesures comencaren el dia abans de la presa de la Bastilla, i la
historia d’aquesta campanya cientifica, feta en moments convulsos, mereix
una historia apart.

El 1801, Méchain, director de I’Observatori de Paris, demana prolongar
les mesures del meridia de Barcelona a les Balears (el meridia de Paris talla
Sa Dragonera, i deixa la illa de Mallorca totalment a llevant seu). Per fer-
ho, proposa triangular la costa de Castellé i Valencia per poder fer el salt a
Eivissa i Formentera, i d’alli a la Serra de Tramuntana de Mallorca. El 1803
Méchain comenca els treballs, perdo mori el setembre de 1804 sense poder
acabar el seu encarrec.

F. Aragé i Biot foren doncs comissionats per acabar les mesures de Méchain,
i son les anecdotes d’aquesta expedicio, iniciada a principis del 1806, les que
ocupen la gran part del llibret que hem esmentat al principi. Ens hi explica
la seva estada al cim del Desert de Valencia durant 6 mesos intentant visua-
litzar el turé de Campvei, a Eivissa, a 150 Km de distancia. Les trobades i
amistat amb els bandolers de prop de Cullera, al sud de Valencia, la perse-
cucio d'un amant gelés a Sagunt, 1’estada a la Mola de Formentera, en una
casa que encara avui existeix, i la construcciéo d’una cabana de pedra al cim
de La Mola de S’Esclop, sobre Andratx, ultim vertex del darrer triangle, hi
son descrits amb molta amenitat.

A la Mola de s’Esclop el sorprengué 1'aixecament contra Napoled (1808).
Avisat que, com el poble creia que era un espia, el pujaven a matar, fugi
vestit de pastor i es refugia a Palma. Alli fou tancat al castell de Bellver,
d’on escapa, i puja a un vaixell que el porta a Alger. Embarca cap a Franca,
pero un corsari de Roses captura el vaixell, i Aragd, sense donar-se a coneixer
i fent-se passar per catala, fou tancat a la ciutadella de Roses i a Palamos.
Alliberat, un vaixell 'havia de portar a Marsella, perd una tempesta desvia
el vaixell a Bugia, a les costes algerianes, on, després d’una arriscat viatge,
pogué arribar al consolat frances d’Alger. Alli s’embarca en un vaixell de
bandera algeriana, i arriba finalment a Marsella el juny de 1809, evitant el
bloqueig de la Flota anglesa. Tot aixo amb la llibreta d’observacions amagada
a la seva roballl

Un any després (1809) fou elegit membre de I’Academia, per a una vacant
a la qual també aspirava D. Poisson, que hagué d’esperar tres anys a poder-hi
accedir. En el darrer capitol de Memories de la meva joventut ens explica la
seva activitat com academic, fins el seu nomenament com a secretari perpetu
el 1830, i la seva rentncia la placa de professor de la Polytechnique a favor
d’en Fourier.
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No descriurem en aquestes notes de caracter biografic 'obra cientifica
d’Arago, pero si que volem assenyalar que no abandona el seu compromis
politic. Fou membre del govern provisional de la Segona Republica, sorgida
després de la revolucio de 1848, el qual establi el sufragi universal i I’abolicié
de l'esclavitud a Franca. Com a ministre de la guerra i de marina va suprimir
els castigs corporals a I’Armada i millora el tracte als mariners (veure el
capitol 6 del llibre de P. Murdin, Full meridian of glory, Spinger Bussiness
Media, New York (2000)).

Quan Napoled III restabli 'imperi el 1851, Aragd es retira de la vida
politica, pero li permeteren continuar sent director de 1’Observatori fins que
es retira a Estagel el 1853.



Capitol 7

La influéencia de Monge.
L’Ecole Polytechnique

Reunim en aquest capitol els primers deixebles de Monge, ordenats per data
de naixement. Gairebé tots ells vinculats a I’Ecole Polytechnique. Hem inclos
a Legendre que tot i que no s’el pot considerar com deixeble de Monge si que
va estar vinculat durant molts anys a [ "Ecole Polytechnique i va treballar sobre
les equacions en derivades parcials en la linia de Monge. I també hem inclos
a Frenet tot 1 que va estudiar a I’ Ecole Normale Supérieure, competencia de

7.1 Charles Tinseau d’Amondans (1748-1822)

Neix a Besencon. FEntra a

I’ Ecole Royale du Génie a : 593
Mezieres el 1769 i es gradua | % == =%
el 1771. Se’l considera el pri- - SRQLL I T RO N

mer deixeble de Monge. Mi- DE QUELQUES PROBLEMES
litar monarquic ha d’emigrar Relatifs a la Théorie des Surﬁzces courbes ,
a Anglaterra després de la &6 des Coarbes a double courbure,
caiguda de la Bastilla, 1789. . ... ..-Par M-TINSEAU,

. N 3 Cvrrcﬁmndan: de I'Académic, Officier au Corps Royal du Génie.
Anti Napoleonic no torna a : :
Fran(;a fins 1816. A T .4 PRDBLEME PREMIER

Només va publicar un pa- | Sebieafi i e e s e il

rell d’articles a Mémoires de

81
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divers savans® recent gradu-

at, el 1772, clarament inspirats per Monge, el més important titulat Solution
de quelques problemes relatifs a la théorie des surfaces courbes et des lignes
a double courbure, vegeu [A517]. L’altre es titula Sur quelques proptiétés des
solides renfermés par des surfaces composées des lignes droites, [A518].

Va estudiar també corbes de contacte de cons o cilindres circumnscrits, di-
verses superficies associades a corbes de 1’espai (va ser el primer de considerar
la superficie de les tangents o desenvolupable tangencial), la determinacié del
pla osculador (també va ser el primer), problemes de quadratures relacionats
amb superficies reglades, etc.

També va fer una generalitzacio del teorema de Pitagores demostrant que
el quadrat d’una area plana és igual a la suma dels quadrats de les arees de
la seva projeccié sobre plans ortogonals. De fet, aquest resultat en el cas
particular de les cares d'un tetraedre rectangle era conegut ja per Descartes.

53E] nom complet de la revista és Mémoires de Mathematique et de Physique, Présentés
a I’Académie Royale des Sciences, par divers Savans, & lis dans les Assemblées.
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7.2 Adrien Marie Legendre (1752-1833)

Va néixer a Parfs. Ja’® hem comen-
tat, al parlar de Pierre Varignon, que
Legendre va estudiar al col-legi Ma-
zarino. Des de 1775 a 1780 ensenya,
juntament amb Laplace, a I’ Ecole

Militaire a Paris. El 1782 guanya N
un premi de I’Academia de Berlin w :r-
pel seu treball Recherches sur la tra- - . .
jectoire des projectiles dans les mali- ... f

eux résistants. El 1783 entra a I’A-

cadémie de Sciences, poc després de

llegir el treball Recherches sur [’at-

traction des sphéroides homogenes,

molt elogiat per Laplace i que pu- Figura 7.1: Adrien Marie Legendre.
blicaria un parell d’anys més tard,

[A358]. Es on introdueix els famosos polinomis de Legendre.

El 1787 publica el treball que hem comentat quan parlavem de Monge,
Mémoire sur ['integration de quelques équations aux différences partielles,
[A360].

El 1794 publica Eléments de géométrie, [A361] , que passa a ser llibre de
text durant més de 100 anys. En aquest treball i en posteriors edicions déna
diverses proves del cinque postulat (totes falses, obviament). Tracta aquest
mateix tema a Réflerions sur différentes maniéres de démontrer la théorie
des paralléles, [A363].

El 1795 és nombrat membre de [’Agence temporaire des poids et mesures
amb la missio d’introduir el sistema metric decimal. Legendre hi dedica molta
energia com es veu en aquest escrit reproduit al llibre de A. Garcia Azcarate
[B26]:

“Per acostumar successivament a tots els francesos a les noves
mesures, ens dirigim primer als més il-lustrats i sobre tot a aquells
que el seu treball esta essencialment lligat al govern. El vostre
patriotisme, el vostre amor pel bé general, faran ben aviat que es
convencin tots els que treballen sota la vostra direccié.”

54Sembla que no hi ha imatges reals de Legendre. La Caricatura que posem és de
Julien-Leopold Boilly. Vegeu la pagina Portrait_debacle a Wikipedia.
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Entre 1799 i 1812, Legendre va ser examinador dels graduats a I’ Ecole
Militaire i entre 1799 i 1815 va ser examinador permanent a I’ Ecole Polytech-
nique, carrec que li donava molt poder.

Gauss, en el Disquisitiones, a més de citar l'il-lustre Euler cita també
I'il-lustre Legendre. Ho fa quan parla de triangles esferics i es referix a I'arti-
cle Mémoire sur les opérations trigonométriques dont les résultats dépendent
de la figure de la terre, [A359]. De fet, el resultat de Legendre sobre triangles
esferics facilita molt els calculs geodesics, i degut a aixo 1’Académie el va ele-
gir, juntament amb Cassini IV i Méchain, per fer una triangulacié geodesica
entre els observatoris de Greenwich i Paris. El teorema en qiiestio diu aixi.

Teorema 7.2.1 (Legendre). Si la suma dels angles d’un triangle esféric,
de costats molt petits, és 180° + €, i si de cada angle restem %, dic que els
sinus dels angles aixi disminuits seran proporcionals als costats oposats, de
tal manera que el triangle es pot resoldre com si fos rectilini.

També va tractar el tema de triangles sobre un el-lipsoide a Analyse des
triangles tracés sur la surface d’un sphéroide, [A362].

En una carta a Olbers de 1806 Gauss diu: “Sembla que és el meu desti
estar en competencia amb Legendre en quasi tots els meus treballs teorics”.
Tres anys abans de la publicacié del Disquisitiones Arithmeticae de Gauss,
Legendre va publicar Essai sur la Théorie des nombres, perd probablement
Gauss no el coneixia quan va escriure la seva obra. Pero és cert que hi
havia interseccions, com hem comentat. De fet Gauss, referint-se al llibre
de Legendre diu: “Com aquest llibre va arribar a les meves mans un cop la
major part de la meva obra estigués ja a la impremta, no he pogut mencionar
en cap lloc 'analogia dels plantejaments”.

Van coincidir amb la férmula de la distribucié dels primers. Concreta-
ment, Legendre, el 1798, va conjecturar que el nombre de niimeros primers
entre 1 i x estava donat per

T

Mz)= — =+~
(%) = {2 108366

Gauus el 1791 quan tenia 14 anys, va anotar a la seva taula de logaritmes
que
x
[I(zx) = —.
(z) Inx
Aquest tipus de férmules no es van provar fins 100 anys més tard per J.

Hadamard i, independentment, per Charles J. de la Vallee Poussin.
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També van coincidir amb la llei de reciprocitat quadratica, els minims
quadrats, etc.
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7.3 Jean Baptiste Meusnier (1754-1793)

Neix a Tours. Deixeble de Monge a
Ecole Royale du Génie Militaire de
Mézieres els anys 1774 1 1775. Es-
tudia les linies de curvatura de les
superficies per indicacié de Monge.
Reproduim les paraules de Monge

sobre Meusnier?®:

“El mateix dia de la seva
arribada a Mézieres em Figura 7.2: Dirigible de Meusnier.
va venir a veure i em va demanar que li proposés una pregun-

ta que em permetés saber el seu grau d’instruccio i jutjar la seva
disposicié. Per satisfer-lo li vaig parlar de la teoria d’Euler sobre

els radis de curvatura maxim i minim de les superficies corbes.

Li vaig exposar els principals resultats i li vaig demanar que en
trobés la demostracié. L’endema al mati, a les habitacions, em

va donar un petit paper que contenia aquesta demostracio; pero

el que hi havia de remarcable és que les consideracions que ell
havia emprat eren més directes, i el cami seguit molt més rapid
que el que havia seguit Euler.”

Estudia superficies d’area minima descobrint la catenoide i 1'helicoide
recte. Concretament demostra que la tnica superficie de revolucié d’area
minima és la generada per la revolucié d'una cadena al voltant de la seva
base. Posteriorment fou professor de geometria descriptiva a la propia escola.
El 1791 és encarregat, junt amb Monge, de la determinacié de la mesura del
meridia Terrestre. Vegeu la nota 87 de Struik, pagina 294.

Podeu trobar més informacié en els FElogis de Darboux, [A211], p.218-
62, on hi ha una nota biografica titulada Notice Historique sur le Géneral
Meusnier.

Va projectar, sense arribar-ho a realitzar, un dirigible basat en un el-lipsoide.

Sobre la curvatura de les superficies

Vegem un petit resum del treball Mémoire sur la courbure des surfaces,

[A408].

®Traducci6 lliure a partir del llibre de R. Taton [B73], p. 234.
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Primer observa que la curvatura d’una corba és el que fa que d’un punt

a 'altre la tangent canvii de posicio.

Diu que com més considerable
és aquest canvi, més es pot dir que
la Curvatura és gran: per tant,
si considerem dues tangents en dos
punts infinitament proxims, ’angle
format per aquestes tangents, mesu-
re la Curvatura de l’element com-
prés entre aquests dos punts. Des-
prés observa que aquest calcul depen
de les derivades primeres i segones,
de manera que si canviem la corba
donada per una altra que tingui en
el punt considerat contacte d’ordre

LA COURBURE
DES SURFACES,

Par M. MEvSNIER, Licutenant en premier ,
Surnuméraire au Corps Royal du Gérie , Corre[~
pondant de I Académie.

Lu A UAcADEMIE LEs 14 ET 21 FEVRIER 1776.

Figura 7.3: Meusnier.

dos, aquesta tindra la mateixa curvatura que la primera en el punt. De fet,
podem substituir la corba per un cercle amb aquesta propietat:

“Sempre és possible assignar un cercle que tingui aquesta propie-
tat; es pot considerar doncs tot element de corba com una porcié

d’un cert cercle.”

Ara vol generalitzar aquesta idea a les superficies. Déna una mena de
definicié de curvatura que em sorpren una mica. Diu:

“La Curvatura d’una superficie consisteix en el que d’un punt
a un altre el pla tangent varia: aixi la Curvatura d’un element
de superficie depen de la féormula que expressa el canvi del pla

tangent dins I'extensié d’aquest element.”

Diu que veura de seguida que aquesta féormula involucra només derivades
primeres i segones, de manera que una altra superficie amb contacte d’ordre

dos al punt tindra la mateixa curvatura.

A continuacié cita Euler:

“M. Euler ha tractat el mateix tema en una molt bona Memoria,
impresa el 1760, d’entre les de I’Academia de Berlin.
il-lustre Geometra presenta la qiiestié d’'una manera diferent a la
que acabem d’exposar; fa dependre la Curvatura d’un element

Aquest
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de superficie de la de les diferents seccions que es poden obte-
nir tallant-la amb un pla; [...] no pretenem més que presentar la
mateixa qiiestio sota un altra punt de vista, fent-la dependre d’u-
na propietat intressant; concretament, que existeix una generacié
que s’adapta a tot element de superficie: falta d’altra banda a
aquesta teoria diversos resultats importants que donem aqui.”

A partir d’aquesta introduccié el treball es divideix en els cinc problemes
segiients.

PROBLEMA PRIMER

1. Determinar les diferents posicions que pot tenir el pla tangent
respecte d’un element de superficie?

PROBLEMA 11

15. Determinar el radi de curvatura de la seccio feta en un ele-
ment de superficie per un pla qualsevol de posicio donada.

Fa essencialment el teorema de Mesnieur classic. Fa el cas particular de
les superficie de revolucio interpretant un dels radis de curvatura principal
com el radi de curvatura de la corba generatriu i ’altre com la longitud de
la normal entre el punt i I’eix de rotacio.

PrROBLEMA III

34. Determinar quines son les superficies que tenen els dos radis
de curvatura iguals.

Veu que només hi ha l'esfera amb aquesta propietat.

PROBLEMA IV

35. FEntre totes les superficies que es poden fer passar per un
perimetre donat, format per una corba de doble curvatura, troba
aquella que tingui la minima darea.

Troba, efectivament, que els radis de curvatura han de ser iguals i de
sentit contrari. Encara no es parlava de curvatura mitjana en aquells temps,
pero Meusnier esta caracteritzant les superficies minimals com les superficies
de curvatura mitjana zero. Va ser el primer en fer-ho.



Historia Geometria Diferencial 89

PROBLEMA V

38. Trobar l'equacio general de les superficies desenvolupables.
Troba que si la superficie z = z(z, y) es pot desenvolupar llavors

ddz ddz ., ddz
( )= (55)(=5) =0,
dx dy dx?" " dy
que no és més que dir que el ‘determinant’® de la segona forma fonamental,
i per tant la curvatura de Gauss, és zero. Pero li dona la prioritat a Monge,

citant I'article[A414]. Euler, en el seu article sobre desenvolupables, [A262],
no arriba a aquesta expressio.

Just a continuaci6 del treball de Meusnier, a la mateixa revista, es publica
el treball de Monge Mémoire sur les développées, [A421].

Problema Primer

Estudiem detalladament el primer problema proposat per Meusnier. Tot i
que I'enunciat és molt generic veurem com introdueix la segona forma fona-
mental, com calcula els radis principals de curvatura, etc.

Utilitza la notacié de la figura adjunta (N és el punt de la superficie, de
coordenades (u, v, t(u,v))):

Diferenciant, escriu

dt = Udu+ Vdv
dU = U'du+ V'dv
AV = V'du+ ~vdv

Observem, doncs, que

D
ot ot
U= Voo
g P o v
w2’  Oudv’ 7_87)2'
4 t C

56Les formes quadratiques no tenen deteﬁnin siné discri;;[_iynt./ Pero el quocient
entre el determinant de la segona i primera figlue esta ben definit, en
el sentit de que no depén de la base Bespecte de la qual es consideren les matrius. Es la

curvatura de Gauss.

Figura 7.4: ABC és el pla tangent a la su-
perficie en A i N un punt de la superficie.
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Com que esta suposant
que el pla ABC és el pla
tangent a la superficie en A,
es compleix que U(0,0) =
V(0,0) =0.
El pla tangent a la su-
perficie en el punt N = (u,v,t(u,v)) esta generat pels vectors (1,0,U) i
(0,1,V), de manera que el vector normal unitari esta donat per

1
V1+ U2+ V2

Aixi, un punt (v/,v’,t') pertany al pla tangent si i només si

(—=U,—-V,1).

' —d'U -2V =t —uU —oV.

Com varia aquest pla tangent quan N s’acosta a A, sobre la superficie?
Introdueix la notacié

c = U'(0,0),
e = V'(0,0),

Aixi
dU(0,0) = cdu + e dv,
dV(0,0) = edu + f dv.

L’expressié dt = Udu + Vdv vol dir que tenim una corba

o(s) = (u(s), v(s), t(u(s), v(s)))
sobre la superficie i calculem el vector tangent.

du dv dt
/ — — — —
o'(t) = (0 0
Ens fixem en la tercera component. Per la regla de la cadena,

dt du i
T = Ululs).0(s) 72 + V(u(s). v(s) 7,
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que, tornant a derivar en s = 0, i recordant que U(0,0) = V(0,0) = 0, déna

F_dUde Ve
ds?s—0 ds ds dsds’
Com que
ag du , dv  du dv
e U(O,O)dS—I—V(O,O)dS—cds—i-eds,
av , du dv du dv
tenim
&t du, 2du dv dv

er _ du au av av, o
ds? s=o C(ds) + dsds+f(ds)

que Meusnier escriu com
ddt = cdu® + 2e dudv + f dv?

Observem que el segon terme d’aquesta igualtat és, amb notacié actual,
la segona forma fonamental de la superficie a 'origen, aplicada al vector
tangent w = (v, v'), i.e. II(w,w).

Observacié 7.3.1. Un calcul que Meusnier no explicita: la relacio entre la
segona forma fonamental i les curvatures principals.

Aplicant la férmula de la curvatura per a una corba v no parametritzada
per l'arc,
. ’,}/ A ,}//’2
y'[?
a la corba seccid normal v(s) = (u(s), Au(s),t(u(s), Au(s))) (és a dir, a la
corba que s’obté en tallar la superficie pel pla per l'origen generat pels vector
(0,0,1) iw = (1,A,0)) tenim

)

c+2eX + fA?
k) = =

Per tant, les curvatures normals (les que considera Euler) es poden calcular
coneixent només el valor de les derivades segones en el punt, (c,e, f). Per
tant, superficies amb contacte d’ordre dos en el punt considerat tenen la
mateixa curvatura (en el sentit de les mateixes curvatures normals). Aquest
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és el punt de partida de tot el treball de Meusnier que estem comentant: Ens
permet treballar només amb superficies quadratiques.

Observem finalment que la férmula que acabem de trobar també s’escriu
com

ct2eN+ A H(w,w)
N 1+ A2  g(w,w)

k(w)

on g és la primera forma fonamental.

9

Curvatura de Meusnier

Considerem una corba 7(s) sobre la superficie amb v(0) = (0,0,0). Denotem
per a(s) 'angle entre el vector normal N (s) a la superficie en el punt ~(s), i
el vector N(0) = (0,0,1).

Si suposem que s és el parametre arc de 7y(s), la ‘definicié’ de curvatura
donada per Meusnier, que hem reproduit a la pagina 87, es pot interpretar
com

da
KM(0) = Curvatura de Meusnier a l'origen en la direccio v'(0) = T
S s=0
Ve a ser una generalitzacié natural de la curvatura d’una corba plana en el
sentit que mesura la velocitat de gir d’'un vector associat a la corba.
Observem que l'angle «(s) compleix

1

N(0)- N(s) = NiER A

= cosa(s).

En particular

tana(s) = VU2 + V2.

Despres d’introduir la segona forma fonamental com acabem de fer (sense
donar-li cap nom) demostra el resultat segiient.

Corol-lari 7.3.2 (Corollaire Premier). Tota superficie tangent a l’element
[de superficie] donat i que tingui en el punt de contacte la mateiza equacio
en derivades segones tindra també la mateiza curvatura.
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Per a aix0 observa que

1

N(s) = (UG =V ()

1 per tant
ﬂ B (_dU(O) _dV(O)
ds s=0 ds '’ ds

que escriu (sempre a 'origen) com

7())7

dN = (—dU,—dV,0) = —(cdu + edv,edu + f dv,0).

En particular

|dAN| = v/(cdu + edv)? + (edu + f dv)? (7.1)

(expressié que apareix al final de la seccié 1 de I'article de Meusnier)
Perd com tothom sap [je,je], el modul de la derivada és la derivada de
I’angle:

Lema 7.3.3. Sigui N(s) una corba sobre ’esfera unitat. Sigui a(s) l'angle
entre N(0) i N(s). Llavors

dN(s)
ds s=o|

o/(0) = ’

Demostracié.>” Com que N(s)- N(s) =1, tenim N’(s) - N(s) = 0 i, per
tant

N'(s)- N'(s) = —N"(s)- N(s).
També, de N(s) - N(0) = cos a(s), deduim

N'(s) - N(0) = —sina(s) o/(s),

N"(s)- N(0) = —cosa(s) (s)* + a’(s) sin a(s).

Quan s = 0, tenim doncs

N"(0) - N(0) = o/(0)*.

57 Aquesta demostraci6 és de Gil Solanes.
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Substituint a (7.2), tenim

Per tant, llevat del signe,

com voliem. O

En particular, abreujant la notacié, la férmula (7.1) s’escriu ara com
KM = |[dN| = «/,

igualtat que demostra el corol-lari 7.3.2.

Observacio 7.3.4. Olinde Rodrigues

Ja sabem que Olinde és molt posterior a Meusnier. Pero només vull fer
la observacié de que si imposem la condicié d’Olinde per a les direccions
principals, tenim

dN
ds
on w és un vector tangent que té la direccié de curvatura principal i o(s) és
una corba sobre la superficie amb ¢’(0) = w. I N(s) = N(o(s)) denota el
vector normal a la superficie restringit a la corba o(s).
Tenint en compte la notacié introduida per a d/N aquesta equacié s’escriu
com

A\w

cu +ev = M\,
e + fo' = M,
i aquest sistema té solucié no trivial si i només si el seu determinant és zero.

Es a dir,
M —(c+ )N+ fe—e*=0.

Les arrels sén

k'_c—l—fj:\/(c—f)?—i-éle?
[ 2 b
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que dona, per als radis de curvatura, I’expressié trobada ja per Meusnier

2
o et Jle— Pt

95
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7.4 Sylvestre Lacroix (1765-1843)

Va néixer a Paris. De molt jove, el
1780, assisteix a un curs de Monge.
Aquest el propos a com a Professor
de Matematiques a I'Ecole de Gardes
de la Marine a Rocheford, el 1782.
Als 20 anys publica ja a I’Académie
de Sciences. S’interessa des dels 14
anys en calculs astronomics.

Torna a Paris a explicar astrono-
mia i probabilitat al Lycée. El 1787
és professor a I’ Ecole Royale Militai-
re de Paris. De 1788 a 1793 és pro- Figura 7.5: Sylvestre Lacroiz.
fessor a I'Ecole Royale d’Artillerie de Besangon. Despres de diversos proble-
mes causats per la Revolucié Francesa esdevé Professor a I’ Ecole Polytechni-
que el 1799. El 1815 passa a la Sorbonne i al College de France. A la lluna
hi ha un crater que porta el seu nom.

A la seva obra Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral,
[A326],°® dedica diversos apartats a corbes i superficies. Per exemple, un
apartat es titula Application du Calcul differential a la théorie des courbes, i
parla de corbes osculatrius, centre osculador, radi de curvatura, propietats de
la desenvolupable, etc. Un altra es titula Application du Calcul differential
a la théorie des surfaces courbes, i parla essencialment de la curvatura de
superficies i un altra apartat es titula De ["application du calcul differentiel
aux courbes a double courbure et des surfaces dévéloppables.

A Tapartat Integration des équations différentielles partielles du premier
ordre dedica una nota a peu de pagina a Monge: Note sur les considérations
par lesquelles Monge liait 'integration des équations differentielles avec la
génération des surfaces, p. 504 de la quarta edicié de Bachelier de 1828. El
titol de la nota apareix a I'index pero no a la pagina 504. Es en aquesta nota
que cita la Géométrie Analytique de Monge, com hem comentat a la pagina
??

A Tedicié, corregida i augmentada, de [A326], de 1810, Lacroix decideix
incloure-hi, a la seccié 357, una versié d’una nota seva de 1790 que s’havia

%8La podeu trobar ahttp://www.archive.org/stream/traitlmentaired00serrgoogt
page/n0/mode/1up.
59E1 titol d’aquesta edicié perd 'adjectiu de “élémentaire”.
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llegit a I’Académie pero no s’havia publicat. Es titulava Mémoire sur les
surfaces développables et sur les équations auz différences ordinaires a trois
variables. Es proposava estudiar que passa amb una corba que esta sobre una
superficie desenvolupable quan aquesta superficie es desenvolupa sobre el pla,
i reciprocament, donada una corba en el pla veure que passa quan s’embolica
el pla sobre la superficie donada. Podeu trobar aquesta nota reproduida a la
tesis de Jean Delcourt, [B15].

La sisena edicid, de 1862, esta completada amb notes d’Hermite i Serret.
Hem comentat la nota III de Serret a 192.

El 1795 Lacroix publica el seu llibre Essais de Géométrie sur les plans
et les surfaces courbes, [A325]. Aquesta edicié té dues parts. A la primera
estudia els plans i les esferes i a la segona estudia les superficies. La divideix
en els apartats segiients: superficies coniques, superficies cilindriques, corbes
de doble curvatura, superficies de revolucid, intersecciéo de superficies cor-
bes, generacio de superficies corbes, desenvolupament de superficies corbes,
i finalment, assaig sobre la perspectiva.

Un estudi detallat de la figura de Lacroix el podeu trobar al llibre de Joao
Caramalho Domingues Lacroiz and the Calculus, [B17].

Teorema de Lacroix

Dins de l'apartat Application du Calcul differential a la théorie des surfaces
courbes, concretament a la pagina 236, secciéo 164, de la quarta edicié de
Bachelier de 1828 de [A326], Lacroix diu:

<La seconde courbure, ou la seconde flexion des courbes qui
ne sont pas planes, est la courbure des surfaces développables
formées par leurs tangentes, et indiquée par les angles compris
entre les plans osculateurs, comme leur premiere flexion ’est par
les angles compris entre leurs tangentes. Or, les droites qui sont
les intersections des plans normaux, étant perpendiculaires aux
plans osculateurs, comprennent entre elles le méme angle que ces
derniers; de plus, comme elles forment, par leurs rencontres, I’a-
reete de rebroussement de la surface des plans normaux, elles sont
aussi les tangentes de cette arete, qui font, par conséquent, entre
elles des angles égaux a ceux des plans osculateurs correspon-
dants; ainsi la seconde flexion de la courbe proposée est égale a la
premier flexion de ’aréte de rebroussement des plans normauz.>
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i afegeix que aquest resultat és de Fourier (vegeu el manuscrit de la figura 7.6).
A la pagina 104, Teorema 7.6.2, reescriurem aquest resultat en llenguatge més
modern.
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7.5 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

Neix a Auxerre. El 1790 en-
tra com a professor de ma-
tematiques a l’escola militar
d’Auxerre (on havia estudi-
at). El 1794 va a I'Ecole
Normale Supérieure de Paris
on té com professors La-
grange, Laplace i Monge, i
posteriorment és professor a
I’ Ecole Polytechnique.  El
1798 va participar en la cam-
panya de Napoleé a Egipte
i es converti en un reputat Figura 7.6: Notes sur les développées des lig-
egiptoleg. No entrarem aqui 05 courbes

a parlar d’aquest gran matematic.

Només citarem tres notes manuscrites: Notes sur les développées des lig-
nes courbes, [A271], Sur les propriétés des lignes courbes, [A273] i Notes sur
les propriétés des lignes courbes, [A272], per que totes tres fan referéncia a
les propietats de les corbes. Les he pogut veure gracies als serveis de la Bi-
blioteca de Ciencies, especialment a Montse Mallorqui. Estan extensament
comentades a la Tesi Doctoral de Jean Delcourt Analyse et géométrie: les
courbes gauches de Clairaut a Serret et Frenet, [B14], pagines 243-256. Ve-
geu també 'article posterior de Delcourt Analyse et géométrie, histoire des
courbes gauches. De Clairaut a Darbouz, [B15].
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7.6 Michel Ange Lancret (1774-1807)

Neix a Paris. Alumne de Monge. Va ser
uns dels acompanyants de Napole6 a la cam-
panya Egipcia. Va escriure només dos ar-
ticles, ja que va morir molt jove, Mémoire
sur les courbes a double courbure, [A353]
i Mémoire sur les développoides des corbes
planes, des corbes a double curbure et des
surfaces développables, [A354]. A aquest se-
gon, que no he pogut consultar, es refereix
Struik a a la seva nota 48, pagina 291, quan
parla d’evolutoides. En el primer introdu-
eix la primera flexio dp (angle entre dos
plans normals consecutius) i la segona flezio
dv(angle entre dos plans osculadors conse- Figura 7.7: Michel A. Lancret.
cutius). Veu que no cal estudiar una tercera

flexié dw com angle entre dos plans rectificants consecutius ja que

du? + dv* = dw?.

Va publicar una breu nota que apareix publicada a la Correspondance
sur I’Ecole Imperiale Polytechnique titulada Des courbes a double curbure,
[A355]. Al costat del seu nom hi ha un peu de pagina que diu: «Admis a
I'Ecole Polytechnique, en qualité d’éleve, en primaire an 3, et a I'Ecole des
Ponts-et-Chaussées en nivose a 6>. Demostra que les corbes esferiques tenen
per lloc geometric dels centres dels seus cercles osculadors linies que esdeve-
nen cercles en el desenvolupament de la superficie conica envolvent dels seus
plans normals.

Aquesta igualtat es coneix com Fquacio de Lancret. Utilitza implicita-
ment la referencia de Frenet. La comento amb més detall a la pagina 106.

Amb notacié moderna aquesta igualtat s’interpreta com una relacio entre
els elements de longitud de les indicatrius de la tangent, la binormal i la
normal (corbes sobre I'esfera unitat determinades respectivament pels vectors
tangent, binormal, i normal). Denotant per ds;, dsy,ds, els corresponents
elements de longitud d’aquestes corbes, les féormules de Frenet ens diuen



Historia Geometria Diferencial 101

directament que

ds? = k*ds’,
ds; = T7%ds*
ds = (k*+77)ds?,

on ki 7 sén la curvatura i la torsio respectivament, i per tant,
2 _ 3.2 2
ds, = ds; + ds;.

El primer que fa a [A353] és veure que les dues flexions sén independents,
en el sentit que <l'une peut etre détruite sans que l'autre ait subi aucun
changement>. I les defineix dient que la primera flexié es mesura per I’angle
entre dos plans normals consecutius, i la segona per 'angle entre dos plans
osculadors consecutius. Es a dir, la curvatura mesura la variacié del vector
tangent i la torsié la variacié del vector binormal. Aixo ja ho deia Lacroix,
potser d’una manera més imprecisa, quan deia que la segona flexié esta in-
dicada per I'angle entre els plans osculadors i la primera flexié per 'angle
entre les tangents (pagina 97). I dbviament que estava en les idees inicials
de Monge (en el folklore).

Escrivim-ho amb notacié més actual.

Curvatura com derivada d’un angle

En el pla coneixer 'angle de la tangent amb una direcci6 donada ens de-
termina la tangent pero a l’espai no, de manera que el resultat que diu que
la curvatura d’una corba plana és la derivada, respecte el parametre arc,
de T'angle que forma la tangent amb una direccié fixada, no es generalitza
facilment a ’espai.

L’angle entre dos vectors tangents consecutius de la corba ~(s), vol dir
I'angle entre 7/(s) i 7/(s + As), on As és un petit increment del parametre
arc s. Per facilitar la notacid, fixem s = 0 i denotem As tnicament com s.

Proposicié 7.6.1. Sigui y(s) una corba parametritzada per l'arc i sigui pu(s)
langle entre v'(0) i +/(s) (angle entre dos plans normals “consecutius”). Lla-
vors la curvatura k(0) de v(s) en s =0, és
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Demostracio. Derivant la igualtat

7'(0) - 7'(s) = cos u(s),
tenim
7'(0) - 7"(s) =~'(0) - k(s)N(s) = —sin pu(s)u'(s),
on N(s) és el vector normal principal de ~(s).

Fins aqui tot és igual que en el cas de les corbes planes, pero ara tenim
el problema de que els vectors +/(0),7'(s), N(s) no estaran en general en el
mateix pla i no podem dir que la seva suma o diferencia sigui 7.

No obstant, si ara aillem p/(s) i fem s — 0 obtenim

o — e i 70 KEN(s)
pO) = Timi(s) = lim T

una indeterminacio del tipus 8. Per resoldre aquesta indeterminacié apliquem
I’Hopital i tenim
0 = tim YO RO(REY () + () Bs) + KN () _ kO

Per tant,

k(0) = [1'(0)].

Es a dir, la curvatura en un punt és el valor absolut de la derivada respecte
del parametre arc, en aquest punt, de l'angle que forma la tangent amb la
tangent en el punt. Es la velocitat amb que “gira” el pla normal.

Perd no podem assegurar que k(s) = |/(s)| encara que s sigui petit, si
s> 0.

Aixi, a diferencia del cas de corbes planes, no hi ha una funcié angle tal
que la derivada en cada punt doni la curvatura en aquell punt.

Torsié com derivada d’un angle

L’angle entre dos vectors binormals consecutius de la corba +(s), vol dir
I'angle entre B(s) i B(s + As), on As és un petit increment del parametre
arc s. Per facilitar la notacié, fixem s = 0 i denotem As tnicament com
s. Aixi, si denotem v(s) 'angle entre B(0) i B(s) (angle entre dos plans
osculadors “consecutius”), la torsié en s = 0, és

7(0) = lim ) =v0) _ V'(0).

s—0 S
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Aix0 coincideix amb la definicié habitual ja que derivant la igualtat
cosv(s) = B(0) - B(s),
tenim
—sinv(s)V/(s) = B(0) - B'(s) = —=B(0) - 7(s)N(s),

on N(s) és el vector normal principal de v(s).
Si ara aillem v/(s) i fem s — 0 obtenim una indeterminacié del tipus 2.
Per resoldre aquesta indeterminacio apliquem 1’Hopital.

V/(O) — lim V’(S) — lim B(O) . T(S)N(S)

50 530 sinv(s)

B(0) - (r(s)(=k(s)7'(s) +7(s)B(s)) + T'(s)N(s)) _ 7(0)*

p—t ].. —
pay cosv(s)V'(s) v

Per tant,
7(0) = +£/(0).

Aixi, doncs, la curvatura i la torsié no sén angles siné derivades d’angles.

Molt important remarcar que, malgrat que a acabem de dir que la curva-
tura i la torsid en un punt son les derivades d'un angle, ni la curvatura ni la
torsié, pensades com funcio del parametre s de la corba, sén derivades d'una
funcié ‘angle’ sobre la corba, a diferencia del que passa per a corbes planes
on la curvatura és la derivada d’'una funcié ‘angle’ definida sobre la corba.
Per exemple, en una corba tancada plana

/ k(s)ds = 2k,

ja que la integral de la derivada d’un angle és aquest mateix angle, mentre
que per a corbes tancades amb doble curvatura només se sap que

/ k(s)ds > 21

(Teorema de Fenchel).

Sense aquesta distincié entre angle i derivada de I’angle no s’entendria
el primer resultat que apareix a 'article de Lancret que estem comentant,
[A353], i que no és més que una reformulacié, potser una mica més precisa,
del resultat de Lacroix comentat a la pagina 97. Concretament diu:



104 Agusti Reventds

<Les flexions de la développante et de la développée par le plan

ont entre elles une relation remarcable; savoir, que la premiere
flexion de la développante est egale a la second flexion de la
développée, et réciproquement que la premiere flexion de la développée
est égale a la seconde flexion de la développantes.

Tant Lancret com abans Lacroix atribueixen aquest resultat a Fourier.
Sembla com si Lancret no conegués el treball de Lacroix ja que diu:

<Ces remarques sur la distinction des deux flexions d’une courbe,
et sur la relation qu’ont entre elles les flexions d'une développante
avec celles de sa développée par le plan, sont dues a M. Fourier.
Je les ai exposées ici, parce qu’elles ne sont point encore écrites,
et que j’aurai occasion d’en faire usage dans la suites.

No esta pas dient que la curvatura de la desenvolupant sigui la torsio
de la desenvolupada®® (amb les definicions actuals ordinaries de curvatura i
torsid), cosa que seria falsa, siné que esta dient que, denotant

_du _dv

ko — -
L= P g

la curvatura de la desenvolupant i la torsié de la desenvolupada, tenim
ki ds =dpu = dv = 15 ds,

Precisem també que no esta parlant de la développée sin6 de la développée
par le plan, que, seguint les seves explicacions, no és més que 'aresta de re-
trocés de la superficie polar (envolupant dels plans normals). Que coincideix
amb la corba formada pels centres de les esferes osculatrius. La développée
classica és la développée par le fil.

Teorema 7.6.2 (Fourier-Lacroix). La primera [resp. segonal flexid d’una
corba és igual a la segona [resp. primera | flexio de la desenvolupada pel pla
(aresta de retrocés de la superficie polar).

60Ja de bon principi aquesta formulacié va portar a confusié. Saint-Venant, a Mémoire
sur les lignes courbes non planes, [A496], diu /... ] enfin Uillustre Fourier, qui a communi-
qué verbalement d Lancret une propriété intéressante, mais souvent mal énoncée (comme
l’a remarqué M. Transon, Bulletin de la Société philomatique, 8 aott 1844, ou journal
UInstitut), de Uaréte de rebroussement de la surface polaire.
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En llenguatge actual tenim doncs una corba z(s) parametritzada per I'arc
i aresta de retrocés de la superficie polar, que té equacio

y(s) = a(s) + p(s)N(s) + 2 (s,

(vegeu, per exemple, Struick, [B67], pag. 81). Recordem que la superficie
polar esta donada per

(s, u) = x(s) + p(s)N(s) + uB(s),

de manera que és clar que y(s) hi és continguda. Recordem que la superficie
polar deixa de ser regular just en els punts de y(s). Si fixem s i variem u
tenim la recta polar, que té doncs vector director el binormal de la corba en
el punt corresponent. A més,

és a dir, la superficie polar és la desenvolupable tangencial de l'aresta de
retrocés.

Com que la longitud de y(s) es calcula integrant la norma del seu vector
tangent, si denotem § el parametre arc de y(s), tenim

ds ,
== el,
0, equivalentment,
ds
/
= —DB(s).
y(s) = S B)

Aplicant les formules de la curvatura i la torsié per a corbes no parame-
tritzades per 'arc, podem calcular facilment la curvatura k ila torsié 7 de
y(s). Obtenim,

l~€(8) _ Hy/ A y”H _ T(‘f)
ly/11® s’
ds
F(s) = '~y y") k(f)7
ly' Ay"|I> - ds
ds
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que, tenint en compte que § = 5(s), es poden escriure com

7(8)ds = k(s)ds,

que son les igualtats a que fa referencia Lancret.

Demostracié de Lancret de que no cal consi-
derar tres flexions

La demostracié es basa en un dibuix, que Lancret no fa. Pero la situaci esta
més ben explicada en un article posterior de Saint-Venant, [A496], que m’ha
estat molt 1til per entendre I'argument de Lancret, i que seguiré ara inclis
amb la seva notacié.

Aclarim primer que la corba és pensada com una poligonal, de costats
petits, que s’identifiquen amb les tangents. D’aquesta manera el pla oscula-
dor és el pla format per tres punts consecutius ja que aquest pla conté dues
tangents consecutives i per tant esta generat per elles o per una d’elles i la
diferencia de les dues. Pero aquesta diferencia és el numerador del quocient
incremental que apareix en la definicié de derivada del vector tangent, és a
dir, té en el limit la direccié de la normal. Per tant, el pla generat per tres
punts consecutius és el pla osculador.

Siguin doncs MM', M'M", M", M" tres punts consecutius de la corba.
Sigui I el pla M, M’ M", és a dir, el pla osculador en M, i sigui II" el pla
M' M", M", és a dir, el pla osculador en M.

Per M’ tracem tres rectes:

1. M'C e 1II, perpendicular a MM’'. Sera, doncs, paral-lela al radi de
curvatura en M.

2. M'C" € I, perpendicular a M’'M". Sera, doncs, el radi de curvatura
en M'.

3. M'B € II, perpendicular a M'M".

Observem que I'angle du entre les tangents és 'angle entre M'C' i1 M'B, ja
que sén angles de costats perpendiculars, situats en un mateix pla.



Historia Geometria Diferencial 107

Observem també que 'angle en-
tre M'B i M'C" és l'angle dv en-
tre els plans osculadors, ja que tots
dos segments, un a cadascun dels
dos plans osculadors, sén perpen-
diculars a la intersecci6 MM’ d’a-
quests plans.

Finalment, I'angle entre M'C i
M'C’, com és I'angle entre dues nor-
mals consecutives, és angle dw entre Figura 7.8: El dibuiz que Lancret no
dos plans rectificants. va fer.

A més, els plans M'BCM" i
M'BC" sén ortogonals, ja que les rectes M'B i M'C" sén ortogonals a M'M",
i per tant M'M" té la direccié del vector normal al pla M'BC".

Ara només cal aplicar el teorema de Pitagores esferic al triangle ABC'C
de la figura. Tenim

cos dw = cosdy - cos dv.

Desenvolupant per Taylor i simplificant els termes independents obtenim
d’ + - =dp> +dv* + ...,

on els punts denoten termes djordre superior a dos. Si dividim per ds? i fem
limit quan s tendeix a zero obtenim

2 = k% + 72

on e denota la tercera flexié (derivada en el zero de I'angle entre plans recti-
ficants, o, amb el llenguatge de I’época, angle entre plans rectificants conse-
cutius). Aquesta és essencialment I'equacié de Lancret.

Un altre resultat que es coneix com Teorema de Lancret i que apareix al
mateix article és el segiient.

Teorema 7.6.3 (Lancret). Una corba de curvatura estrictament positiva és
una helix generalitzada si i només si el quocient entre la torsio i la curvatura
és constant.

Recordem que una héliz generalitzada és una corba tal que totes les seves
rectes tangents formen angle constant amb una direccié donada.
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7.7 André Marie Ampere (1775-1846)

Neix prop de Lié. Abans de ser cone-
gut com a fisic era ja conegut com a ma-
tematic. El 1801 va ocupar la catedra de
fisica i quimica a 1’Escola Central de Bourg-
en-Bresse. El 1803 és nomenat professor al
Lycée de Lyon. Torna a Paris el 1804 com
a professor de I’Ecole Polytechnique, on hi
resta fins que dimiteix el 1828. Queda, a
partir de llavors, com professor al College
de Franga.

P?Jral-lelam_ent ensenya “Teoria de pro- Figura 7.9: A. M. Ampeére.
babilitats aplicada a diverses branques
dels coneixements humans” a I’Athénée de
Paris, logica a I'Ecole Normale, i astronomia a la Facultat de Lletres de Paris.

La majoria dels seus molts treballs son sobre electrodinamica, disciplina
creada per ell.

Linic article amb un contingut propi de geometria diferencial és Sur les
avantages qu’on peut retirer, dans la théorie des courbes, de la considération
des paraboles osculatrices, [A1].

Reconeix la importancia del radi de curvatura i el parametre arc com a
coordenades intrinseques d'una corba plana. Estudia el contacte entre corbes.
Obté algun resultat que es podria considerar com els inicis de la geometria
diferencial afi en el senti que obté quantitats invariants per transformacions,
que canvien angles, dels eixos de referencia.

Vegeu l'article de Taton [B72].
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7.8 Sophie Germain (1776-1831)

Neix a Paris. Atreta per
les matematiques des de pe-
tita, aconsegueix apuntar-se
als cursos de I'Ecole Poly-
technique, reservada als ho-
mes, amb el nom d’un antic
alumne, Antoine Auguste Le
Blanc, que ja havia abando-
nat Parfs. L’Escola no ho sa- Figura 7.10: Sophie Germain.

bia i li continuava enviant els

apunts dels cursos que anaven a parar a Sophie. Tot anava com estava pla-
nejat fins que el supervisor del curs, Joseph-Louis Lagrange, es va quedar
parat de les brillants respostes als exercicis del senyor Le Blanc. A més, no
el recordava d’abans com un estudiant massa bo. Lagrange va demanar de
parlar amb 'estudiant reformat i Germain va haver de revelar la seva verda-
dera identitat. Lagrange va quedar molt sorpres i es va fer amic i mentor de
la noia. El 1804 estableix relacié, encara com a Antoine Auguste Le Blanc,
amb Gauss a conseqiiencia del seu interes pel teorema de Fermat i I'estudi
que havia fet de les Disquisitiones Aritmeticae de Gauss.

El 1806, Napoléo envaeix Prissia i Brunswick, la ciutat natal de Gauss.
Sophie Germain, tement llavors per a la vida del seu amic, demana al general
Pernety, a qui coneix personalment, de vigilar la seguretat de Gauss. El
general explica llavors a Gauss que Germain li ha demanat de protegir-lo i
és quan Gauss sap que es tracta d’una dona.

Gauss li escriu dient:%!

“Quan una persona del seu sexe, que per les nostres costums i
els nostres prejudicis, ha de trobar infinitament més obstacles i
dificultats que els homes per familiaritzar-se amb aquestes investi-
gacions espinoses, sap malgrat tot flanquejar les traves i penetrar
en lo més profund, fa falta sens dubte que tingui el més noble
coratge, els talents més extraordinaris, la intel-ligencia superior”.

Els seus dos grans camps d’interes van ser la teoria de nombres, on va fer
avancos importants en la demostracié del teorema de Femat, i en la teoria

61Tradueixo del castella de [B71].
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de la elasticitat, on va formular el teorema (sense una demostracié clara)
que diu que la forca elastica d’una superficie és directament proporcional a
la curvatura mitjana. Les curvatures principals ja havien estat introduides
per Euler pero ella és la primera en considerar el seu valor mitja. Autors
moderns, com per exemple L. A. Santalé a [B59], encara utilitzen el nom de
curvatura de Sophie Germain, per referir-se a la curvatura mitjana.

La motivacié per interessar-se en elasticitat fou probablement el premi
que I’Academia de Ciencies de Paris va oferir, el 1809, al treball que expli-
qués matematicament els experiments sobre superficies elastiques de Ernst
Chladni. Sophie hi va presentar tres memories els anys 1809, 18131 1816 i la
tercera, Mémoire sur les Vibrations des Surfaces E’Zastz’ques, va ser finalment
premiada. Més informacié a [B71].

A Tarticle de 1831 Mémoire sur la courbure des surfaces, [A286], estudia
la curvatura de superficies a partir dels treballs d’Euler. Introdueix, com
hem dit, la curvatura mitjana. Dedica un paragraf a justificar la seva eleccio,
tot parlant dels oponents que va tenir a aquesta idea quan la va introduir en
el treball de 1816: perque de les infinites curvatures agafar aquesta mitjana?

El primer calcul que fa, a la seccié §2 de 'article, és per veure que sigui
quina sigui la posiciéo de dos plans normals perpendiculars la suma de les
curvatures contingudes en aquests plans és constant. No comenta que és
una conseqiiencia directa de la férmula d’Euler. De fet sembla que no la
té present ja que quan vol estudiar la distribucié de la curvatura lineal al
voltant d'un punt proposa anomenar-la <loi de distribution de la courbures.
I obté diversos resultats que es dedueixen facilment de la férmula d’Euler.

Compara aquesta distribucié de la curvatura amb la distribucié del ca-
lor en un anell, comentant llargament les pagines 277-282 de Théorie de la
chaleur de Fourier. Diu que algunes de les afirmacions de Fourier sén comple-
tament semblants a les seves. Crec que la tinica cosa certa és que les simetries
que presenta la distribucié de la curvatura sén semblants a les simetries que
presenta la distribucié del calor. El mateix passa amb les forces, diu Sophie
Germain: “hi ha una relacié que crida ’atencié entre la distribucié de la
curvatura i el que se sap de la composicié de forces”.

A la secci6 §3 introdueix l'esfera de radi la curvatura mitjana (seria més
natural agafar de radi la mitjana des radis de curvatura) amb centre sobre
la normal a la superficie, i estudia succintament algunes propietats.

Per fer-se una idea geometrica de la curvatura de les superficies, i per ana-
logia amb les corbes, vol relacionar la curvatura en un punt amb la distancia
dels punts proxims a aquest al pla tangent a la superficie en el punt conside-
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rat. Anomena <ligne de distancesla perpendicular des de I'extrem d’un arc
a la tangent a l'altra extrem.

Es proposa doncs trobar 'expressié de la distancia mitjana entre el pla
tangent i els punts de la superficie al voltant del punt de tangencia. Diu que
demostrara que la curvatura de les superficies [la mitjana?] és proporcional
al [area? volum?] cilindre generat per les linies de distancia que canvien a
cada moment de grandaria i posici6. Només ha de trobar la generatriu. I
aquesta generatriu és justament el lloc geometric dels extrems de les corbes
obtingudes en tallar la superficie pels plans normals a ella en el punt de
tangencia, suposant totes aquestes corbes de la mateixa longitud. Anomena
aquest cilindre “cilindre de les distancies”. A la practica suposa sempre que
la generatriu és un cercle, ja que les distancies sén molt petites.

Pero realment no treu cap conseqiiencia important de la consideracio
d’aquest cilindre.

El que fa Santalé a [B59] és calcular I’area d’aquest cilindre.

Per a aixo observa primer que la corba interseccié de la superficie amb
un dels plans normals en un punt el-liptic P, escrita en la base ortonormal
centrada en el punt amb un vector tangent a la corba en P i I’altra normal a
la superficie en P, es parametritza de la forma (x, z(x)) amb z(0) = 2/(0) = 0.
Degut a aixo, quan desenvolupem per Taylor, tenim

1
z = 5]{31172 + O(z?)
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on k = ky,(«a) és la curvatura de la corba seccié normal en P. Ara sobre el pla
tangent en P considerem una circumferencia de radi x i el cilindre circular
recte que la té com a base i altura fins la superficie. L’area lateral es facil de
calcular pensant en coordenades cilindriques (7, o, z) i tenim

2m 2m
A = / rzda = / %kn(a)f da + O(x®)
0 0

2T 1
— / §[k1 cos® a + ky sin® a]z® do + O(2”)
0
= wH2®+ 0(5153)

on 1
H = (ki + k)

és la curvatura mitjana. Per tant

relacio explicita entre curvatura mitjana i el cilindre considerat per Sophie
Germain, que no apareix en el seu treball.
Si calculem el volum obtenim

Vo1
W=
Tornant a Sophie Germain, coneix el Disquisitiones generales circa super-
ficies curvas una mica tard (el treball de Gauss és de 1827 i el de Sophie de

1831) i en el mateix article, cap al final, punt 7 de la seccié §3, diu®%:

“Em sorprenia que que no s’hagués encara mirat de treure par-
tit de la comparacié entre la curvatura uniforme de l'esfera i la
que presenta qualsevol figura sobre la superficie, quan vaig te-
nir coneixement d’una memoria publicada recentment per Mr.
Gauss, en la que, prenent aquesta comparaciéo des del punt de
vista geometric, l'il-lustre autor compara les corbes tragades so-
bre les superficies corbes amb les que es correspondrien sobre la
superficie de I'esfera. Jo no he pogut fer més que una lectura
rapida d’aquest treball.”

62Traducié lliure.
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Dedica un paragraf a veure que una esfera i un cilindre de determinades
dimensions tenen la mateixa area i igual curvatura mitjana, cosa que avui és
una trivialitat.

L’article acaba amb la seccié §3 dedicada al cas en que les curvatures
principals no estan dirigides cap el mateix costat.

Podeu trobar més informacié sobre Sophie Germain a 1’obre de Stupuy
Oeuvres Philosophiques de Sophie Germain, [B70].%3

63També a la pagina web de Simon Sing, https://simonsingh.net/books/
fermats-last-theorem/sophie-germain/1.
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7.9 Pierre Charles Frangois Dupin (1784-1873)

Neix a Varzy, Borgonya. Alumne de
I’ Ecole Polytechnique, de la que es
gradua el 1803. Segons Struik, el
concepte d’indicatriu de Dupin el va
descobrir als 16 anys (1800) [guiat
per Monge] i el teorema sobre su-
perficies ortogonals el 1807. Aquest
teorema diu que en un sistema tri-
plement ortogonal de superficies to-
tes les superficies coordenades es ta-
llen al llarg de linies de curvatura co-
muns. També introdueix les linies
asimptotiques. Seguint Monge, pro-
va els seus resultats de dues mane-
res: geometricament i analiticament.
Struik en déna una breu biografia, vegeu la nota 97 de Struik, pagina 296.

Degut a les seves obligacions com oficial naval molts dels ses resultats es
varen publicar anys després d’haver estat descoberts. De fet, el seu primer
desti important va ser Corfou, illa de Grecia, una de les illes Ioniennes, on, a
part de fer d’enginyer, participa en la creaci6é de I’Académia ionienne (1808)
i té influencia en la matematica Grega. El 1811 cau malalt i és repatriat
a Toulon. Aprofitant una llarga convalescencia de 15 mesos escriu alguns
dels seus treballs dedicats a Monge. Des de 1819 al 1854 va ser professor
al Conservatoire National des Arts et Métiers, a Paris. Va ser Ministre de
marina en el Ministeri dels tres dies, el 1838. Vegeu una biografia detallada
a Charles Dupin (1784-1873) and his influence on France, [B10].

A la Correspondance de I’Ecole Polytechnique hi ha una carta seva, de
1804, titulada Sur les surfaces de second degré, [A236]. L’objectiu, diu, és
donar un metode general de descripcio de les linies i superficies de segon grau.
Doéna la descripcio de les quadriques a partir d’'una recta mobil que reproduim
més endavant, pagina 118. També apareix, a la pagina 183 de ’esmentada
Correspondance, una extracte d’una carta seva datada el 20 d’abril de 1806,
a Génes, que comenca dient que envia [a I’Ecole] la determinaci6 dels radis
de curvatura de les superficies de segon grau.

Abans, el 1808, havia estudiat ja linies de curvatura. Concretament a la
pagina 70 de Sur la description des Lignes et des Surfaces du second degré,

Figura 7.11: Pierre C. F. Dupin.
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[A224], comenga un apartat titulat: Sur la determination des rayons de cour-
bure et des tangentes aux lignes de courbure.

Es curiés que aquest article comenca amb un advertiment al lector: <M.
Dupin se trouvait chargé d'un service miltaire tres-pénible, ajouté aux autres
devoirs de son état, lorsqu’il composa cet essai; il n’a pu le corriger ensuite
quOau milieu d'un voyage de quatre cents lieues. On ne doit donc cherc-
her, dans son Mémoire, ni cet ordre de choses qui fait naitre l'intérét, ni
la correction et la clarté qu’on est en droit d’exiger des écrits de ce genrel,
les géometres jugeront si les pensées en elles-mémes méritent 'indulgence ou
I'oublis.

També de 1808 és Analyse d’un mémoire sur la théorie des déblais et des
remblais, [A223]. Les memories que analitza son diversos resultats de Monge
sobre “déblais” i “remblais” fent diverses puntualitzacions. Recorda que
Monge diu que el sistema més avantatjos per transportar materials d'un lloc
a 'altre, és el que fa que la suma dels productes de les masses dels elements
que transportem per ’espai recorregut per cadascun d’ells sigui minima.

El 14 de desembre de 1812 llegeix a la premiere Classe de [’Institut una
nota, [A225], que comenca dient que presenta uns resultats seus en els que
va comencar a treballar el 1805. Diu que el seu objectiu principal és 'estudi
de la curvatura de les superficies i les seves aplicacions a exemples extrets
dels serveis publics. I, com és habitual a 1’epoca, diu que ha desenvolupat la
teoria per la geometria pura i per les aplicacions de ’analisi. Per fer-nos una
idea dels tipus de resultats que obté comentem, per exemple, que a partir de
diverses consideracions, sense cap calcul, veu que que si dues superficies tenen
un contacte d'un cert ordre al llarg de tota una linia corba, dues seccions
planes fetes sobre les superficies tangencialment a aquesta corba tenen, en el
seu punt de contacte, un contacte d’'un ordre immediatament superior.

Explica detalladament com calcular els radis de curvatura en un punt
qualsevol d’una superficie de segon grau. Perdo no dona explicitament la
caracteritzacié pel cub de la normal de que parla Laguerre, pagina 210.

La construccio és la segiient. Considera el pla pel centre de la superficie
paral-lel al pla tangent en el punt considerat. Considera els dos eixos de
la seccié determinada per aquest pla sobre la superficie, i els transporta
paral-lelament del centre al punt donat. Llavors l’eix major és tangent a la
linia de menor curvatura que passa per aquest punt i ’eix menor és tangent
a la linia de major curvatura que passa per aquest punt. A més, el radi
de menor curvatura €s la tercera proporcional a la distancia del centre al
pla tangent i al semi eix magjor; © el radi de major curvatura és la tercera
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proporcional a la distancia del centre al pla tangent i al semi eiz menor.

L’octubre del mateix 1812 publica Mémoire sur la Spheére tangente a trois
ou d quatre autres, [A226]. Remarca que la superficie engendrada per I'esfera
que es recolza sobre tres esferes és tal que totes les seves linies de curvatura
sén cercles (vegeu les cyclides de Dupin, pagina ??, aqui no usa encara aquest
nom). Acaba amb un resultat que, segons ell, <peut trouver son appliation
dans la coupe des pierress.

Potser la seva obra més coneguda és Développements de géometrie, [A227],
de 1813, comentada a la nota 97 de Struik, pagina 296. La dedicatoria a
Monge comenca dient:

MON ILLUSTRE MAITRE,

Je vous dédie mon premier Ouvrage dans un genre ou je dois tout
a vos lecons; vos encouragements m’ont engagé dans la carriere
aplanie par vos travaux [...]

Esta dividit en cinc memories. La primera es titula Théorie de la cour-
bure et de l'osculation des surfaces. L’apartat IV d’aquesta memoria, pagina
41, es titula Théorie des tangents conjuguées. Les introdueix d’una manera
complicada amb el llenguatge tipic de I’época: tallant cada pla tangent amb
un consecutiu etc. Diu que sén molt ttils en Geometria Descriptiva i po-
sa com exemple que la direccié del raig visual i del contorn aparent sén un
sistema de tangents conjugades (vegeu la pagina 120).

La segona memoria es titula Second Mémoire, spécialement consacré a
la théorie des tangentes conjuguées. El capitol II d’aquesta memoria, pagina
90, es titula com l'apartat IV de la Primera, és a dir, Théorie des tangents
conjuguées, i Dupin diu que aquesta teoria pot conduir al coneixement de
tots els elements de curvatura de la superficie.

Per introduir les tangents conjugades fa la segiient observaci6. Si un pla
tangent a una superficie es mou sense deixar de ser tangent, engendra per in-
terseccions successives una superficie desenvolupable. Dos plans consecutius
es tallen en una aresta, la primera de les quals tindra un punt en comu amb
la corba de contacte entre la superficie desenvolupable i la superficie dona-
da. Considerem en aquest punt la tangent a la corba de contacte. Aquestes
dues rectes tangents a la superficie en diu tangents conjugades. Vegeu, més
endavant, el Teorema 7.9.
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A la pagina 145 comenca la Troisieme Mémoire, titulada Suite de la
théorie des tangents conjuguées, i 'article primer es titula De L indicatrice.
La presenta aixi:

<Théoreme Fondamental. Pour chaque point non singulier d’une
surface, il existe toujours une ligne du second degré placée sur
le plan tangent, ayant pour centre le point que l'on considere,
et telle enfin qu’elle indique®* et caractérise toujours tout ce qui
peut étre relatif a la courbure de la surface, a partir du point
qu’on a pris pour centre. Telle ést la courbe que nous nommons
indicatrices.

[ a la pagina 147 escriu:

r(X —2)?+25(X —2)(Y —y) +t(Y —y)* =C
C étant une constante arbitraire.

Or, cette équation est celle d'une courbe du second degré, placée
sur le plan tangent a la surface en z,y, z, et de plus, ayant sén
centre en ce point. Voila l'indicatrice;

A la pagina 211 obté la férmula curiosa per al volum de ’el-lipsoide d’eixos
a’ b? C7
47 A 1
V=—abc=——=A"
3 3 VK
on A és la distancia del centre al pla tangent en un punt P de ’el-Ipsoide i
K és la curvatura de Gauss en P.
La quarta memoria, pagina 235, es titula Géométrie Pure. I a la pagina

239 apareix el seu famds teorema sobre les superficies triplement ortogonals:

<Que l'on congoive une courbe quelconque tracée dans l'espa-
ce, et par chaque point ce cette courbe, trois surfaces arbitraires
(S1), (S2), (S3). Si chaque surface (S7) et chaque surface (S3) se
coupent a angle droit dans toute ’étendue de leur intersection;
si pareillement chaque surface (S7) est coupée a angle droit par
chaque surface (S3), et de méme, chaque surface (S;) par chaque

54Dupin remarca aquesta paraula.
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surface (S3), aussi a angle droit, dans tous les points d’intersec-
tion de ces surfaces de différents systémes: si, en un mot, les
surfaces (S1), (S2), (S3) forment ensemble un systéme de trajec-
toires orthogonales, chaque surface (Sy) sera coupée par toutes
les surfaces (S3) suivant les différentes lignes d’une de ses cour-
bures, et elle sera coupée par toutes les surfaces (S3) suivant les
différentes lignes de la seconde courbure. De méme, chaque sur-
face (S2) sera coupée par les (S7) et les (S3); chaque surface (S3)
la sera par les (S;) et (S3), suivant les lignes de premiere et de
seconde courbures.

Estudia detalladament les linies de curvatura de les quadriques. A la
pagina 272 demostra el resultat seglient:

<THEOREME. Les projections des lignes de courbure des surfaces
su second degré sur les plans principaux, sont des courbes du
second degré, dont les axes sont placés sur les axes mémes de la
surfaces.

I a la pagina 284 apareix una descripcié molt interessant de les quadriques
que, com hem dit, ja la donava a [A236].

<THEOREME. Lorsqu’une droite mobile s’appuie par trois points
fixes sur trois plans principaux, chacune de ses points décrit toute
une surface du second degrés.

La cinquena memoria es titula Théorie des surfaces trajectoires ortho-
gonales, appliquée a la détermination des lignes de courbure. Estudia, per
exemple, condicions perque dos paraboloides es tallin ortogonalment. Acaba
amb unes Notes Principales, la primera de les quals es titula Propriétés des
lignes de courbure des surfaces du second degré, par rapport a leur projection
sur les plans pricipaux. De la projection des lignes de courbure en général.

No hi he sabut trobar, en canvi, el teorema comentat a la pagina 210
sobre linies de curvatura que Laguerre atribueix a Dupin. Aquest resultat
també apareix anys més tard a I'article de Cosserat Sur la théorie des lignes
tracées sur une surface, [A171] comentat a la pagina 246.9

65Eugene Cosserat (1866-1931). Va néixer a Amiens perd va ser professor a la Universitat
de Toulouse. Més conegut pels seus treballs de Fisica, sobre tot elasticitat, camp en
el que va publicar diversos treballs amb el seu germa, i al que va arribar a partir dels
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El 1816 publica Recherche du plan osculateur et du centre de courbure
d’une ligne courbe, en un point donné, [A229], per resoldre el problema po-
sat per Hachette de trobar el pla osculador i el radi de curvatura d’una corba
donada per la interseccié de dues superficies. Diu que les solucions cone-
gudes sén complicades i que el més natural en aquesta situacié és utilitzar
els procediments de la geometria descriptiva i projectar la corba sobre dos
plans. Es basa en el lema, que demostra facilment, que diu que els centres de
curvatura, en un punt P, de totes les projeccions ortogonals d'una mateixa
corba, sobre el feix de plans determinats per la tangent a la corba en P estan
alineats i aquesta recta és perpendicular al pla osculador de la corba en P.

El 1819 publica un extens treball sobre la vida i obra de Monge, [A230],
tot un homenatge al mestre i amic, que ja hem comentat a la pagina 41.
Entre moltes altres coses, el treball té 316 pagines, hi explica breument, a la
pagina 231, la famosa relacié entre la teoria de superficies i el transport de
terres: el déblais i el remblais. Diu “Monge fa veure que els camins seguits
per anar del déblais al remblai, suposats rectilinis, sén les normals d’'una
superficie Unica; a partir d’aqui descompon el feix de normals en grups de
superficies desenvolupables que tenen per aresta de retrocés (rebroussement)
les linies lloc geometric dels centres de curvatura de la superficie indicada,
i que tracant moltes linies de curvatura sobre aquesta superficie es limita la
més avantatjosa del déblai o del remblai ”.

El 1822 publica Applications de géométrie et de mécanique a la marine,

classics problemes de deformacions de superficies. En una carta a Bianchi de 1897, [A51],
p-35, li comenta que Ribaucour li havia parlat del problema de trobar superficies amb
linies asimptotiques esferiques. I també 1i parla de superficies algebraiques de curvatura
constant. I diu: «<Je crois bien qu’il n’y a pas de courbe a torsion constante algébrique
qui soit sphériques. I és que aquest tema, el de la torsié constant, I’havia tractat ja a Sur
les courbes algébriques a torsion constante, [A172] (vegeu pagina 258). En una carta de
Ribaucour a Bianchi de 1893, [A51], p.143, Ribaucour diu que sense 'ajut de Cosserat li
hagués estat molt dificil de seguir la Memoria que els hi havia enviat Bianchi. L’article
esmentat [A171] esta escrit suposant que el lector té davant seu el llibre V de les Legons
de Darboux. Aix{ ho diu. I estudia la férmula (26) de la pagina 358 d’aquest llibre
relacionant-la també amb resultats de Laguerre a [A337]. Aquesta férmula diu

1dp dw Kp

——— 4+t 21 —3—) =
pds +tanw(2r ds) cos w

on w és l'angle entre la normal principal a la corba i la normal a la superficie, p i 7 s6n
el radi de curvatura i la torsio, i K és una certa funcié préviament introduida que depen
només de la direcci6 de la tangent a la corba. Compareu aquesta férmula amb ’expressio
de la torsié geodesica (9.40), pagina 270.
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auz ponts-et-chausses, etc., [A231], on introdueix les cyclides com les su-
perficies tals que les seves linies de curvatura sén cercles (o rectes). També
es poden pensar com les imatges per inversions de tors, cilindres i cons. O
com superficies canal.%® Vegeu la definicié de Laguerre a la pagina 210.

El 1826 publica Géométrie et Mécanique des Arts et Métiers et des Beauz-
Arts, [A232], que dedica als obrers francesos, i és un text molt aplicat que
comenga amb geometria classica i acaba amb geometria diferencial. Per
exemple, el capitol XIV es titula Des tangentes et des planes tangens aux
courbes et aux surfaces, i té seccions com ara Fxemple pris dans les arts
du boulanger, du jardinier et du carrossier, Suspension des carrosses a des
courrois planes, tangentes a la caise cylindrique du carrosse, Application a la
configuration des armes a feu, au calibrage des projectiles, etc, Des surfaces
enveloppes qu’on peut former par la flexion de certains lignes auxquelles on
attache les surfaces enveloppées, Importance pour les artistes d’un examen
attentif des moyens variés d’engendrer les différentes espéces de surfaces, par
les mouvements réquliers de lignes continues, etc.

El capitol XV es titula Courbure des lignes et des surfaces i a part dels
temes tipics de curvatura, cercle osculador, etc., tracta temes aplicats com
Moyen employé par les constructeurs de vaisseaux, pour tracer des courbes
continues avec des régles flexibles, Utilité, pour le peintre et le sculpteur,
d’étudier les diverses espéces de courbures.

El 1847 i 1848 publica tres notes a la segona de les quals defineix el
télégraphe géométrique, com una cnstruccié que fa sobre les corbes; son Pre-
mier Mémoire sur les courbes du troisieme ordre, [A233], Mémoire sur les
éléments du troisiéme ordre de la courbure des lignes, [A234] i Troiséme
Mémoire sur les éléments du troisieme ordre de la courbure des lignes; va-
leurs spéciales données par le télégraphe géométrique, [A235].

Direccions conjugades

Comentem, en llenguatge actual, les direccions conjugades de Dupin, [A227].
Diametres conjugats.
Recordem que dos diametres dq, ds d’una conica es diuen conjugats quan
ds és paral-lel a la tangent a la conica en el punt en que aquesta talla d;. Es

66 A I’entrada Dupin-cyclide de wikipedia hi ha un bon resum. A la pagina http://
www.mathcurve. com/surfaces/cycliddedupin/cyclidededupin.shtml hi ha fins a vuit
definicions equivalents de cyclide!



Historia Geometria Diferencial 121

veu facilment que no depen de quin dels dos punts de tall entre d; i la conica
es consideri, i que d; és conjugat a ds si i només si dy és conjugat a d;. En el
cas de 'el-lipse aquestes afirmacions sén evidents a partir de I'aplicacié entre
ella i la circumferencia considerada a la pagina 15.

Aquesta mateixa aplicacié també permet veure que el diametre d; és
conjugat al diametre ds si i només si dy és el lloc geometric dels punts mitjos
de les cordes paral-leles a d;.

Teorema. Sigui
O(x,z) = akrize = p,

amb p constant, una el-lipse o una hipérbola. Siguin x,y direccions que cor-
responen a diametres conjugats. Llavors ®(z,y) = 0.

Demostracio. Sigui d; el diametre de direccié x i dy el diametre de direccio
Y.

Per la caracteritzacio de
diametres conjugats com punts
mitjos de les cordes, existeix
una constant ¢ tal que els
punts y + cx, y — cx per-
tanyen tots dos a la conica.
Per tant,

O(y+ cx,y+cx) = p,
®(y —cx,y—cx) = p.

Figura 7.12: Diametres conjugats.

Restant aquestes dues equa-
cions obtenim

4ed(z,y) =0,

com voliem. O

Direccions conjugades.

Recordem que la indicatriu de Dupin en un punt P d’una superficie S
és la conica del pla tangent TpS donada, respecte de la base ortonormal de
centre P formada per les direccions principals, per I'equacid

kﬂ:z + k2y2 = 1,

on ky, ko sén les curvatures principals.
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Dues direccions tangents en un punt d’una superficie es diuen conjugades
quan ho son respecte de la indicatriu de Dupin.

Aixo vol dir, pel teorema anterior, que si eq, es és la base ortonormal de
direccions principals de TpS i 4 = ureq + useq i U = vieq + vgey llavors 4 i v
son direccions conjugades si i només si

ki O
(Ul U2)( 01 k2><2)=k1u11}1+k2u202:0,

que s’acostuma a escriure com

_ P2

tanftan ' = ,
1

on p; = 1/k; sén els radis de curvatura i 6 i € les tangents dels angles que
les direccions formen amb e;.

Una altra manera de pensar les direccions conjugades, en llenguatge
classic és la segiient: Les direccions conjugades sén les formades per dos
punts proxims i la interseccié dels plans tangents en aquests punts. Més
precis: Siguin P i Q) punts proxims sobre una superficie, i considerem els
plans tangents en aquests punts i la recta interseccio d’aquests plans. Quan
Q — P les posicions limits de les direccions PQ) i de la recta interseccio son
conjugades. Aixo es pot formalitzar en el segiient teorema que podeu trobar
demostrat a [B54], exercicis 118 a 121.

Teorema. Sigui v(t) una corba sobre una superficie, i w(t) el vector unitari
que dona la direccio de la recta interseccio dels plans tangents a la superficie
en els punts v(0) i y(t). Llavors les direccions ~'(0) i lim;_,o w(t) son conju-
gades.
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7.10 Louis Leger Vallée (1784-1864)

Neix a Sevres. El 1800 entra a 1'Ecole Polytechnique. Alumne de Monge i
Hachette. Després esdevé Enginyer de ponts i camins. Va ser un dels primers
contribuents a la teoria de l'elasticitat. Introdueix el nom de torsio. Va
escriure Traité de géométrie descriptive, [A521], dedicada a Monge. Utilitza
les expressions angle de curvaturai angle de torsio. Concretament a la pagina
295 de 'edici6 de 1825 de [A521] diu:

<le rayon de courbure qui correspond a chacun de ses points se
trouve toujours déterminé par I’angle infiniment petit des deux
plans normaux consécutifs qui correspondent a ce point: nous
donnons a cet angle le nom d’angle de courbure; que ce qui fait
qu'ne courbe non plane, ou comme on dit a double courbure,
change de plan a chaque élément, est, comme on doit le sentir
et comme on le verra clairement tout a ’heure, une sorte de
torsion de ses éléments les uns autour de les autres, torsion qui est
déterminée par I'angle infiniment petit des deux plans osculateurs
consécutifs: nous nommerons cet angle, angle de torsions.

L’obra, sense formules ni calculs ni derivades!, esta organitzada en sis
llibres. El primer és una introduccié, el segon titulat Surfaces courbes parla
de superficies de revolucid, superficies guerxes, superficies envolupants. El
llibre tres va de plans tangents i el quart d’interseccié de superficies. En el
cinque, titulat Questions diverses, parla de desenvolupaments de superficies i
de trigonometria esferica. Finalment, el llibre 6 titulat Complemets té quatre
capitols: I. Des surfaces gauches.5” II. Des enveloppes et de leurs arétes de
rebroussement. II1. Des tangentes, des rayons de courbure, et des développées
des lignes courbes. IV. Des rayons de courbure et des lignes de courbure des
surfaces courbes.

Reproduim una de les 60 planxes amb que acaba el llibre a la pagina 282.

Vegeu la nota 22 de Struik, pagina 289.

67Per ell “surface gauche” vol dir superficie reglada.
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7.11 Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Neix a Parfs. Alumne de 1'Ecole
Polytechnique de 1805 a 1807. Té
com a professors Lacroix, Hachette,
Ampere, etc. Professor de la matei-
xa HEscola a partir de 1815. En el
seu llibre Lecons sur [’application du
calcul infinitesimal d la Géométrie,
[A119], estudia les corbes de l'es-
pai per metodes més moderns i sem-
blants als actuals que els usats per
Lancret. En particular considera
les corbes parametritzades per I'arc.
Demostra les que avui es coneixen
com les dues primeres férmules de
Frenet. La tercera apareix en el tre-
ball de Frenet Sur les courbes a dou-
ble courbure, [A276].

Per fer-nos una idea més fidedigna de les Llicons en reprodueixo els seus
titols. Lli¢d 1. Inclinaison d’une courbe plane en un point donné. FEquations
de la tangente et de la normale a cette courbe. Llico 2. Des longueurs
appélées sou-tangentes, sous-normales, tangentes et normales des courbes
planes. Llicd 3. Centres, diametres, axes et asymptotes des courbes planes.
Llic6 4. Proprietés diverses des courbes planes déduites des equations de
ces mémes courbes. Points singuliers. Llico 5. Differential de 'arc d’une
courbe plane. [...] Llic6 6. De la courbure d’une courbe plane en un point
donée. Rayon de courbure et centre de courbure. Llicd 7. Determination
analytique du centre de courbure d’une courbe plane. Théorie des développées
et des développantes. Llico 8. Sur les courbes planes qui sont osculatrices
l'une de lautre en un poiunt donné. Llicd 9. Sur les diverses ordres de
contacte des courbes planes. Lligd 10. Sur les diverses especes de contacte
que pewvent offrir deux courbes planes /... [Lli¢6 11. Sur l'usage que l'on peut
faire des coordonnés polaires [...] Llig 12. Usage des coordonnés polaires
pour la determination de l'inclinaison de l’arc, du rayon de courbure, etc.
d’une courbe plane. Lli¢é 13. De la tangent et des plans tangents [...]
Llicé 14. Des planes tangents et des normales aux surfaces courbes. Lligo

Figura 7.13: Augustin Louis Cauchy.
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15. Centres et diameétres des surfaces courbes [... ] Lligé 16. Differentielle
de Uarc d’une courbe quelconque [...] Llicé 17. Du plan osculateur d’une
courbe quelconque et de ses deux courburtes. Rayon de courbure, centre de
courbure, et cercle osculateur. Lligd 18. Determination analytique du centre
de courbure [... ] Lligé 19. Rayons de courbure des sections faites dans une
surface par des plans normauz. Rayons de courbure principaux. Des sections
dont la courbures sont nulles et le cas ou les rayons de courbure principaux
sont dirigés en sens contraire. Lligd 20. Rayons de courbure des differentes
courbes que [’on peut tracer sur une surface donnée. Des surfaces qui son
osculatrices l'une de l'autre en un point qui leur est commun. Lligé 21. Sur
les divers ordres de contact des courbes traces dans l’espace. Lli¢d 22. Sur
les divers ordres de contact des surfaces courbes.

Al llibre Ezercices de Mathématiques, [A118]%, hi ha un capitol titulat
Sur un Théoreme relatif au contact des courbes, p. 177-184% i un altre titulat
Sur les divers ordres de contact des lignes et des surfaces, p. 221-252. En
aquest ultim demostra resultats com ara el segiients (p. 226 i p. 244).

<THEOREME I. Si deux courbes se touchent en un point P, et
que 'on marque sur ces deux courbes deux points Q, R situés a
la distance infiniment petite i du point de contacte, le rapproche-
ment entre les deux courbes, dans le voisinage de ce point, sera
d’autant plus considérable que 'ordre de la quantité infiniment
petite w, destinée a représenter I'angle compris entre les rayons
vecteurs PQ, PR, sera plus élevé.<

<THEOREME IX. Lorsque deux surfaces ont entre elles en un
point donné un contacte de 'ordre a, tout plane normal ou obli-
que, qui forme un angle sensible avec le plan tangent commun a
ces deux surfaces, les coupe suivant deux courbes qui ont entre
elles un contact de I'ordre a ou d’'un ordre supérieurs.

A Mémoire sur la rectification des courbes et la quadrature des surfaces
courbes, [A120], apareix la famosa fdrmula de Cauchy per al calcul de la
longitud a partir de projeccions. Diu

68Podeu trobar les Obres completes de Cauchy a http://gallica.bnf.fr/, i posant
Oecuvres completes d’Augustin Cauchy.

69La numeraci6 de les pagines, aqui i més endavant, fa referéncia a les Oeuvres completes
d’Augustin Cauchy, serie 2, Vol. 6.
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<«THEOREME I. p désignant I’angle polaire que forme une droite
0OQ0’, tracée a volonté dans un plan OO'O”, avec un axe fixe, S
le systéme d’une ou de plusieurs longueurs mesurées sur une ou
plusieurs lignes droites ou courbes, fermées ou non fermées, A la
somme des projections absolues des divers éléments de S sur la
droite OO’ et 7 le rapport de la circonférence au diamétre, on
aura

S:i/ Adp> .

—T

També demostra que

<THEOREME II. Les mémes choses étant posées que dans le
théoreme précédent: soient mesurées, par un point de plan OO'O”,
n droites qui comprennent entre elles des angles egaux et nom-
mons M la moyenne arithmétique entre les n valeurs de A corres-
pondant a ces n droites. On aura sensiblement, pour de grandes

valeurs de n,

1

et l'erreur que 'on commettra en prenant le produit %ﬂ'M pour
valeur the S sera inferieure au rapport qui existe entre ce produit
et le carré de n, c’est-a-dire a

1M
2 n?
pourvu que le nombre entier n surpasse 2.

A la segona edicié dels Ezercicis de Matematiques, [A118], p. 36-8279, hi
ha una secci6 titulada Des surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant
dans Uespace, des lignes droites ou courbes de forme constante ou variable,
seguida d’una altra titulada Discussion des lignes et des surfaces du second
degree, p. 83-150, on classifica les coniques i les quadriques.

A la primera hi demostra per exemple el resultat segiient (p. 65).

<THEOREME I. Si, aprés avoir tracé dans une ellipse un rayon
quelconque 7, on divise successivement 1'unité par le carré de

"OLa numeracié de les pagines aqui i unes linies més avall, fa referéncia a les Oeuvres
completes d’Augustin Cauchy, Serie 2, Vol. 8, [A122].
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ce rayon et par le carré de chacune des deux distances s,t qui
séparent le centre des points ot le rayon prolongé rencontre deux
tangentes conjuguées, le premier quotient sera equivalent a la
somme des deux otress.

I un resultat similar per a hiperboles. Calcula les equacions de la superficie
cilindrica circumscrita a un paraboloide el-liptic o hiperbolic i resol diversos
exemples de construccié de superficies amb certes propietats, com ara fer
passar per una directriu donada una superficie conica amb vertex donat.
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7.12 Michel Chasles (1793-1880)

Neix a Epernon (Eure-er-Loir). Alumne
de I’Ecole Polytechnique el 1812. Llegeix
la tesi el 1814, dirigida per Poisson™. El
1837 publica Apercu historique sur [’o-
rigine et le développement des méthodes
en géométrie, [A132], un text essenci-
alment de Geometria Projectiva™, que
li déna fama suficient com per esdeve-
nir professor de I'Ecole Polytechnique de
1841 a 1846. Aquest any va passar a ser
professor a la Sorbona fins la seva mort.

. O Figura 7.14: Michel Chasles.
Va estudiar sobre tot les quadriques.

El 1830 va publicar diverses notes curtes sobre aquest tema, que es poden
trobar al mateix nimero de la revista de A. Quetelet, que citem només per
fer-nos una idea dels temes que li interessaven, encara que no utilitza els
metodes propis de la geometria diferencial. Soén Recherches de géométrie
pure sur les lignes et les surfaces du second degré, [A126], Théorémes sur
les surfaces du second degré, [A131], Premier Mémoire sur la transformation
des relations métriques des figures, [A125], Second mémoire sur les trans-
formations paraboliques des relations métriques des figures, [A129], Extrait
d’un Mémoire de géométrie sur les propriétés générales des cones du second
degré, [A127], Propriétés générales des surfaces du deuxieme degré, [A128],
Théorémes généraux sur les diamétres des surfaces du second degré, [A130].

"1Siméon-Denis Poisson (1781-1840) va neixer a Pithiviers, Fraca. El 1798 va entrar a
I’Ecole Polytechnique on va estudiar amb Laplace i Lagrange fent amb els dos gran amistat.
Va ser professor de I’Ecole ja a partir de 1800. Va escriure més de tres-cents articles. Sobre
superficies podem citar per exemple [A457], [A460], [A459]. Va entrar en competéncia amb
Sophie Germain publicant el 1814 una Mémoire sur les surfaces élastiques, [A458] . També
Fourier estava molest amb ell pels resultats sobre series de Fourier.

72Jo m’havia trencat el cap mirant de trobar un article de Monge titulat Mémoire sur
les surfaces réciproques, de 1808, publicat suposadament a les Mémoires de 1’Académie
de Sciences de Paris. Monge el cita a les seves Applications,[A432], amb un breu resum
i la definicié detallada de superficies reciproques. Vaig arribar a la conclusié que potser
no s’havia arribat a publicar. Per aix0 la meva sorpresa quan llegint I’ Apercu historique,
veig que Chasles parlant d’aquest suposat article de Monge diu: <Il devait faire partie des
mémoires de I'Institut année 1808; mais je crois qu’il n’a point été publié>. I dedica tota
una Nota a desenvolupar les poques linies de resum que apareixen a les Applications.
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El primer paragraf del citat [A126] ens déna idea del seu metode:

<Lorqu’on emploie la théorie des polaires réciproques dans la rec-
herche des propriétés des surfaces du second degré, on a constam-
ment a considérer la surface polaire d'une conique, laquelle est un
cone du second degré, et la courbe polaire d'un cone de second
degré, laquelle est une coniques.

La tecnica de polars reciproques I'explica aixi: Sigui A una esfera de radi
1 fixada (l'esfera auxiliar).

1.

El pol d’un pla és un punt sobre el diametre de I'esfera perpendicular al
pla, i la distancia d’aquest punt al centre de A és I'invers de la distancia
del pla al centre.

La polar d’una recta esta dins el pla perpendicular a aquesta recta que
passa pel centre de 'esfera A.™

Les rectes des del centre de I'esfera A als pols de dos plans formen entre
elles el mateix angle que els plans.

Els plans des del centre de 'esfera A als pols de dues rectes formen
entre ells el mateix angle que aquestes rectes.

La recta des del centre de l'esfera A al pol d’un pla fa amb el pla pel
centre i per la polar d’'una recta un angle igual al que aquesta recta fa
amb el pla.

La superficie polar d’una corba plana és un con de vertex el pol del pla
d’aquesta corba.

Reciprocament, la corba polar d'un con és una corba plana situada
sobre el pla polar del vertex del con.

Es molt semblant a dir que les inversions sén conformes (perd les inver-
sions porten punts a punts). Pero aixi com les inversions porten cercles a
cercles, la polar reciproca d’una esfera no és en general una esfera. Chasles
demostra que la polar reciproca d’una esfera és una quadrica de revolucié
amb un focus al centre de l'esfera auxiliar i pla director corresponent a a
quest focus el pla polar del centre de 'esfera.

7No diu que és una recta ni com es construeix.
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Sobre superficies reglades va publicar Mémoire sur les surfaces engendrées
par une ligne droite, el 1839, [A133]. Es on introdueix el nom de punts
centrals, perd en aquest article no utilitza encara el nom [linia d’estriccio
per referir-se a la corba formada per aquests punts. No obstant, Struik li
atribueix a ell aquest nom, vegeu la nota 221, pagina 305.

Els punts centrals apareixen a partir de la consideracio segiient. Quan
tenim dues rectes a 1’espai tenim dos punts privilegiats: el peus de la perpen-
dicular comt, o, equivalentment, els punts que realitzen la distancia minima
entre dues rectes. Aquesta mateixa idea aplicada a les superficies reglades
ens dona la corba d’estriccio: és la corba formada pels punts que realitzen la
distancia minima entre “rectes consecutives” (fixar una recta, agafar-ne una
de proxima, trobar els punts privilegiats i passar al limit). Podeu veure els
detalls, per exemple a [B53]. Per exemple, la corba d’estriccié de I'hiperbo-
loide 22 4 y? — 2% = 1 és la corba plana que s’obté tallant aquesta superficie
amb el pla z = 0. Aquesta corba esta formada pels punts on les rectes “estan
més juntes”. Pero és sorprenent que la corba d’estriccié de I’hiperboloide
222 +y? — 22 = 1 no és planal

AR RAAR A AR S RRRAL ML
En aquest mateix article [A133] és on apareix el resultat, conegut també com
Teorema de Chasles, que descriu com va girant el pla tangent al llarg de les
rectes generatrius. Concretament
s

tan ¢(s) = p

on ¢(s) és l'angle entre dos plans tangents a la superficie, un d’ells en un
punt ) de la corba d’estriccié i ’altre a distancia s d’aquest punt per sobre
de la generatriu per (). La constant p és el parametre de distribucio en P.
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Chasles, a la pagina 54 de [A133], ho diu aixi:

<Un plan quelconque étant mené par une génératrice d’une sur-
face gauche, la distance du point ot il est tangent a la surface
au point central o relatif a la génératrice, est proportionelle a la
tanegent trigonométrique de l'inclinaison de ce plan sur le plan
tangent a la surface au point o>.

El 1843 publica Propriétés géométriques relatives au mouvement infini-
ment petit d’un corps solide libre dans [’espace, [A134], on estudia les tra-
jectories que descriuen els punts d'una superficie quan aquesta es mou a
I’espai. Estudia aixi superficies paral-leles. Diu concretament que quan una
superficie corba experimenta un moviment infinitament petit a ’espai els
plans normals a les trajectories dels seus punts sén 1’envolvent d’una segona
superficie. 1 estudia propietat d’aquesta segona superficie, per exemple si la
primera és de segon grau la segona també, etc.

El 1846 estudia geodesiques i linies de curvatura de quadriques a Sur
les lignes géodésiques et les lignes de courbure des surfaces du second degré,
[A136] i Nouvelles démonstrations des deux équations relatives aux tangentes
communes a deux surfaces du second degré homofocales; Et propriétés des
lignes géodésiques et des lignes de courbure de ces surfaces, [A135].

Citem finalment els seus famosos tractats Traité de géométrie superieure,
[A137] (1852) i Traité des sections coniques, [A138], (1865).

Va ser el director de tesi de Darboux (1866) i el primer director de la
Societat Matematica de Franca el 1873.
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7.13 Benjamin Olinde Rodrigues (1795-1851)

Neix a Bordeaux. Alumne de Mon-
ge a I Ecole Polytechnique. Va ser
banquer i reformador social. El
nom d’Olinde va ser afegit als seus
cognoms quan el 1807 es va obligar
als Jueus residents a Franca a posar-
se noms d’origen frances. En els
examens d’entrada a 1'Ecole Poly-
technique el 1811 va quedar primer,
seguit de Chasles. Vegeu la nota 107
de Struik, pagina 296.

Va presentar dues tesis docto- Figura 7.15: Benjamin Olinde Rodri-
rals, una titulada De l'attraction des ques.
sphéroides, [A494], i l'altra sobre el
moviment de rotacié d'un cos solid, ambdues davant un tribunal presidit per
Lacroix. La féormula

1
—onpl dan

Po(x) (2% = 1)"]
on P,(x) és un polinomi de Legendre, que apareix a la seva primera tesi, es
coneix com férmula de Rodrigues.

El seu resultat més citat, que apareix com un comentari a les primeres
linies de Recherches sur la théorie analytique des lignes et des rayons de
courbure des surfaces, [A492], és el segiient.

Teorema 7.13.1. Els vectors principals son vectors propis de l’aplicacio de
Weingarten i les curvatures principals son els corresponents valors propis.
Dit d’una altre manera, una corba a(t) sobre una superficie és linia de cur-
vatura Si © NOMES Si

N'(t) = Mt)d/(t)

on N(t) = N(a(t)) és la restriccid a la corba del camp normal a la superficie i
A(t) és una funcid que coincideix (potser amb signe canviat) amb la curvatura
principal en la direccid o/ (t).

Rodrigues I'escriu aixi:
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X 1 dy 1 dZ 1

dr R dy R dz R
on X,Y, Z sén els cosinus directors de la normal i dz, dy, dz les projeccions
sobre els eixos de I’element d’arc de la linia de curvatura. Que, per cert, la
defineix com Monge: una linia tal que dues normals a la superficie que passin
per punts consecutius de la corba es tallin.
A partir d’aqui troba com equacions de les linies de curvatura’™

() [(8)- () - (2o

Comenta que per cada punt passen dues linies de curvatura excepte pel
punts singulars <que M. Monge a considérés le premier, et qu’il a nommés
ombilics> 1 cita Application de [’Analyse a la Géométrie, p.127, edicié 1809
i Dupin [A227].

Olinde es va anticipar en punts molt importants a Gauss, tal com re-
marca Osserman a Curvature in the Eighties, [B43], p.733. De fet, tal com
diuen Kolmogorov i Yushkevich a Mathematics of the 19th Century, [B37],
p.6, Olinde s’anticipa a Gauss usant, ja el 1815, la imatge esferica d’una
superficie, el quocient de les arees de les corresponents superficies, que en el
limit és la curvatura de Gauss, la interpretacié de la curvatura com el jaco-
bia de I'aplicaciéo de Gauss, i en demostrar que aquesta curvatura és igual
al producte de les curvatures principals. Pensem que Olinde no ha rebut el
reconeixement que es mereix, i que la seva obra no ha estat suficientment di-
vulgada, fins al punt que és practicament impossible accedir als seus treballs
originals.

Demostra que la integral del producte de les dues curvatures, és a dir,
del que avui anomenem curvatura de Gauss,” és 47, que correspon al 27
per la caracteristica d’Euler en notacié moderna, ja que utilitza ’aplicacio

7Si per exemple pensem la superficie com z = z(z,y) el vector normal és (X,Y,7) =
L (=p, —g,1) que substituint a 'equacié d’Olinde déna la tipica equacié de les

N
linies de curvatura
y/2 _x/y/ 1,/2
1+p> pg 1+¢%|=0.
r S t

">Diu que és Poisson qui intueix que aquesta integral no varia i li demana que la integri
sobre un el-lipsoide.
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de Gauss com canvi de coordenades. De fet Olinde ja ho té clar i diu que si
la superficie és doblement convexa i tancada el radi mobil descriu dos cops
la superficie i que per tant la integral és 8m. I encara déna un exemple
més: quan tallem una superficie de revolucié per dos plans perpendiculars
a l'eix, el valor de 'area sobre I’esfera que representa el valor de la integral
del producte de curvatures principals sobre aquesta superficie, sera una zona
d’'una altura igual a la diferencia dels cosinus dels angles que formen amb
I'eix de revolucié les normals a la superfice en els punts de la vora. Si a,d’
sén aquests cosinus la integral val 27 (a’ — a).

Veiem com la defineix (molt abans que Gauss, dubto que Gauss ho cone-
gués)

Imaginem una esfera de radi 1; després movem el radi d’aquesta
esfera de manera que sigui successivament paral-lel a totes les
normals de la porcié de superficie sobre la que es vol integrar;
I’area esferica descrita per 'extremitat d’aquest radi mobil és el
valor de la integral buscada.™

Tot I'argument d’Olinde es basa justament en veure que el producte de les
curvatures principals és el jacobia de 'aplicacié de Gauss.

"6Es refereix, és clar, a la integral del producte de les curvatures principals.
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7.14 Gabriel Lamé (1795-1870)

Neix a Tours. Alumne de I'Ecole
Polytechnique entre 18131 1817. Pu-
blica Sur les intersections des lignes
et des surfaces, [A341], ja el 1816.
Es un treball elemental on essen-
cialment resol sistemes d’equacions
de primer i segon grau. No utilit-
za tecniques de geometria diferenci-
al. Va ser professor durant 12 anys
a Sant Petersburg. El 1832 torna a
Paris i és nomenat professor de fisica
a 'Ecole Polytechnique.

El 1818 publica un llibret de 126
pagines titulat Examen des différentes méthodes employées pour résoudre les
problemes de Géométrie, [A342], que vol ser molt pedagogic, comencant amb
problemes classics de construccions geometriques acabant amb el problema
segiient: Donats tres punts d’una superficie de segon ordre i la direccié de
tres diametres conjugats determinar geometricament la longitud d’aquests
didmetres.”” A la tltima seccid, la 36, estudia les avui conegudes com corbes
de Lamé, donades per

Figura 7.16: Gabriel Lamé.

T

a

= 1.

v
+ |5
b

El 1833 introdueix els parametres diferencials, motivat pels seus estudis
de Fisica Matematica, vegeu Sur la propagation de la chaleur dans Polyedres,
[A343].

No pensa mai una superficie ailladament siné formant part sempre d’una
familia de superficies. Es la idea de considerar una funcié “temperatura” a
I’espai i considerar les superficies isotermes, és a dir, amb la mateixa tempe-
ratura.

A Mémoire sur les surfaces isothermes dans les corps solides homogénes
en équilibre de température, [A344], de 1837, estan en germen els parametres
diferencials encara que no els menciona.

Comenca amb 'equacié del calor. Quan un cos solid homogeni esta en
equilibri de temperatura, sota la influencia de fonts constants de calor i fred,

"Thttps://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k92728m/f1.image.texteImage.
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la temperatura V = V(z,y, 2) compleix’®

BV BV @V

A
v dx? + dy? + dz?

=0.

Dins d’aquest cos solid s’hi troben superficies d’igual temperatura, les
superficies isotermes, les quals es poden descriure per I'equacio

F(z,y,z) = A

on A és un parametre constant en cada superficie.

Aquesta X pensada com funcié de (z,y, z) ha de complir una certa equacié
en derivades parcials.

Com V' i A sén constants o variables conjuntament, podem pensar que

V=V,
Aixi,
W W BV, v
dx d\ dx’  dx?  d)? Vdx d\ dx?
dV dV d\ d?V B dQV(d)\)Q n dV d*\
d\dy’  dy?  d\2dy d\ dy?

dy
WD VPV, Ve
dz  d\dz’  dz2  d)\2'dz d)\ dz2

per tant, 'equaci6 del calor AV = 0 equival a

(&) (%) (&)

En particular, el quocient

v
d\?

dV(dQ)\ d*\ d2)\) ~0

Tao\ae Tar T e

AN
oA = YW (7.2)

"8 Ja el 1833 Lamé havia proposat a Loi de l'equilibre du fluide éthéré, [A343] la férmula
V(logp) =0,

del mateix tipus que 'equacié del calor, per a la funcié de densitat de l'gter p = p(x,y, 2).
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per a una certa funcié ¥, ja que aquest quocient és igual al quocient entre
les derivades segona i primera de V' canviat de signe, i V' depenen només de
A ||[VA|l i AX seran els parametres diferencials de primer i segon ordre.

El 1838 publica una nota als Comptes Rendus titulada Mémoire sur les
coordonnées curvilignes, [A345], 1 el 1840 un article al Journal de Liouvi-
lle amb el mateix nom, [A346]™, que conté, completament explicitats, els
resultats enunciats a [A345].

Diu a la introduccié de [A346] que una funcié de tres coordenades lineals,
igualada a una constant, representa una infinitat de superficies que difereixen
en el valor d’aquesta constant, que proposa anomenar parametre. Defineix
superficies conjugades ortogonals com tres sistemes de superficies tals que
una superficie d'un sistema talla ortogonalment a totes les superficies dels
altres dos sistemes.

Segons el teorema de Dupin aquestes superficies es tallen al llarg de linies
de curvatura.

Aquests tres sistemes es poden considerar com unes noves coordenades a
I’espai: cada punt de I'espai queda determinat per les tres superficies que es
tallen en aquest punt, i per tant, pels tres valors corresponents dels respectius
parametres.

Aixi, si

fl('x;:%Z) - hlafZ(xvya Z) = hz,fg(l’,y, Z) = h37

és un sistema triplement ortogonal podem pensar (hq, hg, h3) com un nou
sistema de coordenades a l’espai.
Observa també que en cada punt té sis curvatures: les dues curvatures
principals de cadascuna de les tres superficies que determinen el punt.
Introdueix a continuacio els parametres diferencials. Donada la familia

p:f<l’,y,2)

observa que les expressions

dp.,  dp.,  dp,, dp d*p d*p
\/<dx)+(dy)+(dz), Tt ot

™En el mateix volum del Journal de Liouville on apareix aquest article, hi apareixen

també una nota del propi Lamé i una altra de Lebesgue sobre la impossibilitat de resoldre

sobre els enters I'equacié 7 + 37 = 27,
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formades pels coeficients diferencials de primer i segon ordre de la funcié p,
conserven els mateixos valors numerics per cada punt d’una de les superficies
donades, independentment de quins siguin els eixos de coordenades. I diu:

<J’appellerai ces expressions les parametres différentiels du pre-
mier et du second ordre de la surface ou de la fonction p; je
désignerai le second par le symbole Agp, et le premier, a cause de
sa frécuence dans les calculs qui von suivre, par la simple lettre
h;>>80

I de seguida diu, sense cap més comentari, perque és el calcul que havia fet
a larticle de 1837, [A351], i que hem explicitat anteriorment, equacié (7.2),
que si les superficies donades formen un sistema de superficies isotermes es
compleix

Agp
T2 f(p)
de manera que <le rapport du parametre différentiel du second ordre, au
carré du parametre différentiel du premier, est constant sur chacune de ces
surfaces>.
Demostra que

_h_d¢ g h db dh_2ﬂ>

d
Aodh — hhih hihz dp n hhz dpt n hih dps
2 ' 2< dp dp1 dp2

on, si els tres sistemes de superficies ortogonals sén
f($7y7z):p7 f1($ay72):;01> f?(x7yaz):p2a
les funcions h, hy, hy estan definides per

W= (D (D (2

dx dy dz
dpl dpl dpl

2 2 2 2
dps dp2 dpa

2 2 2 2

80 Aquesta h es denotard Ajp.
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que es pot reescriure (recordem que (p, p1,p2) és un nou sistema de coor-
denades ortogonals de 'espai, vegeu [B36]) dient que si tenim coordenades
(u1, ug, ug) tals que

ds* = gridu} + goadus + gazdus
llavors

1 0 G22933 0@ 0 g11933 09 0 g11922 09 )
Aogp = \/ + 1/ + A/ .
26 v 911922933 (8161 ( g11 ouy ) Ous ( 922 6’U2) Ous ( 933 0u3)

Es pot veure que

gnh2 = 922h% = 933h§ =1

i per tant les dues expressions de As¢ coincideixen.

Aquest treball té una segona part on estudia les sis curvatures abans
esmentades i les relacions entre elles. Com el cas general és dificil, tot i
que lamé obté molta informacid, es restringeix al cas en que les tres families
ortogonals sén isotermes: cadascuna d’elles depen d'un parametre p tal que
el quocient

Nop/(A1p)?

és funcié de p. Llavors pot dir entre altres coses que el producte de tres dels
radis de curvatura, presos en un cert ordre, és igual al producte dels altres
tres.

El 1841 aplica els seus coneixements de families triplement ortogonals a
les superficies en que divideix un solid no per igual temperatura siné per
igual pressié i equilibri. Vegeu Mémoire sur les surfaces isostatiques, [A347].

El 1843 publica Mémoire sur les surfaces orthogonales et isothermes,
[A349], on demostra que els sistemes de superficies que sén a la vegada tri-
plement ortogonals i isoterms son els formats per quadriques cofocals. La
prova és millorada posteriorment per Bonnet, [A58], i Liouville, [A395].

El mateix any publica una breu nota als Comptes Rendus gairebé amb
el mateix nom Mémoire sur les surfaces isothermes et orthogonales, [A348],
on explica, sense cap férmula ni calcul, el cas en que els tres sistemes de
superficies ortogonals sén isotermes, cosa que ja havia fet el 1840 a [A346] i
torna a parlar de la propietat del producte dels tres radis de curvatura que
hem comentat abans. No s’entén massa el motiu de la publicacié d’aquesta
nota.



140 Agusti Reventds

Sembla que Lamé pensava que tota familia uniparametrica de superficies
es podia completar amb dues families més per tal de tenir un sistema triple-
ment ortogonal. Bouquet®' a Note sur les surfaces orthogonales, [A94], va
donar un contraexemple a aquest resultat, que atribueix a Chasles i no pas a
Lamé. Posteriorment Darboux demostra que per que dos sistemes ortogonals
de superficies siguin ortogonals a un tercer sistema és condicié necessaria i
suficient que les linies d’interseccié dels dos sistemes sigui linies de curvatura
d’aquestes superficies.

El 1851 publica Mémoire sur les variations des coordonées curvilignes,
[A350].

El 1859 publica una breu nota als Comptes Rendus, Résumé de plusieurs
Mémoires et d’un Ouvrage présenté, [A352]. Aquestes diverses Memories,
que segons diu <je n’ai pas pu presenterspassen a formar part de “I’'Ouvra-
ge présenté” que és un extens treball de 399 pagines titulat Legons sur les
coordonnées curvilignes et leur diverses applications, [A351], que comenga
dient

<C’est la géometrie considérée au point de vue de la Physique
mathématique, une géométrie spéciale et nouvelle, que ja vais
essayer de definirs.

Consta de 20 llicons que inclouen les Memories que no ha pogut presentar
i que a [A352] titula: Mémoire sur les paramétres differentiels des fontions-
de-point, Mémoire sur les courbures des surfaces orthogonales, Mémoire sur
la méthode de recherche des coordonnées elliptiques, Mémoire sur [’'emploi des
coordonnées curvilignes en Dynamique, Mémoire sur [’équilibre des températures
dans les systemes cylindriques, Mémoire sur l’equilibre des températures dans
les systemes orthogonaux transformés, Mémoire sur les résistances des parois.

Seguint els seus anteriors treballs ja comentats, defineix superficies #so-
termes de la manera segiient. La familia de superficies

AMz,y,2) = No

81Jean Claude Bouquet (1819-1885) nascut a la comuna francesa de Morteau, va ser
Professor a 1'Ecole Normale Supérieure i a I'Ecole Polytechnique. Autor amb el seu amic
i company d’escola Briot i Appel d’un text titulat Lecons de géométrie analytique. Va
publicar també Remarques sur les systémes de droites dans l’espace, [A95], Mémoire sur
les propriétés d’un systéme de droites, [A96] i Démonstration d’un théoréme de Gauss
concernant la courbure des surfaces,[A97].
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es diuen isotermes si existeix una funcié V = V(x,y, z) el valor de la qual
depeén només de A(z,y, z), i tal que la familia de superficies

V(:L?’ y? Z) = ‘/b

sigui la familia inicial considerada i tal que VV = 0. Aixi, per analogia amb
I’equacié del calor, V' es pot pensar com una temperatura.

Altres treballs posteriors sobre coordenades curvilinies sén els de I’Abbé
Aoust, que comentem a la seccid 9.3, i el de Combescure, Sur les déterminants
fonctionnels et les coordonnées curvilignes, [A166].82 Aquest article comenga
dient que és una certa generalitzacio al cas general de coordenades curvilinies
obliqlies de «la grande théorie crée par M. Lamés.

Quatre anys despres de la seva mort, el 1874, Liouville fa publicar al “seu”
Journal una nota de Lamé titulada Sur les surfaces isothermes paraboloidales,
que diu que deu ser de 1843 o 1844, i que <j’ignore par quelle suite de
circonstances il a été retardé a I'impressions. I afegeix, <je m’empresse de
le communiquer au public, car on le liora encore avec plaisir et avec profit.
Lamé posédait un talent trés-penétrant, d’un genre tout particulier, et en
ce sens on peut dire qu’il n’a pas été remplacé jusqu’ici>. El problema que

82Es coneix com transformacié de Combescure d’una corba una aplicacié injectiva entre
dues corbes tal que en els punts corresponents les tangents sén paral-leles. En aquest
cas les normals principals i les binormals en els punts corresponents sén respectivament
paral-leles. I es coneix com transformacio de Combescure d’un sistema triplement ortogo-
nal de superficies una aplicacié injectiva de ’espai en ell mateix tal que les normals a les
superficies d’un sistema triplement ortogonal de superficies sén paral-leles a les normals
del sistema transformat en els punt corresponents. Aquesta transformacid, complicada,
apareix per primer cop a l’article mencionat, [A166], en un paragraf titulat Systéme ort-
hogonal déduit du systéme elliptique, i és citat per Darboux a les seves Legons, [A202],
llibre VIII, capitol XII, p. 290. Per fer-nos una idea dels interessos d’Eduard Combescure
(1824-1889) citem algun dels seus treballs més importants. El 1859 publica Sur les lig-
nes de courbure de la surface des ondes, [A161]; el 1863 Sur un triple systéme particulier
de surfaces orthogonales, [A163], i Sur quelques problémes relatifs aux surfaces réglées,
[A162]; el 1864 Sur le déplacement d’une courbe, invariable de forme, qui reste tangent a
une courbe fize, [A165], 1 Mémoire sur les coordonnées curvilignes, [A164]. Aplica els seus
metodes per resoldre sistemes d’equacions diferencials a estudiar superficies amb linies de
curvatura esferiques, citant explicitament el treball de J. A. Serret, a Sur quelques systéemes
particuliers d’équations différentielles, [A167], de 1875. Serret tracta aquest tema a [A507]
i [A512]. El 1878 publica Sur les paramétres différentilles des fonctions et sur les lignes
isothermes permanentes, [A168]; el 1887 Sur la’pplication des surfaces, [A169], i el 1888
Sur le déplacement tangentiel de deux surfaces rigides, [A170].
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tracta Lamé és trobar les superficies isotermes compreses a ’equacié
2x +my? +nz? = 1. (7.3)

Es a dir, pensar [, m,n com funcions d’un parametre A i determinar-les amb

la condici6 de que el quocient
AN

VA2
es pugui expressar només en funcié de A\, quan A es pensa com funcié de
x,y, z a partir de (7.3).

Per saber més sobre Lamé vegeu el treball de René Guitart, de 2009,
Les coordonnées curvilignes de Gabriel Lamé, [B32]. Struik en déna també
una breu biografia, vegeu la nota 135 de Struik, pagina 298. Vegeu també
http://sites.mathdoc.fr/cgi-bin/rbsm?au=LAME per un llistat de les se-
ves publicacions.
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7.15 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-
Venant (1797-1886)

Neix a Villiers-en-Biere, Franca. FEntra
a 'Ecole Polytechnique al 1813. EI 1839
va assistir a cursos de Liouville al College
de Franca. Va treballar principalment en
mecanica i elasticitat. Va donar una cor-
recta deduccié del les equacions de Navier-
Sokes dos anys abans que Stokes. Va en-
trar en controversia amb Grasmann per la
introduccié d’un calcul vectorial similar al
d’aquest.

Sobre el tema que ens interessa va es-
criure Mémoire sur les lignes courbes non
planes, [A496], on introdueix el nom de bi-
normal, com diu Struik a la nota 22, pagina 289.

A la pagina 17, en un apartat de notacions i definicions diu:

Figura 7.17: Barré de Saint-
Venant.

<Binormale, celle des normales qui est perpendiculaire au plan
osculateur. Cette ligne, que 1'on est obligé de considérer tres-
souvent aussi, et a laquelle il n’a pas encore été donné de nom,
est, en effet, normale & deux éléments consécutifs a la fois, tandis
que les autres normales a la courbe ne le sont qu’a un seul de ses
éléments; on la suppose tirée comme il a été dit a la fin du n® 4.

I afegeix un peu de pagina que diu

<On pourrait appeler aussi pernormale cette normale, qui I'est
en quelque sorte plus que les autres. Je 'aurais appelée simple-
ment normale principale, sans faire un mot nouveau, si je n’avais
craint la confusion, car cette derniére dénomination (qui lui con-
viendrait) est déja employée, dans plusieurs écrits, pour désigner
la direction du rayon de courbure, peu utilement a mon aviss.

La segona part del treball es titula Démonstration analytique de diver-
ses formules et de divers théoremes relatifs aux courbes dans [’espace, ainsi
qu’auzx lignes et aux surfaces qui ont avec elles des rapports intimes, i hi ha
una seccio, la 21, titulada Lieu des centres des sphéres osculatrices, ou aréte
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de rebroussement de la surface polaire [appelée aussi développée par le plan]
on cita dos cops a Fourier, per dir que el que ell esta fent ja ho havia observat
abans Fourier.

A Tapartat 25 de la tercera part del treball de Saint-Venant que estem
comentant, titulat Angle de deux rayons de courbure consécutifes, és on apa-
reixen les instruccions que hem seguit per fer el dibuix de la pagina 107.

Hi ha una nota curiosa ja que diu que li sembla que no podra continuar
la recerca sobre corbes i deixa diversos problemes oberts. Concretament

<Ne prévoyant pas que je puisse continuer des recherches sur ce
sujet, qui me parait intéressant, je crois devoir proposer ces ques-
tions, entre beaucoup d’autres, aux géometres qui s’occupent de
la théorie des surfaces réglées:1. Sur la surface gauche formée
par ’ensemble des rayons de courbure d’une courbe donnée peut-
on tracer une seconde courbe dont les génératrices de la surface
soient aussi les rayons de courbure? 2. Toute surface réglée peut-
elle, pourvu qu’elle ne soit pas développable, étre considérée com-
me formée par I’ensemble des rayons de courbure d’une certaine
courbe? Ou est cette courbe? Et, s’il n’y a que certaines surfaces
gauches qui jouissent de cette propriété quels sont leurs autres
caracteres distinctifs? 3. Quelles sont les surfaces réglées dont
la gorge fait un angle constant avec les génératrices; quelles sont
celles dont la gorge est une ligne droite oblique aux génératrices
etes.

Acaba amb una Nota titulada Sur quelques particularités de Géométrie
et de Mécanique, relatives auxr deux affections principales des lignes courbes
non planes, et sur les dénominations a imposer a ces affections, on discuteix
sobre quins son els noms més adequats per flexié, curvatura, torsio, etc, en
funcié de motivacios de la Mecanica. Cita un treball previ seu als Comptes
Rendus, Mémoire sur le calcul de la résistance et de la flexion des piéces
solides a simple ou a double coubure, [A495].
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7.16 Jean Frédéric Frenet (1816-1900)

Neix a Perigueux. Entra a
I’Ecole Normale Supérieure el
1840 i va a la Universitat de
Toulouse.®®  Llegeix la tesi el
1847. En aquesta tesi, titu-
lada Sur les fonctions qui ser-
vent a déterminer [’attraction
des sphéroides quelconques. Pro-
gramme d’une thése sur quelque
propriétés des courbes a double
courbure, [A275], introdueix la
idea d’associar a cada punt d’'u- Figura 7.18: Jean F. Frenet.

na corba una referencia. Aquesta part de la tesi la publica el 1852 a Sur
quelque propriétés des courbes a double courbure, [A276] i és on apareixen
les famoses formules de Frenet, també anomenades de Serret-Frenet, vegeu
el comentari sobre qui va ser el primer a publicar-les a la pagina 189 i a la
nota 23 de Struik, pagina 289.

El 1853 publica Théorémes sur les courbes gauches, [A277], on aplica les
seves férmules obtingudes a [A276] per obtenir <un peu plus longuement
peut-étre, mais d’'une maniere trés-simple aussisunes formules que acaba
de publicar Bonnet als Nouvelles Annales de Mathématiques (es refereix a
[AT1]).

Va ser professor a Toulouse i a Lyon, on va ser també director de 1'ob-
servatori astronomic. Va ser molt conegut pel seu llibre Recueil d’exercices
sur le calcul infinitésimal, [A274], del que se'n van fer 7 edicions, 1'iltima el
1917.

83Es I'dnic protagonista d’aquest capitol nascut el segle XIX. I no va estar vinculat a
I'Ecole Polytechnique, competencia directa de I’Ecole Normale Supérieure. Tampoc va
tenir relacié directa amb Monge que va morir quan Frenet tenia dos anys. Segur que va
coneixer el Disquisitiones de Gauss, perd com que només va publicar un parell d’articles
sobre corbes, i cap sobre superficies, I’he mantingut en aquest capitol i no en el segiient.
La imatge de Frenet és de la Tesi de Jean Delcourt. No I'he trobat a cap altre lloc.
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Capitol 8

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

Va néixer a Braunschweig, baixa
Saxonia, i va morir a Gottingen,
Alemanya. Sens dubte un dels
més grans matematics de tots els
temps. Als 18 anys va demostrar
que el poligon regular de 17 cos-
tats es podia dibuixar amb regle
i compas. Als 23 anys va publi-
car ja una obra que el feia im-
mortal: Disquisitiones Arithme-
ticae.

Com a conseqiiencia dels seus
treballs com a geodesta (es va
encarregar durant 7 anys de la
triangulacié del regne de Hanno-
ver) Gauss s’interessa de segui-
da en la possibilitat de desenvo-
lupar una superficie sobre un al-
tre conservant les distancies o al-
menys conservant angles. El fet de fer un mapa de la Terra és llavors només
un cas particular de I’anterior problema.

En una carta a Schumacher (5-07-1816) diu

Figura 8.1: Carl Friedrich Gauss.

147
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“He pensat un problema interessant [per posar en una competi-
cidf: en el cas general, projectar (aplicar) una superficie donada
sobre una altra, també donada, de manera que la imatge i la ori-
ginal siguin infinitesimalment similars. Un cas especial esdevé
quan la primera superficie és una esfera i la segona un pla. Lla-
vors les projeccions estereografica i de Mercator sén solucions
particulars.”

Aquesta pregunta es publica el 1822 a la Real Societat Cientifica de Co-
penhagen, a instancies de Schumacher. Gauss mateix la contesta el 11-12-
1822, pero no es publica fins el 1825 a Astronomische Abhandlungen, Altona,
revista editada per Schumacher, amb el titol: Allgemeine Auflosung der Auf-
gabe die Theile einer gegebnen Flache auf einer andern gegebnen Fldche so
abzubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den Kleinsten Theilen
ahnlich wird®*, [A278].

El titol acaba amb un afegité que diu: “ Ab his via sternitur ad maiora
imitacio de la frase de Newton a De quadratura curvarum, que escriu “et his
principiis via ad maiora”, i que fou el preludi, ni més ni menys, que del calcul
de fluxions. Podeu trobar un resum d’aquest treball, dedicat essencialment
a transformacions conformes, a Gauss i la geometria: geodésia i geometria
no euclidiana, [B52].

L’objectiu d’investigar sobre geodesia avangada, com hem vist que li va dir
a Schummaker a la carta de 1825, el porta finalment a bon port publicant dues
llargues memories titulades Untersuchungen tiber Gegenstinde der hoheren
Geoddsie (investigacions en alta geodesia), part I i part II, [A283] i [A284]. El
primer el podeu trobar comentat a [B52]. També estudia les geodesiques dels
el-lipsoides el 1828, com a consqiiencia dels seus treballs de triangulacié de
Hannover, com es veu en el mateix titol: Conforme Abbildung des Sphdroids
in der Ebene (Projectionsmethode der Hannoverschen Landesvermessung),
[A279]

” 85
)

El 1827 publica el Disquisitiones que comentarem a continuacio.

Va ser director de I'observatori astronomic de Gottingen des de 1801 fins
la seva mort. Va impartir molts cursos d’astronomia perd no va explicar
cursos de matematica fonamental.

84Una soluci6 general al problema d’aplicar una superficie donada sobre una altra su-
perficie de manera que la imatge i la superficie aplicada siguin infinitesimalment similars.
85Cami preparat per a coses més grans.
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L’autor a lobservatori de Gauss a Géottingen.

La vida detallada (novel.lada) de Gauss la podeu trobar a L’home de la
campana, [B31], de J. Girbau. La referencia basica és el llibre de W. G.
Dunnington Carl Friederich Gauss. Titan of Science, [B18].

El Disquistiones

Pero des del punt de vista dels inicis de la geometria diferencial moderna
el treball fonamental és el Disquisitiones generales circa superficies curvas,
[A280]. Es I'origen de la geometria intrinseca de superficies.

Gauss, motivat per problemes geodesics, havia estudiat les representaci-
ons conformes entre superficies, i molt especialment les representacions con-
formes entre una esfera i I’el-lipsoide terrestre o entre aquest el-lipsoide i el
pla. Durant aquest periode, que va aproximadament de 1812 a 1826, estudia
també les geodesiques de 1'el-lipsoide. Vegeu FErdellipsoid und geoddtische
Linie, a la pagina 65 del Vol. IX de [A285].

Tot aixo el motiva a estudiar superficies des d’'un punt de vista més ge-
neral.
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En una carta a Schumacher (21-11-1825) diu:

“Recentment he repres part de les meves investigacions sobre su-
perficies corbes, que hauran de formar la base del meu projectat
assaig en geodesia avangada. [...]| Desafortunadament, em trobo
que haig d’anar molt enrera en l’exposicié perque inclis el que
és conegut, ha de ser desenvolupat d’una manera diferent, ade-

quada a les noves investigacions. [...| Molts d’ells pertanyen a
la Geometria situs, un camp quasi completament inexplorat fins
ara.”

A partir d’aqui redacta, el mateix 1825, una primera versié que no arriba
a publicar. La podeu trobar breument comentada a Una lectura del Dis-
quisitiones generales circa superficies curvas de Gauss, [B51], i completa als
Werke, [A285).56

La segona versio es publica a Commentationes societatis regiae scienta-
iarum Gottingensis recentioris classis mathematicae, Vol VI, pag. 99-146,
1828, amb data de rebuda el 8 d’octubre 1827, [A280].

Esquematicament, diguem que el Disquisicions té (només) unes 40 pagines,
i esta dividit en 29 seccions. Conté cinc conceptes essencialment nous, i uns
10 teoremes. Només cita “ill. Euler” (§8), i el “clar. Legendre” (§27).
L inica superficie que apareix és I'esfera (tot i que ja es coneixien superficies
tant interessants com I’helicoide i la catenoide, atribuides a Euler i Meusnier,
respectivament). També es parla, a la peniltima seccié, de “la superficie de
la terra”.

Alguns comentaris del propi Gauss fan pensar que el Disquisicions és un
projecte inacabat. Per exemple,

§6. Hem de reservar per a una altra ocasié una exposicié més
estesa d’aquestes figures ... §13. L’estudi d’aquestes propietats
obra a la geometria un camp nou i fertil... §26. La consideraci6
del triangle rectilini de costats iguals és d’una gran utilitat. ..

Nosaltres pensem que és un projecte inacabat, sobre tot, perque no troba
I’esfera imaginaria de Lambert. Sobre la possible relacié entre el Disquisitio-
nes ila geometria no euclidiana vegeu What did Gauss read in the Appendix
7, [B1].

86Vegeu http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/toc/?PID=PPN235957348.
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Els cinc conceptes essencialment nous a que feiem referencia abans, son:
L’aplicacio de Gauss, la curvatura de Gaussila curvatura total, en el paragraf
§6 (I'aplicaci6é de Gauss ja havia estat considerada per Rodrigues); el trans-
port paral-lel (variacié angular), en el paragraf §18; i les coordenades abciso-
geodeésiques ortogonals, en el paragraf §19%7.

Fem un breu resum de les 29 seccions del Disquisitiones 8.

§1. Introduccié.

§2. [Trigonometria esferica]. El punt central de la secci6 és el segiient teo-
rema que engloba totes les férmules de la trigonometria esferica.

TEOREMA. Si L, L', L", L" denoten quatre punts de l’esfera, i A denota
l’angle entre els arcs LL', L"L" en el seu punt d’interseccio, tindrem

cosLL" -cos 'L —cos LL" - cos L'L” = sin LL' - sin L" L - cos A.

§3. Defineix pla tangent.
§4. Calcula el vector normal.

§5. Veu que pot elegir dues direccions normals. Si la superficie esta do-
nada pels zeros d’'una funcié pot dividir ’espai entre els punts on aquesta
quantitat és positiva i aquells on és negativa. Aixo li dona un criteri d’ori-
entacio.

§6. Defineix curvatura. La curvatura és la mesura de la distorsié d’arees
per I'aplicacié de Gauss, amb signes i multiplicitats. En el cas particular en
que I'aplicacié de Gauss N : S — S? és difeomorfisme, tenim

. Area(N(B,))
K = I R ea (By)

on P és un punt d’'una superficie S, i B,, és una successié d’entorns connexos
de P en S amb Area (B,) — 0 i tals que qualsevol entorn de P conté tots els
B,, a partir d’'un n prou gran.

Gauss no utilitza aquest llenguatge, siné que diu

87El nom “abciso-geodesiques” és de Gauss, perd no en el Disquisicions, vegeu l'article
de Peter Dombrowski 150 years after Gauss’“Disquisitiones generales circa superficies
curvas”, [B16]. Vegeu també la nota 157 de Struik, pagina 301.

88Podeu consultar també ’excel-lent conferencia de Pere Pascual Geometria de Su-
perficies. Una aprozimacid a la figura de Gauss, [B44].
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7 Aixi, a cada part d’'una superficie corba inclosa dintre de limits
determinats li assignem una curvatura total o integral, que és
I’area de la figura corresponent sobre l'esfera. Aquesta curvatura
integral s’ha de distingir d’una curvatura una mica més especifica
que anomenarem mesura de curvatura: la darrera es refereix a un
punt de la superficie, i representara el quocient obtingut en divi-
dir la curvatura integral de 1’element de superficie al voltant d'un
punt per I’area del mateix element; i per tant denota la raé de les
arees infinitament petites que es corresponen 'una amb I’altra,
una sobre la superficie corba i I’altra sobre 'esfera. La utilitat d’a-
questes innovacions quedara abundantment justificada, esperem,
pel que explicarem més endavant. Quant a la terminologia, I’hem
pensat especialment desitjable per tal d’evitar tota ambigiiitat, i
per aquesta raé no hem cregut pas que haguéssim d’adoptar una
terminologia analoga a la que s’admet generalment (encara que
no aprovada per tothom) a la teoria de corbes planes, d’acord
amb la qual la mesura de curvatura s’hauria d’haver anomenat
simplement curvatura, i la curvatura total, amplitud. Pero, per
que no ser lliures en 'eleccio de les paraules, sempre que no siguin
sense sentit i no siguin susceptibles d’una interpretacio erronia?

La posicié d’'una figura sobre 'esfera pot ser o bé similar a la cor-
responent figura sobre la superficie corba, o bé oposada (inversa);
el primer cas es dona quan dues linies de la superficie corba que
surten del mateix punt, en direccions diferents pero no oposades,
estan representades sobre 'esfera per linies semblantment situa-
des, aixo és, quan la imatge de la linia de la dreta esta també
a la dreta; el darrer cas és quan passa el contrari. Distingirem
aquests dos casos pel signe positiu o negatiu de la mesura de
curvatura. Pero evidentment aquesta distincio es pot fer només
quan sobre cada superficie elegim una cara concreta en la qual
suposem que esta la figura. Sobre I'esfera auxiliar usarem sempre
la cara exterior, és a dir, la girada cap enfora des del centre; sobre
la superficie corba es pot agafar com a cara exterior o bé la que
habitualment es considera realment com a cara exterior, o bé més
aviat aquella cara a partir de la qual se suposa dibuixada la nor-
mal; manifestament, no hi ha cap canvi respecte a la similitud de
les figures, si sobre la superficie corba es transfereixen al costat
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oposat a la vegada la figura i la normal, sempre que la propia
imatge sigui representada en el mateix costat de l'esfera.

El signe positiu o negatiu, que assignem a la mesura de curvatura
d’una figura infinitament petita, segons la seva posicid, I'estenem
també a la curvatura integral d’una figura finita sobre la superficie
corba. No obstant aixo, si volem discutir el cas general, sén ne-
cessaries algunes explicacions, les quals només podem tocar aqui
breument. Sempre que la figura sobre la superficie corba sigui
tal que a punts diferents d’aquesta corresponguin punts diferents
sobre l'esfera, la definicié no necessita cap més explicacio. Pero
si aquesta condicié no es compleix, sera necessari tenir en compte
dues o diverses vegades certes parts de la figura sobre la superficie
esferica, de manera que, segons que la posicié d’aquestes parts si-
gui similar o inversa, aquestes arees s’acumularan o es destruiran
les unes amb les altres. El que sera més simple en aquest cas sera
suposar la superficie corba dividida en parts, tals que cada part,
considerada separadament compleixi l'anterior condicid; assignar
llavors a cadascuna d’aquestes parts la seva curvatura integral,
determinant la seva magnitud per I’area de la corresponent figura
sobre l'esfera, i el signe per la posicié d’aquesta figura; i, final-
ment, assignar a la figura total la curvatura integral que prové de
la suma de les curvatures integrals corresponents a les parts indi-
vidualment. Aixi, de manera general, la curvatura integral d’una
figura és = [ kdo, on do denota l'element d’area de la figura, i k
la mesura de curvatura en cada punt. Els punts principals amb
relacié a la representacié geometrica d’aquesta integral es redu-
eixen als segiients. Al perimetre de la figura sobre la superficie
corba (sota la restriccié de l'article 3) correspondra sempre una
linia tancada sobre 'esfera. Si aquesta tltima no s’intersecta a
ella mateixa en cap punt, dividira la superficie completa de I'es-
fera en dues parts, una de les quals correspondra a la figura sobre
la superficie corba; i la seva area, considerada positiva o negativa
segons que, amb relacio al seu perimetre, la seva posicio sigui sem-
blant o inversa a la posicié de la figura sobre la superficie corba,
representara la curvatura integral de la figura sobre la superficie
corba. Pero sempre que aquesta linia es talli a ella mateixa una o
diverses vegades, donara una figura complicada, a la qual, no obs-
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tant aixo, és possible assignar una area concreta tan legitimament
com en el cas d'una figura sense nodes; i aquesta area, propiament
interpretada, donara sempre un valor exacte per la curvatura in-
tegral. No obstant, hem de reservar per a una altra ocasié una
exposicio més estesa de la teoria d’aquestes figures considerades
des d’aquest punt de vista tan general.”

§7. [Primer calcul de la curvatural. Veu que la curvatura de Gauss és
el quocient dels determinants (discriminants) de la primera i segona forma
fonamentals,

k =det I/ det I.

Es limita al cas en que la superficie esta donada com grafica d’una funcio,
z = z(x,y).

§8. [Segon calcul de la curvatural. Veu que la curvatura de Gauss és igual
al producte de les curvatures principals,

k =k ko.
Ho diu aixi:

“Teorema. La mesura de curvatura en qualsevol punt de la su-
perficie és igual a una fracciéo que té per numerador la unitat, i
per denominador el producte dels dos radis de curvatura extrems
de les seccions per plans normals.”

§9. [Tercer calcul de la curvatural. Reescriu la férmula de la seccié §7
quan la superficie esta donada com els zeros d’una funcié.

§10. [Quart calcul de la curvatura]. Reescriu la férmula de la seccié
§7 quan la superficie esta donada per una parametritzacié = = x(p,q),y =

y(p,q), 2 = 2(p, q)-

§11. [Cinque calcul de la curvatural. En aquesta seccié demostra l'extra-
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ordinaria formula

dE dG _dFdG dG
4 (BEG — FFY? k= pi2 &2 o0 @ (Ao
( ) (dq dq dpdq+(dp))
dEdG dEdG _dEdF  dFdF NZa dG

<______

dp dqg  dq dp d_qdq+dpdq dp dp

dFE dG dFE dF dF
T 9 )2
G(dpdp dpdq+(dq))
ddFE ddF ddG
— 2(EG — FF —2 .
( )(dq2 dp.qur dpQ)

)

on k és la curvatura i E, I, G sén els coeficients de la metrica, que s’expressen
en funcio de coordenades arbitraries p, q.

§12. [Teorema Egregi|. La férmula de la seccié anterior té com corol-lari
el famos teorema egregi que enuncia a la seccié §12 i que deixem en llati ja
que és on apareix la qualificacié que li dona Gauss d’egregi:

<Formula itaque art. prae. sponte perducit ad egregium

THEOREMA Si superficies curva in quamcunque aliam superfici-
em explicatur, mensura curvaturae in singulis punctis invariate
manet.>

§13. [Geometria intrinseca]. Remarca que una superficie plana i una
desenvolupable sobre un pla “s’han de mirar com essencialment identiques”.

§14. [Geodesiques]. Utilitza calcul de variacions per veure que les ge-
odesiques estan caracteritzades pel fet que la seva normal principal coinci-
deixi amb la normal a la superficie.

§15. [Lema de Gauss|. Rep aquest nom el segiient resultat.
TEOREMA. Si sobre una superficie corba es dibuixen des del
mateix punt inicial un nombre infinit de linies més curtes d’igual

longitud, les linies que uneixen les seves extremitats seran normals
a cadascuna de les linies.

Un cop demostrat comenta:

“ Hem pensat que val la pena deduir aquest teorema a partir de la
propietat fonamental de les linies més curtes: pero la veritat del
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teorema es fa evident sense cap calcul mitjancant el raonament
segiient. Siguin AB, AB’ dues linies de longitud minima de la
mateixa longitud que formen en A un angle infinitament petit, i
suposem que algun dels angles formats per I’element BB’ amb les
linies BA, B’ A difereix d'un angle recte per una petita quantitat;
llavors, per continuitat, I'un sera més gran i I’altre més petit que
un angle recte.

B

A

Suposem que l'angle en B és = 90° — w, i prenem un punt C'
sobre la linia AB, tal que BC' = BB’ - cosec w : llavors, com que
el triangle infinitament petit BB’C' es pot considerar pla, tindrem
CB' = BC - cosw, i consegiientment

AC+CB' = AC+BC-cosw = AB—BC-(1—cosw) = AB'—BC"(1—cosw),

i.e., el camide A a B a través del punt C' és més curt que la linia
de longitud minima. Q.e.a.”

§16. [Lema de Gauss generalitzat]. Generalitza Ianterior resultat al cas
en que les geodesiques d’igual longitud surten d’una linia qualsevol, i no d’un
punt com abans.

I diu:

“Finalment, advertim que també aqui com precedentment, con-
sideracions geometriques poden prendre el lloc de l'analisi, les
quals, no obstant, no ens prendrem el temps de considerar aqui,
ja que son suficientment obvies.”
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§17. [Area). Diu que I'element d’area és
dS =V EG — F2dpdg.

Calcula I'angle 6 que forma una corba donada (p(s),q(s)) amb les corbes

coordenades,
Edp + Fdq

VE

§18. [Equacié de les geodesiques. Angle d’inclinacié]. En aquest article
troba, emprant calcul de variacions, i també en funcié de E, F'i G, les equa-
cions d’una geodesica sobre una superficie. Concretament troba l’equacid
necessaria

cosOds =

1F 1dE

VEG=F?-df = = .dE+-"2 .4

G o o
dF 1dG

N o

g

on 6 és 'angle d’inclinacié de la geodesica respecte de les linies coordenades
q = constant. Aquesta és I'equacié d’Euler-Lagrange del funcional de longi-
tud.

I acaba dient,

“[...] és també possible eliminar I’angle 6, i derivar-ne una equaci6
diferencial de segon ordre entre p i ¢, la qual, no obstant aixo,
seria més complicada i menys 1util per a les aplicacions que la
formula precedent.”

§19. [Sise calcul de la curvatura]. Coordenades polars geodesiques.

Veu que els coeficients de la primera forma fonamental en coordenades
polars geodesiques sén ' = 1, F = 0,G, i que, per tant, la llarga formula
de la curvatura queda molt simplificada i es calcula només a partir de la
derivada segona de G. Concretament,

k:—idd—m, m=vVG
m dp?

També la féormula de ’angle d’inclinacié de les geodesiques es redueix a
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df = ——dgq. 8.1
Y (8.1)
A més fa un raonament geometric senzill per justificar que en p = 0 tenim

m=01i Z—’; = 1. Aix0 ho necessitara més endavant per demostrar el teorema
del defecte.

§20. [Teorema del defecte (“el més elegant”)].®?

Aquest teorema diu que la integral de la curvatura de Gauss sobre un
triangle geodesic és el defecte o excés de la suma dels seus angles sobre 7.9

Es demostra aixi: Sigui ABC' un triangle geodesic sobre una certa su-
perficie. Prenem coordenades polars geodesiques (r,«) amb centre A de
manera que el costat AB sigui la geodesica a = 0, el costat AC' la geodesica
a = A. El costat BC té equaci6 r = r(«).

L ()

=
NN

L’element d’area és
dS = mdrda, m= VG

per tant hem de calcular

A pr(a) A rr(a) 952 A
/ KdS = / / K(r,a)mdr do = —/ / 8—75dr da = / (1—8—m)da
T o Jo o Jo Or 0 or

om —1.

Ja que WV:O

89 Avui en dia, el teorema del defecte és un cas particular del teorema de Gauss-Bonnet.

9Per a triangles geodesics sobre una esfera de radi R diu que l'area és R? per l'excés.
Segons Hachette ([A299], p. 273) aquest resultat va ser enunciat per Albert Gérard el
1629 i demostrat per Cavalleri el 1632.
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Ara bé, la igualtat (8.1),

@ _ _Omda
ds  Or ds’

on 0 = 6(s) és I'angle que forma la geodesica BC, d’equacié (r(s), a(s)),
respecte el parametre arc s, amb les corbes a = constant, posant s = s(«),
és a dir, reparametritzant la geodesica per ’angle, permet escriure

do B df ds om

da  dsda ~ Or’

de manera que tenim

A
/ KdS = A+/ ;Z—Hdoz = A+60(A)—0(0) = A+C—(r—B) = A+B+C—m.
T 0 o«

Utilitzant que la curvatura de Gauss és el jacobia de I'aplicacié de Gauss,
resulta que la integral de K sobre el triangle T' és 'area, amb signe, de la
porcié d’esfera obtinguda per la imatge de T per 'aplicacié de Gauss.

Gauss ho diu aixi:

La curvatura integral és igual a l'area d’aquella part de l'esfera
que correspon al triangle, considerada amb signe positiu o negatiu
segons que la superficie corba en la qual esta el triangle sigui
concavoconcava o concavoconvexa: per unitat d’area es prendra
el quadrat de costat igual a la unitat (el radi de l'esfera), de
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manera que la superficie completa de 'esfera és = 4n. Aixi la
part de la superficie de l'esfera corresponent al triangle és a la
completa superficie de lesfera com +(A+ B+ C — 7) és a 4.
Aquest teorema, que si no ens equivoquem, s’hauria de contar
entre els més elegants de la teoria de superficies corbes, es pot
enunciar també com segueix:

L’excés sobre 180° de la suma dels angles d’un triangle format
per linies més curtes sobre una superficie concavoconcava, o el
deficit sobre 180° de la suma dels angles d’un triangle format
per lintes més curtes sobre una superficie concavoconvera, esta
mesurat per l'area de la part de [’esfera que correspon, a través
de les direccions de les normals, a aquest triangle, si la superficie
total de ’esfera és igual a 720 graus.

§21. [Canvi de coordenades|. En llenguatge modern, el que fa Gauss en
aquest article és estudiar en gran profunditat la férmula per al canvi de base
de formes bilineals. De fet considera

a B\'(E F\[(a B\ (E F
v oo F' G)\~v 6) \F G
i déna una interpretacié geometrica de «, 3,7,9. Una de les igualtats d’a-

questa seccio
EG — F? = (F'G' — F”?)(ad — B7)*

s’obté simplement aplicant determinants a I'anterior igualtat.
Justament va ser el mateix Gauss en el Disquisitiones aritmethicae qui
va estudiar en profunditat les formes quadratiques.

§22. [Coordenades polars]. Com sap canviar de coordenades, aplica els
calculs precedents a passar d’unes coordenades arbitraries a coordenades po-
lars.

S’adona que al radi r i 'angle ¢ d’aquestes coordenades polars, que séon
funcié de les coordenades inicials, queden caracteritzats com a funcions que
son solucié d'un sistema d’equacions en derivades parcials. En particular,
el teorema d’existencia de solucions de les equacions diferencials 1i dona, a
posteriori, I'existencia local de coordenades polars.

En particular obté les equacions de les geodesiques que passen pel pol
simplement posant ¢ = constant.



Historia Geometria Diferencial 161

Pero la solucié d’aquest sistema és dificil en general, i Gauss comenta
que, no obstant aixo, moltes coses interessants se’'n poden deduir, a partir de
desenvolupaments en serie, encara que aquests només siguin valids localment.

§23. [Desenvolupaments en serie]. A T'article §23 passa de coordenades
polars r, ¢ a coordenades ortogonals. Concretament, considera unes noves
coordenades p, g tals que les corbes p = constant son geodesiques ortogonals
a la corba ¢ = 0, i ¢ és la distancia del punt donat a la corba ¢ = 0.

Resol, usant series, I'equaci6 diferencial de les geodesiques

on

dpa

on ds? = n2dp® +dq?, i 0 és 'angle entre la geodesica i la corba ¢ = constant.

§24. [Desenvolupaments en serie]. a partir dels calculs de I'article §22,
obté seéries que representen les funcions r, ¢ (i altres) en termes de les coorde-
nades p, q. Per exemple, 7?2 = p? 4+ ¢ + ... Aix0 li permet, entre altres coses,
donar una serie que aproxima l’area del triangle rectangle sobre la superficie
de vertexs (0,0), (p,0), (p,q). §25. Aproximacié de I'area d’un triangle Ge-
neralitza els calculs de 'area del triangle rectangle de I’article precedent al
calcul de I'area d’un triangle arbitrari

§26. [Teoremes de comparacié]. Comenga amb aquestes paraules

<Magnam utilitatem affert consideratio trianguli plani rectilinei,
cuis latera aequali sunt ipsis a, b, c>[costats del triangle sobre la
superficie].

Observem que el teorema del defecte compara la suma d’angles a la su-
perficie (o + 3 + ) amb la suma d’angles d’un triangle pla (7).

Aixo el porta a considerar el triangle pla de costats d’igual longitud que els
costats del triangle curvilini, i a comparar els angles A, B, C' d’aquest triangle
curvilini amb els angles respectius A*, B*, C* del triangle pla. Recordem que,
pel criteri costat-costa-costat, aquests angles estan determinats.

Aixi doncs, podem pensar que el teorema del defecte esta donant una
interpretacié de la diferencia entre A+ B + C' i A* + B* + C*. Pero, quina
diferencia hi ha entre A i A*?
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Obté el resultat segiient.

A = A- % (2k(A) + k(B) + k(C)) 4 termes d’ordre superior,

B* = B-— % (k(A) 4+ 2k(B) + k(C)) 4 termes d’ordre superior,

cr = C- % (k(A) + k(B) + 2k(C)) 4 termes d’ordre superior,
on o és l'area del triangle AABC, k(A) és la curvatura de la superficie
en el vertex A, i A* és I'angle del triangle pla de costats d’igual longitud
que els costats del triangle sobre la superficie, corresponent a l’angle A.
Analogament per a B i C.
Aquests “termes d’ordre superior” a que ens referim involucren els coefi-
cients del desenvolupament de Taylor dels coeficients de la metrica.

§27. [Teoremes de comparacié a 'esferal. Les anteriors férmules, en el cas
particular en que la superficie de partida és una esfera de radi R, si negligim
termes de quart ordre, queden reduides a

g

A = A- T
3R

g

B* = B— -~
3R

« _ o__ 2
C* = C—gm

Gauss reconeix la prioritat d’aquestes formules a Legendre (1752 — 1833)
(vegeu el teorema de Legendre a la pagina 84). Observem que si les sumem
obtenim el teorema del defecte sobre 'esfera:

o

§28. [BHI]. Com que aquesta seccié és molt curta i ha estat tant i tant
comentada,”! la reproduim en la seva totalitat.

91E] mite de Gauss. La discussié prové de si Gauss mesurava aquest triangle per saber
la curvatura de l'univers. Sembla que un comentari de Sartorius, poc després de la mort
de Gauss, va portar a aquesta hipotesi. Nosaltres no ho creiem aixi i pensem que, en tot
cas, el que preocupava a Gauss en aquells moments era la curvatura de la terra i no la de
I'univers. Gauss mai va dir tal cosa.
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Les nostres formules generals, si negligim els termes de quart
ordre, esdevenen extremadament simples, concretament:%?

A = A—Z (2k(A) + k(B) + k(0))

12
B* = B- % (k(A) + 2k(B) + k(C))
cr = C-— % (k(A) + k(B) + 2k(C))

Aixi, als angles A, B, C sobre una superficie no esferica, se’ls ha
d’aplicar reduccions diferents, per tal de que els sinus dels an-
gles modificats siguin proporcionals als costats oposats. La desi-
gualtat, genericament parlant, sera de tercer ordre; pero si la
superficie difereix poc d’una esfera, la desigualtat sera d’ordre
superior. Inclis en els grans triangles de la superficie de la terra,
dels quals podem mesurar els seus angles, la diferencia és sem-
pre inapreciable®®. Aix{, per exemple, en el triangle més gran
que hem mesurat aquests darrers anys, concretament, el format
pels punts Hohehagen,” Brocken, Inselsberg, on 1'excés de la su-
ma dels angles era = 14”.85348, el calcul ha donat les segiients
reduccions per ser aplicades als angles:

Hohehagen ... —4".95113
Brocken ... —4".95104
Inselsberg ... —4".95131

§29. [Més teoremes de comparacié]. Acaba el Disquisicions comparant
I’area d’un triangle sobre una superficie amb ’area del triangle pla que té els
costats de la mateixa longitud que els costats del triangle donat.

92Gauss utilitza la notacié o, 3, v, per a les curvatures en els vertexs, que nosaltres hem
denotat per k(A), k(B), k(C) respectivament.
93Compareu aquestes paraules amb les de la Carta a Olbers (Marg 1827).

A la practica, aquesta diferéncia [entre usar les férmules de Legendre o les
de Gauss| no és en absolut important, ja que és negligible per als més grans
triangles de la terra que es poden mesurar; no obstant la dignitat de la ciéncia
requereir que entenguem clarament la naturalesa d’aquesta desigualtat.

94 Actualment escrit Hohenhagen. Les altituds d’aquests tres punts sén, Hohenhagen
508 m, Brocken 1146 m, Inselsberg 916 m.
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Capitol 9

La influencia del Disquisitiones
de Gauss

La influencia del Disquisitiones ha estat infinita. Aqui ens referim només a la
influéncia immediata en el temps. A més, no volem sortir de les superficies
(dimensié 2) ni anar més enlla de 1900. Tots els protagonistes d’aquest
capitol, pero sobre tot els francesos, tenen també, per descomptat, una gran
influencia de Monge. Els he ordenat per any de naixement.

165
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9.1 Ferdinand Minding (1806-1885)

Tot i que va néixer a ’actual Polo-
nia (en aquelles époques Imperi Rus)
va estudiar i va ser professor a Ber-
lin. Pero el 1843 va tornar a Russia,
concretament a Dorpat, avui Tartu,
Estonia.

Els seus treballs es poden consi-
derar com una continuacié dels re-
sultats de Gauss en el Disquisitio-
nes. En aquest sentit se’l conside-
ra com la persona que va introduir a
Rissia l'estudi de la geometria dife-
rencial de superficies. Va estudiar el Figura 9.1: Ferdinand Minding.
problema isoperimetric sobre superficies, és a dir, sobre una superficie dona-
da determinar la corba tancada més curta que tanca una area donada, vegeu
Ueber die Curven kiirzesten Perimeters auf krummen Fldchen, [A410]. Aqui
introdueix la curvatura geodesica, tot i que no li déna cap nom (aquest nom
és de Bonnet?). Vegeu la nota 148 de Struik, pagina 300.

El seu resultat més famos, conegut com Teorema de Minding, és el que
diu que dues superficies de la mateixa curvatura constant sén localment
isometriques. Aquest resultat de 1839 apareix a Wie sich entscheiden ldsst,
ob zwei gegebene krumme Flachen auf einander abwickelbar sind, oder nicht;
nebst Bemerkungen tiber die Flachen von unverdnderlichem Krimmungsma-
asse [Com decidir si dues superficies sén mituament desenvolupables; in-
cloent remarques sobre superficies de curvatura constant negatival, [A412].
Vegeu la nota 168 de Struik, pagina 302.

Abans ja havia publicat un parell d’articles sobre superficies, Ueber die
Biegung gewisser Flachen, [A411] i Bemerkung tber die Abwiekclung krum-
mer Linien von Fldchen, [A409]. El primer és el citat per Struik a la seva
nota 141, pagina 299.

El 1840 publica Beitrdge zur Theorie der kiirzesten Linien auf krummen
Flachen, [A413], on parla del que avui dia es coneix com “lI’Analogia de
Lambert” o “l'esfera imaginaria” (Lambert va publicar Theorie der Para-

9Diu Liouville a[A432]: <J’ai proposé pour la désigner le nom expressif de courbure
géodésique, que M. Bonnet a bien voulu adopter dans un Mémoire remarquable inséré au
XXXII® cahier du Journal de I’Ecole Polytechniques. Es refereix a [A60].
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llellinien, [A340], vegeu els comentaris a [B1]). Concretament diu que si es
substitueixen les funcions trigonometriques per les corresponents funcions
trigonometriques hiperboliques les férmules pels triangles geodesics sobre les
superficies de curvatura constant positiva es transformen en les férmules pels
triangles geodesics sobre les superficies de curvatura constant negativa. Va
estar, doncs, molt a punt d’anticipar-se a Beltrami com la persona que va
demostrar la consistencia de la geometria hiperbolica, ja que el cami de I’A-
nalogia és el que va permetre a Beltrami 28 anys més tard, tancar aquest
tema.%

9%Un altre important matematic alemany d’aquesta epoca que va publicar també al
Journal de Crelle com Minding fou Julius Pliicker (1801-1868). Sobre superficies desta-
quem el seu treball Note sur une théorie générale et nouvelle des surfaces courbes, [A456].
Quan diu “nouvelle” es refereix al metode, que no pas als resultats. Introdueix el que ell
anomena coordenades planars de la manera segiient: Escriu ’equacié general del pla com

z4+uy +vr+w =0,
i diu que mirant u, v, w com coordenades variables (les ‘coordenades planars’) I’equacié
o(u,v,w) =0

representa una superficie. De fet, podem pensar que aquesta equacié permet aillar una de
les variables en funcié de les altres dues i pensar la primera equacié general del pla com
una familia biparametrica de plans. L’envolvent d’aquesta familia és la superficie que els
té com plans tangents. D’aquesta manera si tenim una segona equacié (u, v, w) = 0, el
sistema format per aquestes dues equacions representa una superficie desenvolupable (la
intersecci6 de dues families biparametriques és una familia uniparametrica) que envolupa
a la vegada les dues superficies considerades separadament. Equivalentment, tota solucid
u,v,w del sistema representa un pla tangent a les dues superficies. D’aix0 resulta, diu
Pliicker “que [el pla] en el seu moviment no pot passar d’una posicié a una altra més que
d’una manera Unica i determinada: i aix0 és evidentment en el que consisteix el caracter de
les superficies desenvolupables”. Si F(x,y,z) = 0 és una superficie, recordant 1’expressié
del pla tangent, tenim v = —p,u = —q,w = —(—z—qy —px), amb p = 9z/0x i ¢ = 9z/0y.
Si, per altra banda, eliminem v del sistema d’equacions que estem considerant tindrem
u = p(v), és a dir ¢ = ¢¥(p). Derivant per eliminar ¢, tenim s = ¢’ - r, t =)’ - 5, és a dir

2 —rt=0.

<«C’est ’équation des surfaces dévelopables donnée pour la premiere fois per Euler. Je ne
crois pas qu’il y ait une marche plus directe, d’y parvenir, que la précédente.<«Després de
fer algun altre exemple acaba dient que el seu metode portara a resultats nous i que els
coneixements de Monge, Dupin, Hachette i altres es poden recollir en un llibre nou sobre
una matéria que semblava gastada, pero que presentada sota un altre punt de vista, esta
lluny de ser-ho.
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9.2 Joseph Liouville (1809-1882)

Va néixer a Saint-Omer. Fou alum-
ne de Cauchy a I’ Ecole Polytechni-
que, i professor de la mateixa a par-
tir de 1833. Es el fundador, el 1836,
del Journal de Mathématiques Pures
et Appliquées, revista on s’han pu-
blicat molts dels treballs que citem
en aquestes notes, coneguda simple-
ment com el Journal de Liouville.

La geometria diferencial de la se-
gona part del segle XIX deu molt a
aquesta revista i a ’alemanya amb
el mateix titol Journal fur die reine
und angewandte Mathematik, cone-
guda també per Journal de Crelle en Figura 9.2: Joseph Liouville.
honor al seu fundador August Leo-
pold Crelle. I encara n’hi una altra amb quasi el mateix nom: Annales de
Mathématiques Pures et Appliquées, coneguda com Annales de Gergonne ja
que va ser fundada 1810 per Joseph Diaz Gergonne.

Entre les seves aportacions destaquem noves demostracions de resultats
de Gauss sobre la invariancia de la curvatura per flexions, com la que es
troba a Sur un théorem de M. Gauss concernant le produit de deux rayons
de courbure principauz en chaque point d’une surface, [A394].°7 Demostra
I'existéncia de coordenades isotermes,”® és a dir, coordenades respecte de les
quals I'element de longitud s’escriu ds* = A(du®+dv?), amb A = A(u,v). Amb
aquest resultat, Gauss hagués tingut ja demostrat el teorema egregi molts

Altres publicacions seves sobre superficies sén Uber die Kriimmung einer beliebigen
Fliche in einem gegebenen Puncte, [A454], Uber die allgemeinen Gesetze, nach welchen
irgend zwei Flichen einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben, [A455].

97En l'article que precedeix aquest, concretament a la pagina 276 del volum 12 del
Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, Liouville proposa el nom de transformacio
per radis vectors reciprocs al que anomenem inversié respecte un cercle.

9Darboux anomena superficies isotérmiques aquelles en les que les linies de curvatura
formen un sistema isotérmic. Per exemple, les quadriques, les cyclides (vegeu pagina 77),
les superficies de revolucid, les de curvatura mitjana constant, etc. Observem, pero, que
per a aquesta definicid, i a diferéncia del cas de Liouville, necessitem la segona forma
fonamental.
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anys abans del Disquisitiones. Aquests estudis de Liouville estan relacionats
amb les representacions conformes, i porten a les superficies de Liouville, en
les que les geodesiques es poden obtenir per quadratures. Aquestes superficies
estan caracteritzades per que la primera forma fonamental es pot escriure com

ds* = (U + V) (du? + dv?)

amb U = U(u) i V = V(v). Sén, doncs, superficies sobre les que hi ha un
tipus particular de coordenades isotermes. Per exemple, les superficies de
revolucié i les quadriques. Vegeu la caracteritzacié de Dini, pagina 285, i la
de Bonnet, paginal87.

També estudia les geodesiques de 1'el-lipsoide a De la ligne geodésique
sur un ellipsoide quelconque, [A391], 1 a Sur quelques cas particuliers o les
équations du mouvement d’un point material peuvent s’intégrer, de 1846,
[A392]. I el mateix any estudia les linies de curvatura a Sur un théorem de
M. Joachimsthal, relatif aux lignes de courbure planes, [A393]. Molt impor-
tant també és la seva aportacié a la cinquena edicié de les Applications de
Monge,[A432]. Hi afegeix una traduccio al frances del Disquisitiones genera-
les circa superficies curvas de Gauss. I les notes segiients: I. Sur les courbes
a double courbure. II. Expressions diverses de la distance de deux points inf-
niment voisins et de la courbure géodésique des lignes sur une surface. III.
Théoreme concernant l'intégration de ’équation des lignes géodésiques. IV.
Sur le théoréme de M. Gauss, concernant le produit des deux rayons de cour-
bure principauzx en chaque point d’une surface. V. Du tracé géographique des
surfaces les unes sur les autres. VI. Extension au cas des trois dimensions de
la question du tracé géographique. VII. A l'occasion de l’équation des cordes
vibtrantes.

El 1851 publica Sur la théorie générale des surfaces, [A396]. Déna una
expressio nova de la curvatura de Gauss:

1 d l dG FdG 2dF 1 d1l (dE FdG
dv Gdu)’

2D uD\du "Gdv “dv) 2D @D
amb D = EG — F?. 1 la famosa férmula de Liouville per al calcul de la
curvatura geodesica d’una corba en funcié de I’angle i que aquesta corba fa
amb les linies coordenades u = cte,

di VG (FdG dE\ . . VvVE (dG FdG dF
— sin ¢
G du dv

_ di VG VE (dG  FdG _ dF\
9= Tds 2D? 202 \du G do dv)sm(w i)
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on w és I'angle entre les linies coordenades. També el 1851 publica Sur un
théorem de M. Chasles, [A397], sobre superficies de segon grau homofocals.
Ja sabem que cada superficie en té dues d’associades, les superficies focals
o de centres. La pregunta que resol Liouville aqui és una mena de reciproc:
quan dues superficies de segon grau homofocals es poden considerar com
superficies de centres d’una certa superficie.

També va introduir el calcul diferencial amb indexs arbitraris, on consi-
dera derivades n-essimes on n no és necessariament enter, en un article al
Journal de ’Ecole Polytechnique de 1832 que no comentarem.
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9.3 L’Abbé Aoust (1814-1885)

L’abat Louis Aoust va néixer a b

Béziers 1 va ser professor a la uni- — TR
versitat de Marsella a partir de "
1854.  Abans havia estat profes-
sor al Collége Stanislas a Paris, al
Lycée de Strasbourg i a la Facultat
de Ciencies de Besancon. Va publi-
car diversos treballs sobre corbes i
superficies, molts d’ells utilitzant el
concepte inventat per ell de “curva-
tura inclinada” de les corbes coorde-
nades.

Aquest concepte l'introdueix en
una nota als Comptes Rendus,
que és purament descriptiva sense
formules ni detalls, el 1862, Théorie
géométrique des coordonnées curvi-
lignes quelconques, [A3]. Comenca
dient que el problema de les coorde-
nades curvilinies ortogonals ha estat
resolt analiticament per Lamé i en
el cas de que estiguin sobre una su- Figura 9.3: Abbé Aoust
perficie qualsevol per Gauss. Pero ell en vol donar un punt de vista geometric.
Diu:

4 J 7 "
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<Cette simplification résulte principalement de ’emploi d’un élément
géométrique nouveau que nous avons appelé courbure géometrique
inclinée et qui joue un role non moins important que la courbure
géodésique elle-méme>.

Amb aquest metode diu que retroba resultats anteriors ja coneguts, com una
traduccié geometrica de les formules del moviment donades a la mecanica
analitica de Lagrange, i alguns obtinguts per ell mateix en un article que
acaba de publicar al Journal de Crelle, Des coordonnées curvilignes se cou-
pant sous un angle quelconque, [A2], que comenga dient que les coordenades
curvilinies ortogonals han esta introduides per Lamé i que ell vol generalitzar
els resultats al cas no ortogonal.
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Aquest tema de les coordenades curvilinies torna a apareixer en una nota
als Comptes Rendus el 1863, Sur la courbure des surfaces, [A5]. Com diu
Struik a la seva nota 135, pagina 298, tot aquest treball va quedar superat
amb la introduccié del calcul tensorial,

El mateix any 1863 publica Des transformations doubles des figures. Trans-
formation des figures par normales a la sphére réciproques, [A4], on estudia
com canvia la curvatura geodesica per inversions.

El 1864 continua amb el tema de les coordenades curvilinies publicant
Théorie des coordonnées curvilignes quelconques, que repren el 1868 en un
treball amb el mateix titol publicat en tres parts, vegeu [A6] i [A11].

A Sur la courbure des surfaces, [AT], de 1866, obté expressions de la
curvatura utilitzant el concepte de “curvatura inclinada” que hem comentat.
Com sap que el reconegut matematic Philippe Gilbert? ha trobat resultats

9Philippe Gilbert (1832-1892) va ser professor a la Universitat catolica de Lovaina
des de 1855 fins la seva mort. Va treballar en analisi matematica, geometria, mecanica,
fisica matematica i historia de la ciencia. Els treballs a que fem referencia en el text sén
Sur la courbure des surfaces, [A289], i Sur quelques propriétés relatives a la courbure des
surfaces, [A291]. El 1868 va enviar dues memories a ’Académia de Ciéncies de Bélgica,
de les quals acusen rebut a les pagines 2 i 72 del volum 25 de Bulletins de I’Académie
royale des sciences, des lettres et des beauz-arts de Belgique, i que son comentades per
Eugene Catalan unes pagines més endavant amb el titol Mémoire sur la théorie générale
des lignes tracées sur une surface quelconque, [A287]. A la mateixa revista encara hi ha
un altre treball de Gilbert, Sur quelques propriétés des trajectories, [A290], on suposant
que té dos sistemes de corbes sobre una superficie que es tallen sota un angle constant
0, la integral de la curvatura geodesica de les corbes del segon sistema de corbes sobre
un quadrilater ABCD, amb AB,CD del primer sistema i AD, BC del segon, és igual a
BC — AD — (DC — AB) cos¥.

El 1869 estudia superficies absidals a Sur quelques propriétés des surfaces apsidales
ou conjuguées, [A292]. Defineix linies d’atraccié sobre uns superficie S, de pol O, com
les corbes sobre S tals que en cada punt M la tangent a la corba en M pertany al pla
determinat per O, M i la normal a S en M. Demostra que les trajectories ortogonals a
les linies d’atraccié s’obtenen tallant la superficie per esferes de centre O. Si, per cada
M € S considerem OM i tracem, en el pla OMN per OM i la normal M N, una recta
OM’ igual i perpendicular aOM, el lloc geometric dels punts M’ és una superficie S’ que
Gilbert anomena apsidal, nom que atribueix a Salmon, i comenta que és la superficie que
Catalan anomena conjugada de S.

El 1870 publica Sur les courbes planes & équations trinémes, [A293], on demostra que la
relacio entre els radis de curvatura d’una el-lipse i la seva développée en punts corresponents
és la tercera part del quocient de les longituds dels segments de les tangents respectives
compresos entre els eixos. El 1885 publica una breu nota d’'una pagina als Comptes Rendus,
Sur quelques formules de la théorie des corbes gauches, [A294], relacionant unes férmules
seves sobre la distancia d’un punt de la corba a ’esfera osculatriu amb unes de Buchonnet,
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semblants als seus acaba ’article dient

<il est loin de notre pensée de chercher a diminuer le mérite des
recherches de M. Gilbert, ainsi que la valeur des conséquences
qu’il a tirées de ces formuless.

Sobre aquest tema de prioritats hi ha una nota de Gilbert i una d’Aoust,
titulades respectivament Réponse a Mr. Aoust relative aux remarques et
réclamation, [A8], 1 Remarques et réclamation faites relativement au mémoire
de Mr. Gilbert, [A288], publicades una a continuacié de l'altre a Bulletins de
I’Académie royale des sciences, des lettres et des beauz-arts de Belgique, on
es tiren els plats pel cap.

Aoust diu coses com

<Toute question déja résolue par un géometre n’est pas chose
sacrée a laquelle un autre géometre n’ait pas le droit de toucher,
bien loin de las.

I Gilbert respon amb

<[...] jamais une raison aussi mal définie ne servira de base a une
réclamation de priorités.

[ més endavant, parlant de la definicié de curvatura geodesica que déna I’abat
diu

<Cette définition de la torsion géodésique est fausses.

El treball [A7] de Aoust que estavem comentant, continua a Sur un prin-
cipe de la théorie des surfaces, [A10], de 1868, i a Sur la théorie des surfaces,
[A9]. En tots dos treballs cita Gauss.

En el primer troba una férmula tipus Gauss-Bonnet sobre un quadrilater i
en el segon dona una férmula per a les geodesiques d’una superficie explicitant
que retroba una féormula de Gauss,

Ezpression de la distance d’une courbe & sa sphére osculatrice , [A111]. Quan Buchonnet
publica el seu treball Gilbert posa en dubte les seves férmules, perd posteriorment ha
de rectificar, i en una carta publicada a Nouvelles Annales de Mathématiques, serie 2,
(12), 1873, 131-133, reconeix el seu error: «l’erreur est de mon coté: la formule de M.
Ruchonnet [sic] est parfaitement exactes. Va ser professor de Charles-Jean de La Vallée
Poussin, vegeu [B42].
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El 1869 publica Analyse infinitésimal des courbes sur une surface quel-
conque, [A12], i el 1873 Analyse infinitésimal des courbes planes, [A13]. El
1876 publica Analyse infinitésimal des courbes dans l’espace, [A16], treball
de 564 pagines.

Podeu trobar més informaci6 sobre I’Abbé Aoust a una mena de curriculum
publicat per ell mateix Notice sur les titres et travauz scientifiques de M.
L’Abbé Aoust, [A15], el 1875. El mateix any encara publica una nota conti-
nuaci6 dels seus articles sobre coordenades curvilinies, [A14].
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9.4 Ferdinand Joachimsthal (1818-1861)

Neix!® a Goldberg, Alemanya, avui
Zlotoryja, Polonia. De petit va ser
alumne de Kummer a Liegnitz, avui
Legnica, Polonia. El 1836 va anar a
Berlin on va ser alumne de Dirichlet
i Steiner, i el 1838 va anar a Konisg-
berg on va ser alumne de Jacobil®!.
Entre 1845 i 1852 és professor a
la Universitat de Berlin. Despres
passa a Halle i Breslau, aqui com
successor de Kummer. D’aquesta
epoca és el llibre de text Cours de
géométrie élémentaire a l'usage des
éleves du College Royal Francais,
[A314]. Les notes dels seus cursos a Figura 9.4: F. Joachimsthal.
Breslau es publiquen postumament
per Liersemann amb el titol: Anwendung der Differential und Integral-
rechnung auf die allgemeine Theorie der Flachen und der Linien doppelter
Kriimmung'®?, [A317]). Hi apareix una demostracié del teorema egregi de
Gauss una mica diferent de la del Disquisitiones, ja que utilitza determi-
nants, concretament el fet de que el determinant del producte de matrius és
el producte dels determinants, resultat que atribueix a Gauss.

Va ser molt reconegut per la qualitat de les seves classes i llibres.

El 1843 publica Observationes de lineis brevissimis et curvis curvaturae
in superficiebus secundi gradus, [A307], tema que havia estudiat a la seva tesi
de 1840. Un teorema que porta el seu nom diu: Al llarg d’una geodeésica o
linia de curvatura d’una quadrica amb centre, el producte del semi diametre
de la quadrica paral-lel a la tangent a la corba en un punt P i la distancia

100Tnformacié treta de http://www.encyclopedia.com/doc/1G2-2830902191.html.

101 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Neix a Postdam, Prissia, actual Alemanya.
Entra a la Universitat de Berlin el 1821 i llegeix la tesi el 1825. Va a Konigsberg i contacte
amb Gauss i Legendre. Son famosos els seus treballs sobre funcions el-liptiques, amb
competeéncia amb Abel. Va estudiar el determinant que avui es coneix com jacobid. Vegeu
la nota 165 de Struik, pagina 301.

102 Aplicacié del calcul diferencial i integral a la teoria general de superficies i linies de
doble curvatura. Vegeu https://archive.org/details/anwendungderdiff00joac.
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del centre de la quadrica al pla tangent per P és constant.

Observeu la similitud entre els elements geometrics que apareixen en
aquest teorema i els parametres que apareixen a l’expressio de la curvatura
de l'el-lipse que donem a la pagina 17.

Les geodesiques sobre quadriques també van ser estudiades el 1861 per
Karl T. W. Weierstrass (1815-1897) a Uber die geoddtischen Linien auf dem
dreiachsigen Ellipsoid, [A530], i per Anton von miihl,*3 Uber Enveloppen ge-

103 Anton von Braunmiihl (1853-1908) va néixer a Tiflis (Tbilisi, Georgia), va ser professor
a la Technische Hochschule Miinchen.

Encara com estudiant ja va publicar el 1877 un breu treball, dirigit per Alexander Wilhelm
von Brill, sobre les geodesiques de les superficies de revolucié de curvatura constant, Die
geodatischen Linien der Rotationsflachen konstanter mittlerer Kriimmung, [A102], que po-
deu trobar a http://digital.slub-dresden.de/en/workview/d1f/169013/, que fou el
preludi de la seva tesi Uber Geoditische Linien auf Rotationflichen und jene Finhillenden
derseleben, [A103], dirigida per Philipp Ludwig Seidel i Gustav Conrad Bauer, que podeu
trobar a http://www.e-rara.ch/zut/wihibe/content/titleinfo/6026746.

Tracta aquest tema en diversos articles posteriors com el de 1879 Uber Enveloppen ge-
oddtischer Linien, [A104], el de 1881 Ueber die reducirte Linge eines geoddtischen Bogens
und die Bildung jener Flichen, [A106], i el de 1882 Geoddtische Linien und ihre Envelop-
pen auf dreiazigen Flichen zweiten Grades, [A107]. Aquests dos darrers articles es van
publicar a Mathematische Annalen que podeu trobar a http://www.digizeitschriften.
de/main/dms/toc/7PPN=PPN235181684.

L’article [A102] esta publicat a Mathematische Modelle angefertigt im mathematischen
Institut des Koniglichen Polytechnikums zu Minchen, és a dir, Models matematics elaborats
a Uinstitut de matematiques del real politecnic de Munich. Aquesta revista estava pensada
perque hi publiquessin els alumnes d’un laboratori, creat per Brill i Klein, per al disseny,
produccié i aplicacions pedagogiques de models matematics.
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oddatischer Linien auf dem venlangerten und abgeplatteten Rotationsellipsoid,
[A105].

El resultat més conegut de Joachimsthal (si dues superficies es tallen al
llarg d’una corba amb angle constant i aquesta corba és linia de curvatura
d’una de les superficies també ho és de 'altre) es va publicar el 1846 a De-
monstrationes theorematum ad superficies curvas spectantium, [A308], pero
aqui només estudiava el que despres s’han conegut com superficies de Joac-
himsthale, és a dir, superficies tals que una de les families de les linies de
curvatura sén planes, i els plans que les contenen tenen un eix comu. Aixo
implica que les linies de curvatura de I’altre familia estan sobre esferes que
tenen el centre en 'eix comu. Aixi, aquestes superficies també es poden de-
finir com les trajectories ortogonals a una familia d’esferes de radis variables
i centres alineats.

L’article acaba dient que el mateix problema, pero en el cas en que els
plans que contenen les linies de curvatura son paral-lels, havia estat estudiat
ja per Monge, [A432], p.139. De fet, la secci6 XVII de les Applications es
titula: De la génération de la surface courbe dont toutes les lignes d’une des
courbures sont dans des plans paralléles a un plan donné.

Posteriorment, el 1848, va publicar Mémoire sur les surfaces courbes,
[A311]. També va estudiar aplicacions dels determinants a la geometria a Sur
quelques applications des déterminants a la Géométrie, [A312], i problemes
de geometria classica com per exemple Théoréeme relatif au cercle qui passe
par trois points d’une ellipse, [A313], o Sur la construction des normales
qu’on peut abaisser d’un point donné sur une section conique, [A315] , on
demostra, per exemple, que des d'un punt interior a una el-lipse s’hi poden
tragar 4 perpendiculars. Encara hi ha qui utilitza la notacio de Joachimsthal
sij = Aviwj + B(wy; + xjy:) + Cyiyy + Flai + 25) + Gy +y;) + H, on
Az? + 2Bxy + Cy? + 2Fxy + 2Gy + H = 0 és I'equacié d’una conica. Aixo
permet expressar comodament els conceptes de polar, tangent, etc.

Va fer petites col-laboracions, proposant i resolent problemes, a la revista
dels candidats a les escoles politecnica i normal, els Nouvelles Annales de
Mathématiques, com ara Note sur ’enveloppe d’une droite de longueur cons-
tante, inscrite dans un angle rectiligne quelconque, [A309], 1 Probléme sur les

Braunmiihl es va interessar també en la historia de la trigonometria i és un reconegut
historiador de la matematica. En aquest tema va col-laborar amb Heinrich Wieleitner, qui
posteriorment va escriure una nota biografica sobre Braunmiihl, [B78], on hi podeu trobar
una extensa bibliografia amb el seus treballs.
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polaires, [A310]. Després de la seva mort aquesta revista encara va publicar
tres notes seves amb el mateix titol: Sur le nombre de normales réelles que
Uon peut mener d’un point donné a un ellipsoide, [A316], [A318], [A319].
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9.5 Pierre Ossian Bonnet (1819-1892)

Neix a Montpellier. Entra a I’ Ecole
Polytechnique el 1833 i n’esdevé pro-
fessor el 1844. A partir de 1868 és
ajudant de Chasles a la mateixa es-
cola. El 1878 passa a la Sorbonne.
El 1883 substituieix Liouville com
a membre del Bureau des Longitu-
des. Va introduir la curvatura ge-
odesica la qual cosa li va permetre
de generalitzar el teorema del defec-
te de Gauss a triangles amb costats
no geodesics. Es el que es coneix
actualment com Teorema de Gauss-
Bonnet.

Independentment de Minding va
demostrar que la curvatura ge-
odesica és una propietat intrinseca
de la superficie (invariant per flexi-
ons).

Figura 9.5: Pierre O. Bonnet.

El 1844 va publicar Sur quelques proprietes générales des surfaces et des
lignes tracées sur les surfaces, [A56]. Diu: <L'illustre géometre [Gauss| fait
usage, dans ce beau travail [El Disquisitiones| de considérations analytiques
tres-ingénieuses et trés élégantes, mais qui laissent peut-étre a désirer sous
le rapport de la simplicité. Je me suis proposé [...| de reprendre les mémes
questions par les méthodes de la géométrie pures.

El 1845 va publicar tres articles en el mateix volum, el 18, del Journal
de I’Ecole Polytechnique: Mémoire sur les surfaces isothermes orthogonales,
[A58], Note sur les ombilics des surfaces, [A59], i un de contingut més fisic,
Mémoire sur la théorie des corps élastiques, [A57]. A la nota sobre els punts
umbilicals'™ [A59] comenta que segons uns autors hi passen, per aquests
punts umbilicals, infinites linies de curvatura (Monge) i segons altres només
un nimero finit (Dupin). Pero que es poden conciliar aquests punts de vista
introduint el concepte de linies de curvatura de primera i segona especie.

104F] primer en considerar aquest tipus de punts, que els va anomenar ombilics, va ser
Monge.
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Doéna una definicié geometrica d’aquestes segones a partir de la idea de que
les normals a una superficie no es tallen, i les caracteritza de la manera
seglient: <si I'on considere ce que 'on peut appeler la seconde courbure des
sections normales, c¢’est-a-dire la derivée de la premiere courbure par rapport
a l'arc, on pourra considérer des sections principales par rapport a cette
seconde courbure, et il arrivera, ce qui, je crois, n’a pas été remarqué, que
la direction de ces sections principales sera celle des lignes de courbure de la
seconde especes.

A la nota sobre els cossos elastics retroba per un metode més senzills
resultats de Lamé a [A347].

El 1848 va publicar Mémoire sur la théorie générale des surfaces, [A60],
que és on apareix per primer cop el teorema que després es dira de Gauss-
Bonnet, i el 1849 va tornar sobre les superficies isotermes a Sur les surfaces
isothermes et orthogonales, [A62]. Aqui déna una demostracié més simple
del teorema de Lamé que diu que, si prescindim de les superficies cilindriques
i coniques, els unics sistemes triples de superficies isotermes i ortogonals son
els sistemes formats per les superficies de segon grau homofocals. Diu que ell
mateix ja havia donat una primera simplificacié al quadern XXX del Journal
de UEcole Polytechnique (es refereix a [A58]). També diu que aquest article
és un extracte d'una nota previa al Comptes Rendus (es referix a [A61]).

El 1851 publica Note sur quelques points de la théorie des surfaces, [A64],
i Note sur la théorie générale des surfaces, [A63]. Aquest darrer treball és
conseqiiencia d’haver llegit les anotacions de Liouville a la cinquena edicié de
les Applications de Monge,[A432]. Comenca dient que algunes de les formules
de Liouville ja consten en el seu treball de 1844, concretament a [A56] (com
sempre, la paternitat). Cita, en particular, un parell d’expressions de la
curvatura geodesica. Diu també que M. Chelini ja havia fet notar que els
resultats de Liouville es deduien facilment dels de Bonnet, pero la manera de
veure-ho no li sembla la més simple i en déna una nova prova.

El 1852 publica Sur la théorie mathématique des cartes géographiques,
[A65], que es pot considerar com un resum sobre l'estat de la qiiestié (di-
ficultat de fer mapes) en aquell moment, amb les aportacions de Lagrange,
Euler, i sobre tot de Gauss. Ell mateix ja diu que aquest treball no ofereix
res essencialment nou.

El 1853 publica Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont
planes ou sphériques, [A67]'%. Aquest llarg treball té quatre parts: I. Sur

105Ja hem vist que tant Bonnet com Serret publiquen diversos treballs sobre superficies
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les surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes, 11. Sur les surfaces
dont les lignes de l'une des courbures sont planes, 111. Des surfaces dont les
lignes de courbure sont planes dans un systeme et sphériques dans l’autre, ou
bien sphériques dans les deux systemes. IV. Sur les surfaces dont les lignes
de l'une des courbures sont sphériques.

Citem a continuacié diverses notes curtes d’aquesta epoca als Comp-
tes Rendus: el mateix 1853 publica Note sur la théorie générale des sur-
faces, [A69]; quatre notes sobre superficies amb linies de curvatura planes o
esferiques [A66], [A68], [AT0] i [AT3], que donen lloc a larticle [A67] al Jour-
nal de I’Ecole Polytechnique que hem comentat abans; el 1855 publica Sur la
détermination des fonctions arbitraires qui entrent dans [’équation générale
des surfaces a aire minimum, [A76], on respon a la pregunta de Frenet sobre
les superficies d’area minima que passen per una o diverses rectes paral-leles
a un mateix pla, i Observations sur les surfaces minima, [A75], una breu
nota on comenta que Joachimsthal no deu coneixer el seu treball de 1853 (es
refereix a [A69]) i Sur les lignes géodésiques, [ATT]; el 1856 publica Nouvelles
remarques sur les surfaces a aire minima, [A81], continuacié de [AT5]; Sur
les surfaces pour lesquelles la somme des deux principauz rayons de courbure
est égale au double de la normale, [A83]; Note sur un genre particulier des
surfaces réciproques, [A80]; Sur les surfaces dont toutes les lignes de courbure
sont planes, [A82], i Note sur la courbure géodésique, [AT9).

El 1858 publica una nota d’una sola pagina sobre superficies reglades,
[A84]. Diu que com que M. Bertrand ha citat, en una sessié anterior de
I’Academia, tres teoremes d’ell, demana permis a I’Académia per comunicar-
li al senyor Bertrand un altre teorema, que ell coneix des de fa temps, pero
que no ha publicat. Es refereix a com varien les curvatures de Gauss i mitjana
al llarg de les generatrius. Curiosament defineix curvatura de la superficie
com la mitjana geometrica de les curvatures principals (I’arrel quadrada de la
curvatura de Gauss). Aixi les dues curvatures que manipula sén les mitjanes
aritmetica i geometrica de les curvatures principals.

La coneguda férmula de Bonnet per a la curvatura geodesica apareix per
primer cop al treball [A79] que hem citat abans. Aquesta férmula és:

amb linies de curvatura planes. Darboux, a les Lecons p. 114, parla de la remarcable tesi
de V. Rouquet sobre aquest tema, perod és molt posterior al treball de Bonnet, ja que és
de 1882, i no la he pogut consultar, [?].
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b 1 (ﬁ Gm — Fn -I—ﬁ En— Fm )
9 VEG —F2 \OuEn? —2Fmn+ Gm2 Ov\En? —2Fmn + Gm2

on la corba esta donada per f(u,v) =0,im = f,, n = f,. Vegeu els calculs
explicits a [B53].10

Aquesta mateixa formula amb la seva demostracié la torna a publicar a
I’article de 1860 Mémoire sur l’emploi d’un nouveau systeme de variables dans
'étude des propriétés des surfaces, [A85].197 Utilitza coordenades tangencials
(que venen a ser els coeficients dels plans tangents) i variable complexa.
Darboux en fa un resum a la pagina 243 de les Lecons referint-se a Bonnet
com <l’éminent géometres>. En aquest article atribueix el nom de curvatura
geodesica a Liouville, vegeu el peu de pagina 95, pagina 166.

El 1862 publica Mémoire sur les surfaces orthogonales, [A86], en dues
parts al mateix volum dels Comptes Rendus, on estudia el problema de la
determinacio dels sistemes de superficies triplement ortogonals. Diu que la
importancia d’aquest problema prové de la feli¢ utilitzacié feta per Lamé de
les coordenades curvilinies. Diu que de moment els tinics exemples que es
coneixen sén els sistemes de superficies de segon grau homofocals descobertes
antigament per Binet, els exemples donats per Serret al volum XII del Journal
de Liouville (es refereix a [A502]), i els exemples que el senyor W. Roberts
ha deduit de la consideracié de coordenades el-liptiques. A continuacié diu:
<J’ai réussi a faire entrer la question dans une voie nouvelle, qui m’a conduit
a des résultats d’'une généralité et d’une étendue inespéréess.

El 1864 ja esta estudiant el teorema que despres portara el seu nom (quan
els triangles no sén geodesics): Démonstration du théoréme de Gauss relatif

106Hi ha un misprint a les arrels quadrades de dintre el paréntesi a Struik, [B67], p.
154, on la féormula apareix canviada de signe respecte de l'original de Bonnet, que hem
respectat. Eisenhart, a la pagina 136 de [B20], diu que el primer cop que apareix aquest
férmula és a [A60], i té certa rad, pero alla el problema que tracta és el de desenvolupar
una superficie sobre una altra, cosa que implica que les corbes de nivell de les curvatures de
Gauss de les dues superficies han de coincidir. Es a dir, estudia les corbes K = constant,
on K és la curvatura de Gauss, no el cas general que considerem aqui. A més, no sé
si perque no se n’adona, déna les derivades dels quocients que apareixen a la dreta de
la férmula de la curvatura geodesica anterior ja realitzades (no les escriu en forma de
derivada), per la qual cosa li surt una férmula llarguissima que en prou feines pot incloure
en els marges de la pagina. En canvi, a [A79] apareix com 1’hem donat nosaltres i com es
doéna habitualment a tots els llibres de text.

WO%https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k164043/f161. image.
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aux petits triangles géodésiques tracés sur une surface courbe quelconque,
[A87]. Diu que en el Disquisitiones Gauss arriba a aquesta férmula després de
calculs llargs i complicats i, que ell sapiga, cap geometra ha mirat de reduir-la
al que té d’essencial. <Je pense donc faire une chose utile en publiant ici une
démonstration nouvelle qui me parait simple et qui de plus a I'avantage de
conduire directement au but>.

El 1865 publica Mémoire sur la théorie des surfaces applicables sur une
surface donnée, [A88], primera part. Aquesta primera part es subtitula
Démonstration du théoréme de Gauss. Méthode pour reconnaitre si deux
surfaces données sont ou ne sont pas applicables l'une sur [’autre.

Aplica el resultat de Gauss d’existencia de coordenades isotermals
Cita concretament [A278]. Aix0 permet escriure la metrica com

108

ds* = \da?* + dB?),

que fent el canvi a variable complexa oo+ i = x, a — i = y, permet escriure
la metrica com

ds® = p? dx dy

108 argument de Gauss és el segiient. Escriu la superficie com (x(t,u), y(t,u), z(t,u)) i
escriu dr = adt+a'du, dy = bdt+b'du, dz = cdt+c'du. Aixi, la primera forma fonamental
és

w=(a® 4+ b* 4+ *)dt* + 2(aa’ + b0’ + cc)dt du + (a’* + V' % + ¢ ?)du?.
L’equacié w = 0 es pot trobar descomposant ’anterior expressié com a producte de dos
factors lineals

0 = (a®+b*+c)dt
4+ fad’ +bV + e i/ (@2 + 02 +e2) (a2 + V2 +2) — (ad + b + e )2]du

La integral d’aquesta equacié sera del tipus
ptiq= Cte
on p i g sén funcions de ¢ i u. Per tant,
(dp +idq)(dp — idq) = dp® + dg

és un factor de w i per tant
w = n(dp® + dq°)

amb n = n(t,u).
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i demostra que quan una superficie és aplicable sobre una altra la quantitat

1 02 1n 2

©? 0xdy
és constant. Com que aquesta quantitat és la meitat de la curvatura, llevat
del signe, cosa que no diu explicitament fins al final de I'article, ha obtingut
una demostracié del teorema egregi.

Llavors la integra sobre un recinte amb vora diferenciable a trossos i obté
el que avui coneixem com Teorema de Gauss-Bonnet, resultat que ja havia
obtingut molts anys abans a [A60], si bé amb metodes diferents que aqui.

Diu:

<La relation précédente renferme implicitement toutes les for-
mules des Disquisitiones generales circa superficies curvas, celles
de mon Mémoire sur la théorie général des surfaces et celles un
peu plus générales que M. Liouville a données dans son Cours au
Collége de Frances.

A continuacié déna condicions necessaries i suficients (el teorema egregi
és només condici6 necessaria) per tal de que una superficie es pugui aplicar
sobre una altra.

La idea és que si tenim dues superficies 'una amb coordenades (u,v) i
I'altre amb coordenades (v, v’) i hi ha una relacié entre aquestes coordenades
que conservi longituds els elements de longitud corresponents han de ser
iguals. De manera que Bonnet escriu

Edu® 4 2Fdudv + Gdv? = E'du® + 2F du’ dv' + G'dv'. (9.1)

Si ara tenim una funcié k sobre la primera superficie i una funci6 &’ sobre la
segona (per exemple, la curvatura de Gauss) tals que per la correspondéncia
entre les dues superficies compleixen

k=F (9.2)
podem diferenciar i tenim

de  dk . d¥ o, dk

que Bonnet escriu com

mdu + ndv = m'du’ + n'dv’. (9.3)
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Ara eleva al quadrat (9.3) i suma terme a terme un multiple de (9.1),

(m? 4+ AE)du?® + 2(mn + A\F)du dv + (n* + \G)dv*
= (m? 4+ AE)du” + 2(m'n’ + \F')du' dv' + (n? + \G")dv"
i ara imposa que aquestes expressions siguin quadrats perfectes, i obté

En? —2Fmn+Gm®  E'n” —2F'm/n’ + G'm”
EG — F? B E'G — F?

que escriu com
H=H, (9.4)
que torna a diferenciar

dH ~ dH  dH' , dH

Llavors diu que les quatre equacions (9.2), (9.3), (9.4), (9.5), permeten
determinar «/, v, du’, dv’ a partir de u, v, du,dv i substituint aquests valors
a (9.1) obtenim les condicions que expressen que les dues superficies sén
aplicables.

El 1867 publica, amb el mateix titol, la segona part de [A88], [A89], i
aquesta segona part la subtitula Détermination de toutes les surfaces appli-
cables sur une surface donnée. A la pagina 31 fa autocritica i en una nota
titulada Addition au mémoire précédent diu:

<La solution du probléeme général de la déformation des surfaces
que nous avons donnée dans la Mémoire précédent présente a
certains égards une véritable lacune. Nous avons supposé que I'on
connaissait les variables x et y pour lesquelles 1’élément linéaire
de la surface donnée prend la forme simple ¢* dx dy. Or on sait
que la détermination de ces variables exige l'intégration d’une
équation différentielle du premier ordre; si donc cette intégration
ne peut étre effectuée, on se trovera arrété des le début dans la
mise en équation du probleme. Les deux solutions que M. Bour
a données dans son grand et important travail sur la deformation
des surfaces présentent le méme inconvenient. M. Codazzi, dans
le beau Mémoire qui a obtenu une mention honorable au concours
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de 1860, a résolu la question d’une maniere plus satisfaisante,
en ne faisant aucune hypothese sur la nature des variables au
moyen desquelles on exprime les coordonnées rectangulaires des
différents points de la surface données.

A la pagina 35 enuncia i demostra el famés teorema de Bonnet sobre 1'e-
xistencia d’una superficie amb primera i segona forma fonamentals donades.
Diu aixi (pagina 35 de [A89]):

<Avant d’aller plus loin, montrons comment on calcule les coor-
données rectangulaires des points d’une surface pour laquelle on
connait, en function de u et de v, les huit quantités f, g, M, N, P, Q,
R, S, et prouvons qu’a tout systeme de valeurs de ces quantités,
satisfaisant bien entendu aux équations (3), (4), (5), répond une
surface, et une seules.

Aquestes quantitats les ha introduit aixi:

i — ]\47 f = F)7 f = R’
Tt,v Tn,v pt,v
I N L=q L=s
Tt,u Tt,u pt,v

on fdu és I'element de longitud de les corbes v = constant (aixi f és VE
amb la notacié habitual), on gdv és l'element de longitud de les corbes
u = constant (aixi g és v/G amb la notacié habitual), 1/r,, la curvatura
geodesica, 1/r,, la curvatura normal i 1/p;, la torsié geodesica (i analeg per
a u). I les equacions (3), (4), (5) sén respectivament

OR 0Q
%‘F%—FMS—NP =0
R S
— 4 - = O
f g
10f 1 9g
M=_-2 N=-9%
gov’ fou

Compareu-les amb les equacions de Codazzi en coordenades principals,
seccié 10.2 de [B53].

A la pagina 44 demostra que quan dues superficies diferents no reglades
son aplicables 'una sobre 'altra, les linies asimptotiques de la primera no
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poden anar a parar a les linies asimptotiques de la segona. Per contra,
quan dues superficies reglades sén aplicables I'una sobre ’altre les generatrius
rectilinies de la primera van a les generatrius rectilinies de la segona.

També estudia on poden anar a parar les geodesiques. A la pagina 73 es
planteja el problema de saber si existeixen superficies aplicables 1'una sobre
I’altre tals que els dos radis de curvatura principals siguin iguals en punts
corresponents, i el resol completament a les pagines segiients. Prova, en
particular, que hi ha infinites superficies de curvatura mitjana constant (aixo
inclou les minimals) aplicables les unes sobre les altres.

Quan una superficie té una infinitat de superficies aplicables d’aquest
tipus les seves linies de curvatura formen un sistema isotermal.

A la pagina 112 déna una nova demostracid, aquest cop utilitzant les
formules de Codazzi, d’un fet ja conegut i del qual el propi Bonnet n’havia
donat ja alguna demostracié. Aquest fet consisteix en provar que si una
superficie té la propietat de que al llarg de qualsevol linia de curvatura el
radi de curvatura principal corresponent varia proporcionalment al cub de
I’altre, llavors aquesta superficie és una quadrica.

Per altra banda se sabia, per calcul directe, que les linies de curvatura
de les quadriques formen un sistema isotermal de Liouville (és a dir, ds* =
(U(u)+V (v))(du®+dv?). En aquest article, a la pagina 120, Bonet demostra
que aquesta propietat caracteritza les quadriques. Si traiem la condicié “de
Liouville” llavors hi ha molts més exemples, com hem comentat al peu de
pagina numero 98 de la pagina 168, i una classificacié general no existeix
que jo sapiga, almenys no existia quan Eisenhart!?” va escriure el seu llibre
A Treatise on the Differential Geometry of Curves and Surfaces, [B19], que
justament a la pagina 298 comenta aquest article de Bonnet. Aquest article
és al que fa referencia Struik a la seva nota 143, pagina 299.

El 1885 el Bulletin des Sciences Mathématiques publica un fragment d’una
carta de Bonnet a Darboux, Sur la surface réglée minima, [A91], en la que

109 uther Pfahler Eisenhart (1876-1965). Crec que és I'inic nord-america d’aquestes
notes. Va néixer a Pennsylvania. Es va doctorar a la John Hopkins University el 1897 amb
una tesi titulada Infinitesimal Deformations of Surfaces. La seva referéncia eren les Lecons
de Darboux. Eisenhart va estudiar les superficies reglades formades per les rectes que
uneixen punts corresponents de dues superficies per 'aplicacié que porta isometricament
I’una sobre l'altre. Va publicar nombrosos treballs, la majoria relacionats amb el tema
de deformaci6 de superficies, i diversos llibres de text, com per exemple el que citem en
el text [B19], Transformations of Surfaces [B21], Riemannian Geometry [B22], Continous
Groups of Transformations [B23], An Introduction to Differential Geometry With Use of
the Tensor Calculus [B24].



188 Agusti Reventds

reprodueix la demostracié que ell explica en els seus cursos de la Sorbonne
de que T'helicoide (gauche a plan directeur) és la tinica superficie reglada
minima.

Quan ja tenia quasi 70 anys es va posar nerviés'!? al llegir una nota
del senyor Paraf, [A448], titulada Sur deux théorémes de Jacobi relatifs auz
lignes géodésiques i no va poder resistir la temptacié de fer-hi afegir una nota,
[A92], on diu que aquests resultats els havia obtingut ell trenta anys abans,
i cita [AT4] i [A78]. Tot aquest tema esta relacionat amb el fet de si les
geodesiques s6n minimals de longitud o no.'*!

Un dels seus tres fills, Georges, també va entrar a I’ Ecole Polytechnique,
i va publicar una nota als Comptes Rendus, Démonstration nouvelle de deux
théorémes de M. Bertrand, [A55], on utilitza «des propositions suivants, dues
a M. Ossian Bonnet, mon peres. Calcula la longitud d’una circumferencia
geodesica sobre una superficie negligint termes de quart ordre. També va
publicar una nota sense massa interes titulada Démonstration des proprietés
fondamentales du systéme de coodonnées polaires géodésiques, [A54].

0

110 Ajxy m’ho invento jo.
H1lVegeu http://sites.mathdoc.fr/cgi-bin/rbsm?au=bonnet per un llistat de publi-
cacions de Bonnet.
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9.6 Joseph Alfred Serret (1819-1885)

Neix a Paris. Es gradua a I'Ecole
Polytechnique el 1840. La seva pri-
mera publicacid, sobre integrals eu-
lerianes al Journal de I’Ecole Poly-
technique, és presentada per Liou-
ville, que escriura despres una me-
na de continuaci6. Neix una relacid
de mestre-deixeble que acaba mala-
ment per problemes amb una placa
a la Facultat de Ciencies. Pero sem-
bla que es reconcilien cap el 1870 per
una lluita en comu contra Le Verrier.
El 1848 passa a ser examinador de
les proves d’entrada a I’ Ecole Poly- ) - :
technique, i és Catedratic de la Sor- o - )

bonne a partir de 1863. Va editar els Figura 9.6: Joseph A. Serret.
treballs de Lagrange (14 volums entre 1867 i 1892).

El 1845 publica una nota molt breu als Comptes Rendus sobre superficies
isotermes, Note sur la théorie des surfaces isothermes, [A41], on cita [’heu-
reuse idée, due a Lamé, d’introduir les superficies isotermes en ’estudi de les
lleis del moviment degut al calor.

El 1847 publica Mémoire sur les surfaces orthogonales, [A502], on estu-
dia sistemes de superficies triplement ortogonals, donant com exemple les
superficies donades per z™y"2? = const. Comenca |’article citant els contra-
exemples de Bouquet, [A94], al fet de que una familia donada de superficies
es pugui considerar sempre com formant part d’un sistema triplement orto-
gonal. Ja hem parlat d’aquest tema a la pagina 140.

El 1848 publica Note sur une équation auz dérivées partielles, [A503], on
estudia superficies de curvatura mitjana o total constant.

Un dels seus treballs més coneguts, de 1851, és Sur quelques formules
relatives a la theorie des courbes a double courbure, [A505]. Es on apareixen
per primer cop les férmules de Frenet (o de Serret-Frenet). Frenet les va
publicar el 1852 a [A276], un any despres que Serret. Perd aquest article de
Frenet és un extracte de la seva tesi defensada el 1847, quatre anys abans,
doncs, que el treball de Serret. Tot aixo porta a una controversia de prioritat
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sobre aquestes formules ben explicada a la tesi de Jean Delcourt, [B14].

Segons [B2] el primer d’utilitzar triedres mobils va ser Martin Bartels
(1769-1836) professor a la Universitat de Dorpat (avui Tartu, Estonia). Bar-
tels és molt conegut per haver estat professor del jove Gauss i posteriorment,
de Lobatchevsky a Kazan. Aquestes férmules de Bartels, equivalents a les
de Frenet varen ser publicades pel seu alumne a la Universitat de Tartu
(Estonia) Carl Eduard Senff (1810-1849) el 1831 a Teoremata principalitat e
theoria curvarum et superficierum, [A501], que les atribueix a Bartels.

L’article [A505] comenga dient que el contingut del mateix és una carta
que havia enviat dos anys abans a Liouville, i que aquest li havia fet 1’honor
d’incloure-la a les notes de la cinquena edici6 de ’obra de Monge, Application
de I’Analyse a la Géométrie. Retroba, pels seus méetodes, resultats coneguts,
com ara que la helix ordinaria és la tinica corba amb les dues curvatures cons-
tants, resultat que atribueix a Puiseux; i que si el quocient de les curvatures
és constant la corba és una helix tracada sobre un cilindre de base arbitraria,
resultat que atribueix a Bertrand. Curiosament 'article que ve a continuacio
de [A505], en el Journal de Mathématiques, és de Puiseux, i es titula Sur la
ligne dont les deuzx courbures ont entre elles un rapport contant, [A466].

També déna la condicio, a partir de les dues curvatures, perque una corba
estigui sobre una esfera. Concretament

k»? k47—2 ’

on a ¢és una constant i ki 7 sén la primera i segona curvatura, és a dir, la
curvatura i la torsié.

A la mateixa revista on publica [A505], unes pagines més endavant, pu-
blica una breu nota titulada Sur un théoréme relatif aux courbes a double
courbure, [A506], on déna una demostraci6 del resultat de Bertrand, publi-
cat a [A46], sobre corbes amb les mateixes normals. Recordem que aquest
resultat diu que entre la curvatura i la torsié de cadascuna d’aquestes corbes
hi ha una relacié lineal.

El 1853 publica Sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes,
[A509], a partir de la nota de Bonnet sobre el mateix tema [A72]. Bonnet
va publicar aquest mateix any diverses notes sobre superficies amb linies
de curvatura planes o esferiques, vegeu pagina 181. També el 1853 publica
Mémoire sur les courbes algébriques dont les arcs s’expriment par des arcs
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de cercle, [A504], on es planteja trobar totes les solucions de I'equacid

2 2 o d2?
dl‘ +dy _k (1_|_22)2a

on k és una constant donada i i y sén funcions racionals de la variable
independent z. Aix0 és, essencialment, el que vol dir el titol de I'article.

Buscant aquest article de Serret vaig trobar, en el mateix volum del Jour-
nal de UEcole Polytechnique, un article interessant de Jules de la Gourne-
rie''?, titulat Mémoire sur les courbes d’ombre et de perspective des surfaces
de revolution, [A215], on estudia la intersecci6 del con visual (vertex a 1'ull)
amb la superficie. Gournerie ja havia publicat el 1851 un llarg article sobre
aquest tema, Mémoire sur les lignes d’ombre et de perspective des héligoides
gauches, [A214].

Tornant a Serret, el mateix 1853 publica Mémoire sur les surfaces dont
toutes les lignes de courbure sont planes ou sphériques, [A507], exactament
el mateix nom i any que l'article de Bonnet [A67] i Mémoire sur une clas-
se d’équations différentielles simultanées qui se rattachent a la théorie des
courbes a double courbure, [A508].

El 1856 va publicar diverses notes curtes als Comptes Rendus: Sur les
surfaces dont les lignes de l'une des dourbures sont sphériques, [A512]; Sur
les surfaces dont les lignes de l'une des dourbures sont planes,[A511]; Sur la
théorie géométrique des lignes a double courbure, [A510].

12 Jules-Antoine-René Maillard de la Gournerie (1814-1883). Neix a Nantes. Entra a la
marina participant a 'ocupacié d’Algeria. El 1833 abandona la marina i entra a I’Ecole
Polytechnique. Es dedica a I’enginyeria. A partir de 1850 es dedica a les matematiques per
gust signant els articles com enginyer de ponts i camins. Es professor a I'Ecole Polytech-
nique 1 al Conservatori. Vegeu http://www.sabix.org/bulletin/b5/gournerie.html.
A part dels articles comentats en el text també va publicar el 1849 Note sur les courbes
décrites par les différents points d’une ligne droite mobile dont deuz points sont assujettis
a rester sur des directrices données, [A213], on estudia teoricament una maquina que va
construir ell, que diu que fa sis mesos que funciona, de bombes eoliques, que necessitava
transmissions horitzontals de moviment amb bieles de 30 metres i que, per tant, tenien
que ser sostingudes en diversos punts. El 1855 va publicar Etude sur la courbure des
surfaces,[A216], on es preocupa, entre altres coses, de trobar les seccions normals d’una
superficie sobreosculades per un cercle (aquestes corbes les retroba Laguerre a Sur les
courbes que l'on peut tracer sur les surfaces algébriques, [A334]). El 1858 publica Note
sur la courbure de la section faite dans une surface par un plan tangent, [A217] on diu:
<Quelques auteurs ont crue que la section par le plan tangent avait un rayon de courbure
infini, mais c¢’est une erreur qu’on peut constater en quelques minutess.



192 Agusti Reventds

El 1862 apareix la sisena edicié del Traité du calcul différentiel et du calcul
intégral de Lacroix, [A326], amb cinc extenses notes de Serret i una d’Hermi-
te. La tercera es titula “Sur quelques formules nouvelles et leur application
a la théorie des lignes et des surfaces courbes” que resumeix els seus treballs
previs [A511] i [A510]. Té els apartats segiients: “Formules relatives aux
lignes courbes” | p. 283; “Sur les lignes de courbure des surfaces”, p. 298;
“Recherches des surfaces dont les lignes de courbure de I'un des systemes sont
planes ou sphériques”, p. 303; i 'apartat IV és d’Ossian Bonnet: “Sur I'inte-
gration d’une certaine classe d’equations différentielles simultanées”. Tothom
volia escriure al llibre de Lacroix!

A la tesi de J. Delcourt, [B14], s’hi recullen els discursos que van pronun-
ciar Camille Jordan i Ossian Bonnet en els funerals de Serret. El de Bonnet
es va publicar a [A90]. Destaquem aquest paragraf:

<Nul n’a ressenti plus douloureusement que moi les effets de ce
affreux événement : j’étais le camarade de promotion de Serret a
I'Ecole polytechnique ; depuis plus de quarante ans, nous étions
liés par la plus étroite amitié, et souvent, réunis dans l'intimité
de sa charmante famille, aujourd’hui si désolée, nous aimions a
nous entretenir des années de notre jeunesse, a nous rappeler nos
premiers tra- vaux, nos premiers efforts.<

A la Nota 1 de Liouville, a la cinquena edicié de les Applications de
Monge,[A432], Liouville reprodueix una carta no publicada de Serret on apa-
reixen les equacions de les corbes de torsié constant. Aquestes corbes de
torsio constant 7 es poden escriure, modificant només lleugerament la nota-

cié de Serret, com
B ldk — kdl
= [
B hdl — ldh
w= [ ErEer
B kdh — hdk
on ¢, c,c” sén funcions d’una variable tals que
PRI -

ih,k, [ tals que
d 1

c_<
ho ko

I R+
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9.7 Victor Alexandre Puiseux (1820-1883)

Neix a Argenteuil, a la Val-d’Oise,
Franca, pero als tres anys la familia
va a Lorraine. El 1834, a Paris, rep
cursos de Sturm. Entra a 1'Ecole
Normale Supérieure el 1837. Entre
1841 1 1844 és professor a Rennes i de
1844 a 1849 a Besancon. En aquest
periode estudia evolutes i involutes i
també la tautocrona. El 1842 publi-
ca Probléme de Géométrie, [A464].
El problema consisteix en trobar to-
tes les corbes de curvatura i torsio
constants (demostra que sén les helixs).

Posterirorment va ser professor de mecanica Celeste a la Sorbonne. Va
succeir Lamé a I’Académie de Sciences. Va ser alumne de Cauchy i va treba-
llar en temes proposats per ell, com variable complexa i funcions el-liptiques.
Té diversos treballs sobre el moviment de la Lluna. Va treballar a 1’Ob-
servatori de Paris de 1855 a 1859, i de 1868 a 1872 va estar al Bureau des
Longitudes.

Queda clar que va llegir el Disquisitiones ja que té un article de 1848
titulat Théoreme de Gauss relatif a la théorie de la courbure des surfaces,
[A465], on déna una demostracié diferent del teorema egregi. El 1863 publica
Note sur les systémes de surfaces orthogonales, [A467]. Explica que cadas-
cuna de les tres families de superficies ortogonals es pot representar per una
equacié entre les variables x,y, z i un parametre que varia d’una superficie a

Figura 9.7: Victor Alexandre Puiseuz.
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13F]s primers exemples de corbes amb només torsié constant, no helixs, sén de Eugene
Fabry, Sur les courbes algébriques a torsion constante, [A268], i Sur une courbe algébrique
réelle a torsion constante, [A269], de 1892. Abans, el 1890, I. Lyon a la seva tesis Sur
les courbes a torsion constante, [A400], dirigida per Darboux, i Maurice Fouché a Sur les
courbes algébriques a torsion constante, [A270], van donar exemples de corbes imaginaries
amb torsié constant. De fet, aquests autors segueixen el cami proposat préviament per
Koenigs a [A324] el 1887. Koenig observa que si B(s) és una corba esferica parametritzada

per larc llavors
1 dB
== [ Bx —d
v(s) = / x ——ds

és una corba de torsié constant 7. Diguem de passada que Darboux, en el volum 1 de les
Legons, agraeix al jove geometra G. Koenig ’ajuda en la revisié de les proves d’impremta.
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I’altre. Aquesta equacio es pot resoldre respecte del parametre, que sera lla-
vors una funcié de z, ¥, z, i es pot desenvolupar en serie de potencies respecte
aquestes variables. Es proposa expressar els coeficients de les tres series amb
ajuda d’indeterminades que li permetin trobar tots els sistemes de superficies
ortogonals.

Gran escalador, va ser el primer de pujar un cim alpi que avui porta el
seu nom.
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9.8 Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-
1900)

Neix a Paris. Va ser professor a
I'Ecole Polytechnique i al College de
Franca. Va ser 26 anys secretari de
I’Académie de Sciences de Parfs.

El 1843 publica un parell de
notes amb el mateix titol Démonstration
d’un théoréme de Géométrie, [A38],
[A40]. A la primera demostra que si
els punts mitjans d’una serie qualse-
vol de cordes paral-leles d'una corba

estan alineats llavors la corba és una Figura 9.8: Joseph Bertrand.
conica. La segona és de caire més
fisic.

El mateix 1843 també publica Démonstration de quelques théoremes sur
les surfaces orthogonales, [A39], en la linia de Lamé.

El 1848 publica diverses notes més: Démonstrations géométriques de quel-
ques théorémes relatifs a la théorie des surfaces, [A43], on redemostra un
teorema de Monge que diu que si un dels radis de curvatura d’una superficie
és constant, llavors la superficie és una superficie canal, és a dir, la superficie
envolupant d’una familia d’esferes de radi constant i centre sobre una corba;
publica també Démonstration d’un théoréme de Gauss, [A42], on déna una
demostracio del teorema egregi; també una breu nota on demostra que les
corbes de curvatura i torsié constant son helix sobre cilindres arbitraris, Sur
la courbe dont les deuz courbures sont constantes, [A44].11* En el mateix vo-
lum déna una nova demostracié d’un resultat conegut de tautocronia, [A45]
i publica una altra nota sobre capilaritat.

El 1850 és quan apareix el seu resultat més conegut: les avui anomenades
corbes de Bertrand, que sén dues corbes relacionades per tenir en punts cor-
responents la mateixa normal principal.''® Demostra que en aquesta situacié

114Ja hem comentat que aquest tema havia estat tractat per Puisseux a [A464]. Aquest
article de Puiseaux és comentat per Liouville a la seva Nota I, de les Applications de
Monge, [A432].

H15Cinc anys abans Saint Venant a [A496] crida I’atenci6 sobre aquestes corbes preguntant
t en un peu de pagina el seglient: <Sur la surface gauche formée par I’ensemble des rayons
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hi ha una relacié lineal entre la i la torsié de cadascuna d’aquests corbes. Es
a dir, existeixen constants c¢; i ¢ tals que

c1k(t) 4+ cor(t) = 1.

Ho va publicar a Mémoire sur la théorie des courbes a double courbure,
[A46]'16. En aquest article es fa la pregunta segiient: <Quels sont les points
sur une surface gauche pour lesquels la somme des rayons de courbure de la
surface est égale a zéro?>. Després de diversos calculs arriba a dues conclu-
sions, la segona (I’helicoide com superficie minimal) ja coneguda:

<Il est impossible qu’une surface dont la ligne de striction coupe
a angle droit les génératrices, c¢’est-a-dire la surface formée par
les normales aux plans osculateurs d’une courbe, contienne deux
lignes distinctes dont les génératices soient les normales principa-
les.

L’hélicoide a plan directeur est la seule surface réglée dont les
rayons de courbure en chaque point soient égaux et des signes
contraires>.

Acaba demostrant que si una de les corbes té curvatura constant llavors el
producte de les torsions de les dues corbes en punts corresponents és cons-

tant'17.

En el mateix volum del Journal de Mathématiques Pures et Appliquées
on apareix aquest article també hi apareix la nota de Liouville [A395], i
tres articles sobre corbes i superficies d’autors ’desconeguts’, dos de M.
Roberts Mémoire sur la géométrie des courbes tracées sur la surface d’un
ellipsoide,[A491], Discussion analytique de deux surfaces particuliéres qui jo-
wissent de la propriété d’avoir pour chaqué un de leurs points les deux rayons
de courbure égaux et de signes contraires, [A490] (estudia I’heliocoide i la
catenoide utilitzant integrals el-liptiques), i un de Voizot Note sur la théorie

de courbure d’une courbe donnée, peut-on tracer une second courbe dont les génératrices
de la surface soient aussi les rayons de courbure?.

16Djversos autors van estudiar posteriorment aquest tipus de corbes, vegeu per exemple
el treball de A. Mannheim [A406]. Redemostra el resultat de P. Serret ([A514]) que diu
que si dues corbes tenen la mateixa normal principal els plans osculadors de les corbes en
punts corresponents a la mateixa normal formen angle constant.

1T Aquest resultat és cert en general, vegeu per exemple el libre de E. Kreyszig Differential
Geometry, [B38], p. 71.
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des courbes a double courbure, [A527], on critica durament 1’Académie tot
reclamant la prioritat sobre uns resultats de Bertrand de 1850. Diu <Or ces
deux relations [resultats de Bertrand] sont contenues, la premiére explicite-
ment, la seconde implicitement, dans un Mémoire sur les courbes a double
courbure, que j’ai adressé a I’Académie des Sciences en mai 1847, et qui est,
depuis cette époque, entre les mains d’un membre de I'Instituts.

Roberts ja havia publicat abans diverses notes com Nowwelles propiétés
des lignes géodésiques et des lignes de courbure sur [ellipsoide, [A489], on
estudia geodesiques que passen per punts umbilicals.

I Voizot va publicar una segona part de I'anterior nota a [A528].

El 1864 Bertrand publica Traité de Calcul Différentiel et du Calcul Intégral,
[A47], on aprofita per escriure un vertader tractat de Geometria Diferencial
de corbes i superficies. Aquesta obra esta dividida en tres parts o llibres.
El llibre tercer es titula Applications Géométriques i inclou els capitols 1.
Courbure des lignes planes, 11. Courbure des lignes tracées sur une sphere,
II1. Plane osculateur d’une courbe a double courbure, IV. Les deux courbu-
res d’une courbe, le cercle osculateur et la sphere osculatrice, V. Théorie de
la courbure des surfaces, VI. Etude des normales a une méme surface, VII.
Théorie des lignes de courbure, VIII. Etude des lignes tracées sur une surface.

També és conegut per la paradoxa de Bertrand, que consisteix en calcular
de tres maneres diferents la probabilitat de que elegida a ’atzar una corda
d’una circumferencia donada, aquesta tingui longitud més gran que el costat
del triangle equilater inscrit en aquesta circumferencia.

o
[

da db dy dp dq

CD
" |

Paradoxa de Bertrand.
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També va treballar en altres camps, com economia, termodinamica i te-
oria de nombres. Per exemple, sobre teoria de nombres va conjecturar que
sempre hi havia almenys un primer entre n i 2n — 2 per a n > 3 (resultat
provat posteriorment per Chebyshev).
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9.9 Delfino Codazzi (1824-1873)

Neix a Lodi, capital de la Lombardia. Després d'una anys a ’ensenyament
secundari obté, el 1865, una catedra a la Universitat de Pavia on va restar
fins a la seva mort.

S’interessa pel tema de deformacié de superficies, publicant el 1856 el
treball Intorno alla superficie quali deformandosi ritengono le stesse linee di
curvatura, [A149].

El 1857 publica quatre notes al mateix volum d’Annali di Scienze Mate-
matiche e Fisiche''® sobre curvatura de superficies. A la primera, Memoria
sulla teorica delle coordinate curvilinee e sul luogo dei centri di curvatura
di una superficie qualunque, [A151], estudia sistemes triplement ortogonals
de superficies en la linia de Lamé. A la segona, Intorno ad una linea si-
tuata in una supeficie sviluppabile, [A150], molt breu, estudia corbes sobre
superficies desenvolupables. No passa de ser un exercici senzill. A la ter-
cera, Nota intorno ad alcuni teoremi di Dupin, [A152], déna demostracions
analitiques d’alguns resultats demostrats només geometricament per Dupin
a De la stabilité des corps flotants, [A228]. T a la quarta Nota intorno le
superficie che hanno costante il prodotto dei due raggi di curvatura, [A153],
estudia superficies de curvatura constant seguint la nota IV de Liouville a
les Applications de Monge,[A432], pero per metodes diferents. La nota de
Liouville, com hem comentat a la pagina 169, es titula Sur les théoréme de
M. Gauss, concernant le produit des deux rayons de courbure principaux en
chaque point d’une surface.

L’any segiient, el 1858, publica Intorno alia questione: Riportare in una
superficie piana o sferica una figura situata in una superficie qualunque di
rivoluzione talmente che le parti dell’ imagine e della figura abbiano le aree
in rapporto costante, [A154], on estudia, com ja es veu en aquest titol tan

H8Revista fundada el 1850 per Barnaba Tortolini (1808-1874), coneguda també com
I’Annali di Tortolini, i que va ser fonamental p