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Presentacid

Joaquim Bruna

Joan Girbau i Badé (1942-2023) fou un membre destacat de la comunitat
matematica catalana. Catedratic de Geometria Diferencial a la Universitat
Autonoma de Barcelona, membre de I'Institut d’Estudis Catalans, president
de la Societat Catalana de Matematiques, fou una persona que toca moltes
tecles 1 que ha deixat una emprenta profunda en molts de nosaltres. Una nota
biografica que trobareu en aquesta publicacié us fara entendre 1’abast de la
seva influéncia i el perque molts el considerem un petit geni la presencia del
qual hem tingut la sort de gaudir.

Aquesta publicaci6 neix d’una iniciativa d’en Sebastia Xambo, un altre mem-
bre destacat de la nostra comunitat. En Joan Girbau va opositar a una placa
d’Agregat de Geometria Diferencial de la UAB I’any 1974. En aquell temps
les oposicions es feien totes a Madrid, i entre altres moltes coses calia pre-
sentar, en castella, una «Memoria sobre el concepto, método y fuentes» de la
materia que toqués, en aquest cas la Geometria Diferencial. Una de les carac-
teristiques d’en Joan Girbau és que qualsevol cosa que es proposés la feia a
fons i perfecte. Bé, el fet €s que en realitat va escriure una historia conceptual
de la Geometria Diferencial, completissima, que abasta els darrers tres-cents
anys. Cal dir que aquesta memoria va servir de font d’inspiracié d’altres
memories posteriors del mateix estil. Recentment, en Xambd va redescobrir
aquesta memoria i en va destacar la valua com a llibre d’historia de les Mate-
matiques, tot suggerint la conveniencia de publicar-la en catala. Amb aquesta
finalitat va engrescar en el projecte 1’ Agusti Reventds, segurament la persona
que millor va coneixer cientificament Joan Girbau.

Aquesta iniciativa ha coincidit en el temps amb un estat d’opini6 dins la SCM,
segons el qual cal reforcar 1’edici6 de llibres de Matematiques en catala. El
cataleg existent al web matematiquesencatala.iec.cat mostra que hi ha molt pocs
llibres de matematiques en catala en I’ambit universitari. Coincidint amb 1’a-
preciacié d’en Xambo sobre la valua de la memoria, la decisi6 de donar suport
des de I'EC i des de la SCM a aquesta iniciativa, publicant-la a la serie «Pu-
blicacions de la SCM», ha estat facil 1 immediata.



Sebastia Xambo i Agusti Reventds no solament han traduit i editat en IKTEX la
memoria d’en Girbau, sin6 que també han actuat com a curadors, en particular
posant al dia les moltes cites de 1’obra original sobre problemes oberts de
I’area. La seva feina, feta d’'una forma entusiasta i desinteressada, ha estat
magnifica, i no em resta siné expressar el nostre reconeixement en nom de la
SCM.

Joaquim Bruna i Floris

Delegat de I'[EC a la SCM
Editor de Publicacions de la SCM
Barcelona, novembre del 2024
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Proleg
Sebastia Xambé Descamps

Ens plau oferir el resultat d’una iniciativa que va quallar per incideéncies favo-
rables de I’atzar.

Durant el curs 2022-23, vaig «salvar», ordenant llibres i papers, la memoria
d’oposicions d’en Joan Girbau a una Agregaduria de Geometria Diferenci-
al a la UAB (1973), GD en el que segueix. L’autor me n’havia donat una
fotocopia, que vaig enquadernar jo mateix (una practica habitual a I’eépoca).
Fullejar GD de nou va ser com reviure un periode irrepetible, un temps en
que Iescriptura es feia amb «maquines d’escriure» i les férmules s’escrivien
a ma, havent de tenir la previsio, en anar teclejant, de deixar-hi espais adients.
Encara avui em sembla escoltar la veu d’en Girbau a la UAB explicant sovint
els progressos que anava fent mentre preparava aquells materials.

,Gaussg observa entonces que la curvatura WK no es mas
gue el producto de las curvaturas principales. liediante

otro cédlculo-obseérva que K cumple la siguiente ecua-
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Figura 1: Detall de la pagina 16 de la primera part de GD.

El juliol de 2022 s’havia celebrat 'ICM-2022, i em va impactar profunda-
ment la conferencia «Combinatorics and Hodge theory», de June Huh, cor-
responent a la recepci6 de la «Medalla Fields». Per mi va ser el descobriment
d’unes connexions insospitades 1 meravelloses, potser llargament intuides, en-
tre idees matematiques de filiacions molt diverses.
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Aix0 m’impulsa a intentar formar-me una concepcié més precisa d’aquesta
xarxa de connexions, una exploraci6 1’objecte de la qual era trobar «el dis-
cret encant de la geometria de Kihler», ja que June Huh es referia al forma-
lisme principal de les seves contribucions a la combinatoria com a «Kéhler
package». I em va semblar que un excellent ingredient per aconseguir-la se-
ria rellegir la GD, sobretot la segona part (dedicada a Geometria Complexa
1 en particular a les «varietats de Kihler»), que és la via més productiva de
relacionar la geometria algebraica i la geometria complexa.

El 2023 vaig parlar del «discret encant» al Seminari de Geometria Algebraica
de Barcelona (12 de febrer), 1 el dia 16 de juny, a la conferéencia «Algebraic
and topological interplay of algebraic varieties», celebrada a Jaca. En previsio
d’escriure un article per a les actes d’aquesta conferencia, vaig decidir fer una
copia digital personal de GD i usar-la per fer-ne una versi6 en ISIEX. Quan ja
comencava a tenir algunes pagines, el 10 de setembre de 2023 vaig escriure a
I’ Agusti Reventds (AR) el segiient:

He comencat a digitalitzar la memoria d’en Joan Girbau per a I’agrega-
duria de geometria diferencial de la UAB (1973) amb la idea de dedicar-
hi les estones que pugui. Adjunto les primeres pagines. Potser en po-
driem parlar algun dia. La possible traducci6 al catala, si arribés a ser
desitjable, la deixo per a quan s’acabi la transcripci6.

Va contestar el mateix dia:

Has tingut una idea magnifica amb la digitalitzacié de la memoria «con-
cepto metodo y fuentes» (com no se m’ha ocorregut a mi!?), ja que la
guardo com a incunable. Si et puc ajudar en la versié castellana o la
catalana, si consideres que val la pena la traduccid, ja m’ho diras. Entre
bici i nets encara em queda temps.

(Adjuntava una foto de la seva bici «Megamo» i1 deia que acabava de pujar
a Gombren! Ben mirat potser no té gaire merit, perque deia que la bici «va
sola».)

L’endema, nou missatge a AR amb relaci6 al qualificatiu d’incunable:

En revisar la memoria d’en Girbau vaig pensar més o menys el mateix
i vaig decidir fer-ne una relectura aprofundida passant-la a digital.

Ara tinc les dues primeres seccions de la part I. Quan en tingui unes
quantes més, t’enviaré el resultat i aixi podrem parlar d’alguna cosa
concreta.
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Encara que potser ara és prematur, també caldria pensar en si convindria
posar-hi notes o comentaris, potser agrupades al final, o al final de cada
seccid. A més, es compleix el 50¢ aniversari d’aquesta memoria, i no
sé si es podria pensar a incloure un capitol addicional sobre I’evolucié
de la GD en aquest periode, encara que només fos citant bibliografia
apropiada.

El dia 24 de setembre, li vaig enviar el resultat de transcriure les primeres 85
pagines de GD. Per exemple, el retall de la Figura 1 apareixia aixi:
Gauss observa entonces que la curvatura K no es mds que el producto de

las curvaturas principales. Mediante otro célculo observa que K cumple la
siguiente ecuacion:

YHEG - FY)/K = E(3,E0,G — 20,F0,G + (3,G)?)
+ F(0,E0,G — 0,E0,G — 20,Ed,F — 20,F0,G + 4(9,F)?)
+ G(0,E0,G — 20,FE0,F + (0,E)%)
—2(EG — F?)(0*F — 20,0,F + 9G).

Figura 2: Detall de la versié IATEX de GD, pagina 11 de la primera part.

Aixi vam prosseguir, on una tasca important era anar introduint les esmenes
que AR m’anava enviant. Aix0 va seguir fins a acabar la tasca la primavera de
2024, moment en que també vaig acabar I’article «Discrete Charms of Kihler
Geometry» i el vaig sotmetre per a les actes de la conferéncia de Jaca.

D’enca de llavors, vam decidir fer-ne una traducci6 al catala, per si la SCM
trobés adient posar-la al portal de materials digitals, 1 vam escriure «Anota-
cions dels curadors-traductors» al final de cada part. A més, AR va escriure,
en parallel, una biografia de Joan Girbau, amb 1’ajut inestimable de Jaume
Girbau, el seu hereu, i de Montserrat Roura, I’esposa d’en Joan.

En resum, el que trobareu a les pagines que segueixen és una breu semblanca
de Joan Girbau i, tot seguit, traduccions al catala de les dues parts de la GD,
cadascuna amb unes anotacions addicionals que inclouen una bibliografia i un
index. Aquestes bibliografies s’afegeixen a les referencies que GD conté en
forma de més de dues-centes cinquanta notes a peu de pagina. Esperem que
el resultat pugui servir per apreciar una molt distingida faceta matematica de
Joan Girbau, ja que amb uns medis for¢a precaris, i en un temps relativament
breu, va aconseguir una instantania de la GD (real i complexa) de fa cinquanta
anys que continuem trobant illuminadora en tots els seus detalls: una proesa!

Barcelona, novembre de 2024






Joan Girbau Badé (1942-2023)
Notes biografiques

Agusti Reventos

En Joan Girbau va néixer a Barcelona el 14 de marg de 1942, fill de Jaume Girbau i Anna
Bado, fruiters. Es va casar amb la seva companya de curs Montserrat Roura 1'u de juliol
1968 i van tenir 3 fills: en Jaume, I’Oriol i en Joaquim.

El 1959, quan tenia doncs 17 anys, va morir el seu pare i es va fer carrec del negoci fami-
liar. Era 'any en qué comencava la carrera de Matematiques, de manera que va haver de
compaginar-la amb el negoci. Anava a comprar la fruita al Born a les 4 del mati i després
anava a classe. Un aspecte de la seva responsabilitat és que es va fer carrec de la plantacié de
pomes que tenien a Osca. Havia resultat deficitaria fins aquell moment i aviat la va convertir
en molt rendible. Aquest éxit no 'atribuia a la seva gestio, que ens consta que va ser molt
metodica, sind a la mateixa evolucié del mercat.

Dels seus estudis de Matematiques, la familia conserva una colleccié de més de quaranta
blocs apaisats de dimensions 155 mm x 105 mm (aproximadament DIN A6), escrits a doble
cara, que contenen resums de les diferents assignatures que va anar cursant durant els estudis
de Matematiques (Figura 1).

Figura 1: Blocs de resums de les assignatures de la carrera de Matematiques i primera
pagina d’un bloc de Geometria diferencial.

Es va llicenciar en Ciéncies (Secci6 Matematiques) a la Universitat de Barcelona el 1964
amb la qualificacié d’Excellent i Premi Extraordinari. Del 1964 al 1970 fou professor, primer
Ajudant i després Adjunt, de la Universitat de Barcelona. Del 1970 al 1971 va ser becari al
College de France, on va treballar amb el professor André Lichnerowicz. Assisteix al curs
sobre Algebres de Lie que va impartir el professor Jacques Dixmier, del qual escriu acurades
notes.

De tornada a Barcelona, llegeix la tesi el 6 de desembre de 1971 amb el titol Algunos resulta-
dos sobre cohomologia de las variedades Kdahlerianas, sota la direccié del Dr. Josep Vaquer
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Figura 2: Primera pagina i fragment de la introducci6 de la tesi doctoral.

Figura 2). Va obtenir la qualificacié d’Excellent cum laude i va ser Premi Extarordinari de
g
Doctorat.

El 1972 s’incorpora a la Universitat Autonoma de Barcelona com a professor agregat intert,
iel 1974 com a professor agregat, la placa per la qual va preparar la Memoria que reproduim
en les pagines que segueixen. Es nomenat catedratic el 1976.

Pertany al grup de persones que als anys 70 i 80 van transformar, enfortir i homologar la
recerca i la docéncia en matematiques que es feia a Catalunya. En aquest sentit, cal dir que
va ser el fundador del grup de recerca en Geometria Diferencial de la Universitat Autonoma,
un grup nombrés que actualment té un gran reconeixement internacional.

Els primers cursos de doctorat que va impartir foren (v. Figura 3): Varietats complezes
i classes de Chern (1975-76), Formula de Gauss-Bonnet-Chern (1976-77), Equacions en
derivades parcials de tipus elliptic (1978-79), uns temes que havia analitzat en la Memoria
recuperada en les pagines que segueixen.

Pel seu caracter i manera de ser, sempre ha estat el cap i referent del grup de Geometria
Diferencial de I’Autonoma i les seves opinions sobre temes matematics i sobre temes de
politica universitaria han estat sempre escoltades i acceptades per tothom, per la seva logica
i clarividéncia.

L’any 1993, amb motiu de la presentacié de Joan Girbau a un premi cientific, el professor
Izu Vaisman, de la Universitat de Haifa, Israel, deia:

Professor Girbau is a well known reputable specialist in Diffrential geometry who
made important contributions to this field |...] He also has [played| a decisive role
in the developement of a new research school in Differential Geometry in Barce-
lona |...] and formed there a research group whose works won an international
reputation. Professor Girbau certainly merits a highest scientific recognition.

Podriem citar moltes cartes elogioses com aquesta. En posarem només una més, la del
Professor André Haefliger, de la Universitat de Ginebra, Suissa.
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Figura 3: Anuncis de dos cursos de doctorat.

Le Professeur Girbau a donné une impulsion décisive au développement de la
Géométrie Differentielle en Catalogne dés 'année 1970, aprés son sejour a Paris
[...] Grace a la profondeur de ses travaux scientifiques et au rayonnement de sa
personnalité, il a réussi a faire connaitre en Catalogne les techniques mathéma-
tiques les plus recents et a mettre sur pied un groupe de chercheurs actifs dont
les travaux sont reconnus internationalment.

Una caracteristica d’en Girbau era la seva rigorositat. Entenia les coses molt profundament.
Sobre aix0 un dia em va dir: «Quan em capfico en una cosa no paro fins que I’entenc bé,
encara que aixo no tingui a vegades utilitat practica. En el programa que et vaig passar ahir
hi havia coses que no acabava de veure clares i, efectivament, la discussio de la resolucié d’'un
sistema d’equacions s’havia de fer millor. Resumint, t’envio una altra versié del programa
d’ahir que em penso que és perfecte. Fot un dibuix com jo vull que el faci!»

Va ser distingit amb la medalla Narcis Monturiol al mérit cientific i tecnologic atorgada pel
Govern de la Generalitat de Catalunya el 1997. El nomenament va aparéixer al DOGC de
23/6/1998 i precisava «Per la seva tasca académica, per les seves contribucions a la geometria
i topologia i en particular a les varietats complexes i les foliacions holomorfes, i també per
la seva activitat de promocié de la matematicay.

Era una persona polifacética i els seus interessos no es van limitar a la geometria diferencial,
sin6 que també va fer incursions a la fisica, especialment a la teoria de la relativitat, a
I’astronomia, etc. Es molt reconegut com a estudios i constructor de rellotges de sol. Una
de les seves primeres obres fou el que es va installar a la facana de la Facultat de Ciéncies
de la UAB (Figura 4A).

Menci6 especial es mereix el rellotge de sol construit en un lloc on practicament no toca mai
el sol (Figura 4B). Concretament, a la facana nord de la Masia Mariona. Aquesta aparent
inutilitat no fou pas un obstacle per tal que en Joan Girbau hi dediqués el seu temps! De fet,
la idea original provenia de Rafel Carreres Patxot, qui va fer donaci6é de la Masia Mariona,
que havia heretat de la seva familia, a la Diputacié de Barcelona, i que volia un rellotge de
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Figura 4: A, rellotge de la UAB (Urget diem nox et dies noctem); B, rellotge de la Masia
Mariona (Qualsevol nit pot sortir el sol)

Figure 5: Rellotge de Can Batlle de Palau de Santa Eulalia, Emporda (L’hora que veus
és l’hora que vius). Cortesia de Joaquim Agull6 i Batlle, doctor Enginyer Industrial per la
UPC.

sol on hi hagués també les hores de la nit, com si la Terra fos transparent. Un altre exemple
remarcable és el mostrat a la Figura 5.

Li agradava dir que els seus rellotges tenien trenta mil anys de garantia. Fins i tot va
dissenyar i construir un zenitograf solar, un aparell que indica a cada moment el punt de la
Terra que té el Sol en el seu zenit (Figura 6A):

Es un rellotge horitzontal tradicional construit sobre una placa de llauté d’lcm de
gruix, que marca ’hora solar vertadera de Greenwich, pero, a més, té el dibuix d’un
mapamundi deformat convenientment de tal manera que ’ombra del gnomon sobre el
mapamundi sempre és un meridia: el meridia sobre el qual passa el sol en aquell moment.
A més, el gnomon té una petita boleta 'ombra de la qual indica sobre el mapamundi
I'indret de la Terra on els seus habitants tenen el sol en el zenit en aquell moment.
Lema: Die Strahlen der Sonne vertrelben die Nacht (Sarastro ‘Die Zauberflote’), és a
dir, Els raigs del sol allunyen la nit (Sarastro [personatge de| «La flauta magica» ).



Figura 6: A, zenitograf a I’Ametlla del Vallés; B, Sortida del Sol a la Diagonal de Barcelona.

El coneixement de la posicié del Sol respecte a la Terra en cada moment el va portar a fer
la bonica foto de la sortida del sol a la Diagonal de Barcelona (Figura 6B). Va enviar un
correu titulat “Miracle!!!!” que deia aixi:

Fa mesos us vaig enviar un mail a tots en qué us anunciava que hi ha dos dies
a I’any en qué una persona situada a la placa de les Glories veu sortir el sol per
I'extrem maritim de la diagonal, i que aquests dos dies coincideixen amb dues
marededeus: la de Montserrat i la Mare de Déu d’Agost. Doncs, bé, avui és la
Mare de Déu de Montserrat i he anat a veure sortir el sol a la placa de les Glories.

Pensava trobar-hi una multitud de gent, perd —sorprenentment— era jo sol. Un
vianant que hi passava, en veure que jo treia la maquina de retratar i, nervios,
enfocava cap a un punt llunya, se m’ha quedat mirant com si no entengués quin
era el motiu de la meva foto.

He deixat al disc S (carpeta girbau) tres fotos meravelloses d’aquest fet singular.
Ara vosaltres, sense haver matinat, podeu fer-vos una idea de I’espectacle.

A banda de la seva activitat de recerca, amb nombrosos articles publicats en revistes de pres-
tigi, va fer més d’un centenar de recensions per a Zentralblatt fiir Mathematiki Mathematical
Reviews. Va destacar com a professor i com a divulgador. Es molt reconegut el seu llibre
Geometria Diferencial i Relativitat, reeditat per la Societat Catalana de Matematiques, i al
final adjuntem una llarga llista dels seus articles de divulgacio.

També va tenir collaboracions esporadiques amb empreses, per exemple amb CYG SA res-
pecte al tall de paper (v. Figura 7) i amb Complex Systems SL amb qui va collaborar en un
projecte sobre Obtencio de la flota optima per al subministrament d’hidrocarburs a les Illes
Canaries.

Els seus alumnes el recorden com un gran professor, entusiasta, que gaudia amb les seves
classes, en les quals posava sempre un toc d’humor. Va impartir una assignatura de campus
d’astronomia (destinada a tots els estudiants de I’Autonoma), que podeu trobar aqui https:
//www .youtube . com/watch?v=r7£6qzJZRfA. Vegeu Figura 8.
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Figura 7: Treball per a 'empresa CYG SA, carrer Pintor Fortuny 17-19 de Polinya, sobre
la minimitzacié de pérdues de paper en tallar les comandes diaries dels clients d’una bobina
mare d’amplitud fixada. Aixo va suposar un contracte entre 'empresa i la UAB signat el
desembre de 1998.
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Figura 8: A, Classe d’Astronomia; B, Ultima classe

Continuant en el méon empresarial, va constituir 4 societats els anys 1964, 1999, 2003 i 2004
per tal de promocionar i vendre un conjunt de cases a I’Ametlla del Vallés. Portava ell sol
la comptabilitat i tot el necessari per tirar endavant el projecte.

Era molt aficionat a la musica i juntament amb la seva dona, la Montserrat Roura, va fer vi-
atges arreu d’Europa per escoltar operes. També tocava l'acordi6 (Figura 9) i la flauta.

Figura 9: Dibuix d’Evarist Mora, quan en Joan Girbau tenia catorze anys: «A l'insigne
acordionista i comentador de la Novena Simfonia, El Gran Joan».

A principis de la década dels vuitanta es va interessar per la pintura a 1’oli, aconseguint resul-
tats remarcables (Figura 10), perd aquesta activitat sembla que no tingué continuitat.
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Figura 10: Pintures a l'oli de Joan Girbau. La del centre és de 1981, la de I'esquerra de
1984 i la de la dreta de 1982.

Amb motiu de la seva jubilaci6 va sorprendre tothom presentant-se al dinar vestit de Gauss!!
(Figura 11). Es una mostra del caracter d’en Joan Girbau, bromista, divertit i sense com-
plexos!

Un cop jubilat es va dedicar amb gran professionalitat a escriure novel-les. Va publicar
L’home de la campana, biografia novellada de K. F. Gauss, i Memories de Delft. També
havia escrit una novella inspirada en la figura de mosseén Cinto Verdaguer i una altra sobre
les guerres carlistes, de moment inédites, i els tltims dies estava escrivint una novella sobre
un poema de Mossén Cinto, El Gorg Negre, que va acabar just abans de morir i que es
publica el desembre de 2024.

Fou sempre una persona positiva que intentava ajudar els companys i fer funcionar les
institucions. Aixo el va portar a ser director del Departament de Matematiques de la UAB
(1994-96), president de la Societat Catalana de Matematiques (1986-90) i va ser membre
numerari de 'Institut d’Estudis Catalans des del 1990, on va ocupar diversos carrecs directius
en la Secci6 de Ciéncies i Tecnologia, en la Comissié d’Investigacio, en el Consell de Direccid
del Centre de Recerca Matematica, en la Fundacié Ferran Sunyer Balaguer, etc.

Podem resumir la seva personalitat dient simplement que era genial.
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Figura 11: Discurs de Girbau/Gauss, amb motiu de la seva jubilaci6, 30 maig 2012.
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Introduccid

La present memoria esta dividida en dues parts. A la primera es tracta de
descriure I’evoluci6 historica de la geometria diferencial des de la invenci6
del calcul infinitesimal fins als nostres dies.

La Matematica, a mesura que s ha anat desenvolupant, ha adquirit un grau
més gran d’abstraccié. Els resultats de la geometria grega podrien ser ex-
plicats en poques paraules a qualsevol persona de seny que no hagués sentit
mai parlar de Geometria. Aixo és degut al fet que els conceptes utilitzats
pels grecs constitueixen una primera abstraccid dels emprats en la vida quo-
tidiana. No es pot dir el mateix de la Matematica actual, els conceptes de la
qual sén abstraccions de conceptes matematics d’altres €poques, que al seu
torn sén abstraccions d’abstraccions de conceptes quotidians. Aix0 explica
la gran dificultat, per no dir la impossibilitat, de divulgar els resultats de la
Matematica actual a un public no especialitzat. Tanmateix, cadascuna d’a-
questes abstraccions sempre ha estat plantejada per problemes molt concrets,
en intentar trobar metodes comuns a diversos d’ells.

A la primera part d’aquesta memoria pretenem descriure els diferents proble-
mes, en el domini de la geometria diferencial, que han estat objecte d’estudi
pels matematics en cada epoca historica, i mostrar com nombrosos conceptes
1 generalitzacions han sorgit per imperiosa necessitat, després d’haver estat
emprats reiteradament, fins i tot abans d’haver estat definits correctament.
Aixi, per exemple, veurem com Riemann maneja el tensor de curvatura enca-
ra que el calcul tensorial no seria formalitzat fins a principis d’aquest segle.
Veurem com es desenvolupa gran part de la geometria diferencial, inclosa la
teoria de grups de Lie, molt abans de definir-se el concepte de varietat dife-
renciable. Veurem com Elie Cartan maneja la teoria de connexions en fibrats,
obtenint resultats molt concrets sobre els grups d’holonomia, molt abans que
es defineixi de manera rigorosa la noci6 d’espai fibrat.

La presentaci6 historica constitueix la millor manera de comprendre el perque
dels diferents conceptes i definicions actuals.



La manca gairebé absoluta d’obres dedicades a la historia de la geometria
diferencial ha fet que la nostra tasca revestis gran dificultat i resultés en al-
guns moments aclaparadora. Dos treballs, pero, ens han estat de gran utilitat.
D’una banda, el llibre de J. L. Coolidge titulat «A history of Geometrical
Methods» (Clarendon Press, Oxford 1940; Reeditat el 1947) ens ha servit per
formar-nos rapidament una idea de la geometria diferencial anterior a Gauss.
D’altra banda, I’article de Chern i Chevalley «Elie Cartan and his mathema-
tical work» (Bull. Amer. Math. Soc. 58 (1952) 217-250) ens ha donat una
visi6 de conjunt de la immensa obra d’Elie Cartan. A part d’aquests dos tre-
balls, no hem comptat amb cap altra ajuda substancial, havent de recérrer en
la majoria dels casos a la lectura directa dels treballs originals dels qui, al llarg
dels anys, han anat forjant la geometria diferencial. [Girbau no coneixia en
aquell moment el treball de D. J. Struik «Outline of a History of Differential
Geometry I, II» publicat el 1933 a Isis: 19/1, 92-120, 20/1, 161-191]

La segona part d’aquesta memoria esta dedicada a les varietats complexes i
en ella pretenem donar una visi6 de conjunt dels problemes actuals d’aquesta
branca de la matematica, que esta relacionada per igual amb la geometria di-
ferencial, amb la geometria algebraica i amb la teoria de funcions analitiques
de diverses variables complexes.

Barcelona, abril de 1973.
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1 Laprehistoria de la geometria diferencial

Tot i que els origens remots de la geometria diferencial es poden trobar pot-
ser en els grecs, per exemple en el procediment d’Arquimedes de determinaci6
d’arees i Volums,E] o en 'estudi d’Apolloni de les normals a les seccions coni-
quesE] els origens més recents cal buscar-los en Cavalieri, i en la seva teoria
dels indivisiblesE] Cavalieri va ser deixeble de Galileu i va ensenyar Matemati-
ques a Bolonya des de 1629 fins a la seva mort el 1667. En la seva teoria dels
indivisibles hi trobem la idea que un punt genera una linia per moviment i una
linia genera una superficie. Poc després Torricelli, per provar que dos triangles
d’igual base i altura tenen la mateixa area, substitueix les linies de Cavalieri per
petites franges, és a dir, una mena de linies amb gruix. I és el mateix Torrice-
1li qui expressa correctament el «principi de Cavalieri», afirmant que dos solids
amb les mateixes alcades tenen el mateix volum si les seves seccions planes a
igual alcada tenen la mateixa area. En aquestes idees s’hi troba el germen del
calcul infinitesimal i integral.

El primer a abordar un problema que podem considerar propi de la geome-
tria diferencial és Huygensf_f] que estudia les involutes o desenvolupants d'una
corba.

La invencid, a finals del segle XVII, del calcul infinitesimal per part de Newton i
Leibniz tanca el que podriem anomenar la prehistoria de la geometria diferen-
cial.

2 Lageometria diferencial de Newton a Gauss

Es el mateix Newton, en la seva «Geometria Analitica», editada per primera ve-
gada el 1736 després de la seva mort, qui defineix la nocié de cercle oscula-
dor en un punt d'una corba plana i, amb aix0, la noci6 de centre de curvatura
i curvatura, calculant aquestes expressions amb 1'is de la noci6é de derivada,
acabada d’inventar.

Vegeu: The method of Archimedes, editat per T. L. Heath. Cambridge 1912.

2Des Coniques d’Apollonius, per Paul Ver Ecke, Buges 1924.

3Cavalieri: Geometria indivisibilium continuorum. Bonn 1653.

“Huygens: Oeuvres Completes de Huygens, Vol. 14. Societé Hollandaise des Sciences (1920)
pag. 387.



Clairaut, en el seu treball «Recherche sur les courbes a double courbure» apare-
gut el 1731, és el primer a interessar-se per les corbes guerxes a l’espai. No obs-
tant aixo, caldra esperar fins al 1775, quan Monge publica el seu article «Sur les
développées, les rayons de courbure et les différents genres d’'inflexions dans
les courbes a double courbure», perque el concepte de curvatura d'una corba
guerxa quedi precisat en el sentit que avui el coneixem i perqué sorgeixi de ma-
nera incipient el concepte de torsi6. Vegem com Monge introdueix la curvatura
en aquest article. Comenca observant que les normals en un punt no singular
de la corba guerxa donada estan en un pla. En aquest pla es troba una recta
que ell anomena «eix», que és el limit de la interseccié d’aquest pla amb el pla
corresponent a un altre punt de la corba infinitament proxim. Es a dir, cada
punt P de la corba té el seu «eix». Si es traca una perpendicular des de P al'eix
corresponent a P i anomenem Q al peu de la intersecci6, Q sera el centre de
curvatura, PQ el radi de curvatura, i la inversa de la longitud PQ, la curvatura.

Com hem dit, el concepte de torsi6 es troba en germen en aquest treball de
Monge. Pero caldra esperar fins al 1806, quan Lancret publica «Mémoire sur les
courbes a double courbure»E] perque la torsié i la curvatura quedin establertes
com actualment (>>[I), Lancret defineix per primera vegada el pla osculador. La
normal a la corba continguda en aquest pla és la normal principal, i anomena
binormal a la normal al pla osculador.

Mentre la teoria local de les corbes guerxes va prenent forma, els geometres
s'interessen també parallelament per I'estudi de les superficies. Ja el 1697 Jo-
hanes Bernoulli proposa el seglient problema: «Donats dos punts sobre una
superficie connexa, es demana una manera de descriure geometricament d'un
d’aquests punts a 'altre, la linia més curta»ﬁ La paraula «connexa» no deixa
de ser interessant. El problema de trobar les geodésiques estava, doncs, des de
llavors correctament plantejat.

El 1728 apareixen per separat dos treballs, un del mateix Johanes Bernoulli i un
altre d’Euler, que intenten donar soluci6é a aquest problema. El treball d’Eu-
lelﬂ és molt més profund que el de Bernoulli, i en ell s’hi troben les famoses
equacions que avui dia ocupen un lloc central en el calcul de variacions.

Una altra importantissima contribuci6 d’Euler a la geometria de superficies la

5Mémoires présentés a I'Institut par divers savants, vol 1 (1806).

6Johanes Bernoulli: Opera Omnia. Lausanne 1767, vol 1, pag. 204.

“Euler: De linea brevissima in superficie quacunque. Commentarii Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae, vol. 2. St. Petersburg 1728.



constitueix el seu treball «Recherches sur la courbure des surfaces»f|en qué in-
trodueix les direccions principals i les curvatures principals en un punt d'una
superficie. També es planteja Euler per primera vegada, en un treball aparegut
el 1772,ﬂ el problema de quan una superficie pot desenvolupar-se isometrica-
ment sobre un pla, trobant condicions necessaries perque aixo succeeixi.

Parlem ara d'un treball molt important de Meusnier aparegut el 1785@ Meus-
nier considera una superficie S i, en un punt p de S, el pla tangent a aquesta
superficie. Mitjancant una eleccié adequada de coordenades, considera que el
punt p és l'origen i que el pla tangent és el pla (¢, v). Anomena ¢ a la tercera
coordenada; ¢ sera sobre la superficie, funci6 de u, v. Desenvolupant ¢ en serie
de potencies a l'origen:

1
t:5(6u2+2euv+fv2)+...

Alorigen es tindra:
d’t=cdu®+2edudv+ fdv>.

Suposant que fc—e? # 0, mitjancant una rotaci6 d’eixos es pot aconseguir que
d?t adopti la forma:

dulZ d U/Z
+

r p

d*t =

Les direccions dels eixos de coordenades v’ i v’ les anomena direccions prin-
cipals, i els nombres 1/r i 1/p curvatures principals (com hem dit abans, les
curvatures principals ja havien estat introduides per Euler). Meusnier calcula r
i p enfuncié de c, e, f i troba les expressions

2

c+f+\/(c—)Z+4e?

2
c+f—+(c—f>+4e?

En el pla v/ = 0, pren el cercle de radi r tangent a la linia r = 0. Aquest cer-
cle descriu per rotaci6 al llarg de la linia £ = p un tor. El tor aixi format té les

8Histoire de ’Académie Royale des Sciences. Berlin 1760.
9De Solidis quorum superficiem in planum explicare licet. Novi Comentarii Academiae Sci-
entiarum Imperialis Petropolitanae, vol. XVI. St. Petersburg 1772.
19Mémoire sur la courbure des surfaces. Mémoires de Mathématiques et de Physique, vol. X.
Paris 1785.



mateixes direccions i curvatures principals en I'origen que la superficie inicial.
Tothom reconeixera sota aquest enunciat el que avui coneixem com a teorema
de Meusnier. Centra després la seva atencié en dos problemes particularment
interessants:

1r) Que es pot dir d'una superficie en que les curvatures principals en tots
els punts s6n iguals?

2n) Que es pot dir d'una superficie en que les curvatures principals en tots
els punts s6n iguals, pero de signe contrari?

Meusnier troba les segiients respostes a aquestes preguntes:

a) Les tiniques superficies soluci6 al primer problema s6n les esferes i els
plans.

b) Entre totes les superficies limitades per una corba no plana, la que té me-
nor area verifica que les seves curvatures principals son iguals i de signe
contrari.

Meusnier deixa de banda el problema d’existencia de tals superficies d’area mi-
nima (>[2). Els seus raonaments en aquesta qiiestié sén més fruit de la intuici6
geometrica directa que de I'estudi analitic del problema.

Ja Lagrange s’havia ocupat, amb anterioritat a Meusnier, de les superficies de
minima area. El punt de vista de Lagrange és més analitic que el de Meusnier
i, si bé no arriba a resultats tan bonics, potser és més ttil en obrir la porta a
futures i més profitoses investigacions sobre el tema. El treball de Lagrange al
qual fem referéncia es troba a les pagines 135 a 362 del volum 1 de les Obres
de Lagrange publicades per Gauthier-Villars, Parfs 1867. Resumim la part més
important d’aquest treball.

Considera una superficie donada per una equacié z = z(x, y). Designa per p =
0x2, q = 0yz. Larea d’aquesta superficie ve donada per

ff\/1+p2+q2dxdy.

Per minimitzar 'area, aplica el calcul de variacions inventat per Euler i obté

0:6ff\/1+p2+q2dxdy:—f 5z(0xP+0,Q)dxdy,



on:

b D 0-__4

VitpP+ Vitpi+q?
Les superficies d’area minima han de complir doncs: d,P +0d,Q = 0. Equacio
que es tradueix a:

(1+ g4 r—pgs+1+p?t=0,

on
2 2
r=0%vz, s=050yz, t = Oyz.

Lagrange s’atura en aquesta equacio que no sap integrar. Dedueix llavors d’a-
questa equacio resultats particulars desproveits d’interes. El primer tractament
profund d’aquesta equaci6 és de Legendre i data de 1787E] La teoria de desen-
volupables iniciada com hem vist per Euler és continuada per Monge que el
1780 publica un bonic treball sobre aquest tema. EVegem el raonament intui-
tiu de Monge. Una superficie desenvolupable és per definicié la que es pot des-
plegar sobre un pla. Fixant la seva atenci6 en I'operacio de «desplegament» diu
que a cada instant, el pla esta plegat sobre la superficie i el desplegament sig-
nifica una petita rotacié al voltant d'un eix. L'eix de rotaci6 ha d’estar immers
a la superficie i els eixos successius han de ser coplanaris. D’aix0 en dedueix
que els eixos han de passar per un punt o bé han de ser tangents a una corba.
D’aqui que per estudiar les desenvolupables, estudia la superficie engendrada
per les tangents a una corba.

Hem d’esmentar també un bell llibre de Monge titulat «Aplication de ’Algebre
a la Géometrie» (Paris 1807). En ell considera les envolupants d'una familia
de superficies F(x, y,z, @) = 0, depenents d'un parametre a. Per trobar la linia
d’intersecci6é de dues superficies corresponents a dos parametres infinitament
propers, considera I'equaci6 g—i = 0. A la corba intersecci6 'anomena «corba
caracteristica». L'equaci6 de I'’envolvent la troba eliminant a entre les equaci-
ons F=0i g—g = 0. Aplica després aquesta teoria d’envolvents a les desenvo-
lupables, considerant que una desenvolupable és una envolupant d’'una fami-
lia de plans dependent d'un parametre i troba ’equaci6 caracteristica de les
desenvolupables: rt = s%.

Un brillant deixeble de Monge va ser Dupin, que el 1813 publica el llibre «De-
veloppements de Géometrie», on defineix el que avui es coneix amb el nom de

1 «Mémoire sur I'integration de quelques écuations aux dérivées parcielles». Histoire de I'A-
cadémie Royale de Sciences, 1787.

12 Mémoire sud els propriétés de plusieurs géneres de surfaces courbes». Mémoires de Mat-
hématique et de Physique, Vol. IX, 1780.



«indicatriu de Dupin». Considera una superficie donada pel seu desenvolupa-
ment en serie en un punt (x, Yo, Zo):

z2— 20 = plx—x0) + Gy — yo) + 3 (r(x — x0)* +25(x — x0) (y — o) + t(t— u3)) + -

Tallant aquesta superficie per un pla parallel al pla tangent al punt (xo, yo, o),
obté com a primera aproximaci6 d’aquesta intersecci6 la conica:

{c = r(x—x0)? +25(x — x0) (y — yo) + t(u— u(z))
z—20=px—x0)*+q(y—y)*+C

Anomena indicatriu a la conica situada al pla (x, y) d’equaci6
c=r(x— xo)2 +25(x—x0) (¥ — yo) + t(u— ug)
Tallant aquesta conica per una recta:
Y= Yo =4¥(x—xo)

troba el semidiametre de la indicatriu en cada direcci6 i observa que a cada
punt de la superficie el radi de curvatura d’'una seccié normal en una deter-
minada direcci6 és proporcional al semidiametre de la indicatriu en aquella
direccio.

Apareixen també per primera vegada en aquest llibre de Dupin les direccions
conjugades i les direccions asimptotiques o autoconjugades.

Com veiem, la geometria diferencial de superficies va perfilant-se a poc a poc.
Juntament amb raonaments i calculs perfectament rigorosos se’n troben tam-
bé d’altres purament intuitius i desproveits de rigor. Les diferencials s6n con-
siderades com a increments molt petits i encara que de vegades es precisi el
seu ordre de petitesa en altres no. Aix0 indueix, fins i tot a grans matematics,
a errors molt freqiients. El primer llibre de geometria diferencial escrit amb un
rigor que res no ha d’envejar als tractats actuals es deu a Cauchy i apareix 1826
sota el titol «Lecons sur I'application du calcul infinitesimal a la géometrie». E

En aquest llibre de Cauchy hi ha moltes innovacions. En primer lloc, a la te-
oria de corbes pren sistematicament com a parametre 'arc. Observa que la
direcci6 de la normal principal a cada punt ve donada per les tres components

13Hi ha una magnifica edicié de les obres completes de Cauchy en 14 volums editada per
Gauthier-Villars a principis de segle i que ha estat reeditada diverses vegades.



2y dPy g2 . .
%, d—S%', %. Denotant cosa, cosf, cosy els cosinus directors de la tangent,
cos A, cos i, cosv als de la normal principal i cos L, cos M, cos N als de la binor-

mal, estableix que

dcosa cosA dcosf cosy dcosy cosv
ds p ds p  ds  p

sent p el radi de curvatura, i estableix també

dcosL cosA dcosM cosu dcosN cosv
ds R’ ds R’ ds R

El coeficient 1/R és el que avui anomenem torsié. Aquestes dues equacions
son, doncs, les dues primeres formules de Serret-Frenet (>>[3). Encara li faltava
la tercera. A la teoria de superficies, Cauchy tracta les tres variables x, y, z de
manera simetrica substituint I'equacié z = z(x, y) per 'equacié w(x, y,z) = 0.
Sens dubte ja hem dit que el rigor de Cauchy és extrem. Per ell una equacio del
tipus:

ds* =dx*+dy*+dz*

significa que quan x, y, z sén funcions de ¢ es té
() =[] +(3) (@)
—| == +|=]| +|5] -
dt dt dt dt
3 Gauss

El 1827 apareix un dels treballs més fonamentals de tots els temps pel que fa ala
geometria diferencial. Es obra de Carl Friedrich Gauss. El titol: «Disquisicions
generals sobre les superficies corbes». [I

Gauss en aquest treball comenca considerant que les coordenades (x, y, z) d'un
punt d'una superficie poden expressar-se en funcié de dos parametres inde-
pendents que ell anomena p, g i que nosaltres anomenarem u, v per no con-
fondre’ls amb les derivades parcials de z respecte x, y, que tradicionalment s’-
han designat sempre per p, g. A banda d’aquest petit canvi, seguirem en tota la
resta les notacions de Gauss, que s’han anat mantenint al llarg dels anys i son

14Es pot consultar una recent edicié d’aquesta obra, en frances, sota el titol «Recherches Gé-
nérales sur les surfaces courbes». A. Blanchard. Paris 1967.



les mateixes que s’empren actualment. Diferenciant les expressions de x, y, z
en funcié6 de u, v obté:

dx=adu+addv, dy=bdu+bdv, dz=cdu+c dv.

Anomena
a b

! /

, C=
a c

A=V A2+ B2+ C2#0.

Posa E = a®+b?+c?, F = ad +bb' +cc', G = a?+b'%+c’?. Amb aix0, el diferencial
de longitud s’expressa:

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?

A=V A2+B2+C2=VEG-F2

Calcula després el cosinus de I'angle entre dues direccions qualsevol i obté,
com a cas particular, que el cosinus de ’angle entre les linies donades per u =0
i v =0 és F/VEG. Per tant, aquestes dues direccions seran perpendiculars si
F = 0. Després es proposa definir la curvatura d'una superficie i heus aqui la
seva manera de raonar:

En una corba plana, si posem en correspondencia cada punt de la corba amb
el punt de la circumferencia unitat determinat per la direccié de la normal ori-
entada, la curvatura de la corba es pot interpretar com el limit de les raons dels
corresponents arcs infinitesimals a la circumferéncia i a la corba. Aixo li sug-
gereix la idea de fer el mateix a les superficies. A cada punt (x, y, z) de la su-
perficie, Gauss assigna el punt (X, Y, Z) de I'’esfera unitat, donat per la direcci6é
de la normal orientada de la superficie en aquest punt. El limit de la ra6 de les
corresponents arees infinitesimals a I’esfera unitat i a la superficie, és el que ell
defineix com a curvatura de la superficie. Designant per K aquesta curvatura,
considera després la integral [ Kdo, on o és ’element d’area. A aquesta inte-
gral estesa a una porci6 de superficie, li diu curvatura integral de la porci6 de
superficie. Obté per calcul la segiient expressio:

DDII _ D/2
T EG-F2



on
#2x 0%y 0%z 0,0,x 0,0,y 0,0,z 2x 02y 0°z
0yx 0,y 0yuz 0yux 0uy 0,z 0yx 0,y 0yuz
0yx 0,y 0,2 , 0yx 0,y 0,2 ,  10vx 0yy 0,z
- A ’ B A ’ - A

Gauss observa llavors que la curvatura K no és més que el producte de les cur-
vatures principals. Mitjancant un altre calcul observa que K compleix la se-
glient equacio:

4(EG - F*)K = E(0,Ed,G —20,F0,G + (0,G)*)
+F(0,E0,G—0,Ed,G—20,E),F —20,Fd,G +4(0,F)?)
+G(0,E0,G —28,Ed,F + (0,E)?)
~2(EG - F*(0%E -20,0,F +05G).

Després escriu (transcrivim literalment): «Si observem que es té sempre: dx? +
dy? + dz> = Edu? + 2Fdudv + Gdv®> es veu immediatament que
VEdu? +2Fdudv + Gdv? és'expressi6 general d'un element lineal sobre una
superficie corba. Per tant, 'analisi exposada al § precedent (es refereix a la
equacio anterior que compleix la curvatura) ens ensenya que per trobar la me-
sura de la curvatura no hi ha necessitat de formules finites donant les coorde-
nades x, y, z en funci6 de les indeterminades u, v, sin6 que n’hi ha prou amb
coneixer I'expressio general de la longitud de cada element lineal».

Aix0 constitueix allo que avui coneixem per teorema egregi. I afegeix més enda-
vant: «Les consideracions que acabem d’exposar estan lligades a una manera
particular de concebre les superficies que ens sembla digne, al més alt grau,
de la consideracié dels geometres. En efecte, si es considera una superficie, no
com a limit d'un solid, sin6 millor com un solid flexible i inextensible, una part
de les propietats de la superficie dependran de la forma particular que pugui
adoptar per una determinada flexi6, pero altres seran absolutes i invariants,
sigui quina sigui aquesta forma. Es precisament en I'estudi d’aquesta tltima
classe de propietats que s'obre a la geometria un camp nou immens» . .. «es pot
concebre, des d’aquest punt de vista, la teoria de les linies geodésiques i altres
subjectes que més tard tractaremn.

Més endavant s’ocupa de les geodesiques i obté per un raonament geometric
molt simple el segiient important teorema:
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«Si es tracen sobre una superficie, a partir d'un mateix punt, una infinitat de
geodesiques de la mateixa longitud, la linia que uneix els extrems de les linies
esmentades les talla a totes en un angle recte».

Més endavant considera un triangle format per linies geodeésiques, calculant
la integral [ Kdo estesa a l'interior del triangle esmentat. Per aixo utilitza per
primera vegada coordenades polars geodesiques i obté:

f Kdo = suma dels angles del triangle — 7.

D’aix0 dedueix (transcrivim literalment): «La suma dels angles d'un triangle
format per linies geodesiques és superior a 180° si aquesta superficie és concau-
convexa i inferior a 180° si aquesta superficie és convex-concavar. (> [4)

Diu després que aquest resultat es pot generalitzar a un poligon geodesic de n
costats, descomponent-lo en triangles, i obté per a un tal poligon de n costats
|'expressio:

f Kdo = suma dels angles del poligon — (n - 2),

on la integral [ Kdo es considera estesa a l'interior del poligon.

Es pot reconeixer sota aquest enunciat el teorema de Gauss-Bonnet (>>[5).

4 De Gauss a Riemann

Bonnet, vint anys després de GaussF_gl considera un poligon qualsevol sobre
una superficie (Gauss considerava un poligon geodesic) i obté que la integral
J Kdo estesa a l'interior del poligon val la suma dels angles menys (n — 2)7,
menys la integral de la curvatura geodesica del contorn.

Sera Darboux molt més tard, el 1887, qui donara la primera demostraci6 de la
férmula de Gauss-Bonnet utilitzant la férmula de Green['¥ El 1849 apareix un
treball de Plateau, que encara que propiament entri de ple al camp de la Fisica,

15Mémorie sud la théorie générale des surfaces. Journal Ecole Polytechnique 19 (1848) pag.
131.
16Darboux: Legons sud la théorie générale des surfaces. Paris, 1887, pag. 122.
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estava destinat a tenir una remarcable importancia en geometria diferencialE]
Elresultat central d’aquest treball és el segiient: Si una lamina liquida sense pes
s’adhereix a una corba rigida, la forma d’equilibri ha de ser la de minima area.
Aquest resultat dona una empenta considerable a l’estudi de les superficies d’a-
rea minima i planteja el problema matematic de I'existencia d'una superficie
minima amb contorn donat.

El 1852 apareix el treball de Frene@ en que s’estableixen per primera vegada de
manera completa les féormules de Frenet per a corbes guerxes, tal com avui les
coneixem —(Hem vist abans com Cauchy havia obtingut amb anteriorioriad
dues d’aquestes tres formules).

5 Riemann

Els treballs de Gauss que obrien una infinitat de camins nous, haurien de tenir
una continuacio logica en I'obra de Bernhard Riemann. El seu principal treball
en geometria diferencial és la memoria llegida el 10 de juny de 1854 en ocasi6
de les proves d’admissié com a professor de la Universitat de Gottinguen. El
seu titol: «Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen»F_g]

En aquest treball els calculs no sén més que indicats succintament. Comencga
introduint, de manera més filosofica que matematica, el concepte de varietat
n-dimensional, preocupant-se a donar exemples en que aparegui la necessitat
de considerar varietats de dimensi6 més gran que tres. Posa I'’exemple d’'una
linia, transportant-se sobre una altra linia donada, d’'una determinada manera.
Diu: «El conjunt de modes de determinaci6 aixi obtinguts formara una varietat
de dues dimensions. Semblantment, s’obtindra una varietat de tres dimensions
si es concep una varietat de dues dimensions transportant-se d’'una manera
determinada sobre una altra completament diferent i és facil veure com aixi es
pot prosseguir la construccié». Després es preocupa del concepte de longitud
d'un element d’arc en aquesta varietat. Diu: «El problema consisteix a establir
una expressié matematica de la longitud d’una linia ...em limitaré a les linies
en que les relacions entre els increments dx de les variables x variin de manera
continua. Es poden llavors concebre les linies descompostes en elements en els

177, Plateau: Sur les figures d’equilibre d'un masse liquide sans pesanteur. Mémoires de I'A-
cademie Royale de Belgique. Vol. XXIII, nouvelle serie, 1849.

18Sur les courbes a double courbure. Liouville journal de Mathématiques, Vol. XVII.

19Es pot trobar traduit al frances a A. Blanchard, Oeuvres de Riemann. Paris 1968.
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quals les relacions de les quantitats d x puguin considerar-se com a constants, i
el problema consisteix llavors a establir per a cada punt, una expressié general
de I'’element lineal d's amb origen en aquest punt». Després ve a dir que només
s’ocupara del cas en que el ds pugui expressar-se com a arrel quadrada d’'una
forma quadratica definida positiva. Considera el cas particular en que

ds=vVZ(dx)?,

i diu que una tal expressié pot transformar-se en una altra reemplacant les n
variables x per funcions d’altres noves variables independents i el problema
que es planteja aleshores és de saber quan un element d’arc pot, amb una elec-
ci6 convenient de les coordenades, expressar-se en la forma ds = v/ Z(dx’)2. A
aquestes varietats les anomena varietats planes. Actualment sabem que per-
que aixo passi és condici6 necessaria i suficient que el tensor de curvatura sigui
identicament nul. Pero el tensor de curvatura és un tensor de quart ordre for-
¢a complicat. Com s’ho fa Riemann per introduir la curvatura? Primer de tot,
defineix les coordenades normals geodesiques entorn d'un punt xj, de mane-
ra intuitiva. Després, compara I'expressié de I'element de longitud ds? en un
punt qualsevol i al punt xp. En llenguatge actual, si g;; és el tensor metric es
tindra, per la fornula de Taylor

gij(x)=gij(x0)+)_ (akazgij)xO =D = x+ =00
k1

ja que en coordenades geodesiques es verifica: (0xg; f)xo
tes coordenades els termes (00, g; f)xo determinen completament el tensor de
curvatura i reciprocament. A més, el tensor de curvatura queda determinat si
es coneixen les curvatures seccionals a totes les direccions planes que passen
per Xo.

= 0. Per0 en aques-

Aix0 és més o menys el que esbossa Riemann a l’article que referim, dient que
en coordenades normals geodésiques es té:

ds® = Z(dx")2 +un terme d’ordre 4 + - - -

i que aquest terme d’ordre 4 queda determinat per les curvatures de Gauss de
les superficies que passen per Xy, i després diu que aquest terme d’ordre 4 me-
sura en certa manera la «planitat» de I'espai, ja que sil’espai és pla aquest terme
s’anulla.
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Amb anterioritat a Riemann, Lobatschewsky, per provar que el postulat d’Eu-
clides no es deduia necessariament dels altres axiomes d’Euclides, havia cons-
truit una Geometria rebutjant aquest postulat i conservant els altres axiomes
d’Euclides. Aquesta Geometria passaria ara a ser una més de les infinites Ge-
ometries de Riemann possibles, precisament la Geometria de les varietats de
curvatura seccional constant negativa.

Encara que sigui molt posterior, citarem aqui un paragraf de H. Poincaré que
revela la preocupacié de molts matematics pel fet que les Geometries de Rie-
mann s’apartaven del que tradicionalment s’havia entes per Geometria. Diu
Poincaré: «Les Geometries de Riemann, tan interessants en diversos camps,
mai seran, pero, més que purament analitiques i no conduiran a demostraci-
ons analogues a les d’Euclides»EG]

La diferencia entre les infinites Geometries de Riemann i les Geometries tradi-
cionals esta en el fet que en la majoria d’aquelles el moviment d'un solid rigid
no és possible. ;No sera, potser, aquesta idea inicial la que induira Sophus Lie,
vint anys després de I'aparici6 de la memoria de Riemann, aI’estudi dels espais
continus de transformacions que poden actuar sobre una varietat donada?

6 De Riemann a Sophus Lie

El 1867 apareix un treball de Bonnet que constitueix una important aportacio
al'estudi de les superficies de R3. @ S’estableix que una superficie de R que-
da (localment) univocament determinada (excepte desplacaments de R®) pel
coneixement de la metrica i de la segona forma quadratica fonamental. Bon-
net només estableix aqui la unicitat. El problema d’existéncia que Bonnet no
aborda pot formular-se aixi:

Donats en un obert U de R? dos camps tensorials g i @, dues vegades covari-
ants, el primer definit positiu, quines condicions han de complir perqueé exis-
teixi a R® una superficie parametritzada U 2R3 tal que si g i @ sOn respectiva-
ment la meétrica i la segona forma quadratica fonamental d’aquesta superficie,
es verifiqui g = ¢*gia = ¢p*a ? La condicié que han de complir g i a per-
que aquest problema tingui solucio, és que estiguin relacionats mitjancant les

20poincaré: La Ciencia y la hipétesis. Colecciéon Austral. Espasa Calpe, pag. 55.
2IMémoire sud la théorie des surfaces applicables sur une surface donné. J. Ecole Polytech-
nique, 42 (1867).
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equacions de Gauss—-Codazzi. Per aix0, quan el 1880 Codazzi estableix les seves
equacions, és precisament Bonnet el primer a adonar-se de la seva extraordi-
naria importancia. Perd d’aixo ja en parlarem més endavant.

El 1868 apareix un treball extraordinariament interessant, ja que conté, en ger-
men, la idea de derivada covariant i tot el calcul tensorial. El seu autor és
ChristoffelF_Z] El problema que es planteja en aquest treball és el de determi-
nar quan dues formes diferencials quadratiques X g; jdxid x/ iz glf dx''dx" es
poden convertir I'una en 'altra mitjan¢ant un canvi de coordenades. Es trac-
ta, doncs, de veure en quins casos és possible trobar funcions independents
xt=x'(x"",..., x"™) que verifiquin:

g;w = gljaitxlai,x] (6; =0yp). 1)
Introdueix llavors els simbols que porten el seu nom:
[ikj] 5(0;8ik+0i8jk—0kgij)
l lk Y
{ij} = & [’,j]

i dedueix, per derivacié de (1), les férmules de canvi de coordenades dels seus
simbols:

AV ar 0 fIVA i Al f A A
{W} o\ x' = {l.].}aux a2, x/ +0),0,x 2)
Interpreta (2) com I'equaci6 diferencial que cal resoldre per trobar les funcions
x' = x'(x"1,...,x"™). Aleshores es proposa trobar les condicions d’integrabilitat
de (2). Deriva parcialment (2) pel que fa a x'° i després deriva respecte a x"
I'equaci6 analoga a la (2):
AVAr L gl Al inl o I At
ot 0ox" ={;710,x'05x7 +0,,0,.
Eliminant el terme
I Al ar Ll
0,,0,0,x
de les equacions que aixi obté, observa que la condici6 d’integrabilitat de (2) es
pot escriure:
A 1l pl I ial ojal Lk
Rigy 0)x = Rl.jk Oﬂxl 0,x! 0, x". 3)
Sil’equacio (3) es verifica idénticament, (2) és integrable i es pot trobar efectiva-
ment la transformaci6 que transforma la metrica 2g; jdx'dx/ en X g;jdx’ Ydx'.

Z2Uber die Transformation der homogenen Differential Audriicke zweiten Grades. Journal
fiir die reine und angew. Math. (Crelle) 70 (1869) 46-70.



15

Aix0 passa, per exemple, en el cas de curvatura nulla. Christoffel obté aqui,
doncs, la condicié necessaria i suficient perqué una metrica sigui plana (Rie-
mann havia obtingut només la condici6é necessaria). Si (3) no es verifica iden-
ticament, pren (3) com a nova equacio diferencial a integrar i troba com a con-
dici6 d’integrabilitat una equaci6 en que intervenen les derivades covariants
del tensor de curvatura. Si aquesta condici6 d’integrabilitat es compleix idén-
ticament, té el problema resolt, i si no, prenent la nova condicié d’integrabili-
tat com a nova equacio a integrar, troba una altra condicié d’integrabilitat per
a aquesta nova equacié en que figuren les derivades covariants segones de la
curvatura i aixi continua el procés. Si aquest procés té fi, 'equivalencia de les
formes diferencials
rgidx'dx) i Zggjdx”'dx’j

queda establerta. Diguem que en aquest treball la nocié de derivada covari-
ant no apareix en forma clara, sin6 perduda entre els calculs. Observem aqui
una vegada més que els grans conceptes de la matematica apareixen sempre
en intentar resoldre un problema molt concret i van sempre envoltats de gran
aparell de calcul.

Malgrat els avencos realitzats en el coneixement de les varietats n-dimensio-
nals, els geometres no deixen d’interessar-se per les superficies de I'espai ordi-
nari. Aixi, per exemple, el 1880 apareix un treball de Codazziz_gl en que es troben
per primera vegada les equacions que avui coneixem amb el seu nom i de les
quals ja hem parlat abans. L'autor considera una superficie de I'espai ordinari
donada per X = X(u, v) iles dues formes quadratiques fonamentals:

I Edu? +2Fdudv + Gdv* = d% - d%
11 edu’ +2fdudv+gdv’=—-d%-dN

i estableix les equacions segiients:
dpe—0,f =el'l,+ f(I],—T};) — gl
{an —0ug =ely,+ f(I3,—T1,) - 8T,
on Fi.“j son els simbols de Christoffel. Aquestes equacions poden interpretar-se
actualment de la segiient manera:
(Vxa)(Y,Z2) = (Vya) (X, Z)

sent V la connexi6 sobre la superficie determinada per la métrica i a la segona
forma quadratica fonamental.

Z3Mémoires présentés a I'’Académie, 27 (1880).
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7 Sophus Lie

El1 18851 1886 apareixen els primers treballs de Sophus Lie sobre els grups conti-
nus de transformacionsFE] Tot i que no és fins al 1888 que s’exposen de manera
sistematica els resultats de la teoria de Lie en una obra en tres volums, el ter-
cer dels quals no apareix fins a 189317_5] Nosaltres estem acostumats a definir
un grup de Lie com un grup dotat d'una estructura de varietat diferenciable, i
a estudiar per separat els grups de Lie i 'actuaci6 d'un grup de Lie com a grup
de transformacions d’una varietat. Aquesta manera d’enfocar la teoria és molt
posterior i es deu principalment a W. Killing i E. Cartan. La presentaci6 primi-
tiva de Lie i Engel consisteix en I’estudi d'una familia de transformacions de R"
depenent de manera analitica de r parametres independents:

/
xl :fi(xl;---;xn:al,---»ar)

A cada valor a = (ay, ..., a,) dels parametres correspon una transformaci6 T,
definida a R" i se suposa que aquestes transformacions constitueixen un grup
per a valors de a prou petits. Es a dir, se suposa que existeixen r funcions
(pl, ...," de 2r variables, que donen les lleis de multiplicacié del grup:

a a
az; =@ (a,a), a=1,...,r,
| (1
ona1—(al,...,a{),ag—(az,...,ag),talsque(b@

Fif x5 a); a2) = fLx;@lar, a))

i que la llei de multiplicacié donada per les funcions ¢* és una llei de grup. El
primer teorema fonamental de Lie pot enunciar-se de la segiient manera:

«Una condici6 necessaria perque n funcions x'* = f'(x; a) de n variables x" i r
parametres essencials a® defineixin un grup de transformacions és que aques-
tes funcions satisfacin un sistema d’equacions diferencials de la forma:

axli
oa® B

ENAR@ G=1..,map=1,.,r )

on el determinant de Ag (a) és diferent de zero i el rang de (¢ ;) és maxim.

24Allgemeine Untersuchungen iiber Differentialgleichungen die eine continuirliche, endlic-
he Gruppe gestaten. Math Annalen, 25 (1885) 71-151. Untersuchungen iiber Transformations
Gruppen. Arch. for Math. og Natuer vol. 10 (1886) 74-128, 353-413.

253, Lie i E Engel. Theorie der Transformationsgruppen. Leipzig 1888-1893, reeditat el 1930.
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Reciprocament si es té un sistema d’equacions diferencials del tipus esmentat,
completament integrable, i si x"* = f*(x; a) és una soluci6 que satisfa la condi-
ci6 inicial
f1(x;0)=
aquestes funcions defineixen un grup de transformacions».
Les condicions dintegrabilitat del sistema (1):
62 xli 02 xli
da%daP  daPda”
poden posar-se sota la segiient forma:

65‘ a¢i .
J i Y
Sazri ~$p5p7 = Caply @)
on y ¥
0Ar  0A]
ATHAahE(A
= (A NeA (5 550 aaﬂ)

indicant per A~! lamatriu inversa de A. Es veu llavors que les Cl 5 sOn constants
i es diuen constants d’estructura del grup de transformacions. Les funcions
&t que apareixen a (1) serveixen per determinar r operadors que actualment
s’anomenen derivades de Lie:

Xq =&} (x) 0;.
Definint el claudator de Poisson [ Xy, Xg] = Xo Xg — XX, s verifica que
[Xa» Xpl = C) 5 Xy (3)
Les constants d’estructura han de verificar les relacions segiients:
{ Cap = ~Ca @)
ClhpCay +C Coy+CPaCly=0

El segon teorema fonamental de Lie es pot enunciar:
«Donada una matriu (fz(x)) de funcionsde x, i =1,...,n, B =1,...,r, de rang

maxim, que satisfan I’equacio (2), existeix una matriu de funcions A(a) = (Ag (a)
amb determinant no nul tal que el sistema d’equacions

/i

da%

= b AL (@
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és completament integrable. Les solucions f’(x;a) d’aquest sistema tals que
f'(x;0) = x' defineixen un grup de transformacions».

El tercer teorema fonamental de Lie diu:

«Qualsevol sistema de constants Ciﬁ que satisfaci les relacions (4) constitueix
les constants d’estructura d’'un determinat grup de transformacions».

En llenguatge actual, sigui G un grup de Lie que actui com a grup de transfor-
macions d'una varietat diferenciable M, G x M — M. Aquesta actuaci6 defineix
un homomorfisme de I'algebra de Lie g de G al’algebra de Lie dels camps de M,
g — X(M). Els dos primers teoremes de Lie es refereixen al fet que el coneixe-
ment d’aquest homomorfisme determina el coneixement local de la llei d’actu-
acidé de G sobre M, i el tercer teorema de Lie es refereix al fet que el coneixement
del algebra de Lie g determina el coneixement local de la llei de multiplicaci6
del grup.

Lie i Engel van classificar les algebres de Lie en dimensions baixes i van comen-
car I'estudi general de les algebres de Lie resolubles i nilpotents. Van aplicar
la teoria dels grups de transformacions a la integraci6é d’equacions diferencials
que admeten un grup de transformacions. Una bona exposici6 de tots aquests
resultats, que conserva tota la frescor de la teoria primitiva i original, pot trobar-
se al llibre d’Einsenhart «Continous Groups of Transformations» ]

8 Els treballs de W. Killing
i 1a tesi doctoral d’E. Cartan

Hem vist que la presentacio primitiva dels grups de Lie tal com es troba als
treballs de Lie i Engel consisteix en I’estudi d’'una familia de transformacions
de R depenent de manera analitica de r parametres independents, tal que el
producte de dues tals transformacions pertany a la familia i que si una transfor-
macio6 pertany a la familia la seva inversa també. La idea de considerar el grup
abstracte subjacent a un grup de transformacions donat, és obra principalment
de Killing i de Cartan. Amb aix0 I’estudi dels grups continus de transformacions
quedara descompost en dos problemes diferents:

1r) Trobar totes les possibles estructures abstractes dels grups continus.

26D gver, New York (1933), reeditat el 1961.
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2n) Trobar totes les possibles realitzacions de cadascuna d’aquestes estructures
com a grups de transformacions d'una determinada varietat.

El primer problema, en la fase local, consisteix a classificar totes les algebres de
Lie possibles i el segon problema, també en la fase local, esta relacionat amb la
classificacio de les representacions d'una algebra de Lie donada.

Naturalment el primer que s’intenta és resoldre el problema per als grups sim-
ples, és a dir, s’'intenta classificar, localment, els grups de Lie simples. Aquesta
classificacio6 es fa primer sobre el cos C dels nombres complexos.

Era ja conegut de Sophus Lie que existien 3 tipus fonamentals d’algebres sim-
ples (una algebra de Lie g es diu simple si no admet més ideals que {0} i gisia
més no és commutativa), és a dir:

1r) L'algebra de Lie o(n,C) de les (n x n)-matrius antisimetriques, que és 1’alge-
bra de Lie del grup de totes les matrius regulars que deixen invariant la forma
quadratica z% + -+ + z5.

2n) L'algebra de Lie sl(n, C) de totes les (n x n)-matrius de traca nulla, que cor-
respon al grup de Lie SL(n,C) de totes les (n x n)-matrius de determinant 1.

3r) L'algebra de Lie simpléectica sp(n,C) de les matrius de la forma

A B
c AT
on A, Bi C sén (n x n)-matrius complexes, C i B simetriques. Aquesta algebra

de Lie correspon al grup Sp(n,C) de totes les matrius de GL(n,C) que deixen
invariant la forma diferencial exterior:

ZINZps1 T2 NZp42+ -+ 23 N\ 225.

Abanda d’aquests tres tipus d’algebres de Lie simples, conegudes ja per Sophus
Lie (Lie considera 4 tipus, ja que subdivideix el primer en dos casos: n parelli n
imparell), existeixen altres algebres de Lie simples diferents d’aquestes? W. Ki-
lling en dos treballs fonamentals estableix que a part de les algebres de Lie
simples citades poden existir altres 5 algebres de Lie excepcionals de dimensi-
ons 14, 52, 78, 133 i 248. Si bé el treball de Killing és molt important, és incor-
recte en alguns punts fonamentals i encara que estableix que a part les algebres

2"Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-gruppen. Math. Ann.31
(1888) 252-290, 32 (1889) 1-48.
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de Lie simples conegudes i d’aquestes excepcionals no n’hi pot haver cap altra
que sigui simple, no queda clar en el seu treball si les cinc algebres excepcionals
existeixen efectivament.

Caldra esperar encara cinc anys perque la classificacié de les algebres de Lie
simples complexes quedi correctament establerta per Elie Cartan a la seva tesi
doctoralF_g] Cartan dona proves rigoroses de la classificacié esmentada i cons-
trueix explicitament les 5 algebres de Lie simples excepcionals. La importancia
dels treballs de Killing i Cartan no esta tan sols en els resultats obtinguts (molt
brillants) siné també en els metodes emprats.

Sigui g una algebra de Lie. A cada X de g se li associa 'endomorfisme de g que
transforma cada element Y de g en [X, Y]. Aquesta transformacié s’anomena
adX. A g es pot considerar la forma quadratica B (anomenada de Killing) que
a cada parell X,Y € g associa el nombre B(X,Y) = traca de '’endomorfisme
adXoadY.

Un dels resultats més importants de la tesi de Cartan consisteix a caracterit-
zar les algebres de Lie semisimples (és a dir, descomponibles en suma directa
d’algebres simples) com aquelles en qué la forma quadratica de Killing és no
degenerada. Donat un element X € g, ad X sempre admet el valor propi zero,
jaque (adX)X = [X, X] =0. Donat un Y € g, si designem per g(Y,0) el subespai
de g de vectors propis de valor propi zero de la transformacio lineal adY, es diu
que Y és un element regular de g si es verifica:

dimg(Y,0) = min dim g(X,0).
Xeg

Si Y és un element regular de g, g(Y,0) és una subalgebra nilpotent de g que
coincideix amb el seu normalitzador (el normalitzador d’'una subalgebra a de
g és el conjunt dels X € g tals que [X,a] € a). Una tal subalgebra s’anomena
subalgebra de Cartan. Sil’algebra de partida és semisimple, totes les subal-
gebres de Cartan ) s6n abelianes. En aquest cas, donada una subalgebra de
Cartan b, g admet una base d’elements que sén vectors propis simultaniament
de tots els endomorfismes ad X amb X € ). Per aquest procediment Cartan (a la
seva tesi) estudia I’estructura de les algebres de Lie semisimples i aconsegueix
classificar-les.

28Flie Cartan: Sur la structure des groupes de transformations finis et continus. Thése. Paris,
1894.
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9 Lageometria diferencial des de principis de segle
fins a Einstein i la seva teoria de la relativitat ge-
neral

Acabat d’estrenar el segle apareixen dos treballs extraordinariament importants
sobre les superficies de R® de curvatura constant. El primer, obra de H. Lieb-
mannF_g] conté el resultat segiient: Una superficie connexa, tancada, de R®, amb
curvatura constant positiva és una esfera.

El segon resultat a queé ens referim és obra de Hilbertﬂi diu que si S és una
subvarietat completa i connexa de R® (completa en el sentit que tota geodesica
pot prolongar-se indefinidament) de curvatura constant k # 0, ha de ser k > 0.
Dit d'una altra manera, no hi ha cap superficie completa i connexa de R® amb
curvatura constant negativa (©>[7).

Observem que aquests resultats son de caracter global a diferencia dels ante-
riors que eren locals. En aquesta eépoca el concepte de varietat diferenciable
abstracta no ha nascut encara. Aquest concepte comencara a néixer a partir de
1914 com a conseqiiéncia dels treballs de Hausdorff, dels quals parlarem més
endavant, que juntament amb el llibre de H. Weyl «Die Idee der Riemannschen
Flache» (Gottingen, 1913) en que es defineix de manera rigorosa la noci6 de su-
perficie de Riemann mitjancant cartes locals, i treballs posteriors de Carathe-
odory en que es defineixen correctament les varietats complexes de qualsevol
dimensi6, constitueixen el germen de la definici6 actual de varietat diferencia-
ble.

No deixa de ser significatiu que comenci el segle amb resultats de caracter glo-
bal, com a presagi dels senders que prendra la geometria diferencial en el peri-
ode que s'inicia. Els resultats de Hilbert i Liebmann fan referencia a superficies
de curvatura constant positiva o negativa. Les de curvatura nulla no foren es-
tudiades fins a época molt recent (concretament fins al 1962 amb un treball de
Massey que comentarem més endavant, precedit per un treball de Hartman i
Nirenberg el 1959).

29Uber die Verbiegung der geschlossenen Flichen positiver Kriimmung. Math. Ann 53 (1900)
81-112.

30Uber Flichen von konstanter Gaussscher Kriimmung. Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901)
87-99.
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El 1901 apareix un treball de Levi-Civita i Riccﬂ que conté una exposicio siste-
matica i coherent del calcul tensorial, replantejant molts resultats de la teoria
de superficies de I’espai ordinari, la derivacié covariant i moltes altres qiiesti-
ons. Per exemple, trobem en aquest treball un estudi complet dels grups de
moviments que admet una varietat de Riemann de dimensi6 3, problema que
ja havia estat abordat anteriorment per Killing i Bianchi, perd que aqui es pre-
senta de manera concisa i clara. Queda establert que (cito literalment) «en les
varietats (subvarietats de dimensi6 2 de R®) de curvatura constant i només en
aquest cas, hi ha un moviment infinitament petit per al qual les components
de translaci6 i les de rotacié prenen, en un punt donat, valors inicials prefi-
xats». Ja Killing s’havia ocupat de les isometries infinitesimals (camps tals que
el grup uniparametric que engendren esta compost inicament per isometri-
es). Avui sabem que les isometries infinitesimals d’'una varietat de Riemann
connexa M de dimensi6 n constitueixen una algebra de Lie de dimensi6 com
a maxim %n(n +1). Aquesta algebra de Lie correspon al grup de Lie de totes
les isometries de M (aix0 és conseqiiencia del treball de Bochner-Montgomery
el 1946 que va ser precedit per un de Van Dantzig i Van der Waerden el 1928,
dels quals parlarem més endavant). Doncs bé, perque la dimensié6 de ’algebra
de Lie de les isometries infinitesimals de M sigui maxima, és a dir %n(n +1), és
condicio6 necessaria i suficient que M tingui curvatura constant. Aquest fet és
el que tradueixen, en un cas particular, Levi-Civita i Ricci.

El 1901 apareix també un treball d’Elie CartanF_Z] que, encara que no és propi-
ament de geometria diferencial sin6 d’equacions en derivades parcials, tindria
una gran repercussio en geometria diferencial, ja que hi apareix per primera
vegada de manera explicita el concepte de diferencial exterior. (Implicitament
ja es troba en els treballs de Poincaré). L'algebra exterior havia estat desenvolu-
pada per Grassmann, pero per poder ser emprada en geometria diferencial i en
equacions diferencials cal introduir, evidentment, 'operaci6 de diferenciacio
exterior. En aquest treball de Cartan que comentem, s’introdueixen les equa-
cions en involuci6 i es dona un métode general per resoldre-les. Aquest treball
inicia un ampli camp a la teoria equacions en derivades parcials.

No podem passar per alt un treball de Bianchi aparegut el 1902]3_5] on s’establei-
xen les identitats que avui porten el seu nom.

31Methodes de calcul différentiel absolut et leurs applications. Math. Ann. 54 (1901) 125-201.

32Sur I'integration des systéms d’équations aux différetielles totales. Ann. Ecole Norm. Sup.
18 (1901) 241-311.

33501 simboli a quattro indici e sulla curvatura di Riemann. Rend. Acad. Lincei 11 (1892) 3-7.
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El problema de determinar els possibles grups continus de moviments que ad-
met una determinada varietat de Riemann, que havia estat tractat en dimen-
sié 3, com hem vist, per Killing, Bianchi, Ricci i Levi-Civita, és replantejat i es-
tudiat en dimensio6 4 per G. Fubini en dos treballs apareguts el 1903 i 1904@

Hem dit en parlar de la tesi d’'E. Cartan i dels treballs de W. Killing que el pro-
blema de classificaci6 dels grups de transformacions havia estat dividit en dos
problemes diferents: el de trobar les possibles estructures abstractes dels grups
continus i el de trobar totes les possibles realitzacions de cadascuna de les es-
mentades estructures com a grups de transformacions d'una determinada va-
rietat. El primer problema havia estat abordat, en primera fase, classificant les
algebres de Lie simples complexes. Un cop establerta aquesta classificacio es
podia abordar el segon problema intentant classificar les representacions line-
als d’aquestes algebres de Lie simples. Aix0 és objecte d’'un important treball
d’E. Cartan aparegut el 191313_5] Una representaci6 d'una algebra de Lie g és una
aplicacio lineal p de g al’algebra de Lie dels endomorfismes d'un espai vectori-
alV,talque p([X,Y]) = p(X)p(Y)—p(Y)p(X). Unarepresentacio de g a V dona
lloc a una estructura de g-modul a V. Si b és una subalgebra de Cartan de g i si
p és una representacio lineal de g, totes les matrius p(X) amb X € h es poden
diagonalitzar simultaniament. Per a cada X € b els coeficients 1, (X),...,1,(X)
de la diagonal de la matriu p(X) una vegada diagonalitzada, considerats com
a funcions lineals de X, s’anomenen pesos de la representacié p. Els pesos
de la representaci6 adjunta s’anomenen arrels. Cartan introdueix una relacié
d’ordre al sistema de tots els pesos i arrels, i prova que una representacio ir-
reductible queda univocament determinada pel seu maxim pes en aquesta re-
laci6é d’ordre. (Una representacié de g en un espai vectorial V s’anomena ir-
reductible si V considerat com a g-modul és simple). El problema de trobar
totes les representacions irreductibles de g queda reduit, doncs, a trobar tots
els possibles pesos maxims. La suma de pesos maxims de dues representaci-
ons irreductibles és també un pes maxim d'una altra representacio irreductible
continguda a la suma directa de les dues representacions donades. Si r és el
rang (la dimensi6é d'una subalgebra de Cartan) de g, Cartan estableix que tots
els possibles pesos maxims de representacions irreductibles poden escriure’s
com a combinacions lineals (amb coeficients enters = 0) de r funcions lineals

34Sugli spazii che ammettono un grupo continuo di movimenti. Annali di Matematica 8
(1903) 30-81, 9 (1904) 33-90.

35Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane. Bull. Soc. Math.
France 41 (1913) 63-96.
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particulars que depenen només de I'estructura de g i de la relacié d’ordre al sis-
tema d’arrels. Considerant després un a un els diferents tipus d’algebres de Lie
simples que existeixen, estableix després que cadascuna d’aquestes r funcions
lineals és un pes maxim corresponent a una representacio irreductible. Aixo
condueix a una classificacié de totes les possibles representacions irreducti-
bles de les algebres de Lie simples. Aquest treball de Cartan ha estat després
completat i molt simplificat per H. Weyl el 1925 (treball del qual ens ocuparem
més endavant) i més recentment per Chevalley. Fins ara es treballava sempre
amb algebres de Lie complexes. Un any més tard de la memoria de Cartan que
hem comentat, apareixen dos treballs del mateix autoﬂ que tenen per objec-
te respectivament classificar les algebres de Lie simples reals i les seves repre-
sentacions irreductibles reals. El metode per a la classificaci6 de les primeres
consisteix en un estudi de la complexificaci6é de I'algebra de Lie considerada,
que és, o bé simple, o bé suma de dues algebres de Lie simples. En aquest dar-
rer cas es defineix en aquesta complexificacié una operaci6 de conjugacié que
admet els elements de I'algebra de Lie simple donada com a elements fixos.
Comencant per una algebra complexa convenient, Cartan determina totes les
possibles operacions de conjugaci6 i arriba per aquest procediment a una clas-
sificaci6 completa de les algebres de Lie simples. Aquest metode va ser després
simplificat pel mateix Cartan fent ts de les formes reals compactes.

Encara que propiament no sigui de geometria diferencial, hem de citar el llibre
de Hausdorff aparegut el 1914, del qual ja hem parlatFj] perque és arran d’a-
quest treball que comenca a néixer la noci6 de varietat diferenciable abstracta.
El 1916 apareixen els treballs d’Einstein sobre la «Relativitat general»,@ que do-
nen un gran impuls a la geometria diferencial, impulsant investigacions sobre
el transport parallel i parallelisme absolut. La teoria de la relativitat restringi-
da, sorgida per explicar certs fenomens fisics com "experiencia de Michelson,
és una teoria ideal valida només en absencia de camp gravitacional. La teoria
de la relativitat general requereix la geometria de Riemann de dimensi6 4 per a

36Les groupes réels simples finis et continus. Ann. Ecole Norm. Sup. 31 (1914) 263-355. Les
groupes projectifs continus réels qui ne laissent invariant aucune multiplicité plane. J. Math.
Pures. Appl. 10 (1914) 149-186.

37Grundziige der Megenlehre. Leipzig 1914.

387ur allgemeinen Relativititstheorie. Sizungsberichte der Preussichen Akad. Wissenschaf-
ten (1915). Die Grundlage der allgemeinen Relativitdtstneorie. Ann. der Ph. 49 (1916). Hamil-
tonsches Princip und allgemeine Relativitdtstneorie. Sitzungsberichte der Preussischen Akad.
d. Wissenschaften 1916. Kosmologische Betrachtungen zur algemeinen Relativitdtstheorie.
Sitzungsberichte der Preussischen Akad. d. Wissenschaften (1917).
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la seva descripci6, amb un tensor meétric ds® = g, B dx®dxP on els components
8ap depenen de la distribuci6 i moviment de la matéria i s’anomenen de vega-
des potencials del camp gravitatori. En cada espai tangent a aquesta varietat és
valida la teoria de la relativitat restringida. A la teoria de Newton, el potencial
gravitatori és una funci6 escalar ¢ subjecta a verificar I'’equaci6 de Poisson:

AP =4nku

(on u ésla densitat de massa i k la constant de la gravitaci6 universal). En ab-
sencia de materia el potencial gravitatori verifica ’equacié de Laplace: A¢ = 0.
En relativitat general, el potencial gravitatori no es descriu per mitja d'una fun-
cio escalar ¢ sin6 pel tensor métric g,p i la massa no es descriu per la funcio
de «densitat de massa» y, siné per un tensor anomenat tensor d’energia. (A la
teoria de la relativitat restringida ja es veu I'’equivalencia de massa i energia i
s’obté aquest tensor d’energia que descriu la distribuci6 de massa-energia de
la configuraci6). En relativitat general, I'equacié que substitueix 'equaci6 de
Poisson, és a dir, 'equaci6 que ha de verificar el potencial gravitatori és

Ryp— %Rgtxﬁ = —ATgp,

on R, indica el tensor de Ricci, R la curvatura escalar (que s’obté per contrac-
ci6 del tensor de Ricci), gqop la métrica, T,p el tensor d’energia i A una constant
universal. En abséncia de materia (Tp = 0) el potencial gravitatori verificara
I’equaci6 (que substitueix la de Laplace):

Rop— 2Rgap=0.

Aquesta equacio és important fins i tot en el camp de la geometria diferenci-
al pura, ja que ha donat lloc a I'estudi d'una classe particular de varietats de
Riemann en qué el tensor de Ricci és proporcional al tensor métric. Aquestes
varietats es diuen d’Einstein.
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10 Delarelativitat general
a la tesi doctoral de G. de Rham

Com hem dit, la relativitat general impulsa noves investigacions en geometria
de Riemann, sobretot pel que fa al concepte de parallelisme. En aquesta direc-
ci6 apareix el 1917 un treball fonamental de Levi-Civita>’|on introdueix la nocié
de transport parallel al llarg d’'una corba. Levi-Civita pressuposa en el seu tre-
ball que tota varietat de Riemann de n dimensions pot submergir-se localment,
isometricament, en un espai euclidia de dimensi6 % n(n+1). Una provarigorosa
d’aquest fet, conegut per «conjectura de Schlaefli», pot trobar-se en un treball
molt posterior d’Elie Cartan{%| Levi-Civita considera una varietat de Riemann
donada, submergida isometricament en un R” i, per tant, es limita a estudiar
les subvarietats de R”". Queda clar després del treball de Levi-Civita que la deri-
vada covariant en una subvarietat de R s’obté per projecci6 ortogonal sobre la
subvarietat, de la derivaci6 ordinaria a R"”. Aquest treball constitueix una baula
important en la comprensio de la derivada covariant i contribueix enormement
a la generalitzacio de la noci6 de «connexié», constituint el punt de partida dels
treballs de H. Weyl sobre connexions projectives i connexions conformes que
obren les portes a un enorme camp de recerca. Pero abans de parlar d’aquests
treballs, cal esmentar, seguint un rigords ordre historic, la tesi doctoral de P.
Finsler apareguda el 1918@ on s’introdueixen els espais que avui es coneixen
amb el seu nom i que tenen I'origen en el calcul de variacions. Els espais de
Finsler constitueixen la generalitzaci6 més natural dels espais de Riemann. La
diferencia fonamental consisteix en en fet que I'’element de longitud, en lloc de
venir donat per una expressio del tipus:

ds=/gijdx'dx]

ve donada per una funcié qualsevol

ds=L(x', ..., x"dx",...,dx"

39Nozione di paralelismo in una varietd qualunque et consequente specificazione della cur-
vature Riemanniana. Rend. Palermo 42 (1917) 73-205.

40Surla possibilité de plonger un espace riemannien donné dans un espace euclidien. Annals
de la Soc. Polonaise de Math. 6 (1927) 1-7.

41Jber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen. Dissertation. Gottingen 1918.
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positivament homogenia i de primer grau respecte a les dx’. Amb aixo volem
dir que:

L. xdx, .. kdx, ... dx™) = kLK., x" dx .., dx™
si k>0.

Ja Riemann, a la seva famosa memoria de 1854, discuteix diverses possibilitats
en 'elecci6 de la metrica i diu que també es poden considerar altres metriques
donades per expressions diferents. Riemann concretament suggereix la possi-
bilitat de prendre com a metrica una expressié que sigui I'arrel quarta d’'una
forma diferencial de quart d’ordre en les diferencials dx’. Aixi doncs, encara
que els remots origens del treball de Finsler es puguin buscar en aquesta me-
moria de Riemann, el seu veritable motiu €s, sens dubte, el calcul de variacions,
en que es pretenen trobar les corbes que fan minima una determinada integral:

b2 ; .
I:f L(x' (), %' (n)dt
151

on .L és una funcié determinada de x’ i de x’. Si volem parlar amb un minim de
rigor, necessitem treballar al fibrat tangent (que té dimensio 2 si la varietat de
partida té dimensi6 n). £ és llavors una funci6 £ (x!,..., x" &L .. &) definida
al fibrat tangent. Les funcions L' considerades per Finsler no poden ser com-
pletament arbitraries, siné que cal imposar-los certes condicions de regularitat
i positivitat, per exemple que la forma quadratica azfgi i n'n/ sigui definida po-
sitiva, la qual cosa es tradueix en condicions de convexitat:

L+ < L8 5D+ L 5.

Finsler, per metodes analiticogeometrics variats i enginyosos aconsegueix ge-
neralitzar gran nombre de teoremes de la geometria riemanniana. Posterior-
ment altres geometres tractaran de traslladar a la geometria finsleriana la teoria
del parallelisme de Levi—Civita pero el primer a donar-ne una teoria coherent
i metddica de la geometria finsleriana fou sens dubte E. Cartan "]

El 1918 apareix també un treball fonamental de H. Wey@ que juntament amb
un altre treball del mateix autor aparegut tres anys més tard,lzr_g] constitueixen el

421, Berwal. Math. Zeitschrift 25 (1926) 40-73 i Atti Congresso Inter. Matem. Bologna (1928)
263-270.

43Les spaces de Finsler. Hermann. Paris 1934.

44Reine Infinitesimalgeometrie. Math. Zeischrift 2 (1918) 384-411.

4SH. Weyl: Zur Infinitesimalgeometrie; Einordnung der projektiven und konformen Auffas-
sung, Gotingen Nachrichten (1921) 99-112.
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punt de partida de la geometria diferencial conforme i de la geometria diferen-
cial projectiva. Fins llavors només s’havien considerat les connexions induides
per metriques de Riemann (emprem aqui la paraula connexié com a sindonim
de derivacio covariant, encara que H. Weyl 'empra en sentits molt diferents).
Es a partir d’aquests treballs que comencen a considerar-se un altre tipus de
connexions. H. Weyl defineix les connexions afins (el que avui entenem per
connexions lineals sense torsi6) que consisteixen a donar una familia de sim-
bols de Christoffel Ffj, tals que Ffj =T ;?l. i que en canviar de coordenades can-
vien segons les lleis de canvi ben conegudes.

Weyl s'interessa després per les families de connexions afins que tenen les ma-
teixes geodesiques, canviant-ne si cal la parametritzaci6. Sigui I' una connexi6
afi (donada pels seus simbols de Christoffel). Si x(#) és una geodesica, verifica-
ra:

d’xt . dx'dx/ 3

+ T, =
dr2  Ydt dt
Sigui f = ¢(f) un canvi de parametre d’aquesta corba. Es tindra:

A’xt dxt " . dx'dx
—t—=—F+l;,————=0
dt?  dt ¢”? I dt di
Si volem que amb la nova parametritzacio, la corba x(#) sigui una geodesica per
auna certa connexi6 I' haura de verificar-se
d?x’ : dx' dxJ 3
ar " di di

0.

Restant aquesta igualtat de I'anterior es té:

(7 — k)dxi dx! dxi(p_”
Ut dE di o di ¢

Perque aix0 passi, dedueix Weyl que la diferencia ff i~ Ff i ha de ser del tipus:
k k
6;wj+o6 Vi

on ¥ és una 1-forma diferencial i 6 f indica la 6 de Kronneker. Reciprocament
donada una 1-forma diferencial ¥ i una connexio I', la connexi6 I" definida per:

TF =T5 +0fy;+65y, @

1
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és tal que té les mateixes geodesiques que I' (possiblement parametritzades
d’'una altra manera). Als canvis de connexi6 del tipus (1), Weyl els anomena
canvis projectius de parametritzacid, ja que conserven les geodesiques (per
analogia amb les transformacions projectives de I’espai ordinari que conser-
ven les rectes). La geometria diferencial projectiva s’'interessa per les propietats
invariants per canvis projectius de connexions, és a dir, per propietats comunes
a totes les connexions I que s'obtenen d’una connexi6 I' donada, per canvis del
tipus (1).

La condici6 (1) es pot expressar de la manera segiient:
VxY =VxY+yX)Y +y(Y)X,

on ViV s6n respectivament les derivades covariants corresponentsa I iI'. Do-
nada una metrica de Riemann g sobre una varietat n-dimensional M, Weyl de-
fineix el tensor de curvatura projectiva per:

Wiijk = Riiji — =5 (8ikRij — &1 Rir)

i demostra que si (M, §) és una altra varietat de Riemann i M ., M una trans-
formacié de M a M, condicié necessaria perque ¢ conservi les geodesiques (és
a dir, sigui una transformacié projectiva) és que @*W = W, on W és el tensor
de curvatura projectiva de M.

En aquests dos treballs Weyl també s’ocupa de la geometria conforme, que té
per objecte I'estudi de les propietats geometriques d'una varietat de Riemann
que no s’alteren per transformacions conformes. Una transformaci6 ¢ entre

dues varietats de Riemann (M, g) i (M',g"), M 2, M, es diu conforme si es
verifica ¢*g’ = Ag, on A és una funcio positiva, cosa que equival a dir que «con-
serva els angles». Si g és una metrica sobre M, sigui I' la connexi6 de Riemann
associada a aquesta metrica. Sigui A una funcié positiva i considerem la me-
trica @ = Ag. SiTiT s6n les connexions associades a aquestes metriques de
Riemann, es verifica:

f‘ik:F§k+6§Wk+6]Léw1_gijglij @)
on vy és la 1-forma diferencial definida per:
y; = 30;logA.

Aixi, doncs, la geometria conforme estudia les propietats de M que no s’alteren
per canvis de connexid del tipus (2). Weyl introdueix el tensor de curvatura
conforme d’una varietat de Riemann n-dimensional de la segiient manera:
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Cijki = Rijki — 75 (8ikRj1 — &itRjk — 8jkRir + &jiRik)
R
+ ooz (8ik &)1 — 8il8jk)-

Prova llavors que si M i M s6n varietats de Riemann i ¢ és una transformacié

Y s - < . ~ = .
M — M, condici6 necessaria perqueé ¢ sigui conforme és que ¢*C=C,on Ci
C s6n respectivament els tensors de curvatura conforme de M i M.

Aquests treballs de H. Weyl serveixen de punt de partida a E. Cartan per a un es-
tudi més profund de la geometria diferencial projectiva i conformeEG] Aquests
treballs d’E. Cartan constitueixen el germen de la teoria de connexions en es-
pais fibrats que no trobara la seva expressi6 definitiva fins al treball fonamen-
tal d’Ehresmann el 1950. Precisament per manejar intuitivament nocions que
trigarien molts anys a formalitzar-se rigorosament, els treballs d’E. Cartan als
quals alludim s6n de dificil lectura. Una exposicié moderna, de facil compren-
si6 sobre les connexions projectives i conformes es pot trobar als treballs de
TanakaPZ] El 1919 i 1920 apareixen quatre treballs d’E. Cartalﬂ que no podem
deixar d’esmentar ja que contenen I’essencial de la teoria de la referencia mobil
(aplicada a I’estudi de subvarietats d'un espai euclidia o no euclidia i a la defor-
maci6 de superficies). El metode no era nou, ja que havia estat utilitzat amb
anterioritat per altres matematics, especialment per Darboux. El que aporta E.
Cartan no és el metode en si, sind adonar-se de les moltes possibilitats que ofe-
reix la seva aplicaci6 sistematica. Si S és una subvarietat de R”, el metode de
la referencia mobil serveix per determinar invariants de S davant del grup G de
les isometries de R” que ens permeten determinar quan dues subvarietats Si S’
difereixen per un desplacament de R”. Pel que fa referéncia a la pedagogia de
la geometria diferencial, direm que ens sembla summament formatiu 1'Gs rei-
terat d’aquest metode en el transcurs d'un curs, utilitzant-lo en geometria de
Riemann per definir les formes de connexi6 i de curvatura, a geometria d’ hi-
persuperficies de R” per interpretar la segona forma quadratica fonamental,

46E, Cartan. Les espaces a connexion conforme. Ann. Soc. Polon. Math. 2 (1923) 171-221.
Sur les variétés a connexion projective. Bull. Soc. Math. Franca 52 (1924) 205-241.

4"Tanaka: Projective connections and projective transformations. Nagoya Math. Journal 12
(1957) 1-24. Conformal connections and conformal transformations. Trans. Amer. Math. Soc.
92 (1959).

48Sur les variétés de courbure constante d’'un espace euclidien ou non euclidiene. Bull. Soc.
Math. France 47 (1919 126-160. 48 (1920) 132-208) Sur le probléme général de la déformation.
C.R. Congrés Strasbourg (1920) 397-406. Sur la déformation projective des surfaces. Ann. Ecole
Norm. 37 (1920) 259-356.
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les equacions de Gauss-Codazzi i per demostrar el teorema de Bonnet que diu
que una hipersuperficie queda completament determinada, excepte desplaca-
ments de R3, per les seves dues primeres formes quadratiques fonamentals, i
en moltes altres qiiestions.

En comencar el segle XX hem citat els treballs de Hilbert i Liebmann sobre su-
perficies de R® i hem dit que eren resultats de tipus global. No obstant aixo,
fins ara la majoria de resultats que hem comentat han estat locals. La noci6 de
varietat diferenciable que comenca a néixer a partir de 1914 triga a imposar-
se a la majoria d’'investigadors atrafegats en qiiestions locals importants, com
ara la noci6 de parallelisme i la generalitzaci6é del concepte de connexié que
es va perfilant. El 1925 apareix no obstant un resultat global, que esta molt di-
rectament relacionat amb els de Hilbert i Liebmann. Em refereixo al segiient
teorema de H. Hopf: «Una varietat de Riemann de dimensi6é n completa, sim-
plement connexa, de curvatura constant k? > 0 és isometrica a I'esfera de R*!

de radi %»

A partir del 1925 els gedbmetres comencen a preocupar-se per «globalitzar» re-
sultats. En el camp dels grups de Lie tots els resultats que es coneixien fins ales-
hores eren de caracter local. El concepte de grup de Lie com varietat diferencia-
ble (global) ni tan sols havia estat plantejat. Pero ara, en tres anys, quedara tota
la teoria globalitzada per obra i gracia de H. Weyl i E. Cartan. La memoria fona-
mental de H. Weyl en aquest domini és de considerable extensié@i replanteja
tota la teoria des del principi, és a dir, des de la tesi doctoral d’E. Cartan sim-
plificant enormement els calculs i els raonaments. Aborda el problema de les
representacions dels grups de Lie semisimples des del punt de vista local. Obté
el segiient resultat (local) de considerable importancia: Si g és una algebra de
Lie semisimple, tot g-modul (és a dir tota representacio de g) és semisimple.
Els resultats globals estan lligats a I’estudi dels caracters de les representacions
irreductibles. Si G és un grup de Lie, una representacié de G en un espai vec-
torial E consisteix en un morfisme p de G al grup de Lie GL(n,C) o GL(n,R) de
les aplicacions lineals regulars d'un C-espai vectorial o de un R-espai vectorial
E de dimensi6 n. Una tal representacio es pot interpretar com una estructura
de G-modul a E. El caracter yr d'una representacié p de G a E consisteix en
'aplicacié de G a C (o a R) que assigna a cada x de G la tra¢a de 'endomorfis-

49R. Hopf: Uber die curvatura integra geschlossener Hyperflichen. Math. Ann. 95 (1926)
340-367.

0Theorie der Darstellung Kontinuerlichen halb-einfacher Gruppen durch lineare Transfo-
mationen. Math. Zeitschrift 23 (1925) 271-309, 24 (1926) 388-393 i 789-791.
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me p(x). Weyl considera un producte escalar natural de caracters que ja havia
estudiat I. Schur molt abanﬂi que podem definir de la segiient manera: Si y
i yr son dos caracters corresponents a dues representacions de G en dos espais
vectorials diferents E i F, el producte escalar (ygxr) és

f e xr(s™)
seG

(se suposa G compacte) on aquesta integral (o mesura de Haar) esta caracte-
ritzada per ser I'tinica aplicaci6 lineal y de 'espai C(G) de totes les funcions
continues de G a R que verifica les segiients propietats:

(1) Sif=0,u(f)=0isig=0if(s)>0peraalgunseg, u(f)>0.
(2) Peralafuncié 1esté u(l) =1.

B) uLaf)=u(f)VYaeG,on (Lyf)(s)= f(as).

El producte escalar de caracters (g, yr) que hem definit verifica les segilients
propietats d’ortogonalitat:

Si E i F s6n representacions simples no isomorfes, (Y, xr) = 0, i si son repre-
sentacions simples isomorfes (yg, yYr) > 0 (si les representacions s6n comple-
xes (Y, xr) = 1). D’aquest resultat es desprén que si E i F s6n representacions
simples de G tals que yr = xr, E i F son G-isomorfs. Aix0 explica perque l'es-
tudi dels caracters dona tanta informacio6 sobre les representacions. L'estudi
dels caracters juntament amb la classificacio local dels grups de Lie semisim-
ples permet a Weyl classificar les representacions dels grups de Lie. Diguem
que quan Weyl va publicar aquest treball no es coneixia encara la teoria d’in-
tegraci6 en grups topologics compactes arbitraris (mesura de Haar) i que Weyl
pot integrar les seves funcions sobre tot el grup construint un element de vo-
lum adequat i utilitzant I'estructura de varietat diferenciable de grup de Lie. El
fet que el meétode d’integraci6 de Weyl no esta lligat en realitat a I'estructura
diferenciable del grup és un descobriment posterior.

La publicaci6 de la darrera part del treball de H. Weyl coincideix amb 'aparici6é
de dues importants memories d’E. Cartan sobre aquest domini{?] la primera

51Schur: Neue Begriindung der Theorie der gruppenchraktere. Sitz. Ber. Berl. Akad. 1905.
52La géometrie des groupes de transformations. J. Math. Appl. 6 (1927) 1-119. La géometrie
des groupes simples. Annali di Matematica 4 (1927) 209-256.
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de les quals conté un estudi dels grups de Lie des d'un punt de vista geometric-
diferencial. Un grup G pot operar sobre si mateix de tres maneres diferents: per
translacions per I’esquerra, per translacions per la dreta i per transformacions
del tipus: t — sts™!. En relacié amb aixo, Cartan mostra que es poden definir
sobre G tres connexions afins diferents de manera «natural». Dues d’aquestes
connexions (les que corresponen a translacions per la dreta i per I'esquerra)
tenen curvatura nulla, perd en canvi tenen torsi6. Les geodesiques de G sé6n
les mateixes en les tres connexions (son les classes laterals corresponents als
subgrups uniparametrics). Cartan determina les subvarietats de G totalment
geodesiques que son de dues classes: (a) els subgrups de G i les classes late-
rals corresponents a aquests subgrups, i (b) les subvarietats de G determinades
pels sistemes triples de Lie continguts a 1'algebra de Lie g de G, és a dir, els
subespais t de g que verifiquen que si X, Y, Z € t, llavors 'element [[X, Y], Z] és
també de t. La segona memoria de Cartan que hem esmentat conté un estu-
di de la topologia dels grups de Lie semisimples compactes reals i de les seves
complexificacions, arribant-ne a determinar el primer grup d’homotopia.

Ja hem vist abans, en parlar dels treballs de H. Weyl sobre geometria projectiva
i conforme, com el concepte abstracte de connexi6 es va perfilant. En aquesta
direccié no podem passar per alt una memoria d’E. Cartan apareguda el 192
que és una veritable anticipacié de les connexions en fibrats i en que és in-
troduit per primer cop el grup d’holonomia. Actualment, en que aquests con-
ceptes estan formulats de manera rigorosa, ens sembla convenient transcriure
literalment alguns paragrafs de la introducci6 d’aquesta memoria on es reflec-
teixen de manera excellent les idees intuitives que estaven a la ment d’E. Car-
tan: «...Enlloc de generalitzar d'una manera més o menys natural les lleis del
transport parallel de vectors, he buscat la manera de generalitzar el principi tan
fecund de Klein pel qual tota geometria és I'estudi d'un grup de transformaci-
ons G». El «continu» en el qual estan localitzades les figures de que s’ocupa
la geometria i les iniques propietats que es jutgen essencials son aquelles que
es conserven per una transformacié arbitraria de G, es diu un espai amb grup
fonamental G.

Sigui un «continu» de n dimensions i G un grup de n variables. Imaginem, in-
tuitivament, associat a cada punt del continu un espai amb grup fonamental G,
al qual pertanyera aquest punt A. Imaginem també una llei permetent relacio-
nar entre ells els espais associats a dos punts infinitament propers del continu.

%3Les groupes d’holonomie les espaces généralizes. Acta Math. 48 (1926) 1-42.
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Gracies a aquesta llei, la porci6 del continu infinitament propera a A podra ser
considerada com una porcié d'un espai amb grup fonamental G il’espai asso-
ciat a A podra anomenar-se espai tangent al continu en A. Si ara considerem
en el continu un cami continu que uneixi dos punts A i B, la relaci6é de I'espai
tangent a B amb |'espai tangent a A es podra fer progressivament al llarg del
cami considerat i podra dir-se que aquesta relacié constitueix el desenvolupa-
ment del cami AB i dels espais tangents, o si es vol, de la porcié de continu que
entorn del cami AB, sobre 'espai tangent a A. Si es va de A a B per un altre ca-
mi, el desenvolupament aixi obtingut no coincidira en general amb el primer.
Poden expressar-se totes aquestes propietats dient que el continu donat, amb
la llei que relaciona progressivament els espais tangents, constitueix un espai
no holonom amb grup fonamental G. La no holonomia es tradueix pel fet que,
descrivint en el continu un contorn tancat (o cicle) que partint de A torna una
altra vegada a aquest punt, el punt Ai el seu entorn han patit en arribar, un cert
desplacament (o transformaci6 del grup G) en relacié amb les seves posicions
inicials, que en direm desplacament associat al cicle. Jo he demostrat que els
desplacaments associats als diferents cicles d’origen donat A constitueixen un
grup continu § (subgrup del grup fonamental) i que aquest grup és essencial-
ment el mateix sigui quin sigui el punt A considerat a ’espai no holonom. El
grup @, que proposo anomenar grup d’holonomia del’espai, em sembla que ha
de jugar un paper important en la teoria dels espais no holonoms...» i conclou
Cartan: «...Després d’'indicar alguns teoremes generals que ens seran ttils, de-
mostro com es poden determinar tots els grups d’holonomia dels espais me-
trics i dels espais conformes normals de tres dimensions, aixi com dels espais
projectius normals de dues dimensions. Indico, finalment, com consideracions
d’Analisis situs s'introdueixen de manera natural en aquesta teoria».

Com es pot veure per aquests paragrafs, la mentalitat de Cartan arribava sem-
pre al fons dels problemes encara que per aix0 hagués de suplir amb molta
intuicio les eines que li feien falta i que no tenia de manera rigorosa.

La teoria dels espais de Riemann simetrics és iniciada per E. Cartan en tres me-
mories fonamentals, aparegudes respectivament el 1926, 1927 i 1932@15 es-
pais de Riemann localment euclidians sén els que tenen curvatura nulla. Des-
prés d’aquests, els espais de Riemann més senzills que es coneixen son aquells
en que la derivada covariant del tensor de curvatura és nulla. Aquests espais,

54Sur une classe remarquable d’espaces de Riemann. Bull. Soc. Math. France 54 (1926) 214-
264, 55 (1927) 114-134. Les espaces riemanniens symetriques. Verh. Int. Math. Kong. Ziirich I
(1932) 152-161.



35

que inclouen els espais de curvatura constant, van ser anomenats simetrics per
Cartan ja que s6n aquells espais per als quals la simetria respecte a un punt és
una isometria. Aquests espais admeten un grup transitiu d’'isometries i la com-
ponent connexa del subgrup d’isometries que deixen fix un punt de I'espai és
compacta. Aquest fet relaciona els espais de Riemann simeétrics amb els espais
homogenis. Cartan es proposa el problema de la classificacié dels espais es-
mentats. Per aixo observa, en primer lloc, que si una meétrica de Riemann sime-
trica pot descompondre’s (localment) en suma de dues metriques de Riemann
de dimensi6é menor, cadascuna és també simetrica. El problema queda reduit
per tant al cas de les metriques irreductibles, que no es poden descompondre.
Cartan aplica dos metodes diferents per resoldre aquest problema. El primer
consisteix en la determinaci6 dels subgrups dels grups ortogonals que poden
ser grups d’holonomia d'un espai de Riemann simetric irreductible. Aquests
subgrups poden ser determinats basant-se en la propietat de deixar invariant
laforma: ZR;jx X ixkyJiy! Aquest metode, que ha estat aplicat posteriorment
a I'estudi de molts altres problemes de molt diversa indole, condueix per des-
gracia a calculs forca complicats. El segon metode és molt més bonic. Sigui G
la component connexa del grup de totes les isometries i H la component con-
nexa del subgrup de G que deixa fix un punt O. H és un subgrup compacte. Si
o designa la simetria respecte a O, I'aplicaci6: G — G, g — ogo, és un auto-
morfisme involutiu de G. Tots els elements de H sén elements fixos d’aquest
automorfisme. Reciprocament, quan un grup de Lie connex G té un automor-
fisme involutiu tal que la component connexa H del subgrup d’elements fixos
d’aquest automorfisme és compacta, el grup quocient G/ H pot dotar-se d’'una
metrica de Riemann simetrica. Pot veure llavors que si G/H no és localment
euclidia (és a dir, si el seu tensor de curvatura no és identicament nul), o bé
el grup G és simple, o bé és producte directe de dos grups simples compactes
isomorfs.

En el darrer cas, si suposem G = L x L, aleshores 'automorfisme involutiu ha de
tenir la manera (a, b) — (b,a) amb ai b de Lil'espai G/ H es pot identificar a L.
Aquest cas es redueix, doncs, a I’estudi de la geometria de I'espai d'un grup de
Lie simple compacte. Quan G és simple, pot passar que sigui compacte o que
no. En el primer cas, G/ H és homeomorf a un espai euclidia que és I'inic espai
simetric que té G com a grup d’isometries. En el segon cas, I'espai simetric que
té G per grup isometries, no és tinic. Cartan, en aquests treballs, arriba a donar
una llista dels espais de Riemann simeétrics possibles.

Encara que no sigui propiament de geometria diferencial, cal esmentar un tre-
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ball de Van Dantzig i Van der Waerden aparegut el 1928|f]en que proven que
el grup d’isometries d'un espai metric connex i localment compacte, és local-
ment compacte respecte a la topologia compacte-oberta. Com que una varietat
de Riemann pot dotar-se de manera natural d’'una distancia que la converteix
en un espai metric, el resultat anterior aplicat a aquesta situacio ens diu que el
grup d’isometries d'una varietat de Riemann és localment compacte respecte
a la topologia compacte-oberta. Aixo permetra posteriorment aplicar a aquest
grup d’isometries molts resultats de la teoria general de grups localment com-
pactes que en aquells temps ja s’estava forjant.

H. Hopf i W. Rinow demostren el 1931 un resultat que actualment usem molt
sovint, que és el seglient:

Si M és una varietat de Riemann, les tres afirmacions segiients s6n equivalents:
(a) Tota geodesica de M es pot prolongar indefinidament.

(b) M és un espai metric complet respecte a la distancia d determinada per la
metrica de Riemann.

(c) Tot subconjunt fitat de M (respecte d) és relativament compacte.

Aquest resultat justifica anomenar varietat de Riemann completa una varietat
de Riemann que compleix (a)m

11 Latesidoctoral de Georges de Rham
i els treballs de Marston Morse

Aixi com la decada dels anys vint ha estat marcada d'una banda pel desenvolu-
pament considerable de la teoria global dels grups de Lie i la seva conseqiient
aplicaci6 als espais de Riemann simetrics i, d’altra banda, per I'’evoluci6 del
concepte de connexi6 i 'aparici6 del concepte de grup d’holonomia, la deca-
da dels anys trenta estara marcada pels treballs de Georges De Rham i Marston
Morse, en direccions ben diferents, i pels treballs de Hodge al final d’aquesta
decada sobre I'espai de formes harmoniques d'una varietat de Riemann.

S5Uber metrisch homogenen Rdume. Abh. Math. Sem. Hamburg. 6 (1928) 374-376.
SHopf-Rinow: Uber den Begriff vollstindigen differentialgeometrischen Flichen. Comm.
Math. Helvetici 3(1931) 209-225.
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El 1931 apareix la tesi doctoral de Georges De RhamE]els resultats de la qual ha-
vien estat conjecturats per Elie Cartan@que els havia utilitzat anticipadament
per a I'estudi de la topologia dels grups de Lie compactes. Sigui X una varie-
tat diferenciable compacta i orientable. Designem per R” (X) l'espai vectorial
de les p-formes diferencials sobre X. Designem per B”(R(X)) el subespai de
les w € RP(X) que sén de la forma w = da amb «a € RP1(X). Designem per
ZP(R(X)) el subespai de les formes w de RP(X) que s6n tancades, és a dir tals
que dw = 0. BP(R(X)) c ZP(R(X)) ja que dd = 0. Per altra banda, introdu-
im la nocié de cadena singular de dimensié p com a combinaci6 lineal formal
(amb coeficients reals) d’aplicacions diferenciables orientades de poliedres de
dimensi6 p amb valors a X. Es defineix la vora d'un poliedre singular de dimen-
si6 p, que és una cadena singular de dimensi6 p—1, i per linealitat es defineix la
vora 0C d’'una cadena singular qualsevol C. S’anomenen p-cicles les p-cadenes
C tals que 0C = 0 i p-vores les p-cadenes C que sén de la forma C =adC’, on C’
és una (p + 1)-cadena. Com que 00C =0, tota p-vora és un p-cicle. L'espai vec-
torial quocient dels p-cicles modul les p-vores es designa per H,(X) i és I'espai
d’homologia de dimensié p de X. Donada una p-forma w sobre X i una p-
cadena C es defineix de manera natural la integral [~ . Si w és una p-forma i
C una (p + 1)-cadena, la férmula de Stokes es pot escriure:

fdw:f w.
c ac

Aquesta féormula mostra que quan w és una p-forma tancada i C és un p-cicle
laintegral ;- no depen del representant C triat a la classe d’homologia de C.
S’obté aixi una aplicacié

ZP(R(X)) — Hom(Hy(X),R)
o —  (e= /o)
Aquesta aplicaci6 és lineal i s’anulla al subespai B” (R(X)), en virtut de la for-
mula de Stokes. Per pas al quocient s’obté una aplicaci6:

HP(R(X)) = ZP(R(X))/B” (R(X)) — Hom(H(X),R) = H” (X, R).

Els dos teoremes fonamentals de la tesi de De Rham afirmen respectivament
que I'aplicacio anterior és injectiva i exhaustiva, és a dir, un isomorfisme. De

57Sur I'Analysis situs des variétés a n dimensions, thése de doctorat. Paris, Journal de Math.
10 (1931).

%83ur els nombres de Betti des espaces de groupes clos. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris, 187
(1928) 196-198.
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Rham ala seva tesi només tracta el cas en que la varietat X és compactaiorien-
table i admet una certa subdivisi6 cellular. A aquests dos teoremes, De Rham
afegeix un tercer concernent a I’estructura multiplicativa de I’algebra de coho-
mologia. Observem que en aquesta €poca encara no es coneixia aquesta es-
tructura multiplicativa. Aixi doncs, en aquesta ocasi6 la geometria diferencial
va anar per davant de la topologia algebraica. En aquella epoca es coneixia no
obstant la teoria de la intersecci6 de cicles: la intersecci6 de la classe d’homolo-
gia d'un p-cicle i de la classe d’homologia d'un g-cicle és una classe d’homolo-
gia de dimensio p+ g—n, on n designa la dimensio6 de la varietat X. Aixi doncs,
la intersecci6 de cicles de dimensions complementaries defineix una aplicacio
lineal:
F: Hy(X) x Hy—p(X) — R

que posa en dualitat els dos espais vectorials H, (X) i H,—,(X). Aquesta dualitat
era ja coneguda per Poincaré. Utilitzant 'isomorfisme de De Rham i aquesta
dualitat s’'obté un isomorfisme:

Hy,(X) — H" P(R(X)).

El tercer teorema fonamental de la tesi de De Rham es pot enunciar aixi:

La intersecci6 de classes d’homologia i la multiplicaci6 exterior de formes dife-
rencials defineixen respectivament a H, (X) i H*(R(X)) estructures multiplica-
tives que es conserven mitjancant I'isomorfisme anterior.

Els teoremes de De Rham, que després van ser generalitzats a varietats no com-
pactes i no orientables, no trobarien pero la seva expressio definitiva fins que el
1945 Laurent Schwartz introduis la seva teoria de distribucions. Aquesta sug-
geriria a De Rham la noci6 de «corrent» que engloba alhora la noci6 de cadena
singular i de forma diferencial. Pero ja en parlarem molt extensament més en-
davant. Diguem ara que potser la millor exposici6 que s’ha fet dels teoremes
de De Rham sense recérrer a la noci6 de corrent, es deu a André Weil F% Actual-
ment és relativament facil, pressuposant coneguts prou resultats de topologia
algebraica, provar que la cohomologia de les formes diferencials (anomenem-
la cohomologia de De Rham) és isomorfa a la cohomologia singular. Aixo0 és
el que fan molts llibres enunciant-lo com a «teorema de De Rham». Aix0 no
obstant, el que no resulta tan facil i que constitueix el veritable teorema de De

593Sur les théoremes de De Rham. Comentarii Mathematici Helvetici 26 (1952) 119-145.
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Rham és provar que I'aplicaci6é engendrada per:

ZP(R(X) — Hom(H,(X),R)
o —  (e= )

dona un isomorfisme de H”(R(X)) a HP(X,R) (no que hi ha un isomorfisme,
sin6 provar que I'aplicaci6é anterior és un isomorfisme).

Els treballs de Marston Morse constitueixen un estudi de la topologia d’'una
varietat diferenciable a partir dels punts critics que admet una funcié donada
sobre aquesta varietat, amb valors reals o complexos. Si bé els resultats essenci-
als de la teoria de Morse estan continguts en una seérie de treballs apareguts de
1925 a 1931@ una exposicié conjunta de la seva teoria no apareix fins al 1934
en un llibre editat per I'«cAmerican Mathematical Society»@ Si bé en aques-
ta publicaci6 s’hi exposava |'essencial de la teoria de Morse, la presentacio és
forca diferent a com la coneixem actualment pel fet que en aquella época no
es coneixia encara la noci6 de CW-complex que va ser introduida per J. H. C.
Whitehead el 1949@ Pel que fa a la part de la teoria que es refereix al calcul de
variacions, concretament el teorema de I'index, va anar evolucionant després
de I'aparici6 del llibre de Morse abans esmentat, per obra de dues publicaci-
ons, una del mateix Morse el 1938 i una altra més recent deguda a Ambrose el
1961@ Una exposici6 moderna breu i de lectura molt agradable de tota la te-
oria pot trobar-se al llibre de R. Bott «Lectures on Morse Theory» (Universitit
Bonn 1960) o al llibre de Milnor «Morse theory» (Princeton University 1963) que
és una copia del llibre de Bott amb molt poques variants. A causa de I'extraor-
dinaria importancia d’aquesta teoria intentarem explicar en poques paraules,
el contingut i resultats essencials. Per aix0 adoptarem el punt de vista actual,
encara que tractarem en alguns casos de donar el punt de vista inicial de Morse.
La teoria de Morse té dues parts. La primera part, que anomenarem «elemen-
tal» estudia la topologia d'una varietat diferenciable a partir dels punts critics
que admet una funcié donada sobre aquesta varietat. La segona part consisteix
en la transposici6 dels resultats obtinguts a la primera a I'estudi de certes pro-
pietats globals del calcul de variacions. Comencem per la teoria «elemental».
Sigui M una varietat diferenciable (de classe C*) i f una funci6 diferenciable

60Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925) 345-396. 30 (1928) 213-274, 31 (1929) 379-404, 32 (1930)

61M. Morse: The calculus of variations in the large. New York 1934.

62 Combinatorial Homotopy. Bull, Amer. Math. Soc. 55 (1949) 213-245.

63Morse: The index theorem in the calculus of variations. Duke Math. Periodic 4 (1938) 231-
346. Ambrose. The index theorem in Riemannian Geometry. Ann. of Math. 73 (1961).
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real, definida sobre M. Un punt p € M s’Tanomena punt critic de la funcié f

si I'aplicacio lineal tangent en aquest punt T, (M) LN R s’anulla, la qual cosa
equival a dir que si (x!,...,x") és un sistema de coordenades del punt p, totes
les derivades parcials 9; f s’anullen en p. Si p és un punt critic de f, I'hessia de
f a p és per definici6 'aplicaci6 bilineal simetrica:

T, (M) x T,(M) 2% R
definida per fi. (v, w) = 0, (i (f)), on i i sén camps definits en un entorn de
p tals que al punt p coincideixen amb els vectors v i w donats. La definicio és
independent de les extensions 7 de v i i de w considerades. f.. és simetrica,
jaque

Up(W(f) — Wp(0(f) = [0, W]p(f) =0

(el claudator de Poisson [0, ] ,(f) s'anulla perque p és un punt critic de f).
Lhessia aixi definit té per matriu en un sistema de coordenades (x!,..., x™):

0:0; f(p)).

S’anomena index de f a p la dimensi6é del maxim subespai vectorial E de T}, (M)
sobre el qual f. . és definida negativa i s’anomena nullitat de f a p la dimensi6
del subespai N de T, (M) constituit pels vectors v tals que fi.(v,w) =0 per a
tot w.

Sigui p un punt critic de f. Sila nullitat de I'hessia f.. al punt p és nulla, el
punt es diu que és un punt critic no degenerat. El segiient resultat (lema de
Morse), mostra el comportament de la funcié f en un entorn d’'un punt critic
p no degenerat: Sigui p un punt critic no degenerat de f. Sigui A I'index de f
a p. Hi ha un sistema de coordenades (y',...,y") en un entorn de p tals que
y'(p) = 0i que la funcié f s’expressa en aquest entorn per:

F=fP -2 =A% = . M2+ MH2 -+ (M2

Diguem ara en que consisteix 'operacié d’adjuntar una «k-cella» a un espai.
Sigui e la k-cella consistent en tots els vectors de R* de norma < 1, i ¥ la seva
vora, és a dir, el conjunt de vectors de norma 1.

Si g és una aplicacié continua de é* en un espai topologic Y, 'espai Y U g ek

(adjuncié de e* a Y mitjancant g) és per definicié la reuni6 disjunta junta de
Y i eX, identificant cada x € é*¥ amb g(x) € Y. Sigui f una funcié real positiva
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sobre una varietat diferenciable M. Donat un nombre real, a, designem per
M= f~Y(~oco0,a) = {p€ M| f(p) < a}. Els resultats fonamentals de la teoria de
Morse elemental poden enunciar-se aixi:

«Siguin a i b dos nombres reals amb a < b. Si el conjunt de punts p de M tals
que a < f(p) < b és compacte i no conté punts critics de f, llavors M“ és difeo-
morfa M? i a més la inclusi6 natural M* — M? és una equivaleéncia d’homoto-
pia».

«Sigui p un punt critic no degenerat de f d'index A i posem ¢ = f(p). Suposant
que f~[c—¢,c+e] és compacte i que no conté cap altre punt critic de f diferent
de p, llavors I'espai M“*¢ té el mateix tipus d’homotopia que M“~¢ amb una A-
cella adjuntada de manera convenient».

Aquests dos resultats porten com a conseqiiéncia el segiient:

«Si f és una funcié diferenciable sobre M els punts critics de la qual s6n tots
no degenerats i si cada M? és compacte, M és homotopicament equivalent a
un CW-complex que té una cella de dimensio A per cada punt critic de f d’in-
dex A».

Veiem, doncs, a través d’aquest resultat, que 1'estudi dels punts critics de la
funci6é donada, si aquests s6n no degenerats, ens dona molta informaci6 sobre
la topologia de la varietat.

Aquests son els principals resultats de la part que hem anomenat «elemental»
de la teoria de Morse.

Diguem dues paraules sobre la primitiva versi6 de Morse. Lestudi de la topo-
logia de la varietat M a través dels punts critics de f era motivat pels segiients
resultats:

«Si M és compacta i els punts critics de la funci6é f sén no degenerats, es verifi-
ca:

by(M) <c

1) =X

on by (M) és el nombre de Betti de dimensié A de M, c; és el nombre de punts
critics d'index A de la funcié6 f i y(M) denota la caracteristica d’Euler-Poincaré
de M».

La segona part de la teoria consisteix, com hem dit, en la transposicié del me-
tode emprat a la part elemental a l’estudi de certes propietats globals del calcul
de variacions.
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Sigui M una varietat de Riemann connexa. Siguin p i g dos punts de M (que
poden coincidir). Designem per Q(p, q) el conjunt de totes les corbes de M
diferenciables a trossos, que uneixen p i g. Considerem la funci6 E: Q(p, g) —
R que a cada trajectoria w que uneix p i ¢ li assigna I'energia E(w) = |, pq I % lldt.

Els punts critics de la funcié E donen les trajectories extremals, és a dir, les
geodesiques que uneixen p i g. Un estudi similar que condueix als mateixos re-
sultats es pot fer prenent en lloc de la funci6 «energia», la funcié «longitud». La
teoria elemental de Morse suggereix en aquest cas la possibilitat d’estudiar les
propietats topologiques de I'espai Q(p, q) a partir dels punts critics de la fun-
ci6 E («energia»). Pero aqui ensopega amb moltes dificultats. En primer lloc,
Q(p, ) no és una varietat diferenciable. Si es volgués dotar d'una estructura de
varietat diferenciable, hauria de ser de dimensi6 infinita, modelada, en lloc de
R”, en un espai vectorial topologic localment convex. Tanmateix, sense recor-
rer a aixo, es pot intentar transposar molts conceptes de la teoria elemental de
Morse a aquest cas.

La transposicié del concepte de corba diferenciable a trossos en una varietat
M, ens dona aqui la noci6 de variacié. En efecte, si w és un element de Q(p, q),
una variaci6 de w no és més que una funci6

I = Q(p, )
on I, és l'interval obert (—¢,€), € >0, tal que
@ a0 =w;
(b) Hihauna subdivisi6 0=ty < t; <--- < tx = 1 de [0, 1] tal que I'aplicaci6
I x [0,1] = M
definida per: a(u, t) = a(u)(t) és C* sobre cada tros I x [¢;, tj;+1].

Es diu que una trajectoria w € Q(p, g) és un punt critic per a la funci6 E si qual-
sevol que sigui la variaci6 & de w es verifica

[ dE@(u)

du ],u:O =0.

Es facil veure que les trajectories critiques w per a la funcié E s6n precisament
les geodesiques que uneixen p i q.
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Per continuar I'analogia amb el cas elemental, hem de definir ara quan una
trajectoria critica és degenerada o no i hem de definir I'index de la funci6 E en
una trajectoria critica.

Per aix0 hem de definir I'hessia de la funcié E. Donat w € Q(p, q), designem
per T, (Q) «espai tangent a w d’Q», 'espai vectorial dels camps vectorials W al
llarg de w, diferenciables a trossos, i que s’anullen als extrems p, q. Aixi com
en el cas elemental I'espai tangent en un punt és I'espai dels vectors tangents
a les corbes que passen per aquell punt, aqui es verifica també que donat un
X e T, (Q) existeix una variacié a de w tal que @(0) = w i que Z—Z(O) =X.

Si w és un punt critic de Q per a la funci6 E, definirem I'hessia de E a w com

una aplicaci6 bilineal:

T, (Q) x T,p(Q) 25 R

Per a aixo, donat (X,Y) € T,,(Q) x T,,(Q), considerem una variaci6 bidimensio-
nal d'w, és a dir, una aplicaci6 U x [0, 1] 2, M, on U és un entorn de 'origen a
R?, tal que

a(oyo) t) :a)(t)) aula(o)oy t) :X(t)) auza(O)O) t) = Y(t)-

Designem per a(u;, uy) 'element de Q(p, g) definit per: a(uy, uy) (1) = a(uy, uy, t).
Definim I'hessia E.. (X, Y) per:

E**(X; Y) = [aulaqu(d(ul; u2))]u1:0,u2=0'

La férmula de la variaci6 segona ens diu que aquesta definici6 és independent
de la variaci6 bidimensional a triada que compleixi amb les propietats

a(o)oy t) :w(t)) aula(o)oy t) :X(t)) auga(o)or t) = Y(t)

Sigui w un punt critic d’Q per a la funcié E, és a dir, una geodésica. Podem ara
definir, per analogia amb el cas elemental, I'index de E a w com la dimensi6 del
maxim subespai vectorial de T, () sobre el qual E.. és definida negativa, i la
nullitat de E a w com la dimensi6 del subespai de T, (Q2) constituit pels vectors
X e T,(Q) tals que E..(X,Y) =0peratot Y € T,(Q). Com que aqui T, (Q) és
un espai vectorial de dimensi6 infinita, caldria veure sil'index i la nul'litat de E
a w s6n nombres finits 0 no. El subespai dels X € T, (Q) tals que E..(X,Y) =0
per atot Y es demostra que coincideix amb el subespai dels camps de Jacobi al
llarg de w que s’anullen als extrems. Un camp definit sobre la corba w(?) es diu
de Jacobi si verifica 'equaci6 diferencial de segon ordre:

VX +R(X,o(0)d) =0
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on R indica el tensor de curvatura de la varietat M. Aix0 constitueix una equa-
ci6 diferencial de segon ordre i, per tant, X queda determinat univocament per
les condicions inicials X (0) i (V) X) =0, de manera que la dimensi6 de I'espai
vectorial dels camps de Jacobi és 2n (on n és la dimensi6 de la varietat M). Els
punts p i g es diuen conjugats al llarg d’w si hi ha un camp de Jacobi no nul X al
llarg de w que s’anulla a p i g. Es denomina multiplicitat de p i g com a punts
conjugats al llarg de w a la dimensi6 de I'espai vectorial d’aquests camps de Ja-
cobi. Es despren per tant que la nul'litat de E coincideix amb la multiplicitat de
p i q com a punts conjugats al llarg de w. L'index de E a w ve donat pel segiient
bonic teorema de Morse, conegut com a «teorema de I'index»:

«Sigui w(1),0 < £ < 1,unageodesicade M que uneix p i g. Hi hanomés un nom-
bre finit de punts w(t;), i =1,...,k, 0< t; < f, < --- < f; < 1, que sOn conjugats
del punt p = w(0) al llarg d'w. Si designem per p; la multiplicitat dels punts p i
w(t;) com a punts conjugats al llarg d’w, I'index de E a w ve donat per la suma
M1+ Ho+ et g

Donats dos punts p i g de M (que poden coincidir), un nombre real ¢ > 0
i una subdivisié de l'interval [0,1]: 0 < fp < f; < --- < f = 1, designem per
Q(p, q)(ty,..., t;)¢ el subconjunt de Q(p, g) constituit per les trajectories w(r)
amb w(0) = piw(1) = g que compleixen

(@) wllt;, ti+1] ésuna geodesicaperai=0,1,...,k—-1,

(b) E(w) <c.

Si la varietat de Riemann M és completa, per a subdivisions 0 < fp < f; < -+ <
ty = 1 de 'interval [0, 1] prou fines, el conjunt Q(p, g) (f, ..., tx)¢ es pot dotar
d'una estructura de varietat diferenciable de dimensio6 finita. Aproximant I'es-
pai Q(p, q) per tals varietats diferenciables i aplicant-hi la teoria de Morse ele-
mental per ala funci6 «energia» E, s’arriba, per una analisi for¢a fina, al segiient
teorema fonamental de la teoria de Morse:

«Sigui M una varietat de Riemann completa. Siguin p i g dos punts de M no
conjugats al llarg de cap geodesica de M. Lespai Q(p, q) de totes les trajectories
que uneixen p i g, dotat de la topologia compacte-oberta, és homotopament
equivalent aun CW-complex que té una cella de dimensi6 A per cada geodésica
d’index A que uneix p i g».

Veurem més endavant com la teoria de Morse es revela d’extraordinaria utilitat
en 'estudi de la topologia de les varietats riemannianes a partir de condicions
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de curvatura. Veurem que juga un paper essencial en els treballs de Klingen-
berg sobre les varietats de Riemann §-pingades.

12 Lageometria diferencial de 1934
ala Segona Guerra Mundial

Descriurem ara els principals avencos de la geometria diferencial en el periode
que va de la publicaci6 del llibre de Morse, el 1934, al'inici de la segona confla-
graci6 mundial. Els resultats més importants d’aquest periode es deuen, sens
dubte, a W.V.D. Hodge, i es refereixen a la teoria de formes harmoniques sobre
una varietat de Riemann. Estan continguts en dos treballs apareguts el 1935 i
1936[63] en que es pot trobar I'essencial de la teoria, si bé hem d’esmentar, com
a antecedent, un treball del mateix autor publicat el 1933@ En una varietat de
Riemann compacta (M, g), Hodge considera I'operador 6 que actua sobre les
r-formes diferencials, transformant-les en (r — 1)- formes de la segiient mane-
ra: N
OX)iy,..ip =87Vijiy, iy

Loperador 6 ja havia estat introduit per L.E.J. Brower per a espais euclidian@
i per R. Weitzenboeck per a espais de Riemanrf’j]i encara abans, havia estat
considerat per Volterra en el cas euclidia[®®| Una r-forma a sobre M es diu har-
monica si verificada =0ida =0, on d indica la diferencial exterior. El teorema
fonamental de Hodge afirma que I'espai vectorial de les r-formes harmoniques
sobre M té dimensio finita i la seva dimensi6 coincideix amb el r-esim nombre
de Betti de la varietat M. (M és compacta).

La primera demostracié de Hodge, apareguda al primer treball que hem es-
mentat, utilitza el teorema de De Rham i redueix la qiiesti6 a la soluci6 d'un
problema de contorn emprant un procés similar al descrit per Courant, Frie-
drichs i Lewy en un article aparegut el 1928 que tracta de la resolucié d’algunes

84Harmonic functionals in a Riemannian space . Proceedings of the London Math. Soc. 38
(1935) 72-95. The existence theorem for harmonic integrals. Proceedings London Math. Soc.
41 (1936) 483-496.

65A Dirichlet problem for harmonic functionals. Proceedings London Math. Soc. 36 (1833)
257-303.

%6 Ppolydimensional vectordistributions. Proc. Royal Ac. Sc. Amsterdam 9 (1906) 66-78

67Invariantentheorie. Groningen. Noorhoff 1923.

68Sulle funzione coniugate. Atti Ac. Lincei 5 (1889, 599-611).
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equacions de la Fisica Matemética@ Poc després d’haver aparegut aquesta
demostracio, Hellmuth Kneser va escriure a Hodge indicant-li com el métode
de la «parameétrix» de Hilbert@] es podia utilitzar per donar una demostraci6
més simple del teorema de Hodge. La paraula «parametrix», introduida per
Hilbert, designa en la teoria d’equacions en derivades parcials de tipus elliptic,
una mena d’aproximacio grollera d'una soluci6 elemental. Per a les equacions
amb coeficients constants és facil, en general, trobar una solucié elemental, la
qual permet obtenir una «parametrix» per a les equacions corresponents amb
coeficients variables, i la cerca d'una soluci6 elemental d’aquestes darreres es
redueix llavors a la resolucié d’'una equacio6 integral. Aquest metode, molt an-
tic, pot trobar-se també en un article de E.E. Levi del 1909@ El segon treball
de Hodge que hem esmentat conté la demostracioé del seu teorema pel meto-
de de la «parametrix» que li havia estat suggerit per la carta de H. Kneser. En
treballs posteriors d'H. Weyl, Bidal i De Rham, dels que en parlarem més enda-
vant, la demostracio6 del teorema de Hodge s’ha anat simplificant i ha trobat el
seu marc natural a la teoria de corrents, pero en tots aquests treballs el metode
de la «parametrix» de Hilbert continua sent la idea central.

El teorema de Hodge té, com es pot apreciar, una importancia extraordinaria
en introduir metodes de teoria del potencial en el calcul dels nombres de Betti
d’una varietat de Riemann compacta.

Aleépoca que estem ara considerant, apareixen els primers treballs sobre pin-
caments de les varietats de Riemann. Sigui 6 un nombre real tal que 0 <6 < 1.
Una varietat de Riemann M es diu d-pincada si la seva curvatura seccional K
verifica: A6 < K < A per a alguna constant positiva A. Aquesta constant A no és
essencial, ja que substituint la metrica g de M perlametrica § = Ag, la curvatu-
ra seccional K de la nova métrica verifica K = K/ A, per la qual cosa si K verifica-
va Ad < K < A, K verifica 6 < K < 1. S. B. Myers prova el 19357 que tota varietat
de Riemann 6-pincada és compacta i té grup fonamental finit. Aquest treball
de Myers, estara present en nombrosos treballs posteriors, alguns recents, de
Rauch, Klingenberg, Berger i Kobayashi, tant en geometria de Riemann com en

%9Uber die partiellen Differenzengleicnungen der mathematischen Physik. Math. Ann. 100
(1928) 32-74.

"OHilbert. Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. Leipzig,
1912.

11 problemi dei valori al contorno per le equazioni totalmente ellitique alle derivate parziali.
Memorie di Mat. e vaig donar Fis. Societa italiana delle Science, XVI, 1909.

72Riemannian manifolds in the large. Duke Math. J. 1 (1935) 39-49.
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geometria kdhleriana.

En la mateixa direccio6 que el treball de Myers hem de citar la memoria de J.L.
Synge apareguda el 193 en queé prova que una varietat de Riemann M, 6-
pincada, de dimensi6 parell, és o bé simplement connexa, o bé n,(M) =Z, i
en aquest darrer cas és «no orientable». Tot i que les varietats de Riemann §-
pincades han de ser compactes d’acord amb el resultat de Myers, les varietats
de Riemann amb curvatura positiva no fitada inferiorment per cap constant
positiva poden deixar de ser compactes i per descomptat les de curvatura = 0.
Lestudi de tals varietats en dimensi6 2 és abordat per S. Cohn-Vossen en dos
importants treballs apareguts el 1935 i 1936@ El resultat fonamental de Cohn-
Vossen es pot enunciar de la segiient manera: Tota varietat de Riemann com-
pleta de dimensi6 2, amb curvatura de Gauss K = 0, no compacta, és o bé dife-
omorfa a R?, o bé plana (plana vol dir que K = 0). La demostracié del resultat
es basa en fins arguments en qué intervé el teorema de Gauss-Bonnet per a po-
ligons geodesics. La major part de les tecniques emprades per Cohn-Vossen no
es poden generalitzar per a dimensié més gran que 2. Aquesta és potser la ra6é
per la qual I'estudi de les varietats de Riemann amb curvatura seccional = 0 no
compactes és abandonat per molts anys i no és sind molt recentment que pren
nou impuls amb els treballs de Topogonov el 1964, Gromoll i Meyer el 1969, i
Cheeger i Gromoll el 19711 1972, dels quals parlarem més endavant.

El 1936 apareix un treball de H. Whitneyﬁ que conté el resultat segiient: «Una
varietat diferenciable M de dimensié6 n, de classe C” (r = 1) és C"-difeomorfa a
una subvarietat analitica de R?”**1». Aquest teorema ens assegura la possibili-
tat de submergir globalment tota varietat diferenciable abstracta en un espai
euclidia convenient. Ens diu que no hi ha diferéncia entre la geometria di-
ferencial de les varietats abstractes i la geometria diferencial ordinaria de les
subvarietats de R”. La demostracié d’aquest resultat és forca llarga i utilitza,
fonamentalment, el teorema de Weirstrass d’aproximaci6é d'una funcié per po-
linomis. Whitney es planteja la segiient pregunta, que no ens consta que hagi
estat encara resolta actualment: Es possible submergir analiticament una vari-
etat analitica abstracta en un espai euclidi convenient? (>>[8). No podem deixar

730n connectivity of spaces of positive curvature. Quar. J. Math. Oxford 7 (1936) 316-320.

"4Kiirzeste Wege und Totalkriimmung auf Flichen. Comp. Math. 2 (1935) 69-133. Totalkriim-
mung und geodétische Linien auf einfach zusammenhéngenden offenen vollstandigen Fléc-
henstiicken. Recueil Math. Moscou 43 (1936) 139-163.

"Differentiable manifolds. Ann. of Math. 37 (1936) 645-680.
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d’esmentar un resultat de Myers i Steenrod aparegut el 193@ en que es de-
mostra per primera vegada que el grup d’isometries d'una varietat de Riemann
és un grup de Lie. Anteriorment, el grup d’isometries s’havia considerat mol-
tes vegades, pero, o bé de manera local, o bé globalment sense demostrar que
constituia un grup de Lie, fet que de cap manera no es pot considerar trivial.
Encara que al’época en que Myers i Steenrod publiquen aquest treball ja s’ha-
via desenvolupat forca la teoria dels grups topologics localment compactes i se
sabia des de 1928, arran del treball de Van Dantzig i Van der Waerden del qual
ja hem parlat, que el grup d’isometries d'una varietat de Riemann connexa és
un grup localment compacte per la topologia compacte-oberta, la demostracio
de Myers i Steenrod és directa i no utilitza aquest fet. El punt de vista dels grups
topologics localment compactes sera pres més tard per Bochner i Montgomery
amb excellents resultats.

No podem acabar 'estudi del periode historic que estem considerant sense
parlar d’alguns resultats que, encara que pertanyen de ple a la Topologia alge-
braica, estaran destinats a jugar un paper important en geometria diferencial.
Ens referim a I’aparici6 del concepte d’espai fibrat amb fibra esfericai el primer
intent de classificacié d’aquests fibrats. Aquest concepte es troba ja perfecta-
ment definit en un treball de Whitney 1935 Entre els exemples més carac-
teristics d’aquests fibrats podem citar el conjunt de vectors tangents unitaris
a una varietat de Riemann donada. El fet que al principi es consideren fibrats
amb fibra esferica en lloc de fibra vectorial facilitara, com veurem al paragraf
segiient, el problema de la classificacio. El treball més important d’aquesta
época sobre aquest tema es deu a Whitney, el 1937@ si bé té com a precedent
una memoria de Stiefel el 1936]7_9] El treball de Whitney comenca pel planteja-
ment d'una serie de problemes, I'intent de resoluci6 dels quals el condueix a
considerar uns cocicles, les classes de cohomologia dels quals avui coneixem
amb el nom de classes caracteristiques de Stieffel-Whitney. El problema que
es troba a la base del treball de Whitney consisteix a determinar en quins casos
sobre una varietat de Riemann existeixen n camps diferencials globals ortonor-
mals a cada punt. Els resultats obtinguts en aquesta memoria de Whitney van

"6The group of isometries of a Riemann manifold. Ann. of Math. 40 ( 1939) 400-416.

“7Sphere-spaces. Proc. Nat. Ac. Sc. USA 21(1935) 464-468.

"8Topological properties of differentiable manifolds. Bull. Amer. Math. Soc. 43 (1937) 785-
806.

Richtungsfelder und Fernparallelismus in 7-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Commen-
tarii Math. Helvetici 8(1936) 305-353.
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ser completats pel mateix autor el 1940@ Intentarem descriure en llenguatge
actual la idea inicial de Whitney en aquests dos treballs. Sigui M una varietat
diferenciable. Sigui (K, ¢) una triangulaci6 diferenciable de M, consistent en
un complex simplicial geometric K i una aplicaci6 ¢ : K — M que sigui un ho-
meomorfisme de K a M i diferenciable a cada simplex. Si o és un simplex de
K, designem per ¢ el seu baricentre. Sigui K’ la primera subdivisi6 baricéntrica
de K. Els p-simplexs de K’ seran de la forma (00, 0y,.,0,) amb 0gg,01,...,0)
simplexs qualssevol de K amb la condici6 g < --- < 0 (0 <7 indica que o és
una cara de 7). Si 0 és un n-simplex, posem |o| = n. Per a cada p considerem la
p-cadena de K':

Cp= Y (=potole o

00<-<0p<K

p)-
C, és la suma de tots els p-simplexs de K’ amb signe apropiat. Es pot demos-
trar que Cp, és un cicle enter si n— p és imparell o si p =0 (on n = dim M). En
cas que n — p sigui parell, C, és un cicle modul 2. La classe d’homologia W),
del cicle C,, és la p-ésima classe d’homologia de Stiefel-Whitney de M. Si p =0,
Co = Y y<k(=D)!9lg representa la caracteristica d’Euler-Poincaré de M. Quina
relacio tenen aquestes classes d’homologia amb el problema d’existencia d'un
determinat nombre de camps sobre M ortonormals a cada punt? Anem a ex-
plicar aquesta relaci6. Lexisténcia de n camps ortonormals a cada punt sa-
bem que equival a I'existéncia d'una seccié al fibrat O(M) de les referencies
ortonormals de M (fibrat principal amb grup estructural O(n)). Sigui Vy, ;4
la varietat de Stiefel que consisteix en el conjunt de referencies (éy,...,€é,—4)
ortonormals de R". Designem per O9(M) el fibrat que s’obté en associar la fi-
bra V;, ,—4 al fibrat principal O(M). Es clar que l'existéncia d’'una secci6 del
fibrat O9(M) equival a I'existéncia de g camps sobre M ortonormals a cada
punt. En general, si E(M,Y) és un fibrat qualsevol sobre M amb fibra Y, si
suposem donada una triangulacié de M, per construir una secci6 de E sobre
I'esquelet de dimensi6é 0 de M no tenim cap problema. Per prolongar aquesta
secci6 a 'esquelet de dimensi6 1 tampoc no tenim problema si la fibra Y és
connexa per arcs. Per prolongar ara la secci6é sobre 1'esquelet de dimensi6 2
de M tampoc tenim problema (com es pot demostrar facilment) si 7;(Y) = 0.

En general, si 7g(Y) = 7m,(Y) =--- = m4(Y) = 0 podrem prolongar sense proble-
mes la secci6 fins a 'esquelet de dimensi6 g + 1 de M. Suposem que es tingui
mo(Y)=m(Y)=--=7m4(Y)=0img1(Y)#0. Sigui f la seccié que tenim cons-

truida sobre 'esquelet de dimensié g + 1. Suposem la triangulacié de M prou

800n the theory of sphere bundles. Proc. Nat. Acad. Sci. USA 26(1940).
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fina per que E|o sigui trivial per a cada simplex o. La secci6 f restringida a un
(g +1)-simplex juntament amb una trivialitzacié de E|o donara lloc a una apli-
caci6 (que continuarem designant per f) de o a Y. Si o és un (g + 2)-simplex,

designem per c(f,0) € m441(Y) la classe d’homotopia de I'aplicaci6 do L Y.
Es demostra que 'assignacio a cada (g + 2)-simplex o de c¢(f, o) constitueix un
(g +2)-cocicle c(f) amb valors a 7441 (Y). Es demostra que la condici6 necessa-
riaisuficient perque f pugui prolongar-se a l’esquelet de dimensi6 g +2 és que
aquest cocicle sigui nul. Si f’ és una altra secci6 de E sobre 1'esquelet (g + 1)-
dimensional, es demostra que c(f) difereix de c(f’) en una covora. La classe de
cohomologia del cocicle ¢(f) s’anomena obstruccié primaria (és un element
de HI9*2 (M, 74+1(Y)), on g és el menor enter positiu tal que 74(Y) # 0). Lanul-
laci6 d’aquesta classe de cohomologia és condici6é necessaria i suficient perque
hi hagi una seccié de E sobrel’esquelet de dimensié g+2. Tornant al nostre pro-
blema, designem per W9 I'obstrucci6 primaria del fibrat 0971 (M). W9 sera un
element de H*! (M, 717 (Vi n—q)) on r és el menor enter tal que 7, (Vy ,—q) # 0.

Un estudi dels grups d’homotopia de les varietats de Stieffel V;, ,—;, mostra que
r=qiqueny(Vy,—g)=Zsiqgésparellobé g=n-1liqueny(Vy,—q) =Z>siq
és senar i menor que n — 1. La classe de W es diu g-ésima classe de cohomo-
logia de Stiefel-Whitney. La seva construccid a partir del concepte d’obstruc-
ci6 primaria mostra clarament la seva relacié amb el problema de trobar cert
nombre de camps globals ortonormals. Aquesta construcci6 es deu a Steen-
rod, pero quina relacié guarda aquesta construcci6 amb els cicles C, primitius
de Whitney que hem descrit abans? Si W), és la classe d’homologia del cicle
Cp, es verifica: W), és el dual de Poincaré de la classe de cohomologia W;_,. A
partir de la construccié de Steenrod es va deixar una mica de costat el punt de
vista inicial de Whitney molt titil en nombrosos casos concrets. Una demostra-
ci6 completa de I'equivaléncia de les dues construccions (és a dir que W), és el
dual de Poincaré de W;_,) no es troba a la literatura fins fa molt poc temps@
Whitney, en el primer treball que hem citat, obté a més un teorema que consti-
tueix una primera baula molt important en la classificacié dels fibrats de fibra
esferica amb una determinada base B. Per enunciar aquest teorema donem
abans algunes definicions. Sigui G ¢ I'espai (grassmaniana) els punts del qual
son les k-esferes maximes de I'esfera unitat S¥+/*1 de R¥*/*2 (G, , es pot pen-
sar també com I'espai dels (k + 1)-subespais vectorials de R“+¢*2). Sigui f una

aplicaci6 B 1 Gr.e. Sigui y(f) el subespai de B x S¥*/*1 format pels parells

81Halperin-Toledo: Stiefel-Vlhitney homology classes. Ann. of Math. 96 (1972) 511-525.
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(b, s) de manera que s és un punt de la k-esfera corresponent a f(b). Sigui 7
la restricci6 a y(f) de la projeccié canonica B x $¥*¢*1 — B, y(f) =~ B és un
fibrat amb fibra S¥. El teorema de Whitney pot enunciar-se: Si B és un complex
cellular, donat un fibrat E — B sobre B amb fibra S¥, per atot ¢ =dimB -1
existeix sempre una aplicacio f: B — Gy tal que y(f) = E.

El segon pas, i definitiu, a la classificaci6 dels fibrats amb fibra esferica seria
donat per Steenrod el 1944 com veurem més endavant. El resultat de Whitney
juntament amb el de Steenrod jugarien un paper decisiu en la construccié de
les classes caracteristiques d’Euler i Pontryagin a la década vinent.

13 Lageometria diferencial ala decada 1940-50

La conflagracié mundial produeix una evident frenada en la investigacié mate-
matica i retarda la publicaci6 dels resultats que es van obtenint. Moltes de les
memories publicades en finalitzar la guerra, havien estat pensades amb molta
anterioritat. No obstant aix0, encara que a molt menor ritme que en epoques
anteriors, van apareixent memories de certa importancia que després comen-
tarem, com la de Weyl el 1940 que introdueix el métode de la projecci6 ortogo-
nal en la teoria de formes harmoniques de Hodge, la de Sard el 1942, que conté
el ben conegut teorema que porta el seu nom, les d’Allendoerfer, Weil i Chern el
194311944 que generalitzen la formula de Gauss-Bonnet i la de Kodaira el 1944
sobre el teorema de Hodge. Com a dada curiosa, fem ressaltar que aquesta me-
moria de Kodaira esta escrita en alemany (Alemanya i Jap6 eren aliats) mentre
que tots els seus treballs posteriors estan escrits en anglés. La memoria de H.
WeyF_Z] que es refereix a la teoria del potencial constitueix el punt de partida de
la teoria actual dels operadors elliptics. Encara que aquesta memoria no sigui
propiament de geometria diferencial, la repercussi6 que té a la presentacio ac-
tual del teorema de Hodge i al teorema de descomposicié de Kodaira en el cas
de varietats de Riemann no compactes, justifica plenament que la comentem
aqui. Considera Weyl un obert D de R3, i 'espai de Hilbert F de tots els camps
X sobre D pels quals || X % és sumable-Lebesgue :

X112 :f (X% + X5 + x5) < +o0.
D

82Method of orthogonal projection in potential theory. Duke Math. J. Journal 7 (1940) 411-
444.
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Un camp X € F s’Tanomena irrotacional si satisfa la condicié
f (X-rot(Y)) =0
D

per a tot Y de classe C! amb suport compacte contingut a D. (El punt - indica
producte escalar). Un camp X € F s’anomena solenoidal si satisfa la condi-
ci6 [, (X -grad(y)) = 0 per a tota funcié ¥ de classe C' amb suport compacte
contingut a D. Sigui # el subespai de F format pels camps que sén alhora
irrotacionals i solenoidals. El teorema central de H. Weyl es pot enunciar aixi:

(@) Tot X € #t és un camp de classe C* tal que div(X) = 0irot(X) =0 (Com
que AX = graddiv X —rotrot X, X és un camp harmonic).

(b) Siguin L7 i L% respectivament les clausures (al sentit de la metrica de
Hilbert (|| |?) dels subespais dels vectors de la forma grad v, i rot V, amb
iV de classe C!, amb suport compacte contingut a D. Llavors F es
descompon en suma directa:

F=HoL10L>

on aquests tres subespais son mituament ortogonals respecte del pro-
ducte escalar de Hilbert considerat.

La part (a) del teorema, coneguda avui amb el nom de teorema de regularitat,
constitueix la base de I’estudi actual dels operadors elliptics.

Aquest treball de H. Weyl porta el germen de moltes idees, pero calia desenvo-
lupar-les i aplicar-les a I'estudi del teorema de Hodge. Aix0 es fa en una serie
de treballs que van de 1944 a 1949, deguts a Kodaira, Bidal i De Rham. Lope-
rador laplacia A = dd + 6d és introduit en la teoria de Hodge independentment
per K. Kodaira i G. de Rhamlg_glﬁ Recordem que per a Hodge una forma « era
harmonica si verificava da = §a = 0. Per a Kodaira i De Rham una forma har-
monica sera aquella que satisfa Aa = 0. Les dues definicions coincideixen quan
es tracta d'una varietat compacta, pero en les varietats no compactes, no. Bidal
i De Rham en una memoria apareguda el 194dg_5]inspirant-se en el metode de la

83Kodaira: Uber die harmonischen Tensorfelder in Riemannschen-Mannigfaltigkeiten. Proc.
of the Imperial Acad. of Science Tokyo 20 (1940). 186-198, 257-261, 353-358.

84de Rham: Sur la théorie des formes différentielles harmoniques. Ann. Université Grenoble
22 (1946) 135-152.

8Les formes différentielles harmoniques. Commentari Math. Helv. 19 (1946) 1-49.
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«parametrix» de Hilbert fan una exposicié molt bonica del teorema de Hodge.
Sigui M una varietat de Riemann compacta. Sigui F” 'espai de les p-formes de
classe C* sobre M. Sobre FP es considera el producte escalar ¢, ) definit per
(a, By = fM(a,ﬁ)n, on (a, B) indica la contraccié de @ amb f respecte a la me-
trica de Riemann g, i ) indica I’element de volum. Sigui H” el subespai de F?
format per les formes a tals que Aa = 0. Bidal i De Rham proven que 'espai F?
es descompon en suma directa:

FP=HP o d(FP"HYesFP

Aquests tres subespais s6n ortogonals dos a dos respecte del producte escalar
(,), iamésl'espai HP té dimensi6 finita. Un estudi més profund del metode
de Weyl permetria a Kodaira generalitzar aquest resultat per a varietats de Ri-
emann no compacteslg_gl Inspirat en Weyl, Kodaira considera I'espai de Hilbert
P de les p-formes diferencials w (amb coeficients mesurables-Lebesgue) tals
que la funcié (w,w) és sumable-Lebesgue. (w,w) indica com abans la contrac-
ci6 de w amb w respecte ala metrica de Riemann g, perod es pot demostrar que
en realitat #” no depen d’aquesta metrica. Els operadors d, 6 i A estan definits
sobre les p-formes diferencials de classe C!, perd es poden estendre de manera
natural a les p-corrents (encara que la nocié de corrent és posterior a aquest
treball de Kodaira, nosaltres la fem servir aqui per clarificar I'exposicié). Com
que FP es pot considerar subespai de 'espai D7 de p-corrents, els operadors
d, 6 i A actuen sobre F”. Sigui #7 el subespai de F7 format pels w tals que
Aw = 0. Sigui L 1p la clausura a #” del'espai d(FP~!)nFP (tinguem en compte
quesiw e FP1 dw sera una p-corrent, perd no ha de pertanyer a 77, és a dir,
d(FP~1) ¢ FP). Sigui L) la clausura a 77 de I'espai §(FP*!) n FP. El teorema
de Kodaira es pot enunciar de la segiient manera:

(a) Elselementsde #” son formes diferencials de classe C* (ellipticitat de A).

(b) FP es descompon en suma directa: 77 = #P & oflp ® e[’zp,

on aquests tres subespais son mutuament ortogonals respecte del producte es-
calar de Hilbert: (a, B) = [,,(a, B)7.

Observem la similitud d’aquest enunciat amb el primitiu teorema de Weyl.

86Kodaira: Harmonic fields in Riemannian manifolds. Ann. of Math. 50 (1949) 587-665.
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Diguem ara dues paraules sobre la memoria d’A. Sard de 1942%"|en qué demos-
tra el teorema que avui es coneix amb el seu nom: «Siguin M i M’ dues varie-
tats diferenciables de la mateixa dimensié, amb base numerable d’oberts i sigui

M L M’ una aplicaci6 de classe C! de M a M’. La imatge f(E) del conjunt E
de punts critics de f és un subconjunt de M’ de mesura nulla». Aquest resultat,
que es pot reduir facilment a un enunciat analeg per a una aplicacié f de R"
a R, completa en certa manera la teoria elemental de Morse. Gracies a ell es
pot demostrar que hi ha una funcié f sobre una varietat M donada, amb tots
els punts critics no degenerats i tal que per a cada nombre a, el conjunt M* de
tots els p € M tals que f(p) < a, és compactelg_g]

Comentem ara els treballs apareguts el 1943 i 1944 que generalitzen la férmula
de Gauss-Bonnet. Hem dit que Bonnet el 1848, generalitzant una férmula de
Gauss, havia obtingut que en una superficie de R3, si es considera un poligon
corbat de n costats, la integral de la curvatura de Gauss estesa a I'interior del
poligon val la suma dels angles del poligon menys (n — 2)7, menys la integral
de la curvatura geodesica del contorn. D’aquesta férmula de Bonnet se’'n des-
prén facilment que a una varietat de Riemann compacta M de dimensio 2, es
verifica:

1

on K designa la curvatura de Gauss, do 'element d’area de M, i y(M) la carac-
teristica d’Euler-Poincaré. C.B. Allendoerfer i André Wei@ obtenen una gene-
ralitzacié d’aquesta formula de Gauss-Bonnet, valida per a qualsevol varietat
de Riemann compacta de dimensi6 parell. Designem per Q2 la forma de curva-
tura (sobre M) corresponent a la metrica de Riemann considerada. Suposem
que la dimensi6 de M és parell, n = 2p. Sigui y la n-forma diferencial sobre M
definida per
(=P

= —2nnpp! i1yeeeyin € i1 yeeny i

Qi A-ANQ

i1 in—1in
onla suma s’estén a totes les permutacions (iy,...,i,) del,...,nig;,, ; denota
el signe de (iy,...,i,). (La forma diferencial y dona la classe d’Euler del fibrat

tangent). La férmula de Gauss-Bonnet generalitzada es pot enunciar aixi: Si M

87The measure of the critical values of differentiable maps. Bull. Amer. Math. Soc. 48 (1942)
883-897.

8Vegeu per exemple: Milnor: Morse Theory. Princeton University 1963. Pagines 32-36.

89The Gauss-Bonnet theorem for Riemannian polyhedra. Trans. Amer. Math. Soc. 53 (1943)
101-129.
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és compacta i de dimensio parell es verifica:

x(M):f y.
M

Aquesta férmula ja havia estat establerta amb anterioritat independentment
per C. B. Allendoerfer i W. Fenchel™|PT|per a subvarietats de R". Aleshores no es
coneixia encara el teorema de Nash pel qual una varietat de Riemann qualsevol
pot considerar-se com a subvarietat de Riemann de R” per a m convenient.
No obstant es coneixia el teorema localment (ja n'hem parlat al § 10), és a dir,
tota varietat de Riemann pot submergir-se localment a R”. Utilitzant aquest
resultat i la férmula de Gauss-Bonnet establerta per a subvarietats de R” és com
Allendoerfer i Weil proven aquesta férmula per a qualsevol varietat de Riemann
de dimensi6 parell.

La primera demostraci6é que no fa servir una immersié aR"” esdeu aS. S. Chern
el 1944

En el periode que estem comentant apareix un treball de Bochner i Montgo-
merﬂ que constitueix un avenc¢ important a l’estudi del grup d’isometries d'u-
na varietat de Riemann. En aquesta memoria es demostra que si G és un grup
localment compacte que actua de manera efectiva com a grup de transformaci-
ons d’una varietat diferenciable M de classe C* (k = 1), i si cada transformacié
de G és de classe C!, aleshores G és un grup de Lie i 'aplicaci6 G x M — M
és de classe C*. Com que Van Dantzig i Van der Waerden havien demostrat el
1928, com hem vist, que el grup d’isometries I(M) d’'una varietat de Riemann
completa M és localment compacte respecte a la topologia compacte-obert,
aquest resultat de Bochner-Montgomery es pot utilitzar per provar que I(M)
és un grup de Lie. Aquest cami és més natural que el procediment directe per
Myers-Steenrod el 1939 del qual ja hem parlat, i sobretot, aplicat a altres grups
localment compactes permet obtenir resultats nous, com per exemple (en va-
rietats complexes) que el grup de totes les transformacions holomorfes d'una
varietat complexa és un grup de Lie@

90Allendoerfer: The Euler number of a Riemannian manifold. Amer. J. Math. 62 (1940) 243-
248.

91w, Fenchel: On total curvature of Riemannian manifolds. J. London Math. Soc. 15 (1940)
15-22.

92A simple intrinsic proof of the Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian manifolds.
Ann. of Math.45 (1944) 747-752.

93 Locally compact groups of differentiable transformations. Ann. of Math. 47 (1946) 639-653.

94Bochner-Montgomery: Groups on analytic manifolds. Ann. of Math. 48 (1947) 659-669.
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Finalitzarem I'’estudi de la decada dels quaranta, parlant dels avencos realitzats
en topologia algebraica en el coneixement dels espais fibrats.

Hem vist al § anterior com Whitney havia establert que donat un fibrat E —— B
sobre un complex cellular B, amb fibra 'esfera S*, donat un ¢ = dim(B) — 1
existeix sempre una aplicacio f: B — G tal que y(f) = E (utilitzem les ma-
teixes notacions que al § anterior). Doncs bé, el 1944, N. Steenrod completa el
resultat de Whitney de la seglient manera: ﬁ] Sigui B un complex cellular lo-
calment finit. Siguin f; i f> dues aplicacions de B a Gy ¢ tals que y(f1) = y(f2).
Si ¢ = dim B, es verifica que f i f, s6n dues aplicacions homotopes. Aquest re-
sultat juntament amb el de Whitney estableixen una correspondencia bijectiva
entre els fibrats amb fibra S¥ sobre B i les classes d’homotopia d’aplicacions de
BaGyyamb ¢ >dimB.

Lavantatge de treballar amb fibrats de fibra esferica en lloc de fibrats vectorials
rau en el fet que per a aquests el teorema de Steenrod no és cert. Perque sigui
cert cal substituir les grassmanianes Gy, ¢ per Gi o, (limitinductiu de grassman-
nianes).

A conseqiiencia del teorema de Whitney-Steenrod, el problema de classificacio
de fibrats sobre B amb fibra S*¥ queda reduit a la classificacié de les classes
d’aplicacions homotopes de B a G . El teorema de Whitney-Steenrod és pres
per Pontrjagin per donar la definici6 general de classe caracteristica d'un fibrat
amb fibra esfeérica, definicié que engloba les classes caracteristiques de Stiefel-
Whitney i totes les que es defineixen posteriorment, la d’Euler, les de Pontrjagin
iles de Chern per a fibrats complexos. Sigui E —— B un fibrat amb fibra esférica
S* sobre B. Prenguem ¢ > dim B. Sigui f una aplicaci6é B — G tal que y(f) =
E. Sigui f* I'aplicacié induida per f ales algebres de cohomologia:

H* Grn) L H (B).

En virtut del teorema de Steenrod aquesta aplicacié depeén només del fibrat
E-S Binodela f considerada tal que y(f) = E, ja que dos tals f s6n homo-
topes. Pontrjagin anomena «classe caracteristica» de E a la imatge per f* de
tot element de H*(Gy,¢). Segons els elements de H* (G,¢) que es considerin
s’obtindran unes o altres classes caracteristiquesP_G] Pontrjagin en aquest tre-
ball considera una varietat de Riemann compacta M de dimensi6 n. Per a cada

Ann. of Math. 46 (1945) 685-694.
9Steenrod: The classification of sphere-bundles. Ann. of Math. 45 (1944) 294-311.
%pontrjagin: C.R. (Doklady) Acad. Sc. URSS 35 (1942) 34-37.
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enter m tal que 1 < m < n/4, es defineix una forma diferencial A4,, sobre M
mitjanc¢ant:
1
A4m = _ZQiliz N Qi3i4 VARREWAN Qin—lin'
Cam

on ();; éslaforma de curvatura corresponent a la metrica de Riemann conside-
rada, i c4;,;, és una constant que s’escull de manera que la 4m-forma diferencial
A4 determini un cocicle enter. Pontrjagin considera també, en el cas que la
dimensié n de M és parell, n = 2p, la n-forma diferencial

1

= Wzil,....inﬁiliz ANy iy

Y

El resultat fonamental de Pontrjagin consisteix a provar que les formes diferer-
cials A4y, 1y defineixen, pel teorema de De Rham, classes de cohomologia de
M les quals s6n classes caracteristiques del fibrat S(M) — M de vectors uni-
taris tangents a M, en el sentit de la definici6é de classe caracteristica que hem
donat abans. En altres paraules, Pontrjagin determina elements I'y,, i ¥ de I'a-
nell de cohomologia H*(G,-1,¢;R), amb ¢ = n -1, que indueixen les classes
de cohomologia de H*(M,R) determinades per les formes diferencials Ay, i
¥, mitjancant '’homomorfisme H* (G- ¢,;R) — H* (M, R) determinat pel fibrat
S(M) — M. Les classes de cohomologia determinades per A4, avui s’anome-
nen classes de Pontrjagin i la classe de y, classe d’Euler. Aquest resultat que
pressuposava que la varietat M fos compacta, és generalitzat per Chern el 1947
per a varietats de Riemann no compactest] No parlem aqui de les classes de
Chern per a fibrats complexos introduides el 1946,@ ja que ho farem ala part II
d’aquesta Memoria.

Lestudi de 'anell de cohomologia d'un espai fibrat a partir de la cohomologia
de la base i de la cohomologia de la fibra és abordat per G. Hirsch i J. Leray en
una serie de treballs que van de 1941 a 19507

Leray aproxima la cohomologia de Cech d’un espai fibrat per una successio es-
pectral que depeén de la cohomologia de la base i de la cohomologia de la fibra.

970n the characteristic classes of riemannian manifolds. Proc. Nat. Acad. Sc. USA. 33 (1947)
78-82.
98Chern. Characteristic classes of hermitian manifolds. Ann. of Math. 47 (1946) 85-121.
9Hirsch: Sur les groupes d’homologie des espaces fibrés. Bull. Soc. Royale Math. de Belgique
(1947-48), 24-33.
1001 eray: Structure de I’anneau spectral et I'anneau filtre d’ homologie d’un espace localement
compact et d'une application continue. J. Math. Pures et Appl. 29 (1960) 1-139.
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Lestudi de la cohomologia singular d'un fibrat seguint el mateix procés que
Leray havia utilitzat per a la cohomologia de Ceck es pot trobar a la tesi doc-
toral de J. P. Serrem Aquests estudis sobre la cohomologia dels espais fibrats
van conduir a una simplificaci6 en la teoria de classes caracteristiques, que ac-
tualment es pot presentar fonamentada en el resultat que avui coneixem per
«teorema de Hirsh-Leray».

14 Lageometria diferencial ala decada 1950-60

El 1950 apareixen dos treballs fonamentals sobre la teoria general de connexi-
ons en espais fibrats. Al primer d’ells, de C. Ehresmannm es defineix el con-
cepte de connexi6 en un fibrat diferenciable qualsevol E(B, f), de base B i fi-
bra F, com una distribuci6 C de subespais n-dimensionals dels espais tangents
a E a cada punt (n = dim B) , transversals a cada fibra i subjectes a verificar la
segiient condicid: Si «a» és un cami de B que comenca al punt x i acaba en x/,
existeix sempre una corba integral de C que es projecta sobre «a» i que comen-
¢a en un punt arbitrari de la fibra F,. D’aquesta manera el cami «a» defineix un
homeomorfisme entre Fy i F,y que s'anomena «transport parallel al llarg d’a».
Quan x = x’, s'obté el grup d’holonomia referit al punt x. Ehresmann observa
que sila connexi6 C és completament integrable, llavors '’homeomorfisme que
cada cami de B determina entre les fibres, depeén només de les classes d’homo-
topia d’aquests camins. En cas que el grup estructural G del fibrat E(B, F) sigui
un grup de Lie, Eheresmann imposa llavors, a la definici6 de connexi6, que els
homeomorfismes entre les fibres determinats pels camins de B siguin isomor-
fismes de la G-estructura. Aix0 el porta a considerar connexions en el fibrat
principal subjacent. Defineix la forma de connexi6 com una 1-forma diferen-
cial al fibrat principal, valorada a ’algebra de Lie g de G. Aquest treball d’Eh-
resmann ha inspirat, com es veu, la teoria de connexions tal com la coneixem
actualment.

Laltre treball fonamental sobre teoria de connexions a qué hem al'ludit es deu
aS.S. Chern@ Lautor considera un fibrat diferenciable E(B, F) de base B i
fibra F, amb grup estructural un grup de Lie G. Sigui {U,} un recobriment de

191 Homologie singuliére des espaces fibrés. Ann. Math. 54 (1951) 425-505.

102 es connexions infinitésimales dans un espace fibré différentiable. Colloque de Topologie
Bruxelles (1950) 29-55.

198 Differential geometry of fibre bundles. Proc. Int. Congr. Math. (1950) Vol. II, 397-411.
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B iy, una trivialitzacié de E|U,. Designem per g,p les funcions de transici6
de E corresponents a aquestes trivialitzacions. Sigui 6 la 1-forma (de Maurer-
Cartan) valorada en 'algebra de Lie g de G i univocament determinada per la
condici6 de ser invariant per I’esquerra i actuar com la identitat sobre els camps
de G invariants per I'esquerra. Designem per 0,5 = g, /39' Per a Chern, una
connexi6 a E(B, F) ve donada per una familia d'1-formes g-valorades {w,}, on
cada w, esta definida a U, i subjectes a verificar:

wg = ad(g;é)wa +0qp

sobre Uy N Ug. La forma de curvatura ve donada per I'equaci6 d’estructura:

Q, =deo;, - %C}kwé Aw¥
on C; .. son les constants d’estructura de G. Des del punt de vista purament teo-
ric, la presentacio de Chern no és potser tan bonica com la d’Ehresmann, pero
potser és més practica. La presentacié de Chern, una mica més elaborada, per-
met definir una connexié en un fibrat vectorial E(B, F) com un operador V de
diferenciaci6 covariant que actua sobre 'espai I'(E) de seccions diferenciables
de E i pren valors a I'(T(B)* ® E), on T(B)* indica el fibrat cotangent, subjecte
a verificar les condicions segiients:

(@) Viy1+7y2) =Vy1+Vy2  (y1,y72 € I'(E)),
(b) V(fy)=dfey+fV(y) (fel(B),yel(E).

Si U és un obert prou petit de B, una trivialitzacié de E|U vindra donada per m
seccions (m =dimF) sy,..., S, de E|U tals que {s;(x),..., s, (x)} constitueix una
base de F, a cada x € U. A aquesta trivialitzacio se li associa la matriu wy = (w; )
d’1-formes sobre U, definida per:

N P
Vsi=w ; ® ;.
A cada obert U tindrem associada una matriu d’1-formes wy, verificant-se:
_ d -1 -1
Wy =aguv yv + SuvWvEyy

aUnV,on {gyy} son les funcions de transicié corresponents a les trivialitza-
cions que s’han pres. Tant el punt de vista primitiu de Chern com aquest al-
tre, també degut a Chern,@ tenen I'inconvenient que la forma de connexi6é no

194Complex manifolds. Without potential theory. Van Nostrand 1967.
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queda definida de manera intrinseca (per aixo no hi ha més remei que definir-
la com fa Ehresmann al fibrat principal associat), pero tenen 'avantatge que
les wy que donen la forma de connexi6 estan definides sobre la varietat base B
ino sobre un fibrat sobre B.

El metode de Chern, fins i tot sense ser tan intrinsec com el d’Ehresmann, és
més adequat en molts calculs.

Lestudi de les varietats de Riemann amb curvatura positiva, §-pincades, que
havia estat iniciat com hem vist per Myers i Synge el 1935 i 1936, és continu-
at per H. E. Rauch en un treball fonamental en aquesta direcci6 aparegut el
1951{115] S’hi demostra que si M és una varietat de Riemann h-pincada, on h
és l'arrel de 'equacio sinmv'h = V'h/2 (h és aproximadament igual a 3/4), el re-
cobriment universal de M és homeomorf a una esfera. En particular, si M és
simplement connexa, M és homeomorfa a una esfera. Aquest teorema, cone-
gut per teorema de 'esfera, sera objecte de diverses millores degudes principal-
ment a Klingenberg i Berger com veurem més endavant. El treball de Rauch no
tan sols és important pel resultat obtingut, sin6 també perque els seus metodes
es revelaran molt ttils aplicats a altres problemes. Siguin M i N dues varietats
de Riemann. Sigui 7 = x(¢), 0 < ¢ < 1, una geodesica de M tal que dos punts
qualssevol de 7 no siguin conjugats al llarg de 7. Sigui 7’ = y(£),0< t <1, una
geodesica de N amb la mateixa propietat. Sigui p; un pla qualsevol de Ty (M)
i g; un pla qualsevol de Ty, (V). Se suposa que les curvatures seccionals K(p;)
i K(q;) verifiquen K(p;) = K(q;) per a cada ¢ i qualssevol que siguin els plans
p:iq;. En aquestes hipotesis Rauch compara la norma, a cada punt x(¢), d'un
camp de Jacobi X perpendicular a la geodesica 7, amb la norma d'un camp de
Jacobi Y perpendicular a 7’ i que tingui en el punt y(0) les mateixes condicions
inicials que X a x(0). A aquest efecte fa servir la férmula de I'index de Mor-
se. Els teoremes d’aquest estil, que després del treball de Rauch s’han obtingut
també per a varietats kéihlerianes,[rig] es diuen teoremes de comparaci6 i s’han
revelat de gran utilitat. La idea dels teoremes de comparacio6 es remunta potser
a Bonnet per a superficies de R3

El 1952 apareix el famés teorema de reductibilitat de De Rham['% Una varietat

105A contribution to differential geometry in the large. Ann. of Math. 54 (1951) 38-55.

1061y Carmo: The Cohomology ring of certain Kaelerian manifolds. Ann. of Math. 81 (1965)
1-14.

107Vegeu per exemple I'obra de Darboux: Lecons sur la théorie générale des surfaces. Paris
1837, tercera part, llibre 6, capitol 5.

108Gyr 1a réductibilité d’'un espace de Riemann. Commentarii Math. Helvetici 26 (1952), 328-
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de Riemann M es diu irreductible si donat un punt x € M no hi ha cap subespai
de T,(M) invariant pel grup d’holonomia W (x) referit al punt x. El teorema
de reductibilitat afirma que una varietat de Riemann M, completa, connexa i
simplement connexa és isometrica a un producte directe My x M; x - -+ x M, on
My és un espai euclidia (que pot ser de dimensio zero) i My, ..., My sOn varietats
de Riemann irreductibles, completes i simplement connexes. A més, una tal
descomposici6 és tnica llevat de I'ordre.

El 1952 hem d’esmentar també per la seva importancia un treball de Borel i
Lichnerowicz{Tig] en que es demostra que el grup d’holonomia d’'una varietat
de Riemann és un grup de Lie. També es demostra que el grup restringit d’-
holonomia és un subgrup tancat de SO(n), on n = dim M (el grup restringit
d’holonomia s’engendra a partir dels camins tancats homotops a un punt).

Aquests resultats de Borel i Lichnerowicz influiran en un resultat d’Ambrose i
Singer el 1953@ Sigui P(M, G) un fibrat principal amb base M i grup G. Do-
nada una connexié I' a P(M, G) i un punt uy € P(M, G), sigui P(ug) el conjunt
de punts de P que es poden unir amb uy mitjancant una corba horitzontal.
Es pot veure que P(uy) constitueix un fibrat principal amb grup estructural el
grup d’holonomia de M. El resultat d’Ambrose i Singer pot enunciar-se dient
que l'algebra de Lie d’aquest grup d’holonomia és el subespai de g (on g ésI'al-
gebra de Lie de G) generat per als elements de la forma Q, (X, Y) per a tots els
v € P(up), on Q és la forma de curvatura de la connexi6 I' de P(M, G). Aquest
resultat havia estat entrevist per Elie Cartan. Cas particular d’aquest teorema
d’Ambrose i Singer: quan la connexi6 I' de P(M, G) és plana, la forma de cur-
vatura és nulla i aleshores el grup d’holonomia ha de ser discret. No podem
deixar d’esmentar una memoria de Chern apareguda el 1953,@ on s’introdu-
eix lanoci6 de G-estructura en una varietat diferenciable M, sent G un subgrup
de Lie de GL(n,R), on n = dim M. Una G-estructura no és més que una reducci6
en el fibrat de referéncies L(M) del grup estructural GL(n,R) a G. Si G = O(n),
les G-estructures estan en correspondencia bijectiva amb les metriques de Rie-
mann. Si G = GL* (n,R), una varietat M admet una G-estructura si i només si és
orientable. Si considerem G = GL(n,C) com a subgrup de GL(2n,R) identificant

344.

19Groupes d’holonomie des variétés riemanniennes. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 234
(1952), 1835-1837.

110A theorem on holonomy. Trans. Amer. Math. Soc. 75 (1953) 428-443.

11pseudo-groupes continus infinis. Colloque de Géométrie Différentielle. Strasbourg (1953)
119-136.
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B
A++v—-1B € GL(n,C) amb ( ) € GL(2n,R), les G-estructures sobre M es-

A

-B A
tan en correspondeéncia bijectiva amb les estructures quasi complexes de M.
Si G = Sp(n,R) les G-estructures sobre M estan en correspondéncia bijectiva
amb les estructures quasi-simpléctiques. (Una estructura quasi-simpléctica
sobre una varietat M de dimensi6 27 no és més que una 2-forma diferencial
F no degenerada a cada punt). Donada una varietat M de dimensi6 7 i un sub-
grup G de GL(n,R), el problema de saber si M admet una G-estructura és equi-
valent al de coneixer si el fibrat L(M)/G admet una secci6é. Una G-estructura
sobre M donada per un fibrat P c L(M) de grup estructural G es diu integrable
si cada punt de M té un entorn U i un sistema de coordenades x!,...,x" a U
tal que la secci6 de L(M) sobre U donada per 04,...,0,, és una seccié de P. El
problema de saber si una varietat de dimensié 2n admet una estructura com-
plexa és equivalent al de coneixer si M admet una GL(n,C)-estructura integra-
ble. M admet una estructura simplectica si admet una Sp(n, R)-estructura in-
tegrable. Com es pot veure el concepte de G-estructura unifica una seérie de
problemes que apareixen a geometria diferencial que s6n analegs.

El 1953 i 1954 es publica un treball d’A. Nijenhuis[TE]en que s’'introdueixen per
primera vegada els conceptes de grup d’holonomia local i grup d’holonomia
infinitesimal d’'una connexio lineal. El teorema d’Ambrose i Singer del qual ja
hem parlat ens diu, en el cas d'una connexié lineal del fibrat tangent T'(M),
que l'algebra de Lie h(x) del grup d’holonomia ¥ (x) referit al punt x € M és el
subespai dels endomorfismes de I'espai tangent T (M) generat pels elements
de la forma (TR)(X,Y) = 7' o R(rX,7Y) o7, on 7 indica el transport parallel
al llarg d’'una corba arbitraria diferenciable a trossos, que comenci i acabi a x.
Aquest resultat indueix Nijenhuis a considerar el subespai h'(x) de h(x) generat
per tots els endomorfismes de Ty (M) de la forma:

V*R(X,Y; V..., Vi), amb X, Y, V;,..., Vi€ Ty (M), 0< k <oo.

Aix0 constitueix una subalgebra de h(x). Sigui P’ (x) el subgrup més gran de Lie
connex de ¥ (x) que té b (x) per algebra de Lie. A aquest subgrup Nijenhuis en
diu subgrup d’holonomia infinitesimal.

Sigui U un obert que contingui x. Sigui ¥ (x, U) el grup d’holonomia engendrat
pels camins tancats que comenceniacaben en xino surten de U. Sigui ¥*(x) =

1120n the holonomy group of linear connections. Indag. Math. 15 (1953) 233-249, 16 (1954)
17-25.
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NY(x,U) quan U recorre tots els oberts simplement connexos que contenen Xx.
¥*(x) s’lanomena grup d’holonomia local a x. Nijenhuis demostra que el grup
d’holonomia infinitesimal és un subgrup del grup d’holonomia local. Marcel
Berger, també el 1953:[TE] realitza un estudi detallat dels grups d’holonomia de
les connexions lineals i de les connexions de Riemann. Per un curés examen
del tensor de curvatura arriba a obtenir una llista de grups que poden ser grups
d’holonomia restringits d’'una varietat de Riemann irreductible amb tensor de
curvatura no parallel.

El 1955 es publica un llibre fonamental de Georges De Rham['*|on s'introdueix
la noci6 de corrent. Com molt bé diu el mateix De Rham «la noci6 de corrent,
que engloba com a casos particulars les formes diferencials d'una banda i les
cadenes singulars de l’altra, és el concepte clau que permet comprendre com
les propietats d’homologia d'una varietat diferenciable es manifesten alhora en
'estudi de les formes diferencials i de les cadenes singulars». La noci6 de cor-
rent no és més que una generalitzacio a formes diferencials del concepte de dis-
tribuci6 introduit per Laurent Schwartz el 1945. Encara que I'obra de De Rham,
per poder tenir més difusié entre un public no especialitzat, evita en la mesura
del possible la utilitzacié de propietats d’espais vectorials topologics, nosaltres
donarem una succinta descripcié utilitzant conceptes d’analisi funcional que
escurcen el llenguatge i clarifiquen les idees.

Sigui M una varietat paracompacta orientable de classe C*°. Designem per g
I'espai vectorial de les m-formes diferencials C* sobre M, per gr I'espai de
les m-formes diferencials de classe C?, per 9 I'espai de les m-formes de classe
C* amb suport compacte i per D P I'espai de les m-formes de classe C¥ amb
suport compacte. Si K és un compacte fix de M, designem per CDMI? I'espai de

les m-formes de classe C” amb suport contingut a K i per D l'espai de les
m-formes de classe C*° amb suport contingut a K. Dotarem d’'una topologia

m
convenient a tots aquests espais. Comencem per &. Si ¢ és una m-forma sobre
R", ¢ =Y ccipPir,ingdX" A---Ndx'™, isiq=(q,...,qn) és una m-pla de
nombres naturals, designarem per

Dip= 3 ol 00 pi.i,dx" Ao Adxm.

i1<-<im

113Sur les groupes d’holonomie des variétés a connexion affine et des variétés riemanniennes.
Bull. Soc. Math. Franc. 83 (1953) 279-330.
4yariétés differentiables. Hermann, Paris, 1955; reeditat el 1960.
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Si ¢ és una m-forma sobre R” designarem per || la funci6 sobre R"” definida

per:
lpl(x) = sup @4, i, X

1<-<im

Sigui {(U;,¥)}i=1,..n,. unatles numerable de M tal que cada U; sigui compac-
te. Sigui 1 = }_v; una partici6 diferenciable de la unitat subordinada a aquest
atles. Si ¢ és una m-forma sobre M, (wi‘l)* (pv;) sera una m-forma sobre R".

m
Dotem I'espai & del sistema de semi-normes ¢; ,:

Cip@)= sup |[DIy;H* vy
xeU;,lqlsp

(p és un nombre natural i g = (qy,...,q,) una m-pla). Dotem a & de la to-
pologia d’espai vectorial topologic localment convex donada pel sistema de
seminormes {¢; ,}. Es demostra que aquesta topologia no depén ni de I'atles
{(U;,v;)} ni de la partici6 de la unitat 1 = ) v; utilitzats.

Lespai & amb aquesta topologia és complet. Per a p fix, 'espai EP es dota dela
topologia donada pel sistema de seminormes {¢; ,}. Es té:

m m m
cEPc...cg?cg!

i€ = m‘;f:l@mp . Cada espai EP també és complet. Si K és un compacte fix de
M, ") x €és un subespai vectorial de €. Esdotaa® x de la topologia induida per
la de &. Analogament I? és un subespai de gr que es dota de la topologia

induida. Els espais 9 KiDg ” s6n complets. Encara que @ també és subespai
de 8 la topologia induida en @ per la de € no és una bona topologia per a
CD ja que amb ella no seria complet. Lespa1 D es dota de la topologia «limit

inductiu estricte» de les topologies dels D k- Analogament es procedeix amb
m m m m m m m m m
D P. Designem per &', &'P, D', D'P, els duals forts dels espais &, &7, D, DP.
m
Els elements de ©’ s’'anomenen corrents de dimensié m i grau n—m (n =
dim M). Els elements de ?'? s’anomenen corrents de dimensié m i ordre < p.

Es defineix de manera natural el suport d'un corrent i es comprova que hi ha
un isomorfisme algebraic entre ’espai de tots els corrents de dimensi6 m amb
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m m
suport compacte i &', de manera que els elements de &’ es poden pensar com

a corrents de dimensi6 m amb suport compacte i els elements de &' com a
corrents de dimensi6é m i ordre < p, amb suport compacte. Entre els exemples
més caracteristics de corrents podem citar les cadenes singulars, les formes di-
ferencials amb coeficients localment integrables-Lebesgue i els corrents de Di-
rac generalitzats. Es poden definir de manera natural el producte exterior d'un
corrent per una forma C*, la derivada de Lie d'un corrent respecte a un camp
C*°, la contracci6 interior d'un corrent per un camp, i la diferencial exterior
d’un corrent. La teoria de corrents dona un aclariment definitiu del comporta-
ment de les propietats d’homologia i de cohomologia d'una varietat. Designem

per H" (Cﬁ) el r-ésim grup de cohomologia del complex

m 4 m+1 d
N g, DU =

on d designa la diferencial exterior. De Rham obté els segiients isomorfismes:

Hl’(é) ~ HT(C*DP) ~ Hn—r(él) ~ Hn—r(g*/p)

qualsevol que sigui p = 1. Aquests grups de cohomologia corresponen a la co-
homologia amb suports compactes (observeu que tots els espais anteriors son
o bé de formes o bé de corrents «<amb suports compactes»). També son iso-
morfs els grups de cohomologia segiients:

H' (D)= H""(@P)= H'(8) = H' (&)

Aquests grups de cohomologia corresponen a la cohomologia ordinaria, és a
dir, sense suports.

r r
Lespai Z dels cocicles de %) és tancat per la topologia feble i analogament el
r
dels covores. El mateix succeeix amb els espais de cocicles i covores de &.
Aquest fet és molt important, ja que permet interpretar la dualitat de Poincaré
com un cas particular de dualitat en espais vectorials topologics. En efecte si E

és un espai vectorial topologic i H i L dos subespais amb H c L, si H és débil-
ment tancat a E es pot demostrar que H /L' (on H' indica I'ortogonal de H

al dual topologic (E') és canonicament isomorf al dual topologic (L/ H)'. Si Zi
B sén respectivament I’espai de cocicles i de covores de @, isi £ i B sén els

n-r n—r r n-r r
espais de cocicles i covores de @ ', es verifica Z = B+ i B = Z1, per tant
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H"™ (@) =Z /B =B*12+ = (2B,
és adir, H" ™" (Ci’ ) (cohomologia sense suports) és canonicament el dual topo-
logic de H” (D) (cohomologia amb suports compactes).

El 1955 citarem també un interessant treball de S.S. Cher en que prova,
usant la férmula de Gauss—-Bonnet, que si M és una varietat de Riemann com-
pleta, 6-pincada, de dimensi6 2 o0 4, la seva caracteristica d'Euler-Poincaré y (M)
és positiva. Chern conjectura en aquest treball que aquest resultat és valid per
a qualsevol varietat de Riemann completa, §-pincada, de dimensi6 parell. En
relaci6 amb aquesta conjectura, actualment encara no resolta, que nosaltres
sapiguem (>>[9), M. Berger demostra el 1962 que una varietat de Riemann com-
pleta, 6-pincada, de dimensi6 2m, verifica:

x| <27 2m)6™"™.

Els conceptes de grup d’holonomia infinitesimal i grup d’holonomia local que
havien estat introduits per Nijenhuis el 1953 i 1954 per a connexions lineals al
fibrat tangent, s6n esteses per Ozeki el 1956 a connexions qualssevolFE] E1 1956
es publica també un treball fonamental de Milnoﬂ en que es demostra que
I'esfera S” admet diverses estructures diferenciables diferents, no difeomorfes.
Abans de 'aparici6é d’aquest resultat es creia probable que una varietat topo-
logica donada pogués posseir com a maxim una sola estructura diferenciable
(llevat de difeomorfisme). Es facil construir per exemple sobre la recta real R,
dues estructures diferenciables diferents: I'ordinaria i la que s’obté imposant
que la aplicaci6:

R—R, x— x!/3

sigui un difeomorfisme. Les dues estructures son diferents en el sentit que una
funcié diferenciable en una estructura no ha de ser-ho en I'altra, pero son di-
feomorfes, per la mateixa construccié. Abans d’aquest treball de Milnor no es
coneixia cap exemple de varietat topologica amb dues estructures diferencia-
bles no difeomorfes. No cal dir el gran camp de recerca que s’obre després
de la publicaci6 de la memoria esmentada (>>[10). Milnor comenga conside-
rant la classe de totes les varietats diferenciables compactes i orientables, de

1150n curvature and characteristic classes of a Riemannian manifold. Abh. Math. Som. Ham-
burg 20 (1955) 117-126.

16[nfinitesimal holonomy groups of bundle connections. Nagoya Math. J. 10 (1956) 105-123.

1170On manifolds homeomorphic to the 7-sphere. Ann. of Math. 64 (1956) 17-86.
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dimensi6 7, per a les quals el tercer i quart grup de cohomologia entera s’anul-
len: H3(M’,Z) = H*(M’,Z) = 0. Per a cadascuna de tals varietats defineix un
invariant A(M’) que és un invariant modul 7. Després defineix sobre S’ diver-
ses estructures diferenciables diferents i prova que l'invariant A que ha definit
no és el mateix per a totes, per tant, no poden ser difeomorfes. La definici6 de
I'invariant A(M") reposa en la teoria del «cobordisme» de R. Thom[rig]i especifi-
cament en el fet que tota varietat compacta de dimensi6 7, M, és la vora d’'una
varietat de dimensi6 8, BS.

El 1956 apareix també un important treball de J. E Naslm que resol el pro-
blema de la immersi6 isomeétrica global d'una varietat de Riemann en un R”
convenient. El resultat de Nash es pot enunciar aixi: Tota varietat de Riemann
de dimensi6 n i classe C* (3 < k < 00) es pot submergir C k_jsometricament en
qualsevol petita porcié de R amb m = %n(Sn + 11) si la varietat és compacta i
m= %n(n +1)(3n+ 11) si la varietat no és compacta. Recordem que Levi-Civita
ja considera la possibilitat de submergir localment, isometricament una vari-
etat de Riemann a R (m = %n(n +1)). Es E. Cartan qui demostra de manera
efectiva aquesta propietat. El resultat de Nash globalitza el d’E. Cartan. Aixi
com després del teorema de Whitney no hi ha diferéncia entre la geometria
diferencial de les varietats abstractes i la de les subvarietats de R”, després d’a-
quest resultat de Nash no existeix diferéncia entre la geometria de Riemann de
les varietats de Riemann abstractes i la de les subvarietats de R”.

El 1956 hem de citar també el llibre de K. Nomizu «Lie groups and differential
geometry»@ Si bé aquesta obra és més aviat de caracter expositiu, s’hi po-
den trobar simplificacions importants en algunes demostracions respecte dels
treballs originals. Per exemple el teorema d’Ambrose i Singer del qual ja hem
parlat és demostrat en aquest llibre de Nomizu basant-se en el teorema de re-
duccié que, implicit en els treballs d’E. Cartan i ' Ehresmann, és aqui enunciat
explicitament de la segiient manera: Sigui P(M, G) un fibrat principal amb ba-
se M connexa i paracompacta i sigui I' una connexi6 a P. Sigui ¢y un punt
arbitrari de P. Sigui P(u) el conjunt de punts de P que es poden unir amb u
mitjancant una corba horitzontal. P(u) és un subfibrat de P amb grup estruc-
tural el grup d’holonomia de M referit al punt up. La connexié I' és reduible a
una connexi6 de P(uy).

18Comment. Math. Helv. 28 (1954) 17-86.
119Imbedding problem for Riemannian manifolds. Ann. Math. 63 (1956) 20-63.
120Nomizu: Lie groups and differential geometry. Publ. Math. Soc. Japan, 1956.
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Una altra demostraci6 del teorema d’Ambrose i Singer pot trobar-se en un tre-
ball de K. Kobayashi aparegut el 1957{?] Si G és un grup de Lie, i T(G) el fibrat
tangent de G, la multiplicaci6 de G:

G x GLG, (a,b)—a-b
indueix una aplicaci6 (que a cada punt és la diferencial de p):

T(G) x T(G) 22 T1(G).

Aquesta aplicacio6 dota T(G) d'una operaci6 que el converteix en un grup de Lie.
A cada fibrat principal P(M, G) sobre M amb grup estructural G pot associar-li
de manera natural un fibrat principal 7'(P) sobre el fibrat tangent de M, T (M),
amb grup estructural T(G). Kobayashi prova que el teorema d’Ambrose i Singer
és equivalent al segiient enunciat:

Per a cada connexi6 I' de P hi ha una connexié I de T(P) induida de manera
natural per I', de forma que si ¢ és el grup d’holonomia de T' i ¢ és el grup
d’holonomia de T es verifica ¢ = T(¢h).

El 1958 es publica una obra important d’A. Lichnerowicz{zzl que pretén donar
una visi6 sistematica dels resultats relatius als grups de Lie que operen so-
bre una varietat diferenciable conservant una determinada estructura. La ge-
ometria dels espais homogenis i I'estudi dels grups de transformacions afins i
de transformacions conformes constitueixen els objectius principals d’aquest
llibre on es troben una serie de resultats nous de considerable importancia.
Aixi per exemple es prova que en una varietat de Riemann compacta de di-
mensié n = 3, amb curvatura escalar constant negativa o nulla, tota trans-
formaci6 infinitesimal conforme és una isometria infinitesimal (pag. 134). Si
designem per I(M) i C(M) respectivament els grups d’isometries i transfor-
macions conformes d’'una varietat de Riemann M i per Iy(M) i Cy(M) els seus
components connexos, es despren del resultat anterior que si M és compacta
de dimensi6 = 3 i amb curvatura escalar constant negativa o nulla es verifica
In(M) = Cy(M). Obata demostraria el 1962 que amb les mateixes hipotesis es
verifica I(M) = C(M). Lichnerowicz demostraria el 1964 el mateix resultat per a
varietats de dimensi6 = 3, amb curvatura escalar constant positiva, no isome-
triques a una esfera i tals que el tensor de Ricci verifiqués una certa relacié. El

121Theory of connections. Annali di Matematica. 43 (1957) 119-194.
122 Géomeétrie des groupes de transformations. Dunod, Paris, 1958.
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fet que la igualtat I1(M) = C(M) es verifiqués sota hipotesis tan diferents com
les que hem descrit faria pensar que la igualtat seria certa sota la hipotesi: «M
compacta, de dimensio6 = 3, de curvatura escalar constant i no isometrica a una
esfera». Aquesta conjectura coneguda sota el nom de «conjectura de Lichne-
rowicz» ha estat objecte de nombrosos treballs que davant la impossibilitat de
resoldre-la s’han acontentat de donar respostes parcials (C>[11). De tot aixd par-
larem més endavant. Un altre resultat nou contingut al llibre de Lichnerowicz
que estem comentant, que ha obert posteriorment un ampli camp de recerca,
fa referencia a I'espectre d'una varietat de Riemann. Es diu espectre d'una va-
rietat de Riemann compacta M al conjunt de nombres reals A tals que hi ha
una funcié f de classe C* sobre M tal que Af = Af, on A és el laplacia. Per a
un obert D de R" amb frontera B, 'espectre havia estat estudiat per H. Weyl el
1915{133-] Lespectre esta constituit per una successio discreta {0 =1y < A; <---}
que tendeix a +oo. El resultat de Lichnerowicz concerneix al primer valor propi
no nul 1;, i diu essencialment que si hi ha un escalar k tal que la forma qua-
dratica R— kg =0, on R és el tensor de Ricci i g la meétrica, llavors 1; = %k,
on n és la dimensi6 de la varietat. Obata va provar el 1962 que, amb les matei-
xes hipotesis, si es verifica la igualtat 1; = %5k, llavors la varietat de Riemann
considerada és isometrica a I'esfera §” %]

Al terreny de la topologia diferencial no podem passar per alt la comunicacié
de René Thom al Congrés Internacional de Matematiques celebrat el 1958[135]
en que es planteja el problema de definir una estructura diferenciable sobre un
complex simplicial K que és una varietat topologica. La construcci6 (si és pos-
sible) es fa successivament per als diferents esquelets de dimensi6 r de K, quan
r varia de zero a la dimensi6 de K. Suposant definida una estructura diferen-
ciable en un entorn del r-esquelet de K, el problema consisteix a perllongar-
la a una estructura diferenciable definida en un entorn del (r + 1)-esquelet de
K. Aquesta prolongaci6 no sempre és possible. Thom estudia 1'obstrucci6 a
aquesta prolongacié seguint un cami molt semblant a l'utilitzat per Whitney
per definir les classes caracteristiques de Stiefel-Whitney (aquest procediment
jal’hem descrit). Alla es tractava d’estudiar I'obstruccié a la prolongacié d’'una
seccid. Aqui es tracta de ’obstrucci6 a la prolongaci6 d’'una estructura diferen-

123Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenschwingungen eines beliebig gestalteten
elastischen Korpers. Rend. Cir. Mat. Palermo 39 (1915) 1-49.

1240bata: Certain conditions for a riemannian manifold to be isometric with a sphere. J. Math.
Soc. Japan 14, 1962, 333-340.

125Des variétés triangulées aux variétés différentielles. Proc. Int. Congres Math. 1958. pag.
248-255. Cambridge University Press. New York 1960.
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ciable. Naturalment la situaci6 és molt diferent, pero els procediments emprats
tenen certa analogia. Kervaire donara el 1960 el primer exemple explicit d'una
varietat topologica triangulable que no admet cap estructura de varietat dife-
renciable.

El 1959 es publica un treball de P. Hartmani L. Nirenberﬂ que té per objecte
I'estudi de les desenvolupables de R®. Una desenvolupable sol definir-se com
una superficie de R de curvatura de Gauss nulla, condicié equivalent al fet que
cada punt posseeixi un entorn isometric a un obert de R%. Era conegut, des de
molt antic, que sila segona forma quadratica fonamental s’anulla en un entorn
d’un punt xy d’'una superficie desenvolupable S, la superficie en aquest entorn
ha de ser una porci6 de pla i que si la segona forma quadratica fonamental no
s’anulla en un punt xp de S, hi ha un entorn de xp en que la superficie és regla-
da i tal que el vector normal al llarg de cada generatriu conserva una direcci6é
constant. Entre aquestes superficies hi ha els cons, els cilindres i les superfici-
es engendrades per les tangents a una corba. Ja en I'’estudi merament local, el
cas d'un punt xg de S en que s’anulli la segona forma quadratica fonamental
sense que hi hagi cap entorn de xy en que s’anulli, escapa a les consideraci-
ons anteriors. Tals punts poden presentar-se en unir de manera C* un tros de
pla amb un tros de cilindre. Hartman i Nirenberg per al seu estudi consideren
quatre diferents tipus de punts en una superficie desenvolupable (tipus que no
s’exclouen mutuament) :

(a) Punts parabolics, que son aquells en que s’anulla una curvatura principal
sense anullar-se I'altra.

(b) Punts plans, que sén aquells en que s’anullen les dues curvatures principals.

(c) Punts essencialment parabolics que son limit de punts parabolics (poden
ser parabolics o plans).

(d) Punts planers, que s6n punts plans que tenen un entorn format tinicament
per punts plans. El conjunt de tots els punts planers d'una desenvolupable S
és obert, mentre que el conjunt de punts essencialment parabolics és tancat i
la reuni6 d’aquests dos conjunts és tot S. El teorema principal de Hartman i
Nirenberg es pot enunciar aixi:

Per cada punt essencialment parabolic py d'una desenvolupable S passa una
Unica generatriu ¢ = ¢(py) que, o bé es pot prolongar indefinidament, o bé té un

1260n spherical image maps whose Jacobians do not change sign. American Journal of Math.
81 (1959) 901-920.
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o els seus dos extrems a la vora de S. Tots els punts de ¢(py) s6n essencialment
parabolics i, 0 bé s6n tots parabolics, o bé son tots plans.

Aquest treball de Hartman i Nirenberg obre les portes a la classificacié comple-
ta de les superficies desenvolupables de R3.

Lestudi de les varietats de Riemann 6-pincades que s’havia iniciat amb Myers
i Synge a la decada dels trenta i que havia estat continuat per Rauch el 1951
és objecte d'un important treball de Klingenberélzl publicat el 1959. El princi-
pal resultat d’aquesta memoria es pot enunciar aixi: Una varietat de Riemann
de dimensi6 parell, completa, simplement connexa, §-pin¢ada, amb ¢ igual a
l'arrel de I'equaci6 sinv/d = V4§ (§ aproximadament igual a 0,54) és home-
omorfa a una esfera. El resultat de Klingenberg val només per a varietats de
dimensio parell mentre que en el de Rauch la dimensi6 pot ser parell o impa-
rell. Klingenberg utilitza un altre cami molt diferent del de Rauch, fundat en la
teoria de Morse. El treball de Klingenberg constitueix un bell exemple d’aplica-
ci6 d’aquesta teoria a I’estudi d’'un problema molt concret. La cotad =0,54 de
Klingenberg seria rebaixada un any més tard independentment per Topogonov
i Berger a qualsevol nombre k > i. Berger demostraria a més que aquesta cota
no es pot rebaixar més. >

No podem acabar I'estudi de la déecada que estem considerant sense parlar del
teorema de Riemann—Roch per a varietats diferenciables reals. El 1951 Kodai-
ra generalitza per a superficies algebraiques sense singularitats (de dimensi6
2) el classic teorema de Riemann-Roch que fins llavors es coneixia per a cor-
bes algebraiques. Hirzebruch el 1956 generalitza aquest resultat per a varietats
algebraiques sense singularitats, de dimensi6 qualsevol, i finalment Grothen-
dieck generalitza el resultat de Hirzebruch de manera molt elegant@ De tot
aixo ens n'ocuparem amb detall a la segona part d’aquesta Memoria dedicada a
les varietats complexes. El que si volem explicar aqui és una versio6 feble del te-
orema de Riemann-Roch de Grothendieck valida per a varietats diferenciables
reals, deguda a Atiyah i Hirzebruch, publicada el 1959@ Atiyah i Hirzebruch
comencen intentant definir en el fibrat tangent d'una varietat diferenciable real
un concepte equivalent a la classe caracteristica de Todd per a fibrats vectorials
complexos. Sigui E—— M un fibrat vectorial (real o complex) sobre una varietat

127Contributions to Riemann geometry in the large. Ann. of Math. 69 (1959) 654-666.

128Borel-Serre: Le théoreme de Riemann-Roch d’apres Grothendieck. Bull. Soc. Math. France
86 (1958) 97-136.

129Riemann-Roch theorem for differenciable manifolds. Bull. Amer. Math. Soc. 65 (1959)
276-281.
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M (real o complexa). Hi ha un resultat de topologia algebraica conegut pel nom
de «principi de descomposicié» que afirma 'existéncia una varietat M i una
aplicacié f: M — M tals que f*(E) = E; @---® Ep, (on els E; son fibrats de linia)

i que l'aplicacié induida a I'algebra de cohomologia: H* (M, R) £ H*(M,R)
és monomorfisme. Sigui E — M un fibrat vectorial complex sobre una varietat
complexa M. La classe caracteristica de Todd es defineix per I'expressi6 formal:
m .
Yi
td(E) =
d(E) ]_Ul 1-e™7i

on y; és la primera classe de Chern del fibrat E; sobre M donat pel «principi
de descomposicio» anterior. Aix0 s’explicara amb més detall a la segona part
d’aquesta Memoria dedicada a les varietats complexes. Atiyah i Hirzebruch co-
mencen observant que la classe de Todd es pot expressar:

m
W(E) = exp ) [ iy € H (M.Q
j=
Situem-nos en el cas particular en que E és el fibrat tangent de tipus (1,0) d’'u-
na varietat complexa M : 2Aleshores indicarem per td(M) la classe td(T(M)). La
1 iy 72
Pontrjagin de M. Com que la primera classe de Chern c; (M) és congruent mo-
dul 2 amb la segona classe de Stiefel-Whitney w? (M), per definir la classe de
Todd per a varietats reals cal restringir-se a les varietats M tals que w? (M) sigui
la reduccié, modul 2, d'una classe entera. Una condicié necessaria i suficient
perque aixod passi és que w?(M) = 0 (observeu que w? és una classe amb coefi-
cients enters). Per a les varietats M tals que w3 (M) =0, es defineix la classe de
Todd triant una d € H2(M, Z) la reduccié de la qual modul 2 sigui w? i posant:

classe a(M) = es diu A-classe, i depén només de les classes de

td(M) = exp(d/2)a(M) € H* (M, Q).

Aquesta classe depen en principi del d triat. Si E . M és un fibrat complex, el
caracter de Chern de E, ch(E) (per ala definicio, vegeu la segona part d’aquesta
Memoria), és un element de H* (M, Q).

El caracter de Chern ch dona una aplicaci6 del grup de Grothendieck K(M) a
H*(M,Q). Si E - M és un fibrat real sobre M, es defineix ch(E) com el ca-
racter de Chern de la complexificaci6 de E. Si designem per Ky(M) el grup de
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Grothendieck construit a partir dels fibrats vectorials reals sobre M, amb la de-
finici6 anterior el caracter de Chern dona una aplicaci6:

Ko(M) < H* (M, Q).
Es denomina grup de Riemann-Roch de M al subgrup de H* (M, Q) donat per:
R(M) = ch(K(M))td(M) = ch(K(M)) exp(d/2)a(M).

Es demostra que R(M) és independent del d triat que intervé en la definici6é
de td(M). El resultat d’Atiyah-Hirsebruch (conegut per teorema de Riemann—
Roch per a varietats diferenciables) pot enunciar-se de la segiient manera:

Siguin M i N dues varietats diferenciables compactes, orientables amb w?(M) =
w3(N)=0idimM—-dim N =0 mod 2. Sigui f : M — N una aplicacié continua.
Es verifica f. (R(M)) < R(N).

Quan M i N sOn varietats algebraiques sense singularitats aquest resultat cons-
titueix una versio feble del teorema de Riemann-Roch de Grothendieck. Del re-
sultat d’Atiyah-Hirzebruch se’n desprenen diverses conseqiieéncies importants.
Per exemple, se'n dedueixen unes cotes inferiors molt precises de la dimensi6é
de I'’esfera en que es poden submergir diferenciablement un espai projectiu re-
al i un espai projectiu complex.

15 Lageometria diferencial de 1960 als nostres dies

En valorar un resultat del 1930 o del 1940, per exemple, tenim present la im-
portancia que ha tingut en investigacions posteriors. La perspectiva historica
és, doncs, un element essencial en I'apreciaci6 dels resultats. Per aquesta raé
és veritablement dificil jutjar els avencos realitzats des de 1960 fins a I'actuali-
tat. Conscients d’aquesta dificultat intentarem, pero, descriure aquest periode
historic el millor que sapiguem.

El 1960 M. Berger demostra[riﬁl que si M és una varietat de Riemann completa,
simplement connexa, de dimensi6 parella, 6-pincada amb 6 > 1/4, és homeo-
morfa auna esfera. Si = 1/4 és, o bé homeomorfa a una esfera, o bé isomeétrica

130Sur quelques variétés riemanniennes sufficient pincées. Bull. Soc. Math. France 88 (1960)
57-71.
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a un espai simetric de rang 1. La primera part d’aquest teorema va ser obtingu-
da independentment per Topogonovrir] Recordem que Klingenberg havia pro-
vat el 1959 el mateix resultat per a §-pincaments amb 6 > 0,54. Berger combina
la tecnica de Klingenberg amb un resultat de Topogonov obtingut el 1958[112-] re-
latiu a les varietats §-pincades amb diametre igual a 7/v/6. La demostraci6 de
Berger, forca complicada, va ser simplificada per Y. Tsukamoto el 1962@

Després del teorema de Berger, I'estudi de les varietats §-pincades de dimensi6
parell amb 6 > 1/4 quedava resolt. Pero, que cal dir de les varietats de dimensi6
senar? En aquesta direccié apunten dos treballs de Klingenberg, apareguts el
1961 i 1962,[111] en que es prova que tota varietat de Riemann completa, simple-
ment connexa de dimensi6 imparell i-pinqada, és homeomorfa a una esfera.
Klingenberg utilitza en la demostracio el resultat de Berger per a varietats de
dimensi6 parell. >

Aixi com en el cas de dimensi6 parell el resultat de Berger no es pot millorar, ja
que els espais projectius complexos i quaternionics constitueixen exemples de
varietats ;ll-pin(;ades no homeomorfes a una esfera, en dimensi6 imparell no se
sap actualment si el resultat de Klingenberg pot ser o no millorat rebaixant la
cota del §-pingament (>>[14).

Parallelament als resultats que acabem de citar es produeixen una serie de des-
cobriments de gran importancia en el camp de la topologia diferencial. Kervai-
re donael 196 el primer exemple d'una varietat topologica triangulable que
no admet cap estructura de varietat diferenciable. La construccié de Kervaire
es pot sintetitzar aixi: Sigui E P, S5 el fibrat dels vectors tangents de S° de nor-
ma menor que 1. Sigui D5 < S° 'hemisferi superior de S°. p~1(D®) admet una
trivialitzacio de la segiient forma:

D°x D° L. p=1 (DY),

131pependence between curvature and topological structure of Riemannian space of positive
curvature. Dokl. Akad. Nauk. SSSR 133 (1960) 1031-1033. Traducci6 a I'angles: Soviet Math.
Dokl. 1 (1961) 943-945.

B32Dokl. Akad. SSSR 120 (1958) 719-721.

1330n Riemannian manifolds with positive curvature. Mem. Fac. Sci. Kyushu. Univ. Serie A,
15 (1962) 90-96.

134(Jber Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit positiver Kriimmung. Comment. Math. Helve-
tici 35 (1961) 47-54. Uber Riemannsche Mannigfatigkeiten mit nach oben beschrinkter Kriim-
mung. Annali di Matematica 60 (1962) 49-59.

135A manifold which does not admit any differentiable structure. Commentarii Math. Helv. 34
(1960) 257-270.
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Sigui W T'espai obtingut per reuni6 disjunta de E amb si mateix identificant
f(u,v) € p~1(D®) en la primera copia de E amb el punt f(v,u) € p~1(D°) ala
segona copia de E. W constitueix una varietat triangulable amb vora 0W que
resulta ser homeomorfal'esfera S°. La reunié de W amb el con sobre 8W cons-
titueix una varietat My de dimensi6 10 que no admet cap estructura diferencia-
ble. La demostracié d’aquesta afirmacio recorda la utilitzada per Milnor (de la
qual hem parlat a I'apartat anterior) per provar que S’ admet diverses estructu-
res diferenciables diferents. Kervaire construeix un invariant ¢(M) per a totes
les varietats topologiques triangulables M de dimensi6 10, 4-connexes i prova
que aquest invariant ha de ser zero per a totes les varietats que admeten una
estructura diferenciable. Un comput directe de ¢p(M) per a la varietat M, abans
construida mostra que ¢(My) = 1.

El 1960 i 1961 apareixen una serie de treballs, uns de topologia algebraica, al-
tres de topologia diferencial relacionats amb la segiient conjectura de Poincaré:
«Una varietat poliedrica, compacta, simplement connexa de dimensié 3, sense
vora, és necessariament homeomorfa a 'esfera S3». Aquesta conjectura s’ha-
via generalitzat de la manera segiient: «Una varietat n-dimensional que tingui
el mateix tipus d’homotopia que una esfera, és necessariament homeomorfa a
I'esfera S™» (>>[15).

Naturalment, aixo condueix a diverses conjectures diferents segons el significat
que es doni a la paraula «varietat». Per a varietats topologiques la conjectura ge-
neralitzada de Poincaré va ser provada per a n = 7 per J. Stallings el 1960,[136] per
an=5perC.I.Zeeman el 1961 Eque va perfeccionar el metode de Stallings.
Usant un cami ben diferent Smale va obtenir el 1960 una demostraci6 de la
conjectura generalitzada de Poincaré per a varietats C*° de dimensi6é n = 5. El
metode de Smale esta fundat en la teoria de Morse i consisteix a construir una
determinada funci6 sobre la varietat amb singularitats apropiades. Per provar
que una varietat és difeomorfa a una esfera és suficient, en virtut d'un resultat
de Reeb,[rig] trobar una funcié sobre la varietat amb dos punts critics cada un
dels quals sigui no degenerat. En el treball esmentat, Smale obté, a més, els re-
sultats segiients: «Una esfera de dimensi6 imparell admet només un nombre fi-
nit d’estructures diferenciables diferents». «Existeix una varietat topologica tri-
angulable que no admet cap estructura diferenciable». En relacié amb aquest

136 polyhedral homotopy spheres. Bull. Amer. Math. Soc. 66 (1960) 485-488.

137The generalized Poincaré conjecture. Bull. Amer. Math. Soc. 67 (1961) 270.

138Reeb: Sur certain propiétés des variétés feuilletées. Actual. Sci. Industr. 1183. Hernani Paris
1952, 91-154.
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segon resultat ja hem vist 'exemple de Kervaire. Observem que els treballs de
Smale i Kervaire sén simultanis. El 1961 es publica una Memoria de Smald'>%|en
que es prova la conjectura generalitzada de Poincaré per a varietats diferencia-
bles de dimensi6 n = 4 (abans s’havia provat per a n = 5). Aquest treball, com
I'anterior, esta fundat en la teoria de Morse. Smale obté a més altres resultats
particularment forts. Es capa¢ de computar, per exemple, el nombre d’estruc-
tures diferenciables diferents que admet S” pera n =3,5,7,9,11,13 i 15. (Re-
cordem que abans havia demostrat que per a n imparell S” admet un nombre
finit d’estructures diferenciables diferents).

En un altre ordre d’idees, hem de citar el 1962 dos treballs de M. Obata que ge-
neralitzen dos resultats d’A. Lichnerowicz dels quals ja hem parlat. El primer
fa referéncia a 'espectre d’'una varietat de Riemann compacta@ Recordem
que Lichnerowicz havia provat el 1958 que en una varietat de Riemann com-
pacta M en que existeixi un escalar k tal que R — kg = 0, on g és la meétrica i
R el tensor de Ricci, el primer valor propi no nul A; de 'espectre del laplacia
compleix 11 = "5 R, on n és la dimensio de la varietat. Obata prova ara que, en
les mateixes hipotesis de Lichnerowicz, la igualtat A, = %R només es verifica
quan M és isometrica a una esfera. Laltre treball d’Obata que mereix ser es-
menta conté un resultat del qual ja hem parlat a’apartat anterior en tractar
de la «conjectura de Lichnerowicz» sobre la coincidéncia dels grups d’isome-
tries i de transformacions conformes en una varietat de Riemann compacta de
dimensi6 = 3, no isometrica a una esfera.

Les superficies desenvolupables de R® que havien estat objecte d'un treball im-
portant de Hartman i Nirenberg a 1959 s6n de nou estudiades el 1962 per W.
Massey El principal resultat contingut en aquest treball es pot enunciar com
segeueix:

Una superficie de classe C* de R® de curvatura de Gauss nulla, completa, és un
cilindre. La memoria de Massey conté altres resultats que s6n conseqiiencies
més o menys immediates del treball de Hartman i Nirenberg.

Lestudi de les varietats de Riemann, la curvatura seccional k de les quals té sig-

139Generalized Poincaré’s conjecture in dimensions greater than four. Ann. of Math. 74 (1961)
391-406.

1400bata: Certain conditions for a Riemannian manifold to be isometric with a sphere. J.
Math. Soc. Japan 14 (1962) 333-340.

141Conformal transformations of compact riemannian manifolds. Illinois Journal of Math. 6
(1962) 292-295.

142Qurfaces of Gaussian curvature zero in Euclidean 3-space. Tohoku Math. J. 14 (1962) 73-79.
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ne constant, ha constituit sempre un problema central en geometria diferenci-
al, donant lloc en el cas k > 0 a tots els treballs sobre §-pincaments als qual ja
ens hem referit. Com les varietats -pincades sén compactes, s’havia concen-
trat sempre l'atencio, en el cas k > 0, en les varietats compactes. No obstant
aixo, quan la curvatura seccional k no esta acotada inferiorment per cap cons-
tant positiva, la varietat pot ser no compacta, i en el cas k > 0 evidentment tam-
bé. Lestudi d’aquestes varietats no compactes s’havia deixat de banda durant
molts anys. Recordem que Cohn-Vossen els anys 1935 i 1936 s’havia ocupat ja
d’aquest problema en dimensi6 2. El 1964 apareix una Memoria fonamental de
V. Topogonov@ que torna a ressuscitar la qiiestio i que constitueix el punt de
partida de treballs posteriors molt recents i importants de Cheeger, Gromoll i
Meyer. El principal resultat de Topogonov pot enunciar-se aixi:

Una varietat de Riemann completa M amb curvatura seccional k > 0 és iso-
metrica a un producte M x R”, on M no conté rectes i R” esta dotat de la se-
va metrica euclidiana canonica (anomenem recta de M a tota geodeésica ¢ :
(=00, +00) — M tal que cada segment de la mateixa dona la minima distancia
entre els extrems).

El 1964 hem de citar un treball de Lichnerowicz{lz‘r] que aporta nova llum sobre
la coincidencia dels grups d’isometries i de transformacions d’'una varietat de
Riemann amb curvatura escalar constant. Recordem que el 1958 Lichnerowicz
havia demostrat que en una varietat de Riemann amb curvatura escalar cons-
tant negativa o nulla, de dimensié = 3, tota transformaci6 infinitesimal confor-
me era una isometria infinitesimal. Obata havia provat el 1962 que en les ma-
teixes hipotesis es verificava la igualtat global I(M) = C(M), on I(M) és el grup
d’isometries globals de M i C(M) el de transformacions conformes de M. Al tre-
ball de Lichnerowicz de 1964 es demostra que si M és compacta, de dimensi6
n = 3, no isometrica a una esfera, amb curvatura escalar R = cte > 0, i si a més
es verifica la hipotesi addicional: R“ﬁRaﬁ = cte, es té la igualtat I(M) = C(M).
El fet que la identitat I(M) = C(M) es compleixi sota hipotesis tan diferents
feu pensar que probablement es verificaria per a tota varietat compacta, de di-
mensi6 = 3, amb curvatura escalar constant, i no isometrica a una esfera. Si
aixo fos cert, com I(M) és compacte, C(M) ha de ser compacte. La conjectura
més feble de la compacitat de C(M) seria demostrada el 1971 per Jacqueline
Lelong-Ferrand.

143 Spaces with straight lines. A.M.S. Translations 37 (1964) 747-817.
144gyr les transformations conformes d’une variété riemannienne compacte. Comptes Ren-
dues Ac. Sci. Paris 259 (1964) 697-700.
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El 1964 es publica un treball de J. Eells i J. J. Sampsorflzg] en que s’introdueix
un concepte la importancia del qual no ha parat d’augmentar els darrers anys:
el concepte d’aplicacié harmonica. Donades dues varietats de Riemann (M, g)

i (M',g'), la primera compacta i orientable, i donada una aplicaci6 M S, M,
expressada localment per f* = f“(xl,...,x"), a =1,...,n, s'anomena «energia
de l'aplicacio6 f» al nombre E(f) definit per

E(f)=tﬁﬂg”atf“01fﬁg;ﬁn

on 71 designa l'element de volum. La ra6 d’anomenar energia de f a aquest
nombre rau en el fet, quan M = S', que una aplicacié f: S' — M’ no és més
que un cami tancat de M’ i en aquest cas E(f) coincideix amb l'energia del
cami en el sentit «fisic» de la paraula. S’"anomenen aplicacions harmoniques a

les aplicacions M 7, M’ que fan extremal 'energia E(f). La ra6 d’anomenar
harmoniques a aquestes aplicacions rau en el fet que poden ser obtingudes
mitjanc¢ant la seglient construccio:

Sigui f una aplicaci6 de M a M’. Sigui T(M’) el fibrat tangent de M’. Sigui E
el fibrat imatge inversa f*(T(M")) (fibrat sobre M). Laplicacié f. «diferencial
de f» de cada espai tangent Tx(M) a Ty (M") dona lloc a una aplicacié f dels
camps de M, X(M), a les seccions diferencials de E, I'(E):

X(M) L I'(E)
X (x— fulX)

f es pot considerar una secci6 diferenciable de T(M)* ® E, és a dir, com una
1-forma amb coeficients a E. Per a les formes diferenciables sobre M amb co-
eficients en un fibrat E es pot definir de manera natural la diferencial d, la co-
diferencial § i el laplacia A = dd + 8d. Laplicacié f: M — M’ és harmonica si i
només si la 1-forma diferencial f amb coeficients a E verifica A f = 0. Aquesta
és la ra6 d’anomenar harmoniques a aquestes aplicacions. La ra6é fonamen-
tal per la qual el concepte d’aplicacié harmonica s’ha revelat d'una importan-
cia extraordinaria consisteix a englobar una serie de casos particulars, dispars,
importants cadascun per separat, i que ara troben la seva naturalesa comuna.
Entre els exemples d’aplicacions harmoniques, podem esmentar els segiients:

1) Una aplicaci6 f : S' — M és harmonica si i només si és una geodésica tanca-
da de M.

15Harmonic mappings of riemannian manifolds. Amer. J. Math. 86 (1964) 109-160.
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2) Una immersi6 isometrica f : M — M’ és harmonica si i només si M, con-
siderada com a subvarietat de M’, té curvatura mitjana nulla, la qual cosa és
equivalent a dir que localment és soluci6 del problema de Plateau: «Cada punt
X € M té un entorn U que té area (n-dimensional) menor que qualsevol altra
subvarietat n-dimensional amb el mateix contorn 0U».

3) Una aplicaci6 f : M — M’ entre dues varietats kidhlerianes (M, g, ), (M', g',J")
holomorfa és harmonica.

4) Siguin G i G’ dos Grups de Lie. Sigui G una meétrica de Riemann sobre G, bi-
invariant (és a dir invariant per 'esquerraiperla dreta), i sigui g’ una metrica de
Riemann sobre G’ bi-invariant. Tot homomorfisme f : G — G’ és una aplicacié
harmonica de la varietat de Riemann (G, g) a la varietat de Riemann (G, g’) (es
considera G compacte).

Eells i Sampson, després de definir el concepte d’aplicacié harmonica, apli-
quen a I'estudi d’aquestes aplicacions, d’'una banda la técnica de Bochner de
que parlarem més ampliament en tractar de les varietats complexes, que dona
teoremes d’anullaci6 relacionats amb condicions de curvatura, i d’altra ban-
da una analisi fina basada en la teoria del potencial. Per aquest procediment
obtenen dos resultats fonamentals que es poden enunciar aixi:

D) Siguin (M, g) i (M’, g) dues varietats de Riemann verificant les hipotesis se-
glients:

(a) (M, g) és compacta i orientable, i el seu tensor de Ricci és = 0.
(b) La curvatura seccional de M’ és < 0.

Aleshores tota aplicacié harmonica de M a M’ és totalment geodeésica (trans-
forma geodesiques de M en geodésiques de M’). Si, a més, en un punt de M el
tensor de Ricci és > 0, no hi ha més aplicacions harmoniques que les constants.

Considerem la hipotesi:
(b") La curvatura seccional de M’ és < 0.

En les hipotesis (a) i (b’), tota aplicacié harmonica de M a M’ és o bé constant
o bé derang 1, i en aquest darrer cas f(M) és una geodésica tancada de M’.

ID) Si la varietat de Riemann (M’, g’) és compacta i té curvatura seccional < 0,
tota aplicaci6 continua u: M — M’ és homotopa a una aplicacié harmonica. Si
u és de classe C1, la classe d’homotopia de u conté una aplicacié harmonica f
per a la qual I'energia E(f) és un minim absolut.
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Les aplicacions harmoniques en les varietats de Riemann juguen el mateix pa-
per que les aplicacions holomorfes en les varietats complexes. Per aix0 'exis-
téncia del concepte d’aplicacié harmonica ha permes recentment traslladar a
les varietats de Riemann moltes tecniques que només s’empraven abans en va-
rietats complexes. Aixi, per exemple, Lichnerowicz ha adaptat recentment a les
varietats de Riemann la nocié de «varietat d’Albanese» i «aplicacié de Jacobi»,
estenent tots els resultats que es coneixien per a les varietats complexes a les va-
rietats de Riemann. Utilitzant aquests conceptes que depenen essencialment
de la noci6 d’aplicacié6 harmonica, Lichnerowicz ha caracteritzat les varietats
de Riemann compactes amb primer nombre de Betti nul com aquelles varie-
tats M per a les que tota aplicacié continua de M en un tor real és homotopa a
una aplicacio constant

El1 1964 i 1965 hem de destacar també els treballs de K. Nomizu i K. Yand %] so-
bre una vella qiiesti6 de la geometria diferencial: el problema de Christoffel.
Recordem que aquest matematic, en la seva transcendental memoria de 1869,
es va proposar determinar en quins casos dues varietats de Riemann eren local-
ment isometriques i va obtenir condicions en que intervenien les diferencials
covariants successives dels tensors de curvatura de totes dues varietats. El re-
sultat de Nomizu i Yano es pot enunciar aixi:

Siguin M i M’ dues varietats de Riemann analitiques. Designem per Ri R’ els
seus respectius tensors de curvatura. Si M i M’ s6n irreductibles (com a varie-
tats de Riemann), de dimensi6 = 2 i difeomorfes, tot difeomorfisme f: M — M’
que apliqui V"R a V'R’ per tot m =0, 1,2,... és una transformacié homoteti-
ca (f s’anomena transformacié homoteética si hi ha una constant positiva c tal
que g'(f«(X), fx (Y)) = c? g(X,Y)). Nomizu i Yano van obtenir primerament un
resultat analeg de tipus local, relatiu a les transformacions infinitesimals. En el
cas particular en que se suposa M completaiamés M = M’, es pot afirmar que
la transformacio f és una isometria.

El 1965 hem de mencionar també pel seu extraordinari interes un treball de R.

1461 ichnerowicz: Variétés kihlériennes a premiere classe de Chern non negative et variétés
riemanniennes a courbure de Ricci généralisée non négative. Journal of Dif. Geom. 6 (1971)
47-94.

1470n infinitesimal transformations preserving the curvture tensor field and its covariant dif-
ferentials. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 14 (1964) 227-236. Some results related to the equi-
valence problem in Riemannian geometry. Proc. U. S. Japan Seminar in Differential Geometry.
Kyoto Japan (1965) 95-100.
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Finn@ que té per objecte estendre a les varietats de Riemann no compactes la
féormula de Gauss-Bonnet generalitzada que havia estat establerta a la decada
dels quaranta per Allendoerfer, Fenchel, Weil i Chern en el cas compacte. Si-
gui M una varietat de Riemann de dimensio parell n = 2p. Sigui y la n-forma
diferencial sobre M definida per:

_ _(=pr Q

Y = amprpi€in,enizp A NQ

i1i2 i2p-1i2p

Recordem que quan M és compacta la féormula de Gauss-Bonnet diu que la
caracteristica d’Euler—Poincaré de M, y(M), coincideix amb la integral [, .
Designem per C(M) = [,,y. Suposem ara M no compacta. Suposem que tant
x(M) com C(M) existeixen (es diu que C(M) existeix si la integral [,y és con-
vergent). Sigui 6 (M) la diferencia y(M) — C(M) (6(M) = 0 si M és compacta).
Finn, en el seu treball, troba una interpretacié geometrica de la diferencia 6 (M)
per a una classe particular de varietats de Riemann de dimensi6 2. La memoria
de Finn havia tingut com a precedent un treball de A. Huber el 1957 Molt
recentment E. Portnoy ha donat una interpretacié parcial de la diferéncia 6 (M)
per a varietats de dimensi6 = 27

Fem ressaltar que aquest problema encara es troba poc estudiat i que constitu-
eix un excellent tema per a futures investigacions. (>

Les subvarietats d’area minima han despertat sempre 'interés dels matematics
en tots els temps. El 1966 hem de citar un treball de T. T. Frankel sobre aquest
temd°!|en qué es demostra el resultat segiient:

Si M — M és una immersi6 minima de dues varietats de Riemann, la primera
de les quals se suposa compacta, es verifica:

(1) Si M té curvatura seccional <0, 771 (M) és un grup finit.

(2) Si el tensor de Ricci de M és definit positiu, llavors ’homomorfisme na-
tural 1 (M) — 7, (M) és exhaustiu.

1480n a class de conformal metrics, with application to differential geometry in the large.
Comm. Math. Helv. 40 (1965) 1-30.

1490n subharmonic functions and differential geometry in the large. Comm. Math. Helv. 32
(1957) 13-72.

150Toward a generalized Gauss-Bonnet formula for complete open manifolds. Tesi doctoral.
Stanford 1969.

1510n the fundamental group of a compact minimal submanifold. Ann. of Math. 83 (1966)
68-73.
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Lesfor¢ dels matematics enl’estudi d'immersions minimes s’ha concentrat ma-
joritariament en el cas particular en que I’espai ambient és o bé R”, o bé I’esfera
S”. Almgren i Calabi van demostrar que S?> no pot submergir-se minimament
en S d’'una altra manera que com equador de S3. Una prova simple d’aquest
fet es pot trobar en un treball de Chern de 1969{132] Davant d’aquest resultat sor-
geix de manera natural la pregunta segiient: Es veritat, en general, que S” no
es pot submergir minimament en $”*! d’una altra manera que com a equador?
We-Yi Hsiang va provar el 1967[135] que la pregunta anterior té resposta negativa
per a n = 3, donant un contraexemple. Per altres dimensions es desconeix la
resposta a la pregunta anterior (> . Les immersions minimes de S? a S” han
estat estudiades per Calabi en un treball publicat el 1967[111] que conté resultats
molt remarcables, com el segiient:

Sigui f : S? — S" una immersié minima tal que f(S?) no és un equador de S”.
Aleshores: (1) n ha de ser parell; (2) Larea de f(S?) és un multiple sencer de
2m; (3) Si la metrica induida a f(S?) és de curvatura de Gauss constant, la im-
mersi6 f queda completament determinada excepte isometries de S” i aquesta
curvatura val: )
k=——,onn=2m.
m(m+1)

No obstant aix0, en la teoria d'immersions minimes el problema classic per
excelléncia consisteix en la immersié d'una varietat M de dimensi6 n com a
hipersuperficie de R"*1. N. S. Bernstein va demostrar el 19 1 que una su-
perficie de R® donada per z = F(x, y) és minima si i només si és un pla. Es cert
aquest mateix resultat per hipersuperficies x,,;1 = F(x1,..., x,) de R"*12 Aquest
problema ha estat objecte d’estudi en els tltims anys. El primer pas va ser fet
per E. De Giorgi el 196@ en contestar afirmativament a la pregunta anterior
per a n =3. E J. Almgren va contestar també afirmativament aquesta pregunta
pera n =4 el 1966["|El cas n =5, 6 i 7 va ser tractat per J. Simons el 1968, amb

1525_S. Chern: Simple proofs of two theorems on minimal surfaces. LEnseignement Math. 15
(1969) 53-61.

153 Remarks on closed minimal submanifolds in the standard riemannian sphere. J. of Diff.
Geom. 1 (1967) 257-267.

154Minimal immersions of surfaces in euclidian spheres. J. of Diff. Geom. 1 (1967) 111-125.

1558ur un théoréme de géometrie et ses applications aux équations aux dérivées partielles du
type elliptique. Comm. Soc. Math. Kharkov 15 (1915-1917) 38-45.

156Jna extensione del teorema di Bernstein. Ann. Scuola Normale Sup. di Pisa 19 (1965) 79-
85.

157Some interior regularity theorems for minimal surfaces and an extension of Bernstein’s the-
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resposta igualment aﬁrmativa@ Pero, sorprenentment, la resposta va deixar
de ser afirmativa per a n > 7 segons han demostrat recentment Bombieri, De
Giorgi i Giusti el 1969]™

Els problemes de superficies minimes, de tanta actualitat com es pot veure,
condueixen sempre a consideracions profundes d’equacions diferencials de ti-
pus elliptic i per aix0 poden considerar-se més com a pertanyents a la teoria
del potencial que a la geometria diferencial, encara que actualment sigui molt
dificil establir limits.

Hem vist que les immersions minimes eren un cas particular d’aplicacions har-
moniques. El 1967 es publica una memoria de Hartman{rial que després de la
memoria inicial d'Eells i Sampson constitueix sens dubte el treball més impor-
tant realitzat fins al present en I'estudi de les aplicacions harmoniques. El re-
sultat fonamental de Hartman és el segiient:

Donada una varietat de Riemann (M’, g') completa, amb curvatura seccional <
0, el conjunt d’aplicacions harmoniques d'una altra varietat de Riemann (M, g)
a (M’,g") homotopiques a una aplicacié harmonica donada és C?-connex (un
conjunt & d’aplicacions harmoniques de (M, g) a (M’,g") de classe C? es diu
C2-connex si per a cada g, y; € € hiha una aplicacié p(x, u) : X x[0,1] — M’ de
classe C% a trossos, tal que u(:,0) = po, p(-, 1) = py i gy, = p(, u) pertany a é per a
tot u € [0, 1]). Hartman dedueix del seu teorema el resultat segiient:

Si (M',g") és completa i amb curvatura seccional < 0, donada una aplicaci6
harmonica u de M a M, per tal que hi hagi una aplicaci6 harmonica homotopa
a uidiferent de u és necessari i suficient que o bé u apliqui M en una geodésica
tancada de M’ o bé u sigui constant.

El teorema fonamental de Hartman que hem esmentat abans es troba present
a la majoria dels treballs posteriors sobre aplicacions harmoniques (veure, per
exemple, Lichnerowicz 1970

El 1967 hem d’esmentar forgosament I'extensa i completa obra de J. A. Wolf®?]
dedicada a les varietats de Riemann de curvatura constant. Va ser H. Hopf qui

orem. Ann. of Math. 85 (1966) 277-292.

158Minimal varieties in riemannian manifolds. Ann. of Math. 88 (1968) 62-105.

159Minimal cones and the Bernstein problem. Inventiones Math. 7 (1969) 243-268.

1600n homotopic harmonic maps. Canad. J. Math. 18 (1967) 673-687.

161 ichnerowicz: Applications harmoniques et variétés Kahlériennes. Instituto Nazionale di
Alta Mathematica, Symposia Math. Vol. 3 (1970) 341-402.

1628paces of constant curvature. Mc Graw-Hill, New York, 1967.
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el 1925 va provalfz‘?] que el recobriment universal d'una varietat de Riemann
completa amb curvatura seccional constant k és o bé una esfera si k>0, o bé
un espai hiperbolic si k < 0. Des de llavors el problema de classificacié de les
varietats de Riemann completes de curvatura constant ha derivat cap a un es-
tudi del grup fonamental de tals varietats. El llibre de Wolf presenta els resultats
més importants en aquesta direcci6é des de H. Hopf als nostres dies, molts dels
quals s6n nous.

El 1967 un treball de McKean i Singe dona nou impuls a I'estudi de I'espec-
tre de 'operador laplacia en una varietat de Riemann. Ja hem vist els resul-
tats de Lichnerowicz i Obata relatius al primer valor propi no nul A; de I’espec-
tre. McKean i Singer en el seu treball consideren el seglient desenvolupament
asimptotic utilitzat ja el 1949 per S. Minakshisundaram i A. Pleijel@

o0
Z e it o @rt) "% (ay+ ayt+ ast’ +--)
j=0 -

on A; son els valors propis de I'espectre i n la dimensio de la varietat. Els coefi-
cients a; sén invariants riemannians que depenen de la curvatura de la varietat.
En el treball de McKean i Singer s'introdueix un metode de calcul dels coefici-
ents a;. La utilitzacié dels valors que es troben per aquest procediment per ay,
a; i ap; condueix a alguns resultats d’unicitat de varietats amb espectre donat
(vegeu, per exemple, Berger—Gauduchon—Mazel{EE[). En relaci6 amb aquest te-
ma de I'espectre de 'operador laplacia, hem d’esementar també el treball de J.
Cheeger publicat el 1968[?] que relaciona el primer valor propi no nul de l'es-
pectre amb el diametre de la varietat, en certes varietats compactes. Aquest
resultat es pot enunciar aixi:

Per a cada nombre natural » hi ha un nombre estrictament positiu k(n) tal que
per a tota varietat de Riemann compacta M de dimensié n amb curvatura sec-

cional <0 es té:
k(n)

< .
! (diametre de M)?

1637um Clifford-Kleinscher Raumproblem. Math. Ann. 95 (1925) 313-339.

164Curvature and the eigenvalues of the laplacian. J. of Diff. Geom. 1 (1967) 43-69.

16530me properties of the eigenfuntions of the Laplace operator on Riemannian manifolds.
Canadian J. of Math. 1 (1949) 242-256.

166 Berger-Gauduchon-Mazet: Le Spetre d’une variété riemannienne. Lecture Notes in Math.
194, Springer-Verlag, 1971.

167The relation between the Laplacian and the diameter for manifolds of non negative curva-
ture. Archiv der Math. 19 (1968) 558-560.
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En general, tots els problemes relatius a I'estudi de I'espectre de 'operador la-
placia entren de ple en la teoria d’equacions en derivades parcials de tipus el-
liptic i requereixen, per tant, un coneixement profund de la teoria del potencial.
Les solucions fonamentals de I'equacio de la calor hi juguen un paper molt im-
portant.

Hem vist com el problema de determinar propietats topologiques d'una vari-
etat de Riemann completa a partir de condicions de curvatura es troba cons-
tantment a tota la historia recent de la Geometria diferencial. La condici6 de
completesa és essencial segons posa en evidencia el segiient sorprenent resul-
tat degut a M. L. Gromov{®| Tota varietat no compacta de dimensié > 1 admet
sempre una metrica de Riemann de curvatura positiva i una altra de curvatura
negativa. Cal tenir en compte que les metriques de curvatura positiva i negati-
va, 'existéncia de les quals afirma aquest resultat, poden ser «<no completes». Si
ens restringim només a metriques completes, llavors si que la propietat de tenir
curvatura positiva o negativa dona condicions sobre la topologia de la varietat.

Quan la curvatura seccional k és positiva, fitada inferiorment per una constant
positiva, el problema ha estat llargament estudiat (varietats §-pincades). En
aquestes condicions, la varietat havia de ser compacta. Gromoll i Meyer, en un
treball publicat el 1965{139-] es proposen estudiar el cas de curvatura positiva no
fitada inferiorment per cap constant positiva i demostren que una tal varietat,
si és no compacta, és difeomorfa a R”. Recordem que en dimensi6 2 tals va-
rietats havien estat estudiades per Cohn-Vossen el 1935 i 1936 i que el cas de
curvatura = 0 havia estat tractat en general per Topogonov el 1964.

El 1970 hem d’esmentar un treball de certa importancia degut a R. S. Kulkar-
nim que aporta nova llum al classic problema de trobar en quines condicions
el coneixement de la curvatura d'una varietat de Riemann determina el conei-
xement de la metrica. Recordem la memoria de Christoffel i més recentment
els treballs de Nomizu i Yano en aquesta direcci6. Siguin (M, g) i (M, &) dues va-
rietats de Riemann. Es diu que M i M sén isocorbes si hi ha un difeomorfisme
entre elles que preserva la curvatura seccional. En general, no es pot esperar
que dues varietats isocorbes siguin també isomeétriques. Per exemple, dues va-
rietats difeomorfes amb la mateixa curvatura constant s6n isocorbes i no tenen
per que ser isometriques. Kulkarni obté el segiient sorprenent resultat:

1683table mappins of foliations into manifolds. Math. USSR. Izvestija 3 (1969) 671-694.
1690n complete open manifolds of positive curvature. Ann. of Math. 90 (1969) 75-90.
170 Curvature and metric. Ann. of Math. 91 (1970) 311-331.
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«En dimensi6 > 4, dues varietats isocorbes amb metriques analitiques son for-
¢osament isometriques, excepcio feta de I’exemple just esmentat de dues vari-
etats difeomorfes no isometriques amb la mateixa curvatura constant».

En dimensi6 2, aquest resultat és completament fals, ja que es poden construir
molts exemples de superficies isocorbes no isometriques. En dimensi6 3, en
canvi, no se sap si el resultat de Kulkarni és cert o no, ja que no se’n coneix cap
contraexemple. >[18]

Si bé hem vist innombrables resultats que intenten relacionar la curvatura sec-
cional d'una varietat de Riemann M amb diverses propietats topologiques o
geometriques de M, el coneixement del comportament de la mateixa curvatura
seccional en els seus punts critics ha estat relativament poc estudiat. En aques-
ta direcci6 cal esmentar una important memoria de S. A. Thorpe publicada el
1971{111-] La curvatura seccional d'una varietat de Riemann es pot considerar
com una funcié definida en el fibrat de tots els plans tangents (de dimensi6
2) de M. El treball de Thorpe es proposa descriure I’estructura del conjunt de
punts d’aquest fibrat en que la funcié «curvatura seccional» aconsegueix un
maxim o un minim absolut, centrant la seva atenci6 especialment en les va-
rietats M de curvatura seccional = 0. De la descripcié que fa Thorpe de tals
conjunts es desprenen diversos resultats concrets d’interes innegable, com el
seguent:

«Sigui M una varietat de Riemann amb curvatura seccional = 0. Si en un punt
p € M les components diagonals R;;;; relatives a un sistema de coordenades
s’anullen, llavors el tensor de curvatura s’anulla a p».

El 1971 es publica també el treball de Jaqueline Lelong-Ferrand que solucio-
na definitivament la conjectura de Lichnerowicz sobre la compacitat del grup
C(M) de transformacions conformes d’una varietat de Riemann M de dimen-
si6 = 3 no isometrica a una esfera[l’| Aquest treball es basa en la teoria de
transformacions quasiconformes i en un estudi fi d’analisi que permet aplicar
el teorema d’Ascoli.

Lestudi que Topogonov havia iniciat el 1964 de les varietats de Riemann amb
curvatura seccional = 0 és generalitzat el 1971, per a varietats amb tensor de
Ricci semidefinit positiu, per Cheeger i Gromollm El resultat fonamental d’a-

171 The zeros of nonnegative curvature operators. J. of Diff. Geom. 5 (1971) 113-125.

1721aqueline Lelong-Ferrand: Transformations conformes et quasi-conformes des variétés ri-
emanniennes. Académie Royale de Belgique. Classe des Sciences. Mémoires 39 (1971) 3-44.

173The splitting theorem for manifolds of nonnegative Ricci curvature. J. of Diff. Geom. 6
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quest treball es pot enunciar aixi: Si M és una varietat de Riemann comple-
ta amb curvatura de Ricci semidefinida positiva, llavors M és isomeétrica a un
producte M x RF on M no conté rectes i R® esta dotat de la seva métrica euclidi-
ana canonica. L'estudi de Cheeger i Gromoll ha estat continuat per A. Lichne-
rowiczm Cheeger i Gromoll en un altre important treball publicat el 1972‘2]
intenten classificar totes les varietats de Riemann completes amb curvatura
seccional > 0 i arriben a donar una llista exhaustiva de tals varietats en dimen-
si6 <3. >[19

El 1972 hem d’esmentar també un treball de N. R. Wallach'"%| que conté una
classificacié completa dels espais homogenis de dimensi6 parell que admeten
una estructura de Riemann homogenia de curvatura estrictament positiva.

Ja hem dit, en comencar aquest apartat, que la manca de perspectiva histori-
ca feia dificil la descripcié de 'evolucio de la geometria diferencial en aquests
darrers anys. Per sobre dels resultats concrets que hem anat ressenyant, di-
guem que la geometria diferencial es veu cada cop més envaida per 1'analisi
funcional i la teoria d’equacions diferencials de tipus elliptic. La dosi d’anali-
si funcional que es va emprant en diverses demostracions es veu incrementada
considerablement en passar de I’estudi de les varietats compactes a les no com-
pactes. Aixi mateix, la interconnexi6 entre la topologia algebraica i la geometria
diferencial és gran, encara que crec que historicament la geometria diferencial
ha influit més en el desenvolupament de la topologia algebraica que viceversa,
com hem anat veient en diversos casos concrets: els teoremes de De Rham, la
teoria de Morse, la teoria de classes caracteristiques, la conjectura generalitza-
da de Poincaré, per esmentar només alguns exemples.

(1971) 119-128.

174Variétés kahleriénnes a premiere classe de Chern non négative et varietés riemanniennes a
courbure de Ricci géneralisée non négative. J. of Diff. Geom 6 (1971) 47-94.

1750n the Structure of complete manifolds of non negative curvature. Ann. of Math. 96 (1972)
413-443.

176 Compact homogeneous riemannian manifolds with strictly positive curvature. Ann. of
Math. 96 (1972) 277-295.
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Anotacions dels traductors-curadors

(Concepte de torsi6). De fet, el concepte de torsié havia estat usat anteri-
orment per Lacroix a [1], amb el nom de segona flexi6 o segona curvatura. El
nom de torsi6é prové de Louis L. Vallée, [2]. |§|

(Superficies minimes). Girbau es refereix a les solucions de I'equacio en
derivades parcials que ha de complir la funci6 z = z(x, y) perque la seva grafica
sigui una superficie d’area minima (equaci6 de Lagrange),

0%2(1+(3y2)?) +20,0y2 052 0yz +022(1 + (0:2)%) =0,

pero no als exemples de superficies d’area minima, ja que Meusnier, en aquest
mateix article, descriu explicitament la catenoide i 'helicoide. Veu I'helicoide
com engendrat per «le filet d'un vis», és a dir, com la rosca d'un caragol. De fet
la catenoide ja havia estat estudiada per Euler per veure que complia I'’equaci6
de Lagrange, pero sense relacionar-la amb la propietat de curvatura mitjana
zero, com fa Meusnier. [<]

(Férmules de Serret-Frenet o de Frenet-Serret?). Les formules de Serret-
Frenet apareixen per primer cop al treball de Serret [3]. Frenet les va publicar
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en el treball de 1852 [4] citat per Girbau, pero aquest article de Frenet es un ex-
tracte de la seva tesi defensada el 1847, quatre anys abans, doncs, que el treball
de Serret. Tot aix0 porta a una historica controversia de prioritat sobre aquestes
formules. [<]

E (Convex-concava i concau-convexa). Aquesta nomenclatura va ser introdu-
ida per Jean-Baptiste Meusnier en la «Mémoire sur la courbure des surfaces»
llegida a ’Académie els dies 14 i 21 de febrer de 1776 (§27, 493-494). @]

@ (Disquisitiones). Amb aquest comentari sobre la formula de Gauss-Bonnet
que fa Girbau acaba el que es pot considerar com la primera part del Disquisi-
tiones. Es el final de la secci6 20. Les seccions 21 a 29 estan relacionades amb
problemes de geodeésia. Gauss hi generalitza el famés teorema de Legendre
sobre triangles geodesics de 'esfera. Si s’eliminessin aquests articles, la influ-
encia del Disquisitiones sobre el desenvolupament de la geometria riemanni-
ana no es veuria significativament afectada. Potser per aix0, Girbau omet de
comentar-los. Pero la idea de comparar un triangle geodesic sobre una super-
ficie amb el triangle euclidia de costats congruents és 1’origen del treball d’A. D.
Aleksandrov de 1967, [5], sobre geometria intrinseca de superficies no regulars.
Alaintroduccié6 de [5] s’explicita que es fa s de la comparacié de figures en els
espais que estan estudiant amb figures similars sobre el pla. [<]|

@ (Les transformacions T,;). En termes de les trasformacions T,, la férmula
equival a la relacio Ty, (T, (X)) = Tip(a;,a,) (X). @

(Significat del resultat de Hilbert). Es a dir, que no existeix un model a R3
de la geometria hiperbolica. Si hagués existit, el problema de la consistencia
d’aquesta geometria, tan important a I’epoca, hauria quedat dilucidat ja per
Gauss. [<]

(Resposta a la pregunta de Whitney). Whitney, després de plantejar la pre-
gunta a queé fa referencia Girbau, afegeix un peu de pagina on diu que la res-
posta és molt probablement afirmativa, i que esta comprovada per algunes va-
rietats analitiques especials en les seccions 23 i 24 del mateix treball.

Girbau no coneixia que I'any 1958 C.B. Morrey [6] i H. Grauert [7] varen con-
testar la pregunta de Whitney afirmativament: «tota varietat real analitica es
pot submergir de manera real analitica en un espai Euclidia per una aplicaci6
regular i propian.
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En relaci6 amb el treball de Whitney, pel cas diferenciable, R. L. Cohen I'any
1985 a [8] demostra que tota varietat diferenciable compacta de dimensi6 n > 1
admet una immersié en un espai euclidia de dimensi6 2n — a(n), on a(n) és el
nombre de 1's en I'expressi6 binaria de n. [<]

@ (Conjectura de Chern). Aquesta conjectura no ha estat tancada, que nosal-
tres sapiguem. El teorema de I'esfera la implica per a varietats §-pincades amb
6 = 1/4. Exemples on es compleix son els espais compactes simetrics de rank 1:
les esferes de dimensi6 parell (y = 2), 'espai projectiu complex CP" (y =n+1),
I'espai projectiu quaternionic, HP" (y = 2(n+ 1)) i el pla projectiu de Cayley

QP2 (y =3).[<]

(Esferes exotiques que Milnor). Aquest treball de Milnor, [9], té actualment
128 citacions al MathSciNet. Va donar peu a I’estudi de varietats homeomorfes,
pero no difeomorfes, i és molt citat en la teoria del cobordisme. Juntament amb
Kervaire, el mateix Milnor va culminar la classificaci6 de les esferes exotiques
el 1963 a [10]. [l

(Conjectura de Lichnerowicz). La conjectura original de Lichnerowicz afir-
mava que les 4-varietats localment harmoniques eren localment simetriques i
va ser provada per Walker (1949). Actualment, aquesta conjectura es refereix
al fet que les varietats localment harmoniques s6n planes o localment simetri-
ques de rang 1. Va ser provada certa per Szabo6 (1990) per varietats compactes
amb grup fonamental finit, pero existeixen contraexemples per al cas no com-

pacte. [<|

(Berger i Klingenberg). Girbau es refereix al treball de Berger de 1960 [11],
on es demostra que una varietat Riemannianan simplement connexa de di-
mensi6 parella amb curvatura seccional K complint 1/4 < K < 1, és homeo-
morfa a una esfera (vegeu també la nota [I30). Immediatament Klingenberg
veu, el mateix any 1960 a [12] (ja esmentat a la nota|134), que el resultat de Ber-
ger és cert també per a dimensions senars. Girbau retorna sobre aquest tema a
la secci6 15.[<]

(Variant diferenciable del problema de I'esfera). La versi6 diferenciable
d’aquest teorema (canviar homeomorfisme per difeomorfisme) va ser provada
el 2009 per Simon Brendle i Richard Schoen utilitzant la tecnica del flux de Ric-

ci, [13]. Veieu un article expositiu sobre aquest tema, dels dos mateixos autors,
el 2011, [14].[<]
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(Evoluci6 del problema del pincament). Aquesta cota del pincament de
que parla Girbau no es va poder millorar fins al 1994, quan Abresch i Meyer van
demostrar a [15] que el resultat de Klingenberg era cert a partir de

0 1
—> .
A 4(1+1076)

Vegeu una detalladissima exposici6 de la historia del teorema de I'esfera en el
llibre enciclopédic de Marcel Berger de 2002, A Panoramic View of Riemannian
Geometry, [16].[<|

(Teorema de Perelman). Com és ben sabut, la Conjectura de Poincaré va
ser tancada per Grigori Perelman I'any 2006. [<]

(Tesi de Portnoy). La tesi que cita Girbau d’Esther Portnoy, de 1969, va ser
publicada el 1971 a [17]. Kobayashi, en el seu report a «MathSciNet» d’aquest
article, diu: «The author considers the problem of extending the Gauss-Bonnet
formula to complete, open manifolds of higher dimension 7 and derives gene-
ralized formulas in five different special cases. These formulas seem to indicate
that a unifying general formula, if any, would be very complicated.» No sé si hi
ha treballs sobre aquesta possible féormula unificadora. Els articles posteriors
d’Esther Portnoy no van seguir aquesta linia. [<]

(Immersions minimals d’esferes). El problema de les immersions mini-
mals d’esferes en esferes havia estat considerat per M. P. do Carmo i N. R. Wa-
llach en els articles [18] i [19] de 1969 i 1971 respectivament.

Del segon d’aquests articles es dedueix que S” no es pot submergir minima-
ment a S”*! si no és com equador. Per tant, 'afirmaci6 de Girbau —sobre el
«contraexemple» de We-Yi Hsiang a I’article esmentat a la nota|153— no és cor-
recta. De fet, en aquest article, 'autor en cap moment afirma haver obtingut
aquest contraexemple.

Es clar que Girbau no coneixia els dos articles citats de do Carmo i Wallach,
gairebé dels mateixos anys en que ell estava escrivint la seva Memoria.

El resultat de do Carmo-Wallack diu que si f : S’ — S{ és una immersié mini-
mal isometrica, llavors k = k(s) per algun s, i si f és «plena» (full en angles),
I < m(s), amb

(s+n-2)!

n
= =(2 -1)— —1.
k(s) s(s+n-1) m(s) = (2s+n-1) nl(n-1)!
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Es diu que f és plena quan f(S;)) no esta continguda en un hiperpla de R+,

El cas particular d’immersions minimals de S? va ser posteriorment estudiat
per]J. SacksiK. Uhlenbeck el 1981 a [20]. Demostren que si N és una varietat C*°
de Riemann compacta, de dimensi6é > 3, tal que el seu recobriment universal
és no contractil, llavors existeix una aplicacié C* no constant s : $> — N tal que
s:S\{x1,...,x;} — N és una immersi6 minimal conforme amb {xy,..., x;} punts
de ramificacié de s.[<]

(Enunciat invalid en dimensié 3). El cas de dimensio 3, obert en el moment
en que Girbau escriu la seva Memoria, es va tancar el 1974 en donar primer Yau
[21] i després el mateix Kulkarni [22] exemples de difeomorfismes no isomeétrics
que conservaven la curvatura seccional. [<]|

(Més enlla de Cheeger i Gromoll). Els estudis de les varietats de Riemann
completes, en la linia dels treballs de Cheeger i Gromoll de 1972 que cita Gir-
bau, van continuar en el treball de 1974 de Sharafutdinov, [23]. Concretament,
J. Cheeger and D. Gromoll [24] (citat a la nota havien provat que si M és
una varietat de Riemann completa amb curvatura no negativa llavors M és ho-
meomorfa al fibrat normal unitari v(N) sobre una certa subavarietat N de M, i
Sharafutdinov prova que M i v(N) sén difeomorfes. [<]
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1 Estructures complexes i quasi complexes

La teoria de les varietats complexes esta intimament relacionada amb la teoria
de funcions analitiques d’un costat i amb la geometria algebraica de 1’altre.
Una varietat complexa M és un espai paracompacte, Hausdorff, dotat d’un
atles complex els canvis de coordenades dels quals es fan per transformacions
holomorfes. L’espai projectiu complex de dimensi6é n, P, constitueix un
primer exemple de varietat complexa.

W. L. Chow E] va establir el 1949 que tota subvarietat compacta immersa anali-
ticament en P,, €s una varietat algebraica, és a dir, es pot donar per un nombre
finit de polinomis homogenis. Una simple demostracié d’aquest important te-
orema es pot trobar al llibre de Gunning i Rossi: “Analytic functions of several
complex Variables”

No cal considerar subvarietats analitiques compactes de C" ja que és facil
provar que aquestes subvarietats es redueixen forcosament a un punt.

Si M és una varietat complexa de dimensio n definida per un atles complex
A = {(Ui, i)} 1 ¢ és'aplicacié

C" — R™, (..., 2") = (2. 2™yt "),

on z' = 2 ++/—1y’, l'atles {(U;, o ;) } dota M d’una estructura de varietat
diferenciable real de dimensi6 2n que s’anomena varietat real subjacent. Si
designem per “F(x) 1’algebra de les funcions de classe C'>° amb valors a C
definides en un entorn del punt z, I’espai dels operadors X : “F(z) — C que
verifiquen:

@) X(f+9) = X(f) + X(9)
(b) X(fg) = f(2)X(g) + 9(x) X (f)
és precisament la complexificacié “T,, (M) de ’espai tangent a la varietat real

subjacent T, (M ). Aquest espai es diu espai tangent complex. A cada punt z
es defineix de manera natural un endomorfisme J, de 7,.(M) posant:

Lo (5m)e = (57)e Je(a@)e = —(57).

Aquest endomorfisme no depen del sistema de coordenades elegit, ja que
els canvis de coordenades s6n holomorfs. J s’estén per complexificacié a
“T(M). A T, (M) els vectors {2} sén vectors propis de .J de valor propi
v/—11els seus conjugats {8%} s6n vectors propis de .J de valor propi —+/—1.

'On complex compact analytic varieties. Amer. J. Math. 71 (1949) 893-914.
2Prentice Hall 1965. Pag. 170.



Designant doncs per T8l subespai de “T,(M) engendrat per {(g—a} i per

7Y el seu conjugat, es té la descomposicié
ch(M) _ Tél,ﬂ) oy Tm(O,l)

que condueix a la nocié de tipus d’un tensor o una forma diferencial i a la
descomposici6 de la diferencial exterior: d = d’' + d".

Moltes de les propietats de les varietats complexes només depenen de I’ ope-
rador J 1 no de I’existencia d’un atles analitic complex a M. Per aquesta rad,
ha sorgit el concepte de varietat quasi complexa. Es diu aixi a tota varietat
diferenciable real M dotada d’un camp tensorial J una vegada covariant i
una vegada contravariant que a cada punt z € M és un endomorfisme .J, de
I’espai tangent T, (M) tal que J? = —Id.

El problema de saber quan una varietat quasi complexa és complexa va ser
abordat per primera vegada per Eckmann 1 Frt')hlichelﬂi posteriorment per
Newlander 1 Nirenbergﬂ En el fons, aixo es redueix a un problema d’integra-
ci6. Donar I’endomorfisme J equival a donar a cada punt x de M el subespai
T de °T.(M), que és equivalent a donar localment un sistema de n formes
diferencials {6#“},—1 ., de manera que a cada punt x constitueixin una base

de (Tél’o))*. El problema es planteja doncs de la manera segiient: Quan exis-
tiran funcions diferenciables z® amb valors complexos tals que % = dz*? Es
tindra:

Ao =13 AP N0+ BRLOS A + 1> Co0° NG

Expressio tnica si se suposen els coeficients A i Cgv antisimetrics en els
indexs f3,7. La condici6 que tots els Cg, siguin nuls és invariant per canvi
de coordenades i €s equivalent a la condicid que el segiient tensor, anomenat
tensor de torsi6 de I’estructura complexa, sigui nul:

N(X,Y) =2[JX,JY] = 2[X,Y] = J[X,JY] = JJX,Y]

Si 0 = dz*, evidentment es t€ df“ = 0 i per tant tots els coeficients Ogv sén
nuls i el tensor de torsi6 €s nul. Aquest tensor va ser introduit per Eckmann i
Frohlicher en el treball que hem esmentat, demostrant a més, usant essencial-
ment el teorema de Frobenius, que si la varietat M és analitica real I’anul'laci6
del tensor de torsi6 implica I’existencia de funcions 2 tals que 6 = dz®. El

3Sur I’integrabilité de structures presque complexes. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 232
(1951) 2284-2286.
“Complex coordinates in almost complex manifolds. Ann. of Math. 65 (1957) 391-404.
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mateix resultat quan la varietat M és C'*° va ser obtingut per Newlander i
Nirenberg a I’article abans esmentat. Una altra demostracié del mateix resul-
tat basada en la resoluci6 de I’anomenat d”-problema de Neumann del qual
parlarem més endavant, va ser donada per Kohn el 1963E] Nijenhuis 1 Woolf
n’han donat també una altra prova diferent. []

Del que s’ha dit es despren que el problema de saber si una estructura quasi
complexa donada procedeix o no d’una estructura complexa esta totalment
resolt. Només cal comprovar si el tensor de torsi6 s’anulla o no. Perd donada
una varietat amb una estructura quasi complexa no integrable (és a dir, amb
torsi6é no nulla) no hi ha manera de decidir en la majoria dels casos si existeix
0 no una estructura quasi complexa integrable sobre aquesta varietat. Per
exemple S® es pot dotar d’una estructura quasi complexa no integrable de
manera natural[] l> pero fins fa molt poc no se sabia si admetia o no una
estructura complexa. Recentment A. Adler ha resolt aquesta qiiestio en sentit
negatiuﬂ (> . No hi ha cap altra esfera, tret de S? i S%, que admeti una
estructura quasi complexaﬂ Recentment A. van de Ven ha donat exemples
(els primers que es coneixen) de varietats quasi complexes compactes que no
admeten cap estructura complexam En la demostracio, van de Ven utilitza el
teorema de 1’index d’ Atiyah-Singer.

Analogament al que passa amb les varietats reals, els fibrats que més natural-
ment apareixen en 1’estudi de les varietats complexes son el de les referencies
1 el tangent, encara que cal fer ressaltar aqui les diferencies amb el cas real
que cal tenir en compte. Una referéncia complexa en un punt z € M és una
base de “T,(M) de la forma X1, ..., X,, X1,..., X,, on X1,..., X, és una
base de T1(1,o)‘ El conjunt C'(M) de totes les referéncies complexes en tots
els punts de M, sobre el que actua de forma natural el grup GL(n, C), es pot
dotar d’una estructura natural de varietat complexa. S’obté aixi el fibrat prin-
cipal de les referéncies complexes C(M) — M. El grup GL(n, C) es pot

SHarmonic integrals on strongly pseudo-convex manifolds. Ann. of Math. 78 (1963)
112-148; 79 (1964) 450-472.

®Some integration problems in almost complex manifolds. Ann. of Math. 77 (1963)
424-489.

"Veure per exemple Kobayashi-Nomizu: Foundations of differential geometry. Intersci-
ence Publishers 1969, tom II, pag. 139.

8A. Adler: The second fonamental form on S% and P,,(C). Amer. J. Math. 91 (1969)
657-670.

Borel-Serre: Determinaci6 des p-puissances reduites de Steenrod dans la cohomologie
des groupes classiques. Applications. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 233 (1951) 680-682.

10A. van de Ven: On Chern numbers of certain complex and almost complex manifolds.
Proc. Nat. Ac. Sc. USA 55 (1966) 1624-1627.



fer actuar sobre C?" de la manera segiient:

Zl yl

((aﬁ) 0) A
0 (ag) ZnJrl ,ynJrl
ZQn y2n

on a = (a’) € GL(n, C). Es pot provar que el fibrat associat al fibrat prin-
cipal C'(M) amb fibra estandard C*" i amb I’actuaci6 anterior de GL(n, C)
sobre la fibra estandard, és isomorf al fibrat tangent °T'(M) —— M (fibrat
de tots els vectors tangents complexos). Tenim doncs aqui un fibrat vecto-
rial de fibra C*" en que el grup estructural no és GL(2n, C) (com passaria
en el cas real), siné GL(n, C). El fibrat dels vectors tangents de tipus (1, 0),
TUO (M) — M té fibra estandard C™ i grup estructural GL(n, C) (Aquest
manté 1’analogia amb el cas real).

2 Classes de Chern

Els invariants més senzills d’un fibrat vectorial complex van ser introduits
per Chern el 1946E] El primer d’aquests invariants, la primera classe de
Chern, per a fibrats de linia té una interpretacié simple. Sigui M una varietat
complexa. Sigui O el feix de gérmens de funcions C'*> sobre M amb valors
complexos i O* el feix de gérmens de funcions C'>° sobre M amb valors a
C — {0}. Considerem la successi6 exacta de feixos:

05Z-"50-"50" =1
on ¢ és la inclusi6 canonica i e 1’aplicaci6 definida per:
e(f(x)) = exp(2mvV—1f(x)).

De la successi6 exacta anterior se’n despren la segiient successio exacta de
cohomologia:

HY (M, 0) — H'(M,0%) == H*(M,Z) — H*(M,0).

"Chern: Characteristic classes of Hermitian manifolds. Ann. of Math. 47 (1946) 85-121.



Les classes d’equivalencia de fibrats de linia complexos, de classe C*°, dient
equivalents a dos fibrats isomorfs, estan en correspondencia bijectiva amb
els elements del grup de cohomologia H'(M, O*). A més, aquesta bijeccid
conserva les operacions de grup si es considera als fibrats I’operaci6 “producte
tensorial”. Poden doncs identificar-se els fibrats de linia amb els elements
de H'(M,0*). Donat un fibrat de linia E € H'(M,0*), element 6E €
H?(M,Z) és la primera classe de Chern de F.

Aquest cas €s relativament senzill, ja que el grup estructural dels fibrats de
linia és GL(1, C), que és commutatiu. Les classes de Chern ¢;(E) per a fi-
brats vectorials qualssevol £ — M amb grup estructural GL(n, C) es poden
introduir de diverses maneres mentre satisfacin els segiients axiomes, que les
caracteritzen{]

Axioma 1 ¢; € H*(M,Z).

Axioma 2 (de naturalitat): Si es té una aplicacié f : M’ — M i es considera
el fibrat imatge inversa f*(E) (fibrat sobre M) es verifica ¢;(f*(F)) =

fr(ei(E)).

Axioma 3 (férmula de Whitney de la suma): Si Fi, ..., F, son fibrats de
linia sobre M 1 By @ ... ® E, — M és el fibrat suma, es verifica

Ci(El D...PD Eq) = Si(Cl(El), e 701(Eq))
on s; €s el ¢-e¢sim polinomi simetric elemental.

Axioma 4 (de normalitzacid): Sigui -, el fibrat de linia canonic sobre P,,(C),
és a dir, el subconjunt de P,,(C) x C"*! format pels parells (V, z) amb
x € V. Es verifica que —c;(7;) és el generador de H?(P(C), Z), o dit
altrament, ¢ (7 ), considerada com a 2-forma diferencial, dona —1 en
integrar-la sobre el 2-cicle fonamental de P(C).

Hi ha diversos metodes, uns de topologics, uns altres propis de la geometria
diferencial per provar I’existencia de les classes de Chern ¢;( E') que verifiquen
els axiomes anteriors /"]

Al contrari del que ha passat amb les classes de Stieffel-Whitney, la presenta-
ci6 actual, sigui quina sigui, queda molt allunyada de la versi6 primitiva dels

12Hirzebruch: Topological methods in algebraic geometry. Springer 1966.

3Per a una construccié topologica vegeu: Hussemoller: Fibre bundles. Mc Graw Hill
1966, pag. 229-234. Per a una construccié basada en metodes de geometria diferencial vegeu:
Kobayashi-Nomizu: Foundations of differential geometry, tom II. Interscience Publishers
1969, capitol 12.



seus creadors, a I’article de Chern que hem citat abans es troben ja prou ela-
borats els principals metodes de construccié de les classes de Chern utilitzats
actualment. Destaquem com a interessant, 1 avui potser forca oblidada, la se-
giient construcci6 que les relaciona amb la primitiva versio de les classes de
Stieffel-Whitney:

Sigui M una varietat complexa de dimensié n. Construirem la r-€sima clas-
se de Chern del fibrat tangent. Prenguem una descomposicié simplicial de
M tal que cada simplex estigui contingut en una carta local i definim, so-
bre I’esquelet de dimensi6 2r — [ d’aquesta descomposicid, n — r + [ camps
continus X7, ..., X,_,1 de vectors tangents complexos linealment indepen-
dents. Agafem un punt a I’interior de cada simplice o de dimensi6 27 i con-
siderem la varietat U(n,n — r + 1) de conjunts ordenats de n — r + [ vec-
tors tangents complexos linealment independents en aquest punt. Els camps
X1, X5, ..., X,_r41 defineixen una aplicacié de o — U(n,n —r + 1) i, per
tant, un element del grup d’homotopia 7,1 (U(n,n —r 4+ 1)). Ehresmann ja
havia provat el 193 que tots els grups de cohomologia H*(U(n,n—r+1))
son nuls per k£ < 2r — 11 que per k = 2r el grup de cohomologia que s’obté
€s isomorf a Z. Per tant, I’isomorfisme de Hurewicz permet concloure que

Tor 1 (U(n,n —7+1)) = H Y (U(n,n —r+1)).

Els camps X, ..., X,,_,.1 definiran doncs per a cada 2r-simplice o un ele-
ment f, de Z. Associant a cada o el nimero f, s’obté un 2r-cocicle que és
un representant de la r-esima classe de Chern del fibrat tangent.

3 Estructures hermitiques i kihlerianes

Una metrica hermitica sobre una varietat complexa M no €s més que una
metrica hermitica h sobre cada fibra 7—!(z) del fibrat 79 (M) que depén
diferenciablement de z. Es facil veure que una metrica hermitica equival a
una estructura bilineal, simétrica, real, de tipus (1, 1) sobre el fibrat tangent
“T'(M) i també equival a una estructura de Riemann g del fibrat tangent 7'( M)
a la varietat real subjacent que a cada punt x verifiqui g.(J, 721, J,Z2) =

9:((Z1) 2, (Z2)2)-

S’anomena forma de Kihler associada a una metrica hermitica g a la forma
diferencial definida localment per:

F=+/—1g,5d2" N dZ".

14Sur 1a topologie des groupes simples clos. Comptes Rendues Ac. Sc. Paris 208 (1939)
1263-1265.




F' es pot definir també posant F'(X,Y) = ¢g(JX,Y). La métrica g es diu
kéhleriana si la seva forma de Kéhler F' és tancada, és a dir, ' = 0. Una va-
rietat kihleriana no és més que una varietat complexa que admet una metrica
kéhleriana.

Aquestes metriques van ser considerades per primera vegada per Kihler el
1933E]i d’aqui en prenen el nom. L’exemple més notable de varietat kéhle-
riana és I’espai projectiu complex P,,(C) dotat de la metrica de Fubini. Per
definir aquesta métrica, només cal observar que la metrica de C*** — {0}
definida per:

- Z paza o (Z ZQZO‘)Q
és definida positiva i projectable a P,,(C), on indueix una métrica kihleriana,
ja que la seva forma de Kihler és:

R (DRSPS
e AR B e

que és evidentment tancada. Aquesta metrica va ser considerada per Fubini el
1903 Tota subvarietat complexa d’una varietat kihleriana dotada de la me-
trica induida, és kihleriana. En particular tota subvarietat complexa de P,,(C)
és kihleriana. Per tant, totes les varietats algebraiques sense singularitats s6n
kéhlerianes.

gs? — Sodzdze (3] z%d2) (5] 2PdEP)

Aixi com tota varietat complexa admet una metrica hermitica, no tota vari-
etat complexa admet una metrica kihleriana. La situacié que es presenta és
molt diferent segons que la varietat que es consideri sigui compacta o no.
Molt recentment, M. L. Gromov ha demostratE] que tota varietat complexa
no compacta admet una metrica kidhleriana. En canvi, per tal que una varietat
complexa compacta admeti una metrica kihleriana, els seus nombres de Betti
b;(M) han de verificar condicions molt precises, com les segiients:

(a) Perai parell, i = 2r, by, (M) # 0.
(b) Per aisenar, i = 2r + 1, by, 11 (M) ha de ser parell.

(©) b, (M) < byyo(M) perar < n (n = dimensié complexa de M),
br(M) = boo(M)sir >n,ib.(M) = by_o.(M).

ISUber eine bemerkenswerte Hermitesche Metrik. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 9
(1933) 173-186.

16Sulle metriche definite da una forma Hermitiana. Atti Inst. Veneto 6 (1903) 501-513.

17Stable mappings of foliations into manifolds. Math. USSR Izvestia 3 (1969) 671-699.
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Aquests resultats sobre els nombres de Betti, I’obtenci6 dels quals esbossa-
rem més endavant, van ser obra en la seva major part d’Eckmann i Guggen-
heimer,ﬁ sense oblidar Hodge, les idees del qual estan sempre subjacents a la
major part dels treballs sobre varietats kidhlerianes compactes[g]

Aquest coneixement sobre els nombres de Betti d’una varietat kihleriana
compacta va permetre donar exemples de varietats complexes no kéhleria-
nes 1, per tant, no algebraiques. H. Hopf el 1948@ va descobrir una estructura
complexa sobre 5?1 x S i Calabi-Eckmann?'|més tard van introduir una es-
tructura complexa sobre 5?1 x S20T1 Aquestes varietats no poden admetre
cap metrica kihleriana, ja que by(S*T! x §2¢t1) = 0,

El problema general de saber en quines condicions una varietat complexa
compacta admet o no una metrica de Kéhler, és de tal envergadura que no
ha estat abordat mai de manera general. Com que tots els exemples que es
coneixen de varietats complexes que no admeten una metrica kdhleriana con-
sisteixen en espais fibrats (observem que S?*! x S24+l &s un fibrat sobre
P,(C) x P,(C)), sembla natural intentar abordar primer el problema molt
més facil de determinar en quines condicions un fibrat analitic complex ad-
met 0 no una metrica kidhleriana. Excellents resultats en aquest sentit han
estat obtinguts per Kodaira, Blanchard i Kobayashi. El primer d’aquests ma-
tematics va provar el 195 que tot espai fibrat analitic complex la fibra del
qual és un espai projectiu complex i la base del qual €s una varietat kdhleriana
compacta, és una varietat kihleriana. Blanchard en la seva tesi doctora]@ va
obtenir entre altres el segiient resultat: Sigui £(B, I') un fibrat analitic com-
plex, compacte , de base B i fibra F. Se suposa que 7 (B) opera trivialment
sobre el primer grup de cohomologia real de la fibra, H'(F). Per tal que
E(B, F') admeti una métrica kihleriana és necessari i suficient que es verifi-

18Eckmann: Quelques propriétés globals des variétés kihleriennes. Comptes Rendus Ac.
Sc. Paris 229 (1949) 577-579. Eckmann i Guggenheimer: Formes différentielles et metrique
hermitienne sans torsion. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 229 (1949) 464-466, 489-491. Sur
les variétés closes a metrique hermitienne sans torsion. Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 229
(1949) 503-505.

Hodge: A Dirichlet problem for harmonic functionals with applications to analytic va-
rieties. Proc. of the London Math. Soc. 36 (1934) 257-303. Harmonic functionals in a
Riemannian space. Proc. of the London Math. Soc. 38 (1935) 72-95. The existence theorem
for harmonic integrals. Proc. London Math. Soc. 41 (1936) 483-496.

207Zur Topologie der komplexen Mannigfaltigkeiten. Studies and Essays presented to R.
Courant. Interscience Publishers. New York 1948, 177-185.

21 A class of compact complex manifolds which are not algebraic. Ann. of Math. 58 (1953)
494-500.

220n Kihler varieties of restricted type. Ann. of Math. 60 (1954) 28-48.

2Sur les variétés analytiques complexes: Ann. Sc. Ecole Norm. Sup. 73 (1956) 157-202.



quin les condicions segiients: 1) Hi ha una forma de Kéhler sobre F' repre-
sentant d’una classe de cohomologia invariant per 7 (B). 2) B és una varietat
kdhleriana. 3) b;(E) = b1(B) + bi(F'). A I’exemple de Calabi-Eckmann €s
precisament aquesta darrera condici6 la que no es verifica.

En la mateixa direccié Kobayashi va obtenir el 1959 el segiient resultat:@ Si
E(B, F) és un fibrat analitic complex tal que ¢;(F) < 0, on ¢;(F') indica la
primera classe de Chern de F', aleshores si B és kidhleriana (compacta o no)
també E és kihleriana i si B és algebraica, també ho és F.

Tots aquests resultats no van sorgir ailladament, siné que sén conseqiiéncia
del considerable aven¢ que va experimentar el coneixement de les varietats
kihlerianes compactes a la decada dels cinquanta, progrés que intentarem
descriure sistematicament.

4 Les varietats kihlerianes compactes: des dels
primers resultats d’Eckmann i Guggenheimer
fins al teorema de Riemann—Roch

Hem exposat els resultats d’Eckmann 1 Guggenheimer el 1949 sobre les con-
dicions que han de complir els nombres de Betti d’una varietat complexa com-
pacta per tal que aquesta pugui admetre una metrica de Kéhler. Aquests re-
sultats s6n conseqiiencia del teorema de Hodge—De Rham sobre 1’operador
laplacia en una varietat de Riemann compacta.

Sigui M una varietat kihleriana compacta. Considerant la varietat real subja-
cent com a varietat de Riemann, tindrem sobre M el producte escalar global
de formes ( , ), del qual hem parlat en tractar del teorema de Hodge; la
diferencial exterior d; la codiferencial 9, transposada de d respecte d’aquest
producte escalar; i el laplacia A = d + dd. La descomposicié de I’espai
tangent “T,, (M) = ngl’o)(M ) @ ngo’l)(M ) dona lloc a una descomposicié
d = d + d” i auna descomposicié 0 = ¢’ 4+ ¢”. Si considerem els laplacians
A" =2(dd 4+ 0d) i A" = 2(d"§" + §"d"), 1a condicié que la metrica g de
M sigui de Kidhler comporta la igualtat dels tres laplacians: A = A’ = A",
El teorema de Hodge-De Rham afirma que la dimensié de H" (M, R) coin-
cideix amb la dimensié de I’espai de r-formes reals A-harmoniques. Es
tindra doncs: dimg H"(M,R) = dimensi6 real de I’espai de r-formes re-

240n the automorphism group of a certain class of algebraic manifolds. Tohoku Math. J.
11 (1959) 184-190.



als A-harmoniques = dimensié complexa de 1’espai de r-formes complexes
A”-harmoniques. Si designem per HP? I’espai vectorial de les formes A”-
harmoniques de tipus (p, ¢) i per b, ,(M) = dimg H?9, es tindra, tenint en
compte que A” conserva el tipus:

by (M) = dimg H'(M,R) = Y b, (M

ptg=r

Ara bé, si ¢ és una forma de tipus (p,q) A”-harmonica, la seva conjugada
¢ és de tipus (g, p) i és A’-harmonica, per tant també A”-harmonica ja que
A" = A’. Aix0 implica que b, ,(M) = b,,(M). Juntament amb 1’expressio
anterior de b, (M), també implica que quan r és senar b,.()/) ha de ser parell.
Com a cas particular d’aquest resultat es té by (M) = 2byo(M) i by (M)
s’anomena irregularitat de M.

Sigui F' la forma de Kéhler de la metrica de M. Sigui F la n-esima poten-
cia exterior de F' (n indica la dimensié complexa de M). Es demostra que
f o B > 0. Aix0 porta com a conseqiiencia que F™ no pot ser una vora,
jaque si F" = da , lavors es tindria [, F" = [, do = [, a = 0. Per
tant, /" és una 2n-forma diferencial tancada no homologa a zero. Per tant,
ban (M) # 0. Per provar que by, (M) # 0, sigui quin sigui p, només cal consi-
derar F'? (p < n). Si FP = da, es tindria [ = F" P ANda = d(F" P A a),
en contradiccié amb el que just hem comentat, de manera que F? # da i per
tant by, (M) # 0.

Hem explicat aix0 amb detall per posar en evidéncia que aquests primers re-
sultats sobre els nombres de Betti d’una varietat kihleriana compacta s’obte-
nen per camins simples i reposen fonamentalment en el teorema de Hodge, el
qual es recolza en la teoria del potencial. Aixo €s una mostra de la interrelaci6
entre 1’ Analisi i la Geometria diferencial i, a través d’aquesta, entre I’ Analisi
1 la Geometria algebraica.

Un pas important en I’estudi de la cohomologia de les varietats complexes va
ser donat el 1953 per DolbeaultE] El teorema de De Rahm per a varietats
reals afirma que la cohomologia del complex de formes diferencials amb 1’o-
perador «diferencial exterior» coincideix amb la cohomologia singular amb
coeficients reals. El teorema de De Rahm utilitza el lema de Poincaré que afir-
ma que tota forma diferencial tancada €s localment una vora. En les varietats
complexes cal considerar la cohomologia del complex de formes diferencials
amb 1’operador d”. Per poder aplicar la mateixa tecnica que en el cas real
s’utilitza per provar el teorema de De Rahm, calia un resultat que substituis el

25Comptes Rendus Ac. Sc. Paris 236 (1953) 175-177.

10



lema de Poincaré. Aquest pas va ser precisament el donat per Dolbeault, que
va demostrar que si o és una forma de tipus (p, q) (¢ > 0) de classe C'*°, defi-
nida en un obert U i tal que d”p = 0, existeix una forma « de classe C*°, de
tipus (p, ¢ — 1), definida en un obert V' C U tal que d"av = p a V. Aquest im-
portant resultat, la demostracié del qual utilitza només tecniques elementals
de la teoria de funcions analitiques complexes de diverses variables, permet
assegurar I’exactitud de la segiient successio de feixos:

. . d// dl/
0 s Qp Ly Ar0 2y gpd v AP2 5 ..

on ? indica el feix de gérmens de (p, 0)-formes holomorfes i A”? el feix de
gérmens de formes C'* de tipus (p, ¢), on ¢ és la inclusié canonica.

Combinant el resultat de Dolbeault amb el teorema de Hodge—-De Rahm per
a varietats reals, s’obté per raonaments simples 1I’isomorfisme:

HP 2 (M, ),

on H?4 indica I’espai de formes A”-harmoniques de tipus (p, ¢) i H(M, QP)
indica el ¢g-eésim grup de cohomologia amb valors en el feix 2”. Aquest iso-
morfisme va ser establert per Kodairﬁ immediatament després de coneixer el
resultat de Dolbeault. S’inicien llavors una serie de descobriments en cadena
(Ia major part el mateix any 1953) d’una importancia posterior extraordina-
ria i que culminen el 1956 amb el teorema de Riemann—Roch de Hirzebruch.
Intentarem descriure sistematicament aquests resultats descoberts en tan poc
temps.

El fet que 1a major part de les varietats kihlerianes compactes que es coneixen
siguin algebraiques va promoure el trasplantament de moltes idees i metodes
de la geometria algebraica italiana a aquest nou camp. A cada classe de divi-
sors d’una varietat algebraica s’associa de manera natural un fibrat complex
de linia el grup estructural del qual és el grup multiplicatiu dels nombres com-
plexos no nuls. Per aquesta rad, en I’estudi de les varietats kihlerianes com-
pactes es va veure de seguida la necessitat de considerar formes diferencials
a coeficients en un fibrat de linia. Una r-forma diferencial a coeficients en un
fibrat de linia analitic complex £ — M no és més que una secci6 diferen-
ciable del fibrat (A™ °T'(M)*) @ E. Per a les formes a coeficients en E es
poden definir els operadors dg, d, df, 6g, 6%, 6%, Ap, Az 1 A, analegs als
que es defineixen per les formes ordinaries. Si designem per H?(E) ’espai
de les formes de tipus (p, ¢) a coeficients en £ que sén A’ -harmoniques i
per (’(E) el feix de gérmens de p-formes holomorfes a coeficients en E, es

26Proc. Nat. Ac. Sc. USA 39 (1953) 865-868.
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verifica I’isomorfisme H?4(E) = HI(M,QP(F)). Kodaira va obtenir aquest
isomorfisme en el treball esmentat abans ja directament per a formes a coe-
ficients en £ 1 no només per a formes ordinaries tal com nosaltres ho hem
enunciat al principi.

El fet que el grup additiu de les classes de divisors en una varietat algebraica
sigui isomorf al grup de fibrats de linia sobre aquesta varietat, prenent com
a operaci6 el producte tensorial de fibrats, posa en evidencia la necessitat
d’estudiar aquest grup. Aquest estudi és realitzat per Kodaira—Spencer En
aquest treball s’introdueix el concepte de varietat de Picard associada a una
varietat kdhleriana compacta.

Sigui O el feix de gérmens de funcions holomorfes sobre M 1 O el feix de
germens de funcions holomorfes no nulles. Considerem la successi6 exacta
de feixos: ‘

0=Z——0-"0"=0
on ¢ indica la inclusi6 canonica i e I’aplicacié donada per

e(f(x)) = 2mv/—Texp f(2).

Considerem la successio exacta de cohomologia induida per la successio an-
terior:

HY (M, Z) — H'(M,0) — H'(M,0%) - H*(M,Z).

HY (M, 0*) és isomorf al grup de tots els fibrats principals de fibra C* sobre
M. Si E € H'(M,0O*), 0F és la primera classe de Chern de E. La varietat
de Picard de M, que es designa per P(M), és el nucli de §, és a dir, P(M) =
HY(M,0)/i,(H'(M,Z)).

Usant essencialment I’isomorfisme de Hodge-De Rahm entre I’espai H' (M)
de formes harmoniques i ’espai de cohomologia H'(M,R), i usant a més
I'isomorfisme de Kodaira H*' (M) = H'(M, O), es pot trobar un sistema de
generadors de i, (H'(M,Z)) com a Z-mddul que generen H' (M, O) com a
R-espai vectorial. Es a dir, la varietat de Picard P(M) és un tor complex.
El principal resultat de Kodaira—Spencer contingut en el treball que hem ci-
tat és el segiient: El grup H'(M, O*) de tots els fibrats complexos de linia
sobre M conté la varietat de Picard P(M) com a subgrup i el grup quoci-
ent H'(M, 0*)/P(M) és isomorf al subgrup H(zlyl)(M, Z) del segon grup de
cohomologia entera H?(M, Z) format per tots els ¢ € H*(M, Z) la part har-
monica H, de la qual és de tipus (1, 1).

2’Groups of complex line bundles over compact kaehler varieties. Proc. Nat. Ac. Sc. USA
39 (1953) 868-872.
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Els fruits més immediats d’aquest resultat es recullen en el camp de la geome-
tria algebraica, on és utilitzat pels seus mateixos descobridors per donar una
nova demostraci6 del teorema de Lefschetz—Hodge sobre cicles algebraics i
també en la demostraci6 dels teoremes de dualitat d’Tgusa’| Pero a banda de
les aplicacions immediates, aquest resultat determina un aveng important en
el coneixement de les varietats kdhlerianes compactes i es fa servir de manera
essencial en molts treballs posteriors, per exemple a la tesi de Blanchard de
que ja hem parlat.

Donat un fibrat de linia analitic complex £ sobre una varietat kdhleriana M, es
considerava important per a moltes aplicacions determinar en quines condici-
ons geometriques s’anullen els grups de cohomologia H?(M,QP(E)). Liso-
morfisme de qué hem parlat entre 1’espai H??1 HY(M, QP (E)) va donar a Ko-
daira la idea d’actualitzar un vell metode degut a Bochner el qual li va per-
metre donar algunes condicions suficients per a I’anullacié de H4(M, QP(E))
en termes de la primera classe de Chern de & EG] Aquest treball de només 5
pagines constitueix sens dubte el més important aveng d’aquesta decada en
aquest camp i va valer al seu autor la medalla Fields atorgada en el Congrés
Internacional de Matematics celebrat a Amsterdam el 1954. Enunciarem els
resultats que obté Kodaira en aquest treball.

Sigui v = gva 5dz™ A\ dz” una forma diferencial tancada de tipus (1,1). Si-

™

gui ¢ una forma de tipus (p, ¢) en un punt z € M. Designem per 67%(~, ¢, z)
la forma hermitica definida en el punt 2 € M per:

91%61(% 0, Z) — (52 [7654 _ R,B&] +pRUTa/3> QPUTQ.“TMO_Q“@Q@rm-..rpaaz...aq

on 07 indica el simbol de Kronnecker, R, el tensor de Ricci i R4, el de
curvatura. El primer teorema d’anullacié de Kodaira diu:

Si ¢1(E) conté un representant de tipus (1, 1),
v = %%dea A dzP
tal que la forma hermitica 67%(y, o, z) és definida positiva en cada punt z de

M, aleshores els grups de cohomologia H4(M, QP (E)) i H" (M, Q" P(E*))
s’anullen per a 1 < g < n, essent n la dimensi6 complexa de M.

Z8Kodaira—Spencer: Divisor class groups on algebraic varieties. Proc. Nat. Ac. Sc. USA
39 (1953) 872-877.

Bochner: Vector fields and Ricci curvature. Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946) 776-797.

30Kodaira: On a difrerential geometric method in the theory of analytic stacks. Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 39 (1953) 1268-1273.
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Aquest enunciat no és satisfactori des del punt de vista geometric, ja que
és dificil donar condicions geometriques simples perque la forma hermitica
0P9(, p, z) sigui definida positiva. No obstant aix0, quan p = n la forma
hermitica 0™%(y, ¢, z) adopta una expressié particularment senzilla i el resul-
tat anterior porta com a conseqiiencia, en aquest cas particular, el segiient:
Si c1(F) > 0, els grups H1(M,Q"(E)) i H*%(M,Q"(E*)) s’anullen per
1 < ¢ < n. (Esdiuque ¢;(£) > 0 si hi ha un representant v de ¢, (F)) tal que
a cada punt s’expressi localment per v = %’yagdza A dz° amb la matriu
hermitica (,) definida positiva).

S’anomena fibrat canonic de la varietat M el fibrat de linia & — M les
funcions de transicié del qual son els jacobians dels canvis de coordenades
d’un atles qualsevol de M. Es facil establir el segiient isomorfisme:

QCE)=2Q(E® K.

Usant aquest isomorfisme el resultat anterior pot enunciar-se equivalentment
de la segiient manera:

Sic(E® K*) > 0,llavors HI(M,Q°(E)) =0peral < g < n.

El metode utilitzat per demostrar aquests resultats, que com hem dit és degut
originariament a Bochner, ha inspirat un gran nombre de demostracions en
diverses branques de la geometria diferencial. Esmentem com a exemple els
resultats d’Eells i Sampson sobre aplicacions harmoniques de que hem parlat
a la primera part d’aquesta Memoria.

Ara explicarem de quina manera es van utilitzar els teoremes d’anullaci6 de
Kodaira per generalitzar a varietats kidhlerianes qualssevol teoremes com el
de Lefchetz i el lema d’Enriques—Severi—Zariski, la validesa del qual només
es coneixia fins llavors per a varietats algebraiques. Sigui M una varietat kéh-
leriana compacta de dimensié complexa n. Sigui S una subvarietat analitica
no singular de dimensi6 complexa n — 1. Sigui F un fibrat de linia anali-
tic complex sobre /. Prenguem un recobriment finit {U;} suficientment fi
de M. A cada Uj, la subvarietat S es pot definir per una equacié holomorfa
s; = 0. Per als U; que no tallen a .S convindrem a designar per s; la constant
1. Ala subvarietat S se li pot associar el fibrat de linia {S'} definit pel sistema
de funcions de transicié holomorfes s, = j—i A cada U; que talla a S es pot
triar un sistema de coordenades zjl», ..., 27 tal que la funcio s; sigui precisa-
ment la primera coordenada zjl Siz € SNU,cada germen n; € ((E), pot
descompondre’s en la forma:

14



I<ar<<ap 1<as < <ayp

Amb I’ajuda d’aquesta expressié es pot associar a cada 7; el germen 7 de p-
formes holomorfes sobre S amb coeficients a Eg (restriccié de E a S) definit
per

= D (reey)sds™ Aee Adz”

I<ap<-<ayp

on ()s denota la restricci6 a S. Designant per ' I’aplicaci6 n; +— 7; s’obté
la segiient successio exacta de feixos:

0 — Q"P(E) - QP(E) -5 QP(Eg) — 0

on Q)"P(E) és el nucli de r’. Ara bé, a cada n; € Q"P(E), pot associar-se el
germen 7} de (p — 1)-formes holomorfes sobre S definit per:

7];-' = Z (M 1ag-ap)5d25> Ao A dz?”
I<ap<--<ap

7 €s un germen de formes holomorfes a coeficients en el fibrat
Es @ {S}s,

jaquen; € Q"P(E), canvia de la seglient manera en fer un canvi de coorde-
nades:

) = (S )s Mk
on { f;} s6n les funcions de transici6é de £. Designem per 7" 1’aplicacié que
a cada n; € Q"P(E) assigna n]. Sigui (; € QP(E ® {S}*).. Designem i
I’aplicacié que al germen (; assigna el germen s,(; € 2"?(E),. Es té llavors
la segiient successio exacta de feixos:

0= P(E®{SY) -5 Q"?(E) -5 QrY(Bs ® {S}5) — 0.

D’aquesta successié exacta de feixos i de I’anterior es desprenen les segiients
successions exactes de cohomologia:

L HUY M, Q'P(E)) 2 HY(S, PN (Eg  {S}E)
2y HI(M, QP (E @ {8})) = -+
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L HY M, QP (E)) -5 HI7Y(S, QP (Bg) 2 HYM;Q"P(E)) — - -

Aquestes successions exactes son molt importants, especialment quan se subs-
titueix el fibrat E per £, = E®@{S}*"™, on {S}*™ indica la m-&sima poténcia
tensorial de {S}*. Aquestes successions exactes que van ser introduides per
Kodaira—SpendeIE-] el 1953 sén presents en treballs posteriors d’extraordina-
ria importancia. Aplicant a aquestes successions els teoremes d’anullacié de
Kodaira s’obté de manera gairebé immediata el resultat segiient:

Sic;({S}" ® E) conté un representant v, tal que 67%(7,,, ¢, z) > 0 per a
1 < p,q < m 1 si aquesta hipotesi es verifica per a 1 < m < n, llavors
I’aplicacio:

HY(M, P (E)) = H(S, O (Es))
és un isomorfisme per a p+q < n—11un monomorfisme perap+q =n—1.

Aquest resultat generalitza el lema d’Enriques—Severi-Zariski

De I’isomorfisme de Hodge—Dolbeault—Kodaira se’n despren:

HY(M,C)= Y~ HY(M, ).
ptq=k

Es té llavors el diagrama segiient:
HY(M,C) = Zp+q:qu(M,Qp)
7,,>0< \l/ 7,/* \l/
H*(S,C) = Zp+q:k HY(M, Q%)
Aplicant el resultat anterior a aquest diagrama s’infereix trivialment que:

Si ¢1({S}) conté un representant y que satisfa la condicié 079(y, p, z) > 0
peral < p,q < n, aleshores 7* : H*(M,C) — H*(S, C) és un isomorfisme
perak < n —11iun monomorfisme perak =n — 1.

Aquest resultat generalitza el teorema de Lefschetz relatiu a ’homologia de
les seccions hiperplanes d’una varietat algebraicaE]

31Kodaira—Spencer: On a theorem de Lefschetz and the lemma of Enriques—Severi—
Zariski. Proc. Nat. Ac. Sc. USA 39 (1953) 1273-1278.

327ariski: Complete linear systems on normal varieties and a generalization of a lemma of
Enriques—Severi. Ann. of Math. 55 (1952) 552-592.

33Per al’enunciat i demostraci primitius del teorema de Lefschetz vegeu el llibre de Lefsc-
hetz “L’ Analysis situs et la GEometrie algebrique”. Gauthier-Villards 1924, pag. 89-91.
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Aquestes generalitzacions, tant del lema d’Enriques—Severi—Zariski com del
classic teorema de Lefschetz, no podien considerar-se del tot satisfactories
donat que no tenien un sentit geometric clar. En efecte, en llegir els seus
enunciats ens adonem que queda a I’aire la segiient pregunta que no té una
resposta satisfactoria. En quines condicions la forma hermitica 079(~y, ¢, z) és
definida positiva? Aquesta dificultat €s la mateixa que trobavem a I’enunciat
del primer teorema d’anullacié de Kodaira.

Transcorreguts pocs mesos des de la publicaci6 de I’article de Kodaira—Spencer
que conté aquests resultats, Akizuki 1 NakanoPE] obtenen un altre teorema
d’anullacié més potent que el de Kodaira, que emprat a la situacié anterior
donara sentit veritablement geometric a les generalitzacions del teorema de
Lefschetz i del lema d’Enriques—Severi—Zariski. Aquest teorema d’anullacié
es pot enunciar aixi:

Sic(E) < 0,lavors HI(M,QP(E)) =0perp+q<n— 1.

Aplicant aquest resultat a les mateixes successions exactes de cohomologia
que consideren Kodaira—Spencer, s’obté pel lema d’Enriques—Severi—Zariski
el segiient enunciat:

Sic(E®{S}*) <0, larestricci6 HI(M,Q(E)) — HY(S,QP(Es)) és un
isomorfisme per ap + ¢ < n — 11 un monomorfisme perap+q¢=mn — 1.

El teorema de Lefschetz ara es pot enunciar:

Si ¢;({S}) > 0, la restricci6 H*(M,C) — H*(S, C) és un isomorfisme per
ak <mn —11iun monomorfisme perak =n — 1.

Akizuki i Nakano utilitzen en la demostracié del seu teorema d’anullacié un
procediment forca simple (molt més que el de Kodaira) triant una metrica
convenient que simplifica els calculs. No obstant aixo0, el metode d’ Akizuki—
Nakano és menys apte que el de Kodaira per donar teoremes d’anullacié per
a ¢ (F) semidefinida positiva o negativa.

Hem dit en una ocasi6 que les idees de Hodge estan subjacents en molts dels
avencos sobre el coneixement de les varietats kihlerianes compactes. L’any
1951, Hodge va introduir les varietats kidhlerianes que ell va anomenar «de
tipus restringit»ﬁ]i que amb el temps canviarien de nom per anomenar-se
varietats de Hodge. Va ser André Weil el primer que les va anomenar aixi,
en un treball publicat el 1952 Una varietat complexa compacta M es diu

3 Akizuki-Nakano: Note on Kodaira-Spencer’s proof of Lefschetz theorems. Proc. Japan
Acad. 30 (1954) 266-272.

3Hodge: A special type of Kihler manifolds. Proc. London Math. Soc. 1 (1951) 104-117.

36 A. Weil: On Picard varieties. Amer. J. Math. 74 (1952) 865-894.
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varietat de Hodge si admet una metrica kidhleriana g de manera que la seva
forma de Kéhler

F=+v—-1g,5dz" A dz’

sigui una classe de cohomologia d’un 2-cicle enter. Dit d’una altra manera, si
la integral fc F' és un nombre enter sigui quin sigui el cicle singular enter c.
Una tal metrica es diu «de Hodge». La metrica de Fubini sobre 1’espai pro-
jectiu complex P, (C) n’és un exemple. D’aqui resulta immediatament que
la métrica induida a qualsevol subvarietat complexa de P,,(C) és de Hodge.
Per tant, totes les varietats algebraiques sense singularitats sén de Hodge. Hi
ha, a més d’aquestes, alguna altra varietat de Hodge? La resposta a aquesta
pregunta donada per Kodaira el 195 és negativa i constitueix un conside-
rable avenc en el coneixement de les varietats kdhlerianes compactes, ja que
el fet que una varietat complexa sigui o no algebraica €s equivalent al fet que
admeti o no una metrica de Hodge. Com a conseqiiencia immediata d’aquest
resultat, tota varietat kdhleriana compacta amb primera classe de Chern defi-
nida positiva o negativa és algebraica, ja que si v = %fyagdza A dzP és un
representant de ¢; (M) tal que la matriu hermitica (v,3) és definida positiva (o
negativa) en tot punt, la metrica g definida posant gog = 7,5 (0 gog = —Vap)
és de Hodge. (Recordem que les classes de Chern son classes de cohomologia
entera).

La importancia d’aquest resultat de Kodaira justifica que diguem dues pa-
raules sobre els metodes utilitzats en la demostracié. Sigui M una varietat
kdhleriana compacta. Sigui [’ un fibrat de linia analitic complex sobre M.
Sigui I'(F") I’espai vectorial de les seccions holomorfes de F'. Si el fibrat F' té
funcions de transicié f;; en un recobriment {U;}, una seccié holomorfa de F’
vindra donada per un sistema de funcions holomorfes {s;} sobre cada U; tals
que s;(x) = f;j(x)s;(x). El sistema {s;} es pot considerar com una funcié
holomorfa amb coeficients a /'. Com les funcions holomorfes coincideixen
amb les harmoniques i I’espai de funcions harmoniques és de dimensio finita
com a conseqiiencia del teorema de Hodge, I'(F") és de dimensio finita.

Sigui s, . . ., Sq una C-base de I'(F"). Fem correspondre, a cada punt = € Uj,
el punt de P4(C) que té per coordenades homogenies

(s0j(), ..., sq;(2)).

Evidentment, si z € U; N Uj, (s0i(x), ..., Sai(x)) 1 (S0;(), ..., sq4(x)) sén
el mateix punt, ja que aquest s’obté de 1’anterior multiplicant totes les seves
coordenades per les funcions de transicié. El fibrat /' estableix doncs una

3Kodaira: On Kihler varieties of restricted type. Ann. of Math. 60 (1954) 28-48.
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correspondencia (que designem també per F'):

M5 P,(C)
Uiz > (s0i(2),...,54())

Aquesta aplicaci6 esta definida excepte per als punts tals que
SOj(x) — ... = de<g(;) = O,

jaque (0,...,0) no determina cap punt de P;(C). Un fibrat de linia F' sobre
M s’anomena «ample» si 1’aplicacié anterior esta definida en tot punt de M
i, a més, és una immersié analitica complexa de M a P,4(C). En virtut del
teorema de Chow que hem esmentat ja al §1, per provar el resultat n’hi haura
prou de veure que tota varietat de Hodge admet almenys un fibrat de linia
«ample». Per aix0 Kodaira prova primer el segiient teorema:

Si M admet una metrica de Hodge, existeix sobre M una forma diferencial 5
de tipus (1, 1) de manera que tot fibrat de linia analitic complex F' sobre M
amb ¢, (F') > [ és ample. (Es diu que ¢;(F) > [ si hi ha v de tipus (1, 1),
v € ¢1(F) , tal que v — (3 és definida positiva).

Aquest teorema, tal com esta enunciat aqui, constitueix una important baula
en la demostraci6 del teorema de Riemann—Roch de Hirzebruch. Observem
que se’n despren el resultat desitjat: que sobre M existeix almenys un fibrat
ample. En efecte, multiplicant la metrica de Hodge per un enter positiu prou
gran, s’obté una altra metrica de Hodge amb forma de Kéhler v > /3. En virtut
de I’'isomorfisme entre (2171)(M ,Z) i el grup dels fibrats de linia complexos
sobre M de queé ja hem parlat, existira un fibrat de linia F' tal que v € ¢;(F),
i aquest fibrat sera «ample» en virtut del teorema anterior. Per provar aquest
teorema, Kodaira utilitza un metode que, segons ell mateix confessa, esta ins-
pirat en un argument de Castelnuovo—Enriques sobre les corbes excepcionals
de primera especie d’una superficie algebraicaEg] A la demostracio hi interve-
nen de manera fonamental els teoremes d’anullacié aplicats a les successions
exactes de les quals hem parlat en referir-nos a la generalitzacié del lema
d’Enriques—Severi—Zariski.

Amb els avencos realitzats el 1953 1 1954, el coneixement de les varietats
kihlerianes compactes havia arribat al seu periode de maduresa. El teore-
ma d’equivalencia de varietats algebraiques sense singularitats i varietats de
Hodge permetia aplicar metodes de geometria diferencial en el tractament de
problemes de geometria algebraica. EI fruit més important d’aquesta nova

3 Castellnuovo-Enriques: Sopra alcune questioni fondamentali nelle teoria delle superficie
algebriche. Annali di Mat. 6 (1901) 165-225.
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mentalitat és sens dubte el teorema de Riemann—Roch de Hirzebruch[’l En
acabar la decada dels 30, Todd, en dos treballs que es complementeﬂ va in-
troduir unes classes caracteristiques (anomenades després d’Eger—Todd) 1 va
mostrar que el genere aritmetic d’una varietat algebraica podia representar-se
en termes de tals classes caracteristiques. Posteriorment, les classes de Chern,
introduides el 1946, van anar desplacant les classes d’Eger—Todd. Els treballs
de Todd van ser actualitzats el 1955 per Nakano usant les classes de Chern
Per enunciar el teorema de Riemann—Roch, comencem definint la classe de
Todd d’un fibrat en la seva forma definitiva deguda a Hirzebruch.

Sigui £ ——+ M un fibrat vectorial complex m-dimensional sobre una varietat
complexa M. Hi ha un resultat de topologia algebraica conegut pel nom de
«principi de descomposicié» que afirma I’existéncia d’una varietat complexa
M i una aplicacié f : M — M tal que f*(E) = B, ® --- @ E,,, amb E
fibrats de linia, 1 tal que I’aplicacié induida a I’algebra de cohomologia:

f*:H*(M,R) = H*(M,R)

¢és un monomorfisme. En virtut d’aquesta injecci6, podem considerar H i(M ,R)
com a subalgebra de H*(M,R). Designem per v; = ¢i(F;) € H*(M,R).
Definim la classe de Todd de E per la férmula segiient:

. i
td(F) = —_—
( ) }—1 1 — e
L’expressié ;——— t€ el segiient desenvolupament en serie:
X : x/2 1 S k1 B o
fy 2 e 1 = _1 _
1_e= © sinh x /2 +2$+;( ) (2k)!x

sent By, els nombres de Bernoulli. El desenvolupament en serie de =1 és

finit ja que vF € H*(M,R) i H*(M,R) = 0 quan 2k > dim M. En virtut
dels axiomes 2 i 3 que caracteritzen les classes de Chern, es verifica:

SHAE)) = c(f*(E)) = A +7) 1 +72) - (1+7m)

3 Hirzebruch: Neue topologische Methoden in algebraischen Geometrie (1956) Ergebnis-
se. Springer-Verlag.

40Todd: The arithmetical invariants of algebaic loci. Proc. London Math. Soc. 43 (1937)
190-225. The geometric invariants of algebraic loci. Proc. London Math. Soc. 45 (1939)
410-434.

4INakano: Tangential vector bundles and Todd canonical systems of an algebraic variety.
Mem. Coll. Sci. Univ. Kyoto 29 (1955) 145-149.
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on c(FE) indica la classe total de Chern definida per ), c;(E). En considerar
H*(M,R) com a subalgebra de H*(M, R) mitjangant la inclusié f*, escriu-
rem (per abus de llenguatge) c(E) en lloc de f*(c¢(£)). Tindrem doncs

L+ (BE)+ -+ em(B)=cB)= [] @+7)

1<i<m
Es adir, ¢;(E) és Ii-esim polinomi simétric elemental en les variables v, . . ., V.
Ara bé, I’expressi6 [ )", —I- és un polinomi simetric en 7, ..., Ym 1 8’es-
criura:

T

i

H 1—e - 1+T1(’717)7m)+T2(71’77m)+ )

i=1
sent 7; un polinomi homogeni de grau ¢ simetric a les variables vy, ..., V.
Els polinomis 77,75, ... podran expressar-se com a polinomis en els polino-

mis simetrics elementals, que son les classes de Chern. La seva expressio no
és senzilla:

Ty = %C1

_ 1 2
TQ = E(CQ + Cl)
T5 = L0201

24
1 2 2 4
Ty = m55(—ca + czc1 + 3¢5 + 4eacy — cf)

Com¢;(E) € H*(M,R)i]];", {—25; pot expressar-se com a polinomi en les
classes de Chern, aixd prova que td(E), que a priori pertanyia a H*(M,R),
de fet pertany a la subalgebra H*(M, R). Es comprova facilment que la classe
de Todd verifica:

(B & By) — (B d(E)

Suposem que M té dimensié complexa n. Sigui s la projeccio natural:
H*(M,R) — H*"(M,R).

Sigui v una 2n-forma diferencial tancada representant la classe de cohomo-
logia s»(1d(“T'(M))). Si M és compacta, es defineix el genere de Todd de M
per la férmula:

TD(M) = /M N
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En virtut de les expressions que hem trobat dels polinomis 7; en funcié de
C1y...,Cm, Sl M és de dimensié complexa 1 (una corba),

#(Wd(“T(M))) = 5e1(T(M)).
Si M és una superficie,
#(td(°T(M))) = 351 (T (M) + eo(“T(M)))].

Suposem que M té dimensi6é complexa 1. Tindra dimensi6 real 2 i, per tant,
sera homeomorfa a una esfera amb p nanses. Aleshores, si y € 3¢1(“T(M)),
en virtut de la féormula de Gauss-Bonnet (generalitzada per Chern) es tindra:

/7=%(2—2p)=1—p
M

Si D és una classe de divisors de M, designem per H°( M, D) I’espai vectorial
complex de totes les funcions meromorfes f sobre M tals que D + (f) és un
divisor sense pols. En virtut del teorema classic de Riemann—Roch per a
corbes, es verifica:

dim H°(M,D) — dim H*(M,K — D) =d+1—p

on d és el grau del divisor D i K és la classe canonica. En particular, prenent
D =0,esté:

/ v =1-—p=dim H*(M,0) — dim H*(M, K).
M

Si {D} és el fibrat de linia corresponent a un divisor D, es verifica
HY(M, D) = H(M,Q({D})),

i pel teorema de Hodge-Dolbeault-Kodaira, H°(M, Q°({D})) = H*°({D}).
Com que a la classe canonica de divisors correspon el fibrat canonic, es tindra:

TD(M) =1 —p = dim H*°({0}) — dim H*°(K 1)

on K indica aqui el fibrat canonic. Com H*?(K ') = H%'({0}), la férmula
anterior es redueix a:

TD(M) = dim H*? — dim H"'.

Si M és una varietat kidhleriana qualsevol, es diu genere aritmetic de M al
nombre

X(M) = (~1)"dime H*'.
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En el cas que M sigui una corba algebraica, el teorema de Riemann—Roch
classic per a corbes ens diu que:

Kodaira va demostrar el 1951 que la férmula anterior també és valida per
a superficies algebraiques (dimensi6 2). La generalitzacié de Hirzebruch del
teorema de Riemann—Roch afirma que la férmula anterior és valida per a qual-
sevol varietat de Hodge, és a dir, algebraica sense singularitats. Més encara,
generalitza per a fibrats vectorials la férmula anterior en el sentit segiient:

Si E -~ M és un fibrat vectorial analitic complex sobre M, s’anomena
genere de Todd de M relatiu al fibrat £/ al nombre que s’obté integrant sobre
tota la varietat un representant de s<(ch(E)td(“T'(M))), on ch(E) indica el
caracter de Chern, definit, analogament a com hem introduit la classe de Todd,

mitjancant 1’expressio:
m

ch(E) =) e

El genere aritmetic de M relatiu al fibrat F es defineix per I’expressio:

X(M,E) = (~1)'dim H*(E).

El teorema de Riemann—Roch de Hirzebruch per a fibrats diu que si M és una
varietat de Hodge, llavors es verifica:

TD(M, E) = x(M, E).

Hirzebruch va obtenir primer aquest teorema en el cas particular en que £ és
un fibrat de linia. En la demostraci6 s’utilitzen essencialment els teoremes
d’anullacié de Kodaira, el teorema dels fibrats amples i el d’equivaleéncia en-
tre les varietats de Hodge i algebraiques, també de Kodaira, juntament amb
la teoria del cobordisme de Thom. Molt recentment s’ha demostrat que el
teorema de Riemann—Roch de Hirzebruch €s valid per a varietats kédhlerianes
compactes qualssevol (no necessariament de Hodge)f‘z]

Diguem ara dues paraules sobre la versié que va donar Grothendieck{ﬁ del
teorema de Riemann—Roch, que és particularment important perque €s la més

42V, K. Patodi: An analytic proof of Riemann—Roch-Hirzebruch theorem for Kihler ma-
nifolds. J. of Diff. Geom. 5 (1971) 251-283.

4 Borel-Serre: Le théoreme de Riemann-Roch d’aprés Grothendieck. Bull. Soc. Math.
France 86 (1958) 97-136.
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apta per ser traslladada a les varietats reals tal com hem vist a la primera part
d’aquesta Memoria.

Sigui F'(M) el grup abelia lliure engendrat pel conjunt de classes d’isomorfia
dels fibrats vectorials complexos sobre M. Sigui

0O—-F —-F—=FE" =0

una successié exacta de fibrats vectorials complexos sobre M. Sigui K (M)
el grup quocient de F'(M') modul el subgrup engendrat per

E_E/_E//

per a totes les successions exactes de la forma anterior. Amb la suma de
Whitney i el producte tensorial, K (M) constitueix un anell anomenat anell de
Grothendieck. Si F és un fibrat sobre M, el caracter de Chern de F pertany a
H*(M, Q) i, per tant, el caracter de Chern dona un homomorfisme (d’anells):

K(M) -2 H*(M,Q)

Siguin M i N dues varietats de Hodge i f : M — N una aplicaci6é holomorfa.
Tenim el diagrama segiient:

HP(Mv Q) i> HP<N7 Q)
) )
H>?(M,Q) > H*"(N,Q)

on m i n sén les dimensions complexes de M 1 N, respectivament, i les flet-
xes verticals indiquen els isomorfismes donats per la dualitat de Poincaré.
L aplicacié f indueix també un morfisme additiu f, : K(M) — K(N) de la
segiient manera: Sigui £ € K (M). Assignem a cada obert V' C N el grup
HY(f~1(V),Q°E)). Designem per R)(F) el feix engendrat per aquest pre-

feix. Posem o
F(E) =) (-1)'R'QE).

En les varietats algebraiques, els feixos algebraics coherents es poden iden-
tificar amb els fibrats vectorials complexos. Per aquesta rad, fi(E) es pot
considerar com un element de K (M). Amb aquestes notacions el teorema de
Riemann—Roch de Grothendieck es pot enunciar de la segiient manera:

fo(eh(ENA(T(M))) = ch(A(ENA(“T(N))).

Quan N es redueix a un punt, la formula anterior dona el teorema de Riemann—
Roch de Hirzebruch.
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5 Algunes conseqiiencies del teorema de Riemann-
Roch

La versi6 primitiva de Hirzebruch del teorema de Riemann—Roch, encara que
només és valida per a varietats algebraiques, constitueix un poderds instru-
ment per a I’obtencié de resultats que podriem considerar propis de la ge-
ometria diferencial. Gracies a aquest teorema es coneixen per exemple els
teoremes segiients:@

(A) Una varietat kdhleriana compacta M amb tensor de Ricci definit positiu
€s simplement connexa.

(B) Per a una varietat kdhleriana compacta M amb primera classe de Chern
definida positiva es verifica H,(M,Z) = 0.

Vegem com es fa servir el teorema de Riemann-Roch en obtenir aquests re-
sultats concrets. Es coneixia jeff] des de 1941 que el grup de Poincaré d’una
varietat de Riemann compacta amb tensor de Ricci positiu €s un grup finit.
Hem vist anteriorment que tota varietat kdhleriana compacta amb primera
classe de Chern positiva era algebraica. (Aixo0 era conseqiiencia del teorema
d’equivaléncia entre varietats de Hodge i algebraiques). A aquestes varietats
podem aplicar-los el teorema de Riemann-Roch de Hirzebruch. En virtut d’a-
quest teorema, el génere aritmetic de M ve donat per la integral sobre M d’un
polinomi en les classes de Chern c¢;, polinomi que depen només de la dimen-
si6 n de M ino de M. Per exemple $¢; sin = 1, 55(cf + ¢2) sin = 2, etc.
Sigui M* " M un espai recobridor de & fulles de M. La métrica kihleria-
na de M indueix una metrica kihleriana a M *. Si indiquem per ¢ la 7-ésima
classe de Chern de M*, es té 7*(¢;) = ¢}. El teorema de Riemann-Roch de
Hirzebruch aplicat a aquest cas ens diu que:

X(M™) = kx(M).

Com a conseqiiencia immediata dels teoremes d’anullacié de Kodaira en tota
varietat kihleriana compacta M amb primera classe de Chern definida posi-
tiva, es verifica H%*(M) = 0 per ai > 0. En aquest cas, ja que tant M com
M* tenen primera classe de Chern definida positiva, es tindra:

X(M) = x(M") = 1.

4Kobayashi: On compact Kihler manifolds with positive definite Ricci tensor. Ann. of
Math. 74 (1961) 570-574.

“Myers: Riemannian manifolds with positive mean curvature. Duke Math. J. 8 (1941)
401-404.
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Comparant aquest resultat amb I’anterior, es desprén k£ = 1, és a dir, el grup de
Poincaré de M no pot tenir cap subgrup propi d’index finit. Aix0, juntament
amb el resultat de Myers abans esmentat implica el teorema (A).

Suposem ara que la primera classe de Chern de M és positiva. Com que
HYY(M) = H" (M) = 0, el primer nombre de Betti de M ha de ser nul.
Aix0 implica que Hy(M, Z) és un grup finit. Per un altre costat es verifica:

Hy(M, Z) = m(M)/[my (M), m,(M)]

on [m (M), m(M)] designa el commutador de 71 (M). Com que 71(M) no
pot tenir subgrups propis d’index finit, s’ha de complir

mi(M) = [m (M), m (M)],

d’on es dedueix el resultat (B). Sembla que el resultat (A) s’ha de verificar
també amb les mateixes hipotesis que (B), perod aixo és de moment una qiiestid
oberta. (>[3)

6 Cerca de teoremes d’anullacio per a fibrats vec-
torials. El treball de Nakano

Als treballs dels anys 1953 i 1954 sobre varietats kdhlerianes compactes, que
tan fructifers van resultar, podem observar que només apareixen formes dife-
rencials amb coeficients en un fibrat de linia. La generalitzaci6 dels resultats
a fibrats vectorials qualsevol s’inicia el 1955 amb un treball de Nakan(fig] que
conté una generalitzaci6 del teorema d’anulllaci6é d’ Akizuki—Nakano a fibrats
vectorials qualsevol.

Recordem I’enunciat del resultat d’ Akizuki-Nakano:

Si E és un fibrat de linia holomorf sobre M i ¢y (E) < 0, H??(E) = 0 per a
P+ q < n— 1sentn ladimensié complexa de M.

Si suposem ara que E és un fibrat vectorial holomorf qualsevol, en lloc de
fibrat de linia, quina ha de ser la hipotesi que cal fer en lloc de ¢1(E) < 0 per
obtenir un teorema analeg a I’anterior?

Prenguem sobre cada fibra £, de F una metrica hermitica h, depenent dife-
renciablement de . Aquesta metrica determina una Unica connexié a I la
forma de connexi6 de la qual és de tipus (1, 1). Sigui €2 la forma de curvatura

46Nakano : On complex analytic vector bundles. J. Math. Soc. Japan 7 (1955) 1-12.
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d’aquesta connexié. Podem definir un tensor H associat a la metrica h de la
segiient manera:

H(@? X7 /l/)? Y) = h(Q(X7 Y)@? réb)7

on X, Y sén camps de vectors complexos de M i ¢, ¥ seccions de . Aquest

tensor verifica
H(p, X,9,Y)=H(,Y,p, X).

En una carta local U de M tal que E|U sigui trivial, sigui {s4}a—1, ., un
sistema de m seccions de E|U de manera que a cada x € U constitueixin una
base de la fibra F,. Sigui (z!,...,2%") un sistema de coordenades reals a U.
Posem

Hy,p;, = H(s4,0i,58,0;).

El fibrat I/ es diu negatiu si es pot trobar una metrica hermitica i de £ el
tensor H associat de la qual sigui tal que a cada carta local verifiqui:

Ha,p, XM X5 <0

qualsevol que sigui I’1-camp X amb coeficients a F, i a més se suposa que la
igualtat només s’assoleix quan I’ 1-camp X és nul.

La hipotesi que el fibrat £ sigui negatiu (que escriurem £ < 0) és la que
substitueix ¢;(F) < 0. Quan F és de linia, F < 0 < ¢(F) < 0. Nakano
prova que substituint la hipotesi c¢1(E) < 0 per E' < 0, el resultat d’ Akizuki—
Nakano continua sent cert per a fibrats vectorials. Encara que la hipotesi de
Nakano, £ < 0, no té un significat geometric clar, el seu gran merit rau a
trobar un marc adequat en el qual els calculs coneguts per a fibrats de linia
poden copiar-se facilment per a fibrats qualssevol. Per aquesta rad, el treball
de Nakano és fonamental en tot el desenvolupament posterior de la teoria.

Precisament perque la primitiva definicid de £/ < 0 o £ > 0 no té un significat
geometric clar, 1 a més és forga forta, s’ha intentat donar-ne altres definicions.
Aixi, per exemple, el 1965 Grifﬁths@ dona la definici6 segiient:

Un fibrat E sobre M es diu feblement positiu si hi ha una metrica hermitica
h a E el tensor de Nakano H de la qual verifica

H(p, X, 90, X) >0

sigui quin sigui el camp X sobre M i la secci6é ¢ de E. Se suposa a més que
la igualtat només s’assoleix quan el camp X o la secci6 ¢ s’anullen. Aixi

4T Griffiths: Hermitian differential geometry and the theory of positive and ample holo-
morphic vector bundles. J. Math. Mech. 14 (1965) 117-140.
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com amb les hipotesis de Nakano “E < 0 o £ > 07 es coneixen tots els
teoremes d’anullacié que es coneixien per a fibrats de linia, amb les hipotesis
de Griffiths “E feblement > 0 o E feblement < 0” amb prou feines es conei-
xen teoremes d’anullacié. Aquest opositor ha trobat teoremes d’anullacio
per a fibrats feblement semi-definits positius o negatius (> @)@ Un treball
recent de Grifﬁth@ relaciona entre si les diverses definicions de fibrat positiu
i de fibrat ample que poden donar-se per a fibrats vectorials i dona teoremes
d’anullaci6 per a fibrats feblement positius. En general, aquest camp esta molt
poc madur. Les dificultats que es presenten son grans i els resultats obtinguts
ben modestos. (>

7 Deformacio d’estructures complexes

El 1957, Frohlicher 1 Nijenhuis per una banda, i Kodaira i Spencer per a una
altra, comencen a interessar-se en la deformaci6 d’estructures complexes.

Considerem per exemple una varietat complexa M i una familia {V;} de sub-
varietats analitiques de M depenents diferenciablement d’un parametre ¢ (en
un sentit que cal precisar). L’estructura complexa de M determina a cada V;
una estructura complexa que pot donar-se pel tensor J; tal que J? = —Id. En
quines condicions les estructures complexes dels V; per a tots els ¢ en un cert
entorn d’un parametre fix ¢, seran equivalents? I globalment, quan ho seran?

Els autors citatﬂ@ plantegen el problema de manera general, sense suposar
les V; subvarietats d’una varietat fixa. Un tractament exhaustiu del problema
apareix un any després i és obra de Kodaira i Spencer.

En les 139 pagines, els autors presenten un cos de doctrina que resol, a més
d’englobar tots els resultats anteriors, un gran nombre de problemesF_Q-] No
obstant aix0, els autors no demostren gran part dels resultats del §2 del treball
relatius a les formes harmoniques al llarg d’una familia diferenciable d’es-

48], Girbau: Fibrés semi-positifs et semi-négatifs sur una variété kiihlerienne compacte.
Ann. di Mat. Pura Appl. 101.1 (1974) 171-183 (anunciat com «en curs de publicacié» a la
memoria original).

“Griffiths: Hermitian differential Geometry, Chern classes and positive vector bundles.
Global Analysis Princeton Math. series n. 29 (1969) 185-251.

SFrohlicher—Nijenhuis: A theorem on stability of complex structures. Proc. Nat. Ac. Sc.
43 (1957) 239-241.

S1Kodaira—Spencer: On the variation of almost-complex structure. Princeton University
Press 1957.

2Kodaira-Spencer: On deformation of complex analytic structures I, II. Ann of Math. 67
(1958) 328-466.
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tructures complexes i sobre les quals es recolza tota la teoria. La demostracid
d’aquests resultats entra de ple en la teoria del potencial 1 no apareix fins a
196OF_3] Intentem resumir els resultats més importants de Kodaira 1 Spencer
sobre les deformacions.

Una familia diferenciable d’estructures complexes consisteix a donar un fibrat
diferenciable V — X sobre una varietat diferenciable X tal que:

(a) Cadafibra V, = w™! (t),t € X, és una varietat analitica complexa 1’estruc-
tura complexa de la qual és compatible amb I’estructura diferenciable de V.

(b) Hi ha un entorn U de cada punt de V i un homeomorfisme diferenciable h
de U aC" x w(U) tal que per a cada t € w(U) larestriccié hy de ha U NV,
és una aplicaci6 biholomorfa de U NV, a C™ x {t}.

Donat un obert U de V, designem per O(U) I’espai dels camps de vectors
sobre U tangents a les fibres V; 1 la restriccié dels quals a cada fibra és un
camp holomorf de V; N U. Anomenem II(U) I’espai dels camps de vectors Y’
sobre U tals que si w(x) = w(z') = t es tingui w,(Y,) = w.(Y,) i tals que
peracadat € w(U), Y, depengui holomorficament de x quan z € V, N U
(t fix). El fet de donar sobre cada U I’espai ©(U) amb els operadors de
restriccié evidents engendra un feix © sobre V. De la mateixa manera els
II(U) engendren un feix II. Hi ha una inclusi6 canonica:

0 1
Anomenem 7' el feix quocient. La successi6 exacta:
050 -5 T =0
dona lloc sobre cada obert U de X a la successio exacta de cohomologia:
0 — HO(V|U,©) — H'(V|U,1T) — H'(V|U,T) 5 H'(V|U,0) — - --
Quan U és prou petit, la projeccié V —- X indueix un isomorfisme
H(V|U,T) = T,(U)

on T, (U) és I'espai dels camps de vectors diferenciables sobre U. Substi-
tuint en la successié exacta de cohomologia anterior H°(V|U, T) per T,(U),
I’homomorfisme ¢* dona lloc a un morfisme:

v To(U) — H'(V|U,©)

33Kodaira-Spencer: On deformation of complex analytic structures III: Stability theorems.
Ann of Math. 71 (1960) 43-76.
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Si A és un feix sobre V, designem per H9(A) el feix sobre X engendrat
pel prefeix definit assignant a cada obert U de X I’espai H%(V|U, A). Amb
aquestes notacions, per pas al limit de la successié exacta de cohomologia
anterior s’ obté la successio:

0— H(O) = HIT) - T, 2 H'(O) — -

Una familia diferenciable d’estructures complexes V — X es diu localment
trivial si per a cada ¢t € X existeix un entorn U de ¢ 1 una aplicacio diferenci-
able h : V|U — V; tals que per a cada t’ € U la restricci6 hy de h a Vi és un
homeomorfisme biholomorf de V}» sobre V.

Vet aqui, amb aquestes notacions, el primer resultat important de Kodaira—
Spencer:

Per tal que una familia diferenciable d’estructures complexes V —— X, que
se suposa amb fibres compactes, sigui localment trivial, és necessari i suficient
que el morfisme:

Tx 2 HY(©)
sigui nul.

El morfisme p es pot considerar 1’objecte que representa la magnitud de de-
pendencia de I’estructura complexa V; del parametre ¢. La restriccié ©; de
O ala fibra V; de V coincideix amb el feix de germens de vectors holomorfs
sobre V; i, per tant, H(V;, ©;) depeén només de V;. Per restriccié de p a V;
s’obté el morfisme

pr: (Tx)e — Hl(Vt,@t),

on (Tx ), indica I’espai tangent a X a t. El morfisme p; va ser el primer que
van introduir Frohlicher i Nijenhuis. Per a cada vector tangent v, € (T'x);, la
imatge p;(v;) € H'(V;, ©;) representa la deformacid infinitesimal de I’estruc-
tura complexa de V; en la direcci6 v;. Evidentment, p = 0 implica p; = 0 per
a tot ¢, pero el reciproc no és necessariament cert com es pot provar amb un
contraexemple. Amb 1’ajuda de la teoria de formes harmoniques, els autors
proven que si la dimensié de H'(V}, ©,) és independent de ¢, llavors p = Osi i
només si p; = 0 per a cada ¢ i d’aix0 deriven el segiient teorema de Frohlicher
i Nijenhuis:

Si per a un ¢ fix es compleix H'(V;,©;) = 0, hi ha un entorn U de ¢ tal que
V|U — U és una familia diferenciable d’estructures complexes trivial.

Aquest teorema €s un resultat de «rigidesa» d’estructures complexes.

Restringint les seves consideracions a subvarietats complexes d’una varietat
complexa M, Kodaira i Spencer obtenen la corresponent teoria de deformaci-
ons relativa a M.
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En aquest treball es troba també la demostracié del segiient teorema degut a
Nakano, fins aleshores no publicat:

Sigui M una varietat kihleriana compacta i © el feix de gérmens de vectors
holomorfs. Si ¢;(M) < 0 llavors H°(M,0) = 0 i si ¢;(M) > 0 llavors
HY(M,©)=0peraq > 2.

La primera part del teorema assegura que si ¢; (M) < 0, llavors a M no hi ha
cap camp global holomorf. Aixo comporta que M no admet cap grup continu
d’automorfismes analitics. Aquest resultat, conegut ja per Poincaré en el cas
que dim M = 1, va ser objecte de dues importants generalitzacions degudes
a Kobayashi 1 Lichnerowicz.

Poincaré, com hem dit, sabia que tota superficie de Riemann compacta de
genere > 1 admet només un nombre finit de transformacions holomorfesF_I]

Kobayashi va generalitzar el 195@ el resultat de Nakano de la seglient ma-
nera:

Si M és una varietat kdhleriana compacta amb ¢; (M) < 0, llavors el grup G
de totes les transformacions holomorfes de M és finit.

La demostracié de Kobayashi utilitza de manera essencial el teorema de Ko-
daira sobre els fibrats amples de que ja hem parlat.

Lichnerowicz™| va generalitzar el 1967 el resultat de Nakano en aquest altre
sentit:

Si M és una varietat kihleriana compacta amb ¢; (M) < 0 i en un punt de M
la desigualtat és estricta, el grup GG de transformacions holomorfes de M és
discret.

Cal preguntar-se si amb aquesta hipotesi, GG €s o no finit. Aquesta qiiestio €s
un problema obert. (>>[6)

Tornem al treball fonamental de Kodaira i Spencer del qual ens hem apartat
una mica per comentar el resultat de Nakano i les seves generalitzacions. Di-
guem que el resultat que hem esmentat, que expressa el fet que una familia di-
ferenciable d’estructures complexes €s localment trivial o no, segons s’anulli
o no el morfisme p, constitueix un teorema fort i de gran utilitat aplicat diver-
ses situacions concretes. Utilitzant aquest resultat i teoremes d’anullacié per
a fibrats vectorials, I’opositor, en el treball abans esmentat, ha demostrat un
resultat que intuitivament es pot expressar de la manera segiient:

34H. Poincaré: Sur un théoréme de M. Fuchs. Acta Math. 7 (1885) 45-82.

K. Kobayashi: On the automorphism group of certain class of algebric manifolds.

S A. Lichnerowicz: Variétés kihleriennes et premiére classe de Chern. J. of diff. Geom. 1
(1967) 195-223.
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En una varietat kdhleriana de curvatura (biseccional holomorfa) negativa, do-
nada una subvarietat complexa S, compacta, o bé no hi ha cap subvarietat
propera a S, o bé sempre es pot trobar una subvarietat S’ tan propera com es
vulgui a S'i I’estructura complexa de la qual és diferent de la de S (dit d’una
altra manera, no existeix cap aplicacié biholomorfa de S sobre S”).

El treball de Kodaira i Spencer sobre les deformacions dona definicions i re-
sultats molt utils, perd no es preocupa de 1’existencia de deformacions. El
primer treball que s’ocupa d’aquest problema apareix el 1958 i és obra de Ko-
daira, Nirenberg i SpencerE] El seu resultat fonamental es pot enunciar de la
manera segiient:

Sigui V4 una varietat complexa compacta i O el feix de germens de camps
vectorials holomorfs sobre Vy. Si H?(Vp, ©,) = 0, aleshores hi ha una fa-
milia analitica d’estructures complexes V —— X tal que per un o € X es té
que w™'(0) és la varietat V; donada i tal que p, aplica isomorfament (Tx), a
H(V, ©y).

En virtut del teorema de Nakano aquest resultat és aplicable si ¢; (V) > 0.

8 Varietats kihlerianes compactes de curvatura
positiva. Conjectura de Frankel

El 1961 apareix un treball de Franke]ﬁ que intenta abordar un problema que
encara continua obert actualment i que ha estat objecte de nombrosos treballs.
Considerem I’espai projectiu P,,(C) amb la métrica de Fubini. Si o és un pla
de I’espai tangent en un punt de P,,(C), la curvatura seccional K (o) verifica:
T < K(0) <1,amb K (o) = 1 siinomés si el pla o constitueix una «direcci6
complexa». No es coneix cap varietat kdhleriana compacta de dimensié n amb
curvatura positiva que no sigui homeomorfa a P, (C).

Pot conjecturar-se doncs que tota varietat kdhleriana compacta de dimensio
n amb curvatura positiva és homeomorfa a P,,(C). La férmula de Gauss-
Bonnet mostra que aquesta conjectura €s certa per a n = 1. Frankel dona
una demostraci6 (deguda a Andreotti) que la conjectura €s certa per a n = 2.
Aquesta demostracio utilitza fonamentalment els teoremes d’anul'lacié de Ko-
daira, el teorema d’equivalencia entre varietats algebraiques i varietats de

>7Kodaira—Nirenberg—Spencer: On the existence of deformations of complex analytic
structures. Ann. of Math. 68 (1958) 450-459.
8Frankel: Manifolds with positive curvature. Pacific J. Math. 11 (1961) 165-174.
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Hodge, i la classificacié donada per Zariski el 1935 de les superficies alge-
braiques@

La conjectura anterior, per a n qualsevol, es coneix amb el nom d’ Andreotti-
Frankel. Podem dir que en I’actualitat ni tan sols esta resolt el segiient pro-
blema molt més senzill:

Donada una varietat kdhleriana compacta M, de dimensié n, amb curvatura
positiva, té els mateixos nombres de Betti que P, (C)?

La conjectura d’ Andreotti-Frankel ha donat origen a molts treballs. Si o és un
pla de I’espai tangent en un punt d’una varietat kdhleriana M, designem per
o el pla engendrat pels vectors X i JX, on X €s un vector de . Designem
per a(o) I’angle format pels plans 0 i . A P, (C) la curvatura seccional ve
donada en funcié de I’angle (o) per la formula:

1+ 3cos?a(o)
B 4

K(o)

En una varietat kihleriana qualsevol, designem per

1+ 3cos?a(o)

Kia(o)) :

Si es tracta de comparar M/ amb P,,(C), és logic considerar el quocient

K(0)/K:i(a(0)).

Aixo és el que fa Do Carmdg_cl a la seva tesi doctoral llegida el 1962 1 no pu-
blicada fins al 1965, quan tots els seus resultats havien estat ja superats 1, per
tant, la seva publicaci6 tenia només un interes historic. Do Carmo introdueix
el concepte de «pincament kihleria», diferent del «pingament riemannia» que
s’havia considerat fins aleshores. Donat un nombre real positiu 6 < 1, es diu
que una varietat kédhleriana és d-pincada si hi ha una constant positiva L tal
que:
SL < ﬂ < L.
Ki(a(o))

Do Carmo prova que si M €s una varietat kdhleriana compacta de dimensié

n, 0-pingada, amb § > 0.8, I’anell de cohomologia de M amb valors a Zs,
H*(M,Z,), coincideix amb H*(P,,(C), Z,).

3 Zarski: Algebraic surfaces. Ergebnisse. Springer-Verlag, 1935.
Do Carmo: The cohomology ring of certain kihlerian manifolds. Ann. of Math. 81
(1965) 1-14.

33



Klingenberg, que era el director de la tesi de Do Carmo, millora aquest resultat
i obté{T]

Si M és una varietat kihleriana de dimensié n > 4, d-pincada amb § > 0,64,
aleshores M és compacta i té el mateix tipus d’homotopia que P,,(C).

Klingenberg utilitza essencialment en la seva demostracio la teoria de Morse.
Poc més tard Kobayashi millora aquest resultat i estableix:@

Si M és una varietat Kédhleriana completa, J-pingada, de dimensié complexa
n,amb § > 2 =0,57..., M té el mateix tipus d’homotopia que P,,(C).

La demostracié de Kobayashi és molt més simple que la de Klingenberg. Com
se sap, I’esfera S?"™! és un fibrat principal sobre P, (C) amb fibra S'. La
idea principal de Kobayashi consisteix a generalitzar aquesta situacio, és a
dir, construir un fibrat principal P sobre M amb fibra S tal que el reves-
timent universal de P sigui homeomorf a S?"*!. Les successions exactes
d’homotopia de les fibracions S' — S***1 — P, (C)i S' — P — M do-
nen un isomorfisme entre 71 (M) i m(P,(C)) per a n > 2. D’altra banda,
M és simplement connexa per un resultat de Kobayashi que ja hem vist que
s’obté com a conseqiiencia del teorema de Riemann—Roch. Per tant, també
m (M) = m (P, (C)).

Poc després de la publicaci6 d’aquest article de Kobayashi, Klingenberg, con-
tinuant amb el seu metode fundat en la teoria de Morse, rebaixa la constant %
de Kobayashi a 1% = 0,56 . ... Fins ara aquesta és la millor estimaci6é que es
coneix per als pingcaments kihlerians.

Els espais projectius complexos amb la metrica de Fubini sén varietats d’Ein-
stein. Berger va provar el 196513_3-] que tota varietat kihleriana compacta de
dimensié n, d’Einstein, amb curvatura seccional positiva, és isometrica a
P,.(C)). Poc després Bishop i Goldberg van provar que tota varietat kihleria-
na compacta amb curvatura seccional positiva i curvatura escalar constant, és
d’Einstein ]

Com es pot observar, la conjectura d’ Andreotti-Frankel només s’ha aconse-
guit provar afegint hipotesis suplementaries. Esmentem ara tots els resultats

6IKlingenberg: Manifolds with restricted conjugate locus. Ann. of Math. 78 (1963) 527-
547.

62Kobayashi: Topology of positively pinched kaehler manifolds. Tohoku Math. J. 15
(1963) 121-139.

3 Berger: Sur les variétés d’Einstein compactes. ITI*™ Reunion Math. Expression latine.
Namur (1965) 35-55.

%Bishop—Goldberg: On the topology of positively curved Kaehler manifolds II. Tohoku
Math. J. 17 (1965) 310-318.
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que es coneixen, que s6n ben pocs, en relacié amb aquesta conjectura amb
la seva hipotesi original, €s a dir, M una varietat Kdhleriana compacta amb
curvatura seccional positiva.

Se sap:

1) Els espais H”(M) de formes harmoniques de tipus (p, 0) sén nuls ]
2) El segon nombre de Betti by (M) val 1/

3) Els espais H?'(M) de formes harmoniques de tipus (p,1) sén nuls
quan p > 1@

Recordem que b, (M) = . _ dim H?(M). Per provar que M t€ els ma-
teixos nombres de Betti que P,,(C) bastaria provar que els espais H”(M)
s6n isomorfs a H?4(P,,(C)). Aquests ultims espais sén nuls si p # ¢ i tenen
dimensi6 1 si p = ¢. Els resultats 1) 1 3) constitueixen un primer pas per
calcular els nombres de Betti de M, pero encara queda molt cami per recor-
rer. Podem dir que les demostracions dels tres resultats esmentats utilitzen
fonamentalment els teoremes d’anullacié de Kodaira. El resultat 1), que és
anterior als teoremes de Kodaira, va ser precisament el que va inspirar els al-
tres. Caldra esperar segurament a trobar nous metodes que siguin aptes per
abordar aquest problema. (> [7).

9 Teoremes d’anullacio per a fibrats
semipositius i seminegatius

Parlarem ara d’una qiiestié que va ser iniciada el 1957 per E. Vesentini@ Els
teoremes d’anullacié de Kodaira i d’ Akizuki—Nakano, tan importants per les
seves aplicacions, son resultats d’aquest tipus: Si la primera classe de Chern
de tal o tal fibrat de linia és definida positiva o negativa, llavors tal o tal espai
de formes harmoniques s’anulla. No obstant aixo, a la practica es presenten
moltes situacions en que la primera classe de Chern d’un fibrat de linia és

%Bochner: Vector fields and Ricci curvature. Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946) 776-797.

% Bishop—Goldberg: On the 2nd cohomology grup de Kihler manifold. Proceedings of the
AMS 16 (1965) 119-122.

¢7Rideau: Un théoréme sur la courbure holomorphe bissectionnelle. Comptes Rendus Ac.
Sc. Paris 270 (1970) 887-889.

%8 Vesentini: Osservazionni sulle structure fibrate analitiche sopra una varieta kiihleriana
compatta. Atti. Acad. Naz. Lincei 23 (1957) 231-241; 24 (1958) 5005-512.
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semidefinida positiva o negativa, en lloc de ser definida. Posem un exemple
senzill d’una situaci6 d’aquest tipus.

Siguin M i M’ dues varietats kdhlerianes compactes i sigui f : M — M’

una aplicacié holomorfa. Si F’ ™ M’ és un fibrat de linia holomorf sobre
M" amb ¢, (E") < 0, el fibrat imatge inversa f*(E’) té primera classe Chern
semidefinida negativa.

Vesentini, en el treball esmentat, intenta donar teoremes d’anullacié com els
de Kodaira per a fibrats de linia semidefinits. Els resultats de Vesentini han
estat millorats per 1’opositor a la seva tesi doctoral.

Lichnerowicz, en un treball publicat el 1967@ obté els segiients resultats per
a varietats kihlerianes compactes M amb ¢; (M) < 0:

Sigui T” I’espai vectorial dels p-tensors holomorfs globals sobre M.
1) Si ¢y (M) <0, llavors
a)Si A € TP i A s’anulla en un punt, A és idénticament nul.

b) Si X és un camp vectorial holomorf i A € TP, la derivada de Lie Lx A
s’anulla.

¢) dimg 77 < by, o(M), on b, o(M) = dime HPO(M).

d) El grup connex més gran GG de transformacions holomorfes de M és abelia
i verifica dimg G < by (M).

2) Si ¢ (M) < 01 almenys en un punt de M la desigualtat és estricta, alesho-
res T = 0.

Per a I’estudi de les varietats kihlerianes compactes M amb ¢; (M) > 0, la
varietat d’ Albanese associada a M juga un paper important. Un estudi siste-
matic de la varietat d’ Albanese i les seves propietats elementals pot trobar-se
a la tesi de Blanchard ja esmentada anteriorment. Aquesta varietat es pot defi-
nir com I’espai quocient de H°(M)* pel subgrup P de H“°(M)* format per
les aplicacions lineals ¢ de H'°(M) a C que sén de la forma 3 — [ 3, on
c és un 1-cicle enter de M. P és un subgrup discret de H"°(M)* de rang 2q
(¢ = dim H°(M)*), per tant la varietat d’ Albanese A(M) = HYO(M)*/P
és un tor complex de dimensi6 ¢. Hi ha una aplicaci6 natural, M N A(M),
anomenada aplicacié de Jacobi. Lichnerowicz, en el treball esmentat, prova
que si ¢ (M) > 0, llavors I’aplicaci6 de Jacobi és exhaustiva i aixi M es pot
considerar com un fibrat sobre A()M) amb grup estructural abelia i discret, i

®Lichnerowicz: Variétés kihleriennes et premiére classe de Chern. J. of diff. Geom. 1
(1967), 195-223.
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fibra estandard una varietat kihleriana compacta F' amb ¢, (F') > 0.

Refinant aquests resultats, Lichnerowicz, en un treball recen dona el se-
giient teorema, que es pot considerar com a teorema d’estructura de les varie-
tats kihlerianes compactes amb ¢, (M) > 0:

Sigui M una varietat kiihleriana compacta amb ¢; (M) > 0 que verifica alguna
de les tres hipotesis segiients:

1) M és de Hodge.
2) El tensor de Ricci R de M és > 0.
3) La 1-forma d'(Tr R) defineix una transformacié infinitesimal holomorfa.

Aleshores hi ha un revestiment M/ de M que és un fibrat sobre la varietat
d’Albanese A(M ), la fibra estandard del qual F' és una varietat kihleriana
compacta amb ¢; (M) > 01 by o(F) = 0. A més, el grup relatiu del revesti-
ment M — M és resoluble.

Una vella conjectura de Calab ens asseguraria, si fos certa, que
c(M)>0 = R>0,

d’on la segona hipotesi del teorema anterior sempre es verificaria (>>[§)). En
relacié amb aquesta conjectura de Calabi, es pot veure un interessant treball
d’AubinE] Una conjectura de Lichnerowicz, enunciada ja fa un decenni, diu
que sobre tota varietat kidhleriana compacta existeix una metrica kidhleriana
per a la qual d'(Tr R) defineix una transformacié infinitesimal holomorfa. Si
aquesta conjectura €s certa, la hipotesi 3) del teorema anterior es verificaria
sempre.

10 Varietats complexes no compactes.
El d’-problema de Neumann
i el problema de Levi
Hem explicat fins ara els principals avencos en el coneixement de les varietats

complexes compactes, especialment de les kidhlerianes. Diguem ara alguna
cosa sobre les no compactes.

"OLichnerowicz: Variétés kihleriennes compactes A premiére classe de Chern non négative.
J. of diff. Geom. 6 (1971) 47-94.

"ICalabi: On Kihler manifolds with vanishing canonical class. Algebraic geometry and
topology. Symposium in honor of S. Lefschetz. Princeton University Press 1957, 78-89.

72T. Aubin: Métriques riemanniennes et courbure. J. Diff. Geom. 4 (1970) 383-424.
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Ja hem esmentat, §3, un resultat recent de Gromov que afirma que tota vari-
etat complexa no compacta admet una metrica de Kéhler, al contrari del que
passava en el cas compacte, en que el problema d’existencia d’una metrica
kéhleriana era de tal envergadura que només es coneixien respostes parcials.

En el cas compacte hem vist com el teorema de descomposicié de Hodge—
De Rham jugava un paper molt important. Un teorema analeg per a varietats
hermitiques no compactes i per al laplacia A” no va ser trobat fins al 1962, per
J. J. Kohn, després de diverses temptatives anteriors per part especialment de
D. C. Spencer, C. B. Morrey 1 del mateix Kohn. No cal dir que els resultats de
Kohn juguen en el cas no compacte el mateix important paper que el teorema
de Hodge-De Rham en el cas compacte. Per aquesta rad intentarem explicar
breument aquests resultat aixi com algunes de les seves conseqiiencies.

Els conceptes que utilitzarem aqui pertanyen més aviat a 1’analisi funcional i
concretament a la teoria d’operadors lineals no acotats en un espai de Hilbert.
Si H és un espai de Hilbert, un operador 7" no fitat és una aplicaci6 lineal
definida en un subespai (que s’anomena domini de 7") de J{, amb valors a H.
El fet de considerar operadors el domini dels quals no sigui tot H és obligat
per importants exemples que es presenten a Analisi. Per citar un cas, només
cal considerar, a I’espai de Hilbert L2, I’operador que assigna a cada funci6 la
seva derivada, en cas que aquesta existeixi i pertanyi a L2. Hi ha una estreta
relacié entre que el domini de definicié sigui o no tot J{ i que I’operador
considerat sigui o no acotat. Aix{i, per exemple, una transformacié lineal A de
tot H a H, simetrica (és a dir, tal que (Af, g) = (f, Ag)), és necessariament
fitada, i reciprocament una transformacio lineal fitada definida només en un
subespai de J{ es pot estendre a tot J{ conservant la mateixa cota. Aixo fa
pales que tota la teoria d’operadors acotats es pugui fer considerant que el
domini de definici6 és tot I, pero a la teoria d’operadors no compactes €s
essencial que el domini de definicid no sigui tot fH

Hem fet aquest llarg preambul, potser innecessari, per justificar els conceptes
1 definicions que emprarem.

Sigui M una varietat complexa (no compacta), de dimensié n, dotada d’una
métrica hermitica. Sigui A®9 I’espai de les formes C> de tipus (p,q) a
valors complexos. Donades dues formes «, 3 € A®9 es designa per (o, B)

73J. J. Kohn: Harmonic integrals on strongly pseudo-convex manifolds. Ann. of Math. 78
(1963) 112-148. Per a una exposicié més recent es pot veure: G. B. Folland and J. J. Kohn:
The Neumann problem for the Cauchy—Riemann Complex. Ann. of Math. Studies ndim. 75
(1972). A parer nostre, potser és més clara la primera exposicié que la segona.

74Una exposici6 breu i excellent es pot trobar al capitol 8 del llibre de Riesz i Nagy:
Functional Analysis. Fredrick Ungar Publishing 1971.
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la funci6 sobre M que s’obté contraient & amb 3 mitjangant la metrica. Es
defineix un isomorfisme % : A9 — AP0 que es pot caracteritzar per
la propietat: (o, 5)n = a A %3, on 1) indica I’element de volum. L’ operador %
verifica:

o = (-1 sip e APD
(*a, %5) = (o, B).

Es defineix ¢ per:
d = —*dx*.

Igual que d es descompon segons el tipus com a d’ + d”, § es descompon com
ad +9".

Tot aix0 també ho teniem en les varietats compactes. Alla definiem a més un
producte escalar a A9 mitjancant

@8 = [ (s [ anis

Pero aqui, si M no és compacta, tindrem problemes de convergencia de la
integral [, (o, 3)n. Donada a € A®9), definim la norma de « per:

jal =/ [ avm

Si la integral no és convergent, posarem || = oo. Sigui £'(P9) el subespai
de AP format per tots els o € AP de norma finita. A £'(P9) esta definit el
producte escalar { , ). Designem per £ "% I’espai completat de £'"9), £(P9)
€s un espai de Hilbert.

A les varietats compactes els operadors d i 0 eren adjunts un de I’altre mitjan-
cant el producte escalar ( , ). Per obtenir la mateixa situaci6 en les varietats
no compactes, convindra considerar els operadors d i 6 no a AP sin6 a £ P9
ja que és aqui on esta definit el producte escalar ( , ). El primer que cal fer,
doncs, és estendre d i 6 a £, De moment a nosaltres només ens interessen
els operadors d” i . Comencem per estendre d”. L’extensié 7' de d” a £ P9
no estara definida en tot £®9 (es tracta d’operadors no acotats). Comencem
definint el domini @5? 9 de I’operador T'. Sigui DE,? D ¢l conjunt de tots els
¢ € £LP9 tals que existeix una successié {(,, } amb les propietats segiients:

(@) on € APD O LPD)
(D) ¢ = lim ¢, a L@9
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(c) d”gpn c L(p7q+1)
(d) {d"¢,} és una successié de Cauchy a £P4+1)

Llavors es defineix Iaplicacié T : DP? — £®9 posant Ty = lim d”,, on
{¢n} és una successié amb les anteriors propietats. La definicié és indepen-
dent de la successi6 triada.

L’operador 7™ adjunt de I’operador 7" es defineix, com és usual per a opera-
dors no acotats en un espai de Hilbert, de la manera segiient:

Sigui @%’;") el conjunt de tots els ¢ € £P9 tals que existeix A € L7~V que
satisfa I’equaci6 (T, ) = (1, A). Llavors es defineix 7% : @5?,;‘1) — LPa=l)
mitjangant: 7*p = \. T* esta ben definit, ja que 1)5?;‘1‘” és dens a LPa1),

L’operador 7' és I’extensié natural de d” i T* 1’extensi6 natural de ¢”. Es
comprova que T(DY?) ¢ DP?Y_ que T*(DF?) ¢ DD i que T2 = 0'i
(T*)? = 0.

Sigui D7 el conjunt de tots els ¢ € £ tals que € DF? N DED i que
Typ € DR i 7+p € DY Es defineix L : DY — £ mitjangant:
L=TT*+T"T.

L és I’extensi6 natural del laplacia A”. Designem per

HP) = {p e DPV . Ly = 0},

és a dir, I’espai de formes harmoniques de tipus (p, ¢). Es veu immediatament
que
KO = {p e DY NDEY : T =T = 0}.

Es relativament facil provar que £®% es descompon en suma directa ortogo-

nal:
) — [LD%}"])] @ HP9

on [LD%’CI)] designa I’adherencia de LD%’"J) a L),

Aquesta descomposicid, anomenada de vegades «descomposicid ortogonal
feble», és analoga a la del laplacia A” del teorema de Kodaira i a la del lapla-
cia A en el cas de varietats reals.

Si LD(LM) és tancat a £ P9 el resultat anterior dona la descomposicié segiient
de £9 en suma directa ortogonal:

£Pa) — TT*D(LM) @ T*TD(Lp’q) @ HPa.
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L’existéncia o no existéncia de tal descomposicié es diu d”-problema de Neu-
mann. A la teoria classica del potencial hi ha dos problemes fonamentals, el
de Dirichlet i el de Neumann. El primer consisteix a trobar una funcié har-
monica en un domini de R", continua en el domini i a la seva frontera, i que
es redueixi a una funcié continua donada sobre la frontera. El de Neumann
és el problema analeg en que en lloc de prescriure els valors de la solucié a la
frontera, es prescriuen els valors de la derivada normal a la frontera. D’aquest
classic problema en pren el nom I’anomenat d”-problema de Neumann. En
els termes en que ho hem plantejat, aquest problema té solucié si i només si
I’espai LD(LM) és tancat en £ Per tant, es redueix a trobar quines condi-
cions ha de verificar la varietat M de partida per tal que 1’espai LD(Lp’q) sigui
tancat a £ (P9,

Abans d’enunciar la soluci6 a aquest problema donada per Kohn, introduirem
algunes definicions que expressen conceptes molt utilitzats en la teoria de
funcions de diverses variables complexesE] Considerem un parell de varietats
complexes M i M’ tals que:

(a) M és una subvarietat oberta de M.
(b) L’adherencia M és compacta.
(c) La frontera OM de M a M’ és una subvarietat C*° de M’.

(d) Per a cada domini U de coordenades complexes de M’ hi ha una funcié
real de classe C'* sobre U tal que

(1) f(z)<0size Mif(z)>0siz¢g M,
(2) (f.): #0size€ oM,

(3) Sizg € OM,a e C",a#0iY (9;f)s,a’ =0, llavors
> (9:0;f)spa'a? > 0.

Si el parell {M, M’} verifica les propietats anteriors es diu que és fortament
pseudoconvex. De vegades es diu també que M és fortament pseudoconvex.

Aquesta situaci6 €s familiar en 1’estudi dels dominis d’holomorfia de C" en
el marc de la teoria de funcions analitiques de diverses variables complexes.

El resultat fonamental de J. J. Kohn consisteix a provar que si {M C M’}
és un parell fortament pseudoconvex, on M’ és una varietat amb una metrica

3Vegeu per exemple 1’excellent llibre de Hormander: An introduction to complex analysis
in several variables. Van Nostrand, 1966.
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hermitica que és kihleriana en un entorn de la frontera 0M, llavors el d”-
problema de Neumann per a M té solucid, és a dir, LD(Lp’q) és tancat en £(P9),
A més, Kohn prova que en aquesta situaci6 1’espai "9 té dimensid finita.

Entre les nocions de convexitat que s’utilitzen en la teoria de funcions anali-
tiques de diverses variables complexes, figura la de «convexitat holomorfa»,
concepte fonamental per a la definicié de les varietats de Stein que constitu-
eixen la generalitzacié més natural dels dominis d’holomorfia de C". Una
varietat complexa M s’anomena «holomorficament convexa» si per a cada
compacte K C M, el conjunt

K ={ze M:|f(2)| < sup|f(z)| per a tota funci6 analiticaf}
zeK

és també compacte. Ja E. E. Levi va conjecturar que la pseudoconvexitat
forta implicava la convexitat holomorfa. Aquest problema, conegut com a
«problema de Levi» no va ser resolt (en sentit afirmatiu) fins al 1958 per H.
Grauert[™]

Utilitzant la resolucié de Kohn del d”-problema de Neumann, es pot donar
una demostracié molt curta del problema de Levi.

Els teoremes d’anullacié de Kodaira han estat estesos en certa manera a vari-
etats no compactes per H. Grauerti O. Riemenschneidetﬂ] utilitzant fonamen-
talment el d”-problema de Neumann. Els teoremes d’anullacié de Grauert es
poden formular de la manera segiient:

Sigui {M C M’} un parell fortament pseudoconvex. Aleshores
HF(M, 0% =0

perak <n(n=dimM)i
H*(M, Q") =0

perak > 0,on H*(M,QP) designa la cohomologia amb suports compactes.

7H. Grauert: On Levi’s problem and the imbedding of real-analytic manifolds. Ann. of
Math. 68 (1958) 460-472.

"TH. Grauert i O. Riemenschneider: Kihlersche Mannigfaltigkeiten mit hyper-g-konvexen
Rand. Problems in Analysis. Princeton University Press 1970, pag. 61-79.
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Anotacions dels traductors-curadors

(Estructura quasi complexa «natural» de I’esfera S°®). L estructura quasi
complexa «natural» .J de I’esfera S% es pot descriure mirant els octonions ima-
ginaris (és a dir, amb part real nulla) com a R7, S C R com els octonions
que tenen norma 1,

T,5% = 2+ = {v € R"|re(zv) = 0}

iJ,:T,5% — T,S% l'aplicacié v — wv (esta ben definida i J? = —1 ates
que 2 = —1). Usant la propietat alternativa dels octonions (z(zy) = (zz)y
i (yr)r = y(xx), x 1 y octonions arbitraris), és facil veure que v i J,.(v)
s6n ortogonals per a tot v € T1,,.5%, i aix0 s’anuncia dient que .J és ortogonal.
L article [1]] és una excellent referéncia per a I’estudi dels octonions. I 1’article
[2] estudia certes estructures quasi complexes sobre productes d’esferes de
dimensié 6, i en particular sobre S°, i entre les que s’estudien no en troben
cap que sigui integrable. V. també [3]]. [<]

(L’ esfera S°). A la Memoria, I’autor cita (¢8) el treball d’ Alfred Adler de
1969 a I’American Journal of Mathematics, [4]], en qué es «conclou» que S°
no té estructures complexes (teorema del §5). En el mateix article s’afirma
que P, (C) és rigid, és a dir, que qualsevol deformacié de P,,(C) és isomorfa
aP,(C). Pero a [5], per exemple, llegim que 1’argument d’ Adler era «incom-
plet» (sense aportar cap evidencia per sostenir aquesta informaciod) i que «el
2016 és encara un important problema obert».

Aquest biaix en parlar sobre I’article d’ Adler es repeteix, sigui no esmentant-
lo o sigui sense assenyalar clarament on és 1’error (si és que n’hi ha algun).
Un cas extrem el trobem estirant el fil de |6, §11.10.1], on, comentant 1’article
d’Adler, llegim que «L’esfera de sis dimensions seria un exemple interessant
1 significatiu si de fet tingués una estructura complexa. Adler va afirmar que
no en tenia cap, i va publicar el seu article en una revista de primer nivell, de
manera que es pot inferir que un arbitre solvent amb estandards estrictes va
estar-hi d’acord. Pero la gent [sic] no ha acceptat la prova d’ Adler. Durant 39
anys, Adler ha mantingut que la seva prova és correcta. Ara [ca 2011] esta
jubilat, 1 ja no participa en les discussions. Perd no va publicar cap treball
matematic després del seu article de 1969, i1 durant una bona part d’aquests
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39 anys, ningu va ser capa¢ d’assenyalar on estava I’error. Finalment, fa uns
5 anys [és a dir, ca 2006], Yum-Tong Siu, de Harvard, va escriure un article
en el qual explicava precisament on estava I’error. Pero el document d’ Adler
no s’ha reparat mai, i fins avui ningd no sap com demostrar si I’afirmacié és
vertadera o falsa.» Sorpres pel fet que esmenti un article de Siu sense citar-lo,
primer vaig escriure a Siu i després, com que no vaig rebre cap resposta, a
Krantz, que al final em va dir que no estava segur que Siu hagués escrit tal
article: «To tell the truth, I am not sure that there is a reference» (28-10-2024,
21:20).

Pensem, doncs, que pot ser util comentar el confts estatus del «problema de
Hopf», aixo és, el problema de determinar si S admet estructures complexes
o no. En principi hom podria esperar que I’article coral [7], dedicat precisa-
ment a la historia d’aquest problema, i que en tot cas conté molta informaci6
interessant, hauria de ser una bona font per aclarir la situacid, i més quan es
va escriure en el context d’una conferencia dedicada al tema, pero es decanta
per afirmar que el problema segueix obert sense ni citar el treball d’Adler.
L article de Robert Bryant [§] estudia i comenta un preprint de S.-S. Chern de
2003 («On the non-existence of a complex structure on the six-sphere») i és
presentat de la manera segiient: «S.-S. Chern va comencar un estudi d’estruc-
tures quasi complexes a les esferes de dimensi6 6, amb la idea d’explotar les
propietats especials de la seva coneguda estructura quasi complexa invariant
sota el grup excepcional Gg5. Tot i que no va resoldre el problema (actualment
encara obert) de determinar si existeix una estructura quasi complexa inte-
grable a S, si que va demostrar una identitat significativa que resol la giiestié
d’una classe interessant d’estructures quasi complexes a S°» (cursiva afegi-
da). També conté molta informacié interessant, perd no hi trobem cap noticia
relativa a Iarticle d’Adler. A més, com que essencialment coincideix amb
el preprint de 2014, tampoc esmenta directament 1’article [7], pero si indi-
rectament afegint a les referéncies el breu article [9] (que tampoc cita Adler)
en qué es demostra que les estructures quasi complexes ortogonals de S° no
son integrables, i també el fet que aquest resultat I’havia obtingut molt abans
Blanchard a [10].

Deixant de banda altres articles que també «demostren» la no existencia d’es-
tructures complexes a S® (com ara [[11]], [12], i [13]]), el contrapunt a tot aquest
panorama el posa Gabor Etesi en els articles [14] 1 [15], ja que aporta du-
es «demostracions» molt diferents de 1’existencia d’una estructura complexa
a S%. El primer article va apareixer a arXiv el 2005 i després de vuit versions
durant deu anys (la v2 va ser retirada) es va publicar el 2015. Curiosament,
posa I’article [4] a les referencies, pero no en diu res en tot I’article. Com que
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usa tecniques de teories de Yang-Mills-Higgs, és de dificil lectura per a molts
matematics. El segon article aparegué a arXiv el 2015 i el 2024 va per la
versié vb. La suposada «demostracié» és matematica, pero hi ha importants
calculs que no es donen explicitament per ser «massa complicats». L’article
[7] despatxa el primer article d’Etesi, i les tres primeres versions del segon,
dient que «la comunitat matematica no sembla haver trobat un consens sobre
els seus resultats», 1 remet a caotiques discussions a «MathOverﬂow» En
aquest segon enllag, hi ha un comentari de Robert Bryant a la versi6 de 2015
del segon article en que opina: «Tanmateix, I’afirmacid basica d’aquest arti-
cle, és a dir, que certa classe de conjugacié de G5 és una subvarietat complexa
respecte a (una de les) estructures complexes invariants per I’esquerra de Sa-
melson a G5, es pot veure facilment com a falsa per calcul directe.» De les
versions posteriors no n’he trobat cap comentari, i ni aquestes ni les anteriors
es fan resso de la critica de Bryant. Per cert, ’article [12] és despatxat d’una
manera similar pero en aquest, Robert Bryant ho formula aixi: «I’argument
d’ Atiyah en aquest nou article sembla demostrar que S° no té estructures qua-
si complexes, cosa que és falsa» (cursiva afegida). A banda, la recensi6é que
John C. Baez fa del volum en que es va publicar el segon article d’Atiyah,
[16], acaba amb aquesta frase: «Dos inconvenients del llibre s6n una gran
quantitat d’errors ortografics i un article de Michael Atiyah que afirma fal-
sament demostrar la famosa conjectura oberta segons la qual no existeix cap
estructura complexa a la 6-esfera», sense trobar-hi cap indicaci6 sobre les ra-
ons en que basa aquest judici lapidari. Per cert, el tema dels «manuscrits amb
cua» d’Atiyah, incloent-hi [12], esta tractat amb un cert detall a la pendltima
seccid de I'article [[17], on s’apunta que potser la inspiracié que A. Connes
va trobar a ’article Groups of odd order per escriure On an idea of Michael
Atiyah la trobara algi més en Iarticle sobre S per superar la indeterminaci6
en que autors diversos semblen interessats a mantenir congelat el problema.

Entre les multiples preguntes consignades a I’article [[18]], hi trobem aquesta:
«Una qiiesti6 fonamental €s si una varietat quasi complexa admet una estruc-
tura complexa integrable quan la seva dimensié complexa €s superior a dos»
(és a dir, dimensi6 real > 6). Alguns autors, com ara [19], es refereixen a
aquesta pregunta com a «repte de Yau», i alguns fins i tot I’eleven a conjectu-
ra, com ara [20]]. Si fos alguna cosa més que una «provocacidé», I’expectativa
seria que S¢ admet una estructura complexa i de retruc [15] podria veure’s
no només com una confirmacid, sind potser també com una possible inspira-

Concretament a |https://mathoverflow.net/questions/210089/| i
https://mathoverflow.net/questions/1973/

Reenvia a les discussions |https://mathoverflow.net/questions/
253577//ihttps://mathoverflow.net/questions/263301/.
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ci6 per a una demostracié general. Cal dir també que a I’article de Yau no
s’esmenta ni [7]] ni a [[15]].

Un darrer comentari €s que tot aquest embolic d’«experts» potser es podria
descongelar aplicant metodes de formalitzaci6 matematica, per exemple amb
Lean, comengant preferentment pels articles [4] i [15]. [<]

(Qiiestio oberta?). Interpretem que la qiiestié que es planteja a la me-
moria és determinar si «una varietat kdhleriana compacta M amb primera
classe de Chern definida positiva és simplement connexa». Aquest problema
coincideix amb la conjectura de S. Kobayashi enunciada al principi del §1 de
I’article [21] (citat a la nota 44). Aquesta conjectura va ser demostrada pel
mateix Kobayashi: a [22, p 56] trobem que «la soluci6é de Yau de la conjectu-
ra de Calabi ens permet substituir el suposit de positivitat del tensor de Ricci
pel supdsit que ¢; (M) és positiu». Per una presentacié més directa d’aquest
resultat, vegeu [23]]. [<]

@ (Resum de I’article citat a la nota 48, [24]). Sigui M una varietat compacta
kihleriana i £ —— M un fibrat de linia holomorf. A la primera part s’obte-
nen dos teoremes d’anullacié per a HP°(E) i H*(FE). A la segona part es
demostren els teoremes segiients: 1) Sigui £ — M un fibrat vectorial ho-
lomorf debilment semidefinit negatiu. Si el tensor de Ricci de M és > 0 a
tot M i > 0 en un punt, llavors H?°(E) = 0, p > 0. 2) Sigui M’ una vari-
etat kihleriana amb curvatura biseccional holomorfa negativa. Sigui M una
subvarietat complexa compacta. Aleshores no existeix cap camp vectorial de
M’ holomorf sobre M i no existeix cap deformaci6 estricta localment trivial
de M. Intuitivament, aix0 vol dir que entre les subvarietats complexes prope-

res a M (si n’hi ha) se’n pot trobar una amb estructura complexa diferent de
lade M.[<]

(Camp poc madur). El tractat [25], publicat el 1978, dedica el primer
capitol a les varietats algebraiques complexes. Un aspecte a remarcar és que
connecta els teoremes d’anullacié de la cohomologia amb 1’existencia de fun-
cions meromorfes amb propietats locals especificades, i també amb els teore-
mes de Lefschetz i Hodge.

A proposit d’aquestes connexions, un resultat rellevant és el teorema d’anul-
laci6 (p. 159) que afirma el segiient: Si L és un fibrat de linia positiu sobre
una varietat complexa compacta M, llavors existeix un enter positiu m, tal
que HP(M,L™ ® E) = O peratot m > mgitotp > 0 (en el context
de la geometria algebraica es coneix com a teorema d’anullacié de Serre).
També juga un paper fonamental el teorema de dualitat de Kodaira—Serre:
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HP(M,L"®FE)~ H"P(M,L " ® E*® K),on K = A"T*(M) és el fibrat
canonic de M.

La conjectura de Grauert—Riemenschneider (1970), relacionada amb el teore-
ma d’anullacié dels mateixos autors (una generalitzacié del de Kodaira), diu
que si M és una varietat complexa compacta per a la qual existeix un fibrat de
linia hermitic de curvatura > 0 arreu i > 0 en un obert dens, llavors el grau de
transcendencia del cos de funcions meromorfes de M és dim M (condicid de
Moishezon). Aquesta conjectura va ser demostrada independentment el 1985
per Yum-Tong Siu (basant-se en el teorema de Riemann-Roch de Hirzebruch)
1 Jean-Pierre Demailly (usant teoria de Morse).

De Demailly sén molt importants els articles panoramics [26], [27], 1 [28].
Per exemple, en el resum del darrer llegim: «El nostre objectiu és analit-
zar alguns dels principals avengos que s’han produit recentment en 1’estudi
de la geometria de varietats de Kdhler projectives o compactes: noves tec-
niques transcendentals molt eficients, una millor comprensié de I’estructura
geometrica dels cons de classes de cohomologia positiva i de la teoria de de-
formacions de varietats de Kéhler, nous resultats al voltant de la invariancia
de plurigeneres i en el programa de models minimals».

Pensem que també tenen interes els articles com ara [29] i [30]. El primer
aporta consideracions sobre 1’estat de la teoria de Hodge tant en el context de
geometria algebraica com en el de la geometria de Kéhler, i es pot considerar
com una estela del tractat [31]]. El segon correspon a la conferencia plenaria
que I’autor (Donaldson) va impartir a I’ ICM-2018. [<]

@ (Es G finit?). Kobayashi [32, Th. 2.1] demostra que el grup és finit sota
la hipotesi que la primera classe de Chern és negativa. Aquest resultat €s el
primer de la seccid §2 (titulada «Varietats complexes compactes amb grup
d’automorfismes finit»), en la qual s’estableix també la finitud del grup d’au-
tomorfismes holomorfs per a varietats hiperboliques compactes; per a varie-
tats kihlerianes compactes amb tensor de Ricci negatiu; per hipersuperficies
de grau d > 3 de P,(C) (n > 3), llevat quan n = 3,d = 4; i per a varietats
algebraiques projectives de tipus general.

La condicié ¢; < 0 usada per Koayashi és més forta que la del teorema de
Lichnerowicz (¢c; < 0 arreu i ¢; < 0 en un punt), de manera que la finitud
de G sota aquesta hipotesi més feble s’ha de considerar, fins on hem pogut
veure, com una qiiestio encara oberta. @]

(Sobre la conjectura de Frankel). Fou resolta I’any 1979 per Shigefumi
Mori [33] 1 per Yum-Tong Siu i Shing-Tung Yau [34]: si una varietat kéhle-
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riana compacta té curvatura biseccional positiva, llavors és biholomorfa a un
espai projectiu complex. Abans s’havien publicat demostracions per a dimen-
si6 dos (Andreotti-Frankel) i tres (T. Mabuchi).

Aquest resultat és analeg al «teorema de I’esfera»: una varietat riemanniana
compacta, simplement connexa i amb operador de curvatura positiu és difeo-
morfa a una esfera ordinaria (no exotica).

En I’aproximacié de Mori, es prova també la conjectura de Hartshorne (1970):
una varietat projectiva no singular (sobre un cos algebraicament tancat) amb
fibrat tangent ample és isomorfa a 1’espai projectiu. En el cas del cos C,
la conjectura de Frankel s’obté pel fet que tenir curvatura seccional positiva
implica que el fibrat tangent és ample. [<]

(Conjectura de Calabi). La va demostrar Shing-Tung Yau el 1977, [35].
Una bona referencia per al seu enunciat 1 significacié és [36]. L’enunciat
precis de la conjectura es troba a §1.5. S usa la noci6 de forma de Ricci d’una
varietat kdhleriana, la qual s’explica a §1.4.4. Un cas especial important és el
de les varietats de Calabi-Yau (CY), és a dir, varietats kdhlerianes compactes
amb primera classe de Chern nulla, §1.4.5. Pel resultat de Yau, tota CY admet
una metrica kihleriana amb curvatura de Ricci nulla. Vegeu també 1’article
panoramic [37]. [<]

@ (Perspectives de diversos autors). Per prosseguir els desenvolupaments
de la geometria riemanniana, una referéncia fonamental és el tractat [38],
que malgrat la seva extensié (xxiv+824), «presenta els resultats sense de-
mostracions». El capitol 12 (De la curvatura a la topologia) és especial-
ment rellevant, i en particular §12.2 sobre «problemes de pingament». Des-
taquem, com a exemples, alguns resultats obtinguts posteriorment d’enca de
1973, donant I’any, el nimero que Berger els assigna i la pagina on s’enun-
cien: Min-Oo—Ruh (1979, 296, 552); O. Dumeric (1987, 302, 559); Otsu—
Shiohama—Yamaguchi (1989, 299, 557); Fukaya (1990, 295, 551); Grove—
Wilhelm (1995,300, 558); Abressc—Meyer (1996, 303, 559)

Sobre les contribucions de M. Gromov: [39]].

Sobre geometria kihleriana: [23] i [30]] (correspon a la conferéncia plenaria
que va impartir a 'ICM-2018).
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Morrey, C. B., 38
metrica de Fubini, 7, 18
metrica de Hodge, 18
metrica hermitica, 6
metrica kihleriana, 7

Nakano, 17, 20, 26, 31
Neumann, 41
Newlander, A., 2
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nombres de Betti, 7

octonions, 43
operadors lineals, 38
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