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1 Breu nota sobre la vida i obra de Jean-Baptiste Meus-
nier1

Neix a Tours el 19 de juny de 1754. L’any 1771 és enviat a París, a la pensió
Berthaud, on es preparaven els joves que volien ingressar a l’École Royale du
Génie Militaire de Mézières. No supera els exàmens de 1772; el 1773 no s’hi
van fer proves, però, a proposta dels examinadors, es va fer una excepció amb
Meusnier, i consta que l’1 de gener de 1774 va ser nomenat segon lloctinent
com a alumne d’aquesta escola. Allà és rebut per Monge.

École du Génie a Charleville-Mézières
1La font principal per redactar aquesta secció ha estat el discurs que Gaston Darboux va

pronunciar a l’Acadèmia (Académie des Sciences) el 20 de desembre de 1909, titulat Notice
Historique sur le Général Meusnier, que podeu trobar als Éloges de Darboux, [2], p. 218–262.
També ha estat de gran ajuda l’estudiosa de Meusnier i professora de Química Josette Fournier
[4], així com l’exposició de l’enginyer Serge Le Pottier [8].
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Reproduïm les paraules de Monge sobre Meusnier2:

“El mateix dia de la seva arribada a Mézières, em va venir a veure i
em va demanar que li proposés una qüestió que em permetés valo-
rar el seu grau d’instrucció i jutjar la seva capacitat. Per satisfer-lo,
li vaig parlar de la teoria d’Euler sobre els radis de curvatura mà-
xim i mínim de les superfícies corbes. Li vaig exposar els resultats
principals i li vaig demanar que en trobés la demostració. L’ende-
mà al matí, a les meves habitacions, em va portar un petit paper
amb aquesta demostració; però el que era realment remarcable és
que les consideracions que ell havia fet servir eren més directes i el
camí seguit molt més ràpid que el d’Euler. L’elegància d’aquesta so-
lució, i el poc temps que li havia costat trobar-la, em van donar una
idea de la seva sagacitat i d’aquell sentiment exquisit per la natura
de les coses que ha manifestat en tots els treballs que ha emprès
posteriorment. Li vaig indicar llavors el volum de l’Acadèmia de
Berlín on es troba la memòria d’Euler sobre aquest tema; i ell, en
reconèixer de seguida que els mitjans que havia utilitzat eren més
directes que els del seu model, va entendre que també havien de ser
més fructífers, i va arribar a resultats que s’havien escapat a Euler.”

En aquella època, Monge intentava resoldre les equacions en derivades par-
cials que descriuen les superfícies d’àrea mínima amb una vora donada. No ho
va aconseguir fins deu anys més tard, però, mentrestant, Meusnier, aplicant el
seu nou punt de vista, ja va descobrir dues superfícies d’àrea mínima: la ca-
tenoide i l’helicoide recte. Concretament, demostrà que l’única superfície de
revolució d’àrea mínima és la generada per la revolució d’una catenària al vol-
tant d’un eix paral.lel a la tangent de la catenària en el seu punt més baix; i que,
d’entre totes les superfícies generades per una recta que es mou paral.lelament
a un pla donat, l’única amb àrea mínima és l’helicoide recte (superfície d’un
cargol de rosca quadrada3). Aquests resultats els exposà els dies 14 i 21 de fe-
brer de 1776 a l’Acadèmia, i estan recollits en la seva famosa memòria Sur la
courbure des surfaces [10], que no es publicà fins al 1785. Reproduïm aquesta
memòria a la secció 2.

2Vegeu [2], pàgina III. Aquest text també apareix a [16], p. 234.
3Rosca quadrada fa referència a que la secció transversal del cargol és un quadrat, de fet en

general serà un rectangle.
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El 25 de desembre de 1775, Meusnier abandona l’Escola d’Enginyers de Mé-
zières amb el títol d’enginyer. Posteriorment, fou professor de geometria des-
criptiva a la mateixa escola.

L’1 de gener de 1776 va ser destinat a les Ardenes, a Charlemont i a Givet,
com a enginyer del Rei.

Després d’un informe favorable de Condorcet i Bossut, comissaris nome-
nats per l’Acadèmia, Meusnier va ser admès com a membre d’aquesta institu-
ció quan encara no tenia 22 anys. Li fou assignat com a tutor Vandermonde,
amb qui sempre mantingué una bona relació.

Ja el mateix 1776, dirigí la publicació de l’Acadèmia Machines approuvées
par l’Académie.
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Résumé Bien que de nombreux articles de journaux et revues lui aient été consacrés, Meusnier de La Place, officier
du Génie, est mal connu. Sans doute parce que son nom, associé à ceux de Gaspard Monge et de Lavoisier,
a été occulté par ces prestigieux savants. Il fut pourtant bien plus qu’un collaborateur pour Lavoisier dans la
conception de la grande expérience de décomposition et synthèse de l’eau ainsi que dans son exploitation
et sa diffusion.

Mots-clés Aérostat, charlière, gazomètre, analyse et synthèse de l’eau.

Abstract Meusnier de Laplace (1754-1793), officer of the Engineer Corps, Lavoisier’s partner
Although many articles have been published about Meusnier de La Place, officer of the engineer Corps, he
remains widely unknown. As he was associated with Gaspard Monge and Lavoisier, probably his name was
cut off by the high reputation of these scientists. He was however more than an inventive and convincing
partner of Lavoisier to conceive and operate their famous experiment of analysis and synthesis of water.

Keywords Aerostat, Charles’s balloon, gasometer, analysis and synthesis of water.

e dossier de Jean-Baptiste Meusnier de La Place aux
archives de l’Académie des sciences (qui contient les

copies des archives du musée de l’air) est étiqueté « chimiste
physicien, mathématicien, Général de division », dans cet

ordre (figure 1). Sa contribution aux sciences chimiques est
en effet grande et multiple. Meusnier, né à Tours le 19 juin
1754 [1], était contemporain de Lavoisier (1743-1794), son
aîné de onze ans ; il vit donc à l’époque de la révolution
chimique, quand on identifie plusieurs sortes de gaz, quand
Lavoisier renverse la théorie de Stahl – selon laquelle les
métaux sont constitués d’une terre unie au principe du feu
appelé phlogistique et libèreraient par calcination ce phlogis-
tique en laissant une chaux (nos oxydes) – et la doctrine des
quatre éléments indécomposables – l’air, l’eau, le feu et la
terre. C’est aussi l’époque où Lavoisier, avec ses amis Guyton
de Morveau, Fourcroy et Berthollet, élabore une langue de la
chimie. Comme ingénieur (1775) du corps royal du Génie de
Mézières [2], Meusnier avait une formation en mathématique
et en mécanique, mais aussi en chimie (art des mines).

L’aventure des soudières nantaises
La chimie est science, industrie, technique, langage et

philosophie de la matière ; Meusnier s’est donc intéressé
aussi à l’industrie chimique.

En 1779, il était affecté aux grands travaux de la rade de
Cherbourg. Parrainé par Monge (1746-1818) et déjà connu
par un important mémoire mathématique à l’Académie sur la
courbure des sections obliques (14 et 21 février 1776) qui lui
avait valu d’être nommé correspondant de Vandermonde
(12 juin 1776) à l’Académie des sciences, il obtenait dès 1777
un congé annuel de six mois pour lui permettre de poursuivre
des travaux pour l’Académie.

Meusnier avait fait à Cherbourg la connaissance d’un
Alsacien,FrançoisJosephAntoineHollenweger.Celui-ci avait
acquis une expérience en chimie à la manufacture de Saint-
Gobain, sans doute à la Glacerie de Tourlaville près de

L

Portrait présumé du Général Meusnier de La Place, bibliothèque
municipale de Tours.

Gentilesa de Josette Fournier, [4]. .

El 20 de gener de 1777 va ser destinat, ja com a primer lloctinent, a Verdun
per seguir cursos de mineria. Gràcies a la seva aportació, el cos d’enginyers va
poder rivalitzar amb el cos d’artilleria.

Per intervenció de Condorcet, l’Acadèmia va aconseguir del ministre de la
Guerra, el comte de Saint-Germain, que Meusnier disposés cada any d’un perí-
ode de permís, de l’1 d’octubre al 31 de març, per poder estar a París dedicat a
la mecànica pràctica.
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L’any 1779 fou enviat a Cherbourg per a la construcció del port. Natural-
ment, es convertí en el cap de totes les operacions, que s’allargaren durant deu
anys i no estigueren exemptes de dificultats. Diu Monge ([2], p. vi): “va haver de
superar no només dificultats físiques, sinó també una sèrie de dificultats mo-
rals davant les quals sol fracassar un jove sense experiència: hi havia intrigues
per frustrar, homes poderosos a combatre, canalles per desemmascarar; ho va
fer amb un coratge molt remarcable i se’n va sortir completament.”

El 5 de juny de 1783, els germans Montgolfier van fer volar per primer cop
un globus aerostàtic a Annonay. Va ser un fet molt impactant per a l’època.
El 17 d’agost del mateix any, el físic Charles va fer volar un globus inflat amb
hidrogen, i l’1 de desembre s’elevà ell mateix amb un d’aquests aparells.

Només dos dies després, el 3 de desembre de 1783, Meusnier va llegir a l’A-
cadèmia el seu treball sobre l’equilibri de les màquines aerostàtiques [9].

Va elaborar dos projectes d’aeròstats en forma d’el.lipsoide, capaços de fer
la volta al món, i fou el primer a aplicar l’hèlix a la navegació aèria.

Dirigible de Meusnier.

L’any 1784, a causa dels importants treballs de Meusnier en aerostàtica, La-
voisier va demanar – i aconseguir – que el seu permís de mig any es prolongués
a tot l’any. Meusnier aprofità aquesta situació per continuar treballant en el
seu projecte de màquina per destil.lar aigua de mar, iniciat durant la construc-
ció del port de Cherbourg, i sobretot per col.laborar amb Lavoisier en l’estudi de
la composició de l’aigua. Així es guanyà un lloc en la història de la química mo-
derna, tal com ja preveia Darboux a [2], p. XVIII, i com es confirma en treballs
recents com el de Josette Fournier [4], del 2017, on es destaca que Meusnier
no ha estat prou valorat i s’hi ofereix una narració molt detallada dels treballs
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realitzats amb Lavoisier per demostrar que l’aigua està composta només d’hi-
drogen i oxigen (vegeu [7]).

Progressà ràpidament dins l’exèrcit: el 27 de maig de 1787 fou nomenat ca-
pità d’Enginyers; l’1 de juliol de 1788, mariscal ajudant a l’Estat Major de l’Ar-
mada; l’11 de juliol de 1789, tinent coronel; el 5 de febrer de 1792, coronel del
14è regiment d’infanteria; i el 7 de setembre de 1792, mariscal de camp.

Formà part del Bureau de consultation pour les Arts et Métiers, presidit per
Lavoisier, que estudiava tots els invents que podien ser útils a l’Estat. Meusnier
hi va inventar un procediment per detectar moneda falsa.

Políticament, Meusnier era jacobí i, arran de la fugida del rei Lluís XVI a
Varennes, fundà la Société patriotique du Luxembourg, juntament amb el seu
company de Mézières Jean-Nicolas Pache (1746–1823). Consta que presentà
els estatuts d’aquesta societat al registre de París el 13 de gener de 1792 (vegeu
l’exposició de l’enginyer Serge Le Pottier [8]).

El 14 de febrer de 1793, el general Beurnonville escriu: «J’ordenne au maréc-
hal de camp Meusnier de partir sur le champ pour Mayence [...]» Així, Meusnier
es reincorpora a l’armada del Rin, comandada pel general Custine.

Es distingeix en els combats per Mayence, ciutat ocupada per les tropes de
Custine i que es volia annexionar a França, fet que el rei de Prússia, Frederic
II, no permeté. Perd i recupera, el 8 de maig, la fortalesa de Kostheim. Tot
seguit se li encomana la conquesta del fort de Cassel. Per fer-ne la inspecció,
travessa el Rin en barca el 5 de juny i és ferit per una bala de canó a la cama,
que li provoca la mort pocs dies després: mor el 13 de juny de 1793. No arribà
a saber que havia estat ascendit a general un mes abans. Finalment, Mayence
fou recuperada pels prussians i austríacs l’1 de juliol de 1793.

Les seves restes mortals tingueren un periple molt complicat, com explica
molt bé Serge Le Pottier [8]. Després de diverses vicissituds, el 24 de setembre
de 1801, l’urna funerària fou col.locada al peu d’una columna al costat de l’Ar-
bre de la Llibertat de Tours amb la inscripció: «Profond géomètre, un ingénieur
habile et un intrépide général républicain.»

El 6 de març de 1804, el govern ordenà destruir tots els arbres de la Llibertat,
i l’urna fou traslladada a l’Ajuntament.

No fou fins al 1887 que l’alcalde de Tours, el doctor Fournier, encarregà una
estàtua de Meusnier, que s’inaugurà solemnement a Saint-Symphorien, avui
un barri de Tours. L’any 1902, a causa de les obres del tramvia, el bust fou
reinstal.lat al Parc Mirabeau, i posteriorment als jardins de la Prébende d’Oë,
on, el 13 de desembre de 1902, es dipositen a la seva base les restes mortals del
general Meusnier.
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Monument a Meusnier, a Tours.

2 Memòria sobre la curvatura de les superfícies

El treball més important de Jean-Baptiste Meusnier en el camp de la geometria
diferencial és el que va llegir a l’Acadèmia els dies 14 i 21 de febrer de 1776,
titulat Mémoire sur la courbure des surfaces [10]. No fou publicat fins al 1785,
i Meusnier el signà com a Lieutenant en premier, Surnuméraire au Corps Royal
du Génie, Correspondant de l’Académie. De fet, és l’únic treball de Meusnier
pròpiament dedicat a la geometria diferencial.
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El treball està dividit en 39 seccions, al llarg de les quals es plantegen i reso-
len els cinc problemes següents:

PROBLEMA I

1. Determinar les diferents posicions que pot tenir el pla tangent res-
pecte d’un element de superfície.

PROBLEMA II

15. Determinar el radi de curvatura de la secció feta en un element
de superfície per un pla qualsevol de posició donada.

PROBLEMA III

34. Determinar quines són les superfícies que tenen els dos radis de
curvatura iguals.
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PROBLEMA IV

35. Entre totes les superfícies que es poden fer passar per un períme-
tre donat, format per una corba de doble curvatura,4 trobar aquella
que tingui àrea mínima.

PROBLEMA V

38. Trobar l’equació general de les superfícies desenvolupables.

Donem a continuació una traducció comentada d’aquest important treball.

4Es refereix a corbes guerxes de l’espai, les dues curvatures fan referència a curvatura i torsió.
Recordem que una corba és plana si i només si la torsió és zero.
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Memòria
sobre

LA CURVATURA DE LES SUPERFÍCIES

Per M. MEUSNIER Lieutenant en premier, Surnuméraire au Corps Royal du
Génie, Correspondant de l’Académie.

LLEGIT A L’ACADÈMIA ELS DIES 14 I 21 DE FEBRER, 1776.

La teoria de la curvatura de les línies corbes es basa en aquesta propietat:
que cadascun dels seus elements es pot considerar com una porció de cercle,
és a dir, com a generat per la rotació d’un punt. L’objectiu d’aquesta memòria
és trobar una manera de generar les superfícies que sigui igualment adequada
per a cada element de superfície5. Es veu fins a quin punt la solució d’aquest
problema ha de facilitar la resposta a totes les qüestions relatives a la forma
d’un element de superfície i, per tant, a la qüestió de la curvatura, ja que no es
demana res més.

El procediment que seguirem en aquesta recerca és completament anàleg
al que s’ha seguit en el cas de les línies. En efecte, heus ací com s’ha raonat:
la curvatura d’una línia és, evidentment, allò que fa que, d’un punt a un altre,
la tangent canviï de posició, i com més considerable sigui aquest canvi, més
podem dir que la curvatura és gran. Per tant, si s’imaginen dues tangents en
dos punts infinitament pròxims, l’angle format per aquestes tangents mesura la
curvatura de l’element comprès entre aquests dos punts, i l’expressió d’aquest
angle conté tota la teoria de la curvatura. Ara bé, s’ha observat que aquesta
fórmula depèn únicament de les equacions en derivades primeres i segones
de l’element en qüestió; d’aquí es dedueix que una corba tangent a aquest ele-
ment, que tingui en el contacte la mateixa equació en derivades segones, tindrà
també la mateixa curvatura. Però sempre és possible assignar un cercle que tin-
gui aquesta propietat; per tant, es pot considerar tot element de corba com una
porció d’un cert cercle.

De manera anàloga, diem nosaltres, la curvatura d’una superfície consisteix
en el fet que el pla tangent varia d’un punt a un altre: així, la curvatura d’un
element de superfície depèn de la fórmula que expressa el canvi del pla tangent
en tots els punts d’aquest element. Però veurem ben aviat que aquesta fórmula
depèn directament de les equacions en derivades primeres i segones; per tant,

5L’expressió «element de superfície», que Meusnier utilitza aquí i sovint al llarg del text, fa
referència a una porció infinitesimal de superfície.
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una superfície tangent a l’element tindrà en el contacte la mateixa curvatura
que aquest si comparteix la mateixa equació en derivades primeres i segones, i
l’element en qüestió es podrà considerar com a part d’aquesta superfície.

Així, el nostre problema es redueix a trobar una superfície que tingui la pro-
pietat analítica que acabem d’enunciar i tal que la seva generació sigui cone-
guda i simple, ja que així es podrà atribuir la mateixa generació a l’element en
qüestió.

El senyor Euler ha tractat aquesta mateixa matèria en una molt bona me-
mòria, impresa el 1760 entre les de l’Acadèmia de Berlín.6 Aquest il.lustre geò-
metra presenta la qüestió d’una manera diferent de la que acabem d’exposar:
fa dependre la curvatura d’un element de superfície de la de les diverses sec-
cions que es poden obtenir tallant-la amb un pla. Per això comença per de-
terminar el radi de curvatura d’una secció feta en un element de superfície per
un pla qualsevol. Tot seguit restringeix aquesta determinació al cas en què el
pla tallant és perpendicular al pla tangent a l’element considerat, i descobreix
aquesta bella propietat: que, entre tots els plans tallants en aquesta situació, el
que dóna la secció de curvatura màxima forma, amb el que dóna la secció de
curvatura mínima, un angle recte, sigui quina sigui la naturalesa de la superfí-
cie considerada. Finalment, fa veure que els radis de curvatura d’aquestes dues
seccions són suficients per determinar tots els altres; i en conclou que es conei-
xerà la curvatura d’un element de superfície tan bon punt es conegui aquesta
curvatura en els dos sentits on és màxima i mínima.

És clar que la qüestió de la curvatura està resolta en aquesta memòria del
Sr. Euler; així, només pretenem presentar aquí la mateixa qüestió des d’un altre
punt de vista, fent-la dependre d’una propietat interessant: el fet que hi ha una
generació que és adequada a tot element de superfície. A més, en aquesta teoria
faltaven diversos resultats importants que nosaltres aportem aquí.

PROBLEMA PRIMER

§1. Determinar les diferents posicions que pot tenir el pla tangent en tots els
punts d’un element de superfície.

SOLUCIÓ. Sigui A (fig. 1) un punt de l’element en qüestió, i prenguem en el

6Es refereix a [3]. En aquest treball apareix la famosa fórmula d’Euler per a les curvatures
normals, que Meusnier comenta tot seguit.
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Figura 1: Figura 1 de Meusnier.

pla tangent a aquest element dos eixos AB , AC perpendiculars entre si;7 sigui
AD un tercer eix, perpendicular als altres dos, i considerem la superfície a la

7Com que la figura 1 pot resultar una mica confusa, en aclarim una part. ABC és el pla
tangent a la superfície en A; N és un punt de la superfície, i AD és la normal a la superfície en
A.

Figura 2: Detall de la figura 1 de Meusnier.
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qual pertany l’element proposat, representada per una equació expressada en
coordenades paral.leles als tres eixos. Per a un punt N d’aquesta superfície,
designem AP , P M , M N les seves tres coordenades, que anomenarem respec-
tivament u, v , t . Suposem que tenim

d t = U du +V d v,

dU = U ′ du +V ′ d v,

dV = V ′ du +γd v,

amb U , V , U ′, V ′, γ funcions de u i v .8

Dit això, si anomenem u′, v ′, t ′ les coordenades d’un punt qualsevol del pla
tangent a la superfície en el punt N , l’equació d’aquest pla es pot escriure9

t −U u −V v = t ′−U u′−V v ′. (1)

Suposem ara que el punt N esdevé infinitament pròxim al punt A i examinem
què passa amb l’equació del pla tangent.

Per a això, anomenem e, f , g respectivament10 els valors que prenen en el

8Aquí simplement es deriva l’equació de la superfície t = t (u, v). Així:

U (u, v) = ∂t

∂u
(u, v), V (u, v) = ∂t

∂v
(u, v),

U ′(u, v) = ∂2t

∂u2 (u, v), V ′(u, v) = ∂2t

∂u∂v
(u, v), γ(u, v) = ∂2t

∂v2 (u, v).

9El pla tangent a la superfície en el punt N = (u, v, t (u, v)) està generat pels vectors
(1,0,U (u, v)) i (0,1,V (u, v)), de manera que el vector normal al pla és (−U (u, v),−V (u, v),1).

Així, un punt de coordenades (u′, v ′, t ′) pertany al pla tangent en N si i només si

〈(u′−u, v ′− v, t ′− t ), (−U (u, v),−V (u, v),1)〉 = 0,

és a dir,
t ′−u′U (u, v)− v ′V (u, v) = t −uU (u, v)− v V (u, v).

10Canviem aquí la notació de Meusnier, ja que avui dia s’acostuma a utilitzar e, f , g en aquest
ordre per als coeficients de la segona forma fonamental. Ell usava c, e, f en aquest ordre.
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punt A les funcions U ′, V ′, γ, de manera que en el punt A tindrem11

dU = e du + f d v ; dV = f du + g d v.

Així, l’equació en diferències12 segones, que generalment és

dd t =U ddu +V dd v +U ′ du2 +2V ′ du d v +γd v2,

esdevé,13 en el punt A

dd t = e du2 +2 f du d v + g d v2, (2)

ja que, com que la nostra superfície és tangent al pla ABC en el punt A, es
compleix que U (0,0) =V (0,0) = 0.

Ara bé, com que les coordenades AP , P M , M N són infinitament petites, les
podem substituir a l’equació del pla tangent per les seves diferències. Alesho-
res, el primer membre d’aquesta equació esdevé d t−U du−V d v , que s’anul.la,
ja que, en general, d t = U du +V d v .14 Pel que fa al segon membre, com que

Concretament:

e = U ′(0,0) = ∂2t

∂u2 (0,0),

f = V ′(0,0) = ∂2t

∂u∂v
(0,0),

g = γ(0,0) = ∂2t

∂v2 (0,0).

11S’utilitza la mateixa notació dU tant per a la funció com per a la seva diferencial en A.
12Meusnier fa servir aquí, i en altres llocs del text, la paraula “différences”, que he traduït per

“diferències” o “derivades”, segons el context.
13Vegeu equació (20) a l’apèndix.
14S’està aplicant l’equació del pla tangent en un punt ν de coordenades infinitament petites

(du,d v), de manera que t = t (du,d v). L’equació és, doncs,

t (du,d v)−U (du,d v)du −V (du,d v)d v = t ′−U (du,d v)u′−V (du,d v) v ′.

Substituint les funcions t , U , V pels seus desenvolupaments de Taylor a l’origen (on totes
s’anul.len), concretament:

t (du,d v) = U (0,0)du +V (0,0)d v + termes d’ordre superior,

U (du,d v) = e du + f d v + termes d’ordre superior,

V (du,d v) = f du + g d v + termes d’ordre superior,

obtenim la igualtat (3) afectada per termes d’ordre superior com (du)2, (d v)2, etc.
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U i V són nul.les en A, les podem substituir per les seves derivades, de manera
que l’equació (1) del pla tangent esdevé

t ′ = u′ (e du + f d v)+ v ′ ( f du + g d v), (3)

en la qual les diferències du, d v expressen les coordenades AP , P M del punt ν
on es calcula aquest pla tangent.

Com que els coeficients de u′, v ′ són infinitament petits en aquesta equació,
se’n dedueix que a coordenades u′, v ′ finites correspon una ordenada t ′ infini-
tament petita, és a dir, que el pla tangent en ν forma amb el pla B AC un angle
infinitament petit.

Aquest angle mesura quant ha canviat el pla tangent entre el punt A i el
punt ν. Així, donada l’expressió d’aquest angle, sigui quin sigui el punt ν, la
curvatura de l’element de superfície quedarà determinada en totes les direcci-
ons possibles. Ara bé, és sabut que donada l’equació d’un pla de la forma que
hem vist, el sinus de l’angle que fa aquest pla amb el pla horitzontal, és l’arrel
quadrada de la suma dels quadrats dels coeficients d’aquestes coordenades en
l’equació del pla.15

Per tant, com que l’angle que busquem és infinitament petit, el podem apro-
ximar pel seu sinus i tindrem16

Ξ=
√

(e du + f d v)2 + ( f du + g d v)2. (4)

C.Q.F.T.17

COROL.LARI PRIMER

§2. Si imaginem una superfície tangent en A al pla B AC que tingui, en el
punt de contacte, la mateixa equació (2) en derivades segones – és a dir, per a

15Es veu fàcilment que donat un pla de la forma t ′ = au′+bv ′, amb a,b infinitèsims, el sinus
de l’angle que forma la normal al pla, (a,b,−1), amb la normal al pla horitzontal (0,0,1) és

p
a2 +b2

p
1+a2 +b2

'
√

a2 +b2.

16Com que hem usat el desenvolupament de Taylor l’expressió més precisa de l’angle seria
Ξ=

√
(e du + f d v)2 + ( f du + g d v)2 +O(‖(du,d v)‖3). Vegeu la fórmula (24) de l’Apèndix D.

17He mantingut l’expressió Ce Qu’il Fallait Trouver.
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la qual les quantitats e, f , g siguin les mateixes que aquí –, és clar que l’equació
del pla tangent en el punt ν i l’expressió de l’angle Ξ seran idèntiques a les de
l’element de superfície que estem considerant, sigui quin sigui el punt ν.

Per tant, tota superfície tangent a l’element de superfície donat i que tingui
en el punt de contacte la mateixa equació en derivades segones tindrà també la
mateixa curvatura.

COROL.LARI II

§3. Per tant, la superfície d’equació

t = eu2 +2 f uv + g v2

2
(5)

té, en el punt A, la mateixa curvatura que la superfície inicial, ja que hi és tan-
gent i, en derivar-ne l’equació, dóna la mateixa expressió en derivades segones.

Així, tot element de superfície pot ésser considerat com una part d’aquesta
superfície quadràtica d’equació donada a (5).

COROL.LARI III

§4. Sigui N un punt de la superfície que estem considerant; tracem en el
pla B AC una línia qualsevol AG , i des del punt M tracem la perpendicular M p
a AG ; transformem, aleshores, l’equació (5) respecte de les noves coordenades
Ap, pM .18

Per a això introduïm la notació següent:

ϕ=∠C AG , Ap = u′, pM = v ′,

i continuem denotant M N per t ;19 des del punt p tracem pq, pr paral.leles

18Per eliminar el terme uv de l’expressió (5) és ben sabut que cal fer, en el pla u, v , un gir

d’angle ϕ donat per la condició tan(2ϕ) = 2 f
e−g . Meusnier repeteix aquí els arguments habituals

que porten a aquesta conclusió.
19Recordem AP = u,P M = v .
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Figura 3: Canvi de coordenades.

als eixos AB , AC ; els triangles Apq, pr M donaran

Aq = Ap ·cos(C AG) = u′ cosϕ,

pq = Ap · sin(C AG) = u′ sinϕ,

pr = pM · sin(C AG) = v ′ sinϕ,

r M = pM ·cos(C AG) = v ′ cosϕ,

per tant, com que AP = Aq −pr , P M = pq + r M tindrem

u = u′ cosϕ− v ′ sinϕ,

v = u′ sinϕ+ v ′ cosϕ.

Posant ara els valors de u i v a l’equació (5) obtenim

= 1

2

(
e(u′ cosϕ− v ′ sinϕ)2 +2 f (u′ cosϕ− v ′ sinϕ)(u′ sinϕ+ v ′ cosϕ)

+ g (u′ sinϕ+ v ′ cosϕ)2)
= u′2(e cos2ϕ+ f sin(2ϕ)+ g sin2ϕ)

1

2

+ v ′2(e sin2ϕ− f sin(2ϕ)+ g cos2ϕ)
1

2

+ u′v ′
(

f (cos2ϕ− sin2ϕ)− (g −e)sinϕcosϕ
)
.
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Fem de manera que el terme que conté el producte u′v ′ de les coordenades
desaparegui; per a això, posem f (cos2ϕ−sin2ϕ)−(g −e)sinϕcosϕ= 0, és a dir

tan(2ϕ) = 2 f

e − g
,

i la nostra equació queda de la forma

t = u′2(e cos2ϕ+ f sin(2ϕ)+ g sin2ϕ)
1

2

+ v ′2(e sin2ϕ− f sin(2ϕ)+ g cos2ϕ)
1

2
. (6)

Llavors és evident que la superfície és simètrica respecte de l’eix AG , ja que tant
si v ′ és positiu com negatiu, el valor de t és el mateix.20

§5. Per tant, si es traça una línia AG tal que tan(2ϕ) = 2 f
e−g , la nostra superfí-

cie serà simètrica respecte d’aquesta línia. Però aquesta equació dóna per a 2ϕ
dos valors que difereixen entre ells de 180◦, és a dir, tenim per aϕ dos valors que
difereixen en 90◦, o, per a AG , dues posicions perpendiculars entre si. Existeix,
doncs, encara un eix I L, perpendicular a AG , respecte del qual la nostra super-
fície també és simètrica. Com que tot el que diem d’aquesta superfície es pot
afirmar de l’element de superfície en qüestió, se’n segueix que tot element de
superfície és simètric de manera que pot ésser dividit en quatre parts semblants.

§6. És clar que la superfície de la què hem parlat fins ara tindrà la mateixa
equació en diferències segones que l’element de superfície en qüestió, siguin
quins siguin els eixos respecte dels quals es consideri l’equació; per tant, si dife-
renciem dues vegades l’equació (6) i fem u′ = 0, v ′ = 0, l’equació a què arribem
per aquest mitjà,21

dd t = du′2(e cos2ϕ+ f sin(2γ)+ g sin2ϕ)

+ d v ′2(e sin2ϕ− f sin(2ϕ)+ g cos2ϕ), (7)

serà també l’equació en diferències segones del nostre element de superfície,
respecte dels eixos AG , I L.

20Aquest eix AG és, en llenguatge actual, una direcció principal. L’argument sobre el signe de
v ′, potser una mica mal expressat, val igual per al signe de u′ però Meusnier no ho diu aquí,
sinó que ho deixa per a l’apartat següent.

21Només cal observar que dd(u′2) = d(2u′du′) = 2(du′)2 +2u′ddu′. I aquest darrer terme és
zero ja que estem en un punt amb u′ = 0. Mateix argument per a dd v ′2.
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TEOREMA

§7. Tot element de superfície es pot considerar com generat per la rotació d’un
petit arc de cercle al voltant d’un eix paral.lel al pla tangent a aquest element.

DEMOSTRACIÓ. Sigui f EF (fig. 1) un eix paral.lel al pla B AC que talla l’eix
AD en E i tal que la seva projecció cau sobre AG ; sigui k Ah un arc de cercle
tangent en A a la línia AG , tal que el seu pla passi per EF : suposem que aquest

Figura 4: El tor que aproxima.

arc de cercle, en girar al voltant de EF , genera una superfície de revolució. El
teorema restarà demostrat si es pot mostrar que és possible assignar al radi de
l’arc k Ah i a la distància E A uns valors tals que la superfície així generada tin-
gui, en A, la mateixa equació en derivades segones que l’element de superfície
donat; ja que llavors es podrà considerar com a part d’aquesta superfície i, per
tant, com a generada de la mateixa manera.

Sigui, doncs, el radi de l’arc k Ah igual a r i E A = ρ.22 Afirmo que la super-
fície generada per l’arc k Ah és clarament simètrica tal com s’ha enunciat més
amunt: la seva equació en diferències segones és, per tant, de la mateixa forma
que l’equació (7), és a dir, dd t = Adu′2 +Bd v ′2.

§8. Per determinar A i B , remarquem que, si tallem la superfície de revo-
lució en qüestió amb un pla vertical que passi per AG , la secció serà l’arc k Ah;

22És ben sabut que els radis de curvatura principals d’un tor de revolució, en els punts del
paral.lel més gran, són iguals al radi de la circumferència generatriu i al radi d’aquest paral-
lel. Observem que aquí es defineixen r i ρ com un radi i una distància – quantitats, per tant,
positives –, però els càlculs conduiran a expressions per a r i ρ que poden ser negatives.
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així, si fem d v ′ = 0 en la nostra equació, aquesta esdevé l’equació en diferències
segones de l’arc k Ah, és a dir,

dd t = Adu′2 = du′2

r
.

Per tant, A = 1
r . Anàlogament, si tallem la superfície amb un pla vertical que

passi per I L perpendicularment a AG , la secció serà un arc i Ab, de radi E A = ρ.
Per tant, si posem du′ = 0 en l’equació anterior, ha de correspondre a l’equació
d’aquest arc, és a dir,

dd t = Bd v ′2 = d v ′2

ρ
.

Per tant, B = 1
ρ

. Així, l’equació en diferències segones de la nostra superfície de
revolució és

dd t = du′2

r
+ d v ′2

ρ
. (8)

§9. Ara, com que aquesta equació ha de coincidir amb la del nostre element
de superfície, igualem-la terme a terme amb l’equació (7). Tindrem

1

r
= e cos2ϕ+ f sin(2ϕ)+ g sin2ϕ= (e + g )+ (e − g )cos(2ϕ)+2 f sin(2ϕ)

2
,

1

ρ
= e sin2ϕ− f sin(2ϕ)+ g cos2ϕ= (e + g )− (e − g )cos(2ϕ)−2 f sin(2ϕ)

2
.

Però l’equació tan(2ϕ) = 2 f /(e − g ) dóna

cos(2ϕ) = e − g

±√
(e − g )2 +4 f 2

, sin(2ϕ) = 2 f

±√
(e − g )2 +4 f 2

.

Substituint aquests valors, tindrem

r = 2

e + g ±√
(e − g )2 +4 f 2

, ρ = 2

e + g ∓√
(e − g )2 +4 f 2

.

Heus aquí, doncs, quines han de ser les quantitats r i ρ perquè la generació
que hem enunciat sigui adequada per a l’element que estem considerant.

§10. Observem ara que el radical que apareix en les expressions de r i ρ és
una suma de dos quadrats i, per tant, necessàriament positiu; que les expressi-
ons de sin(2ϕ) i cos(2ϕ) es troben sempre entre −1 i 1, i que, en conseqüència,
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els nostres resultats no poden ser mai imaginaris. Així, el nostre teorema és
vàlid en tots els casos.

C.Q.F.D.23

§11. És clar que la posició de l’eix de rotació queda ara determinada, ja que
la seva projecció sobre el pla B AC ve donada per l’equació tan(2ϕ) = 2 f /(e−g ),
i disposem de l’expressió de E A, és a dir, de la distància a aquest pla. Res no és,
per tant, més fàcil que expressar aquesta posició mitjançant dues equacions
anàlogues a les que s’utilitzen per representar una corba a l’espai. Per a això,
siguin u, v, t les coordenades dels punts de l’eix de rotació; tenim, evidentment,
que per a tots aquests punts, t = E A = ρ, i a més, v

u = tanϕ; però

tanϕ= 1+ sin(2ϕ)−cos(2ϕ)

1+ sin(2ϕ)+cos(2ϕ)
.

Substituint ρ, sin(2ϕ) i cos(2ϕ) pels seus valors, s’obtenen, per a l’eix de rotació,
les equacions següents24

t = 2

e + g ∓√
(e − g )2 +4 f 2

,
v

u
= −(e − g )±√

(e − g )2 +4 f 2

2 f
. (9)

§12. Hem vist (§5) que hi ha dos valors de ϕ que són igualment vàlids, és a
dir, dues posicions possibles per a AG , o per a la projecció de l’eix de rotació. Hi
ha, doncs, dos eixos amb projeccions perpendiculars entre elles cadascun dels
quals és adequat per a la generació de l’element de superfície.

Això és el que signifiquen els dobles signes que apareixen en les expressions
dels valors de r i ρ, així com en les equacions anteriors: si el signe superior
correspon a l’eix EF , el signe inferior correspondrà a un altre eix ϕeΦ, que talla
l’eix AD en e (fig. 1), de manera que el segment Ae és igual al radi de l’arc k Ah.
Al voltant d’aquest segon eix, l’arc i Al , de radi igual a E A, generarà també, en
girar, l’element de superfície en qüestió.

23He mantingut l’expressió Ce Qu’il Fallait Démontrer.
24Aquestes direccions, segons la construcció realitzada, són les direccions principals. Avui

dia és sabut que la pendent que formen aquestes direccions respecte de les coordenades ini-
cials (l’angle que hem anomenat ϕ i ϕ+π/2) són les arrels de l’equació f x2 − (g − e)x − f = 0
(Vegeu per exemple, Notes sobre corbes i superfícies, p.149 i p.151. https://mat.uab.cat/
web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif.pdf).

https://mat.uab.cat/web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif.pdf
https://mat.uab.cat/web/agusti/wp-content/uploads/sites/13/2022/05/2018GeoDif.pdf


21

§13. Finalment, remarquem que, sigui quin sigui el signe que prenguem,
les expressions de r i ρ no canvien en absolut; és per això que, a partir d’ara,
adoptarem el signe superior i escriurem

r = 2

e + g +√
(e − g )2 +4 f 2

, ρ = 2

e + g −√
(e − g )2 +4 f 2

.

§14. Aquesta és, doncs, la generació pròpia de tot element de superfície que
ens proposem determinar. Com es pot veure, aquesta generació simplifica no-
tablement la qüestió de la curvatura, ja que fa dependre la forma de tot element
de superfície de dues quantitats: r i ρ. Per aquest motiu, anomenem aquestes
dues quantitats radis de curvatura de les superfícies. A continuació, examina-
rem les diferents formes que pot prendre un element de superfície segons els
diversos valors de r i ρ.

Per tal d’entendre com apareixen els nostres dos radis de curvatura en la
memòria del Sr. Euler– i per aportar alhora més llum sobre aquesta matèria–
resoldrem el problema següent.

PROBLEMA II
§15. Determinar el radi de curvatura de la secció produïda en un element de

superfície per un pla qualsevol de posició donada.25

SOLUCIÓ. Siguin (fig. 2) AL, AG , AD els mateixos eixos que a la figura 1,

Figura 5: Figura 2 de Meusnier.

25Aquest és el mètode emprat per Euler a [3] per estudiar superfícies, tal com ja ha comentat
Meusnier a l’introducció d’aquest article.
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és a dir, que l’element de superfície que considerem és simètric respecte dels
eixos AL, AG26. Sigui N un punt de la superfície a la qual pertany l’element, i
siguin AP,P M , M N les coordenades d’aquest punt.

Suposem que AQ sigui la intersecció del pla L AG amb el pla que talla l’e-
lement, i sigui AN la corba segons la qual la superfície és tallada. El problema
que ens proposem consisteix a trobar el radi de curvatura de la corba AN en el
punt A.

Per fer-ho, tracem des del punt N la perpendicular NQ a AQ, unim els punts
Q i M per la recta QM , l’angle MQN mesurarà la inclinació del pla que talla.
Considerem AQ,QN com les coordenades de la corba AN en el seu pla. Amb
aquestes definicions, mantenim les denominacions AP = u′,P M = v ′, M N = t ,
i definim AQ = x;QN = y ;α=∠Q AG ,ω=∠NQM .27

Recordem que (8), l’equació en diferències segones de l’element es pot po-
sar com

dd t = du′2

r
+ d v ′2

ρ
. (10)

Ara, mitjançant els triangles AqQ,Qr M , i seguint el mateix procediment em-
prat en el corol.lari tercer del primer problema, obtenim

AP = AQ ·cosα−QM · sinα,

P M = AQ · sinα+QM ·cosα,

26Reprodueixo la figura 2 remarcant el pla que talla i la situació en el pla AGL.

Figura 6: Aclariment a la figura 2 de Meusnier.

27Observem que, per construcció, MQ és perpendicular a AQ.
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i, del triangle QN M , obtenim

QM = QN ·cosω,

M N = QN · sinω.

Substituint el valor de QM en les dues igualtats, i traduint tot segons les nostres
denominacions (inclosa la que dóna el valor de M N ), tenim

u′ = x cosα− y cosωsinα,

v ′ = x sinα+ y cosωcosα,

t = y sinω.

Diferenciem ara aquestes equacions per a una porció infinitament petita de la
corba AN en A, tot observant que d y = 0; 28 com que la corba AN és tangent
en A a la recta AQ, tindrem29

du′ = d x ·cosα,

d v ′ = d x · sinα,

dd t = dd y · sinω.

Substituint aquests valors de du′,d v ′,dd t a l’equació (10), obtenim

dd y = ρ cos2α+ r sin2α

rρ sinω
d x2,

que és l’equació en diferències segones de la corba AN en el punt A.
D’altra banda, si denotem per d s l’element de longitud de la corba AN , i

per R el seu radi de curvatura en un punt qualsevol, tenim en general30

R = d s3

d xdd y
.

28La corba d’intersecció entre la superfície i el pla donat es pot escriure com y = y(x), i és

sabut que la curvatura d’una tal corba ve donada per k(x) = y ′′(x)

(
√

1+ y ′(x)2)3
. Com que la corba

és tangent al pla t = 0 en x = 0, tenim y ′(0) = 0, i la curvatura de la corba intersecció al punt A
val, per tant, y ′′(0).

29Recordem que les diferències es poden interpretar com derivades a l’origen, de manera que

tenim du′
d x |x=0 = cosα, d v ′

d x |x=0 = sinα, d 2t
d x2 |x=0

= d 2 y
d x2 |x=0

sinω.
30Com que d s = (1+ y ′2)1/2d x, d y = y ′d x, dd y = y ′′d x2, la fórmula habitual del radi de cur-

vatura esdevé

R = (1+ y ′2)3/2

y ′′ = (d s/d x)3

dd y/(d x)2 = d s3

d x dd y
.
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Com que d x el suposem constant (som mestres en fer-ho), i al punt A tenim
d s = d x, resulta que

R = d x2

dd y
.

Substituint el valor de dd y , obtenim31

R = rρ sinω

ρ cos2α+ r sin2α
, o bé, R = 2rρ sinω

r +ρ− (r −ρ)cos(2α)
.

C.Q.F.T.

§16. Restringim-nos, com fa el Sr. Euler, al cas en què el pla que talla és
perpendicular al pla tangent, i cerquem el maximum i el minimum de R. Com
que sinω= 1, el valor de R esdevé

R = 2rρ

r +ρ− (r −ρ)cos(2α)
.

Com que el numerador d’aquesta expressió és constant, per obtenir el maxi-
mum o el minimum, n’hi ha prou amb igualar a zero la derivada del denomina-
dor, la qual ens dóna sin(2α) = 0. Per tant, cos(2α) =±1, valors que, substituïts
a l’expressió de R, donen R = r o R = ρ. Una d’aquestes expressions correspon
al maximum i l’altre al minimum.

Això ens mostra que els nostres radis de curvatura són, en realitat, el major i
el menor dels radis de curvatura de les seccions fetes a l’element de superfície per
plans perpendiculars al pla tangent.

§17. El resultat cos(2α) = ±1 dóna α = 0 o α = 90◦, cosa que demostra la
propietat establerta pel Sr. Euler: els dos plans que donen la màxima i la míni-
ma curvatura són perpendiculars entre ells.

§18. En lloc de considerar els plans que tallen perpendicularment l’ele-
ment, és a dir, els que passen per la normal, considerem tots els que passen per
una mateixa recta AQ, situada en el pla tangent. Per a tots aquests plans, l’angle
α és el mateix; podem, doncs, escriure l’expressió general del radi de curvatura
en la forma R = H sinω on H és una constant. Entre tots aquests plans, n’hi
ha un que és perpendicular al pla tangent, i que compleix, per tant, sinω = 1.

31Observem que la fórmula anterior per R, en el cas ω= π/2, invertint-la i dividint entre rρ,
dóna la famosa fórmula d’Euler per a les curvatures normals, que en notació actual s’escriu
com kn(α) = k1 cos2α+k2 sin2α.



25

Si anomenem R ′ el radi de curvatura de la secció feta per aquest pla, tindrem
R ′ = H . Per tant, R = R ′ sinω, equació que mostra que, donat el radi de curva-
tura de la secció feta pel pla perpendicular al pla tangent, els radis de curvatura
de totes les altres seccions estan determinats per una relació independent de la
naturalesa de la superfície.32

Si ens imaginem una esfera tangent en A al pla L AG i en diem R ′′ el seu ra-
di, aquesta esfera és també tallada pels mateixos plans que el nostre element de
superfície. Denotant per R el radi de curvatura d’una secció qualsevol d’aques-
ta esfera, és evident que, com abans, R = R ′′ sinω, ja que el pla perpendicular al
pla tangent talla l’esfera en un meridià, el radi del qual és R ′′.

Per tant, si R ′ = R ′′, tant per a l’esfera com per a l’element de superfície, tin-
drem R = R ′ sinω. D’això se’n desprèn aquesta propietat curiosa: Si tallem un
element de superfície per un pla perpendicular a ell, i imaginem una esfera tan-
gent a la superfície amb radi igual al radi de curvatura de la secció considerada,
qualsevol altre pla que passi per la intersecció d’aquest primer pla amb el pla
tangent determinarà, tant sobre l’esfera com sobre la superfície, seccions d’igual
curvatura.

Passem ara a examinar les diferents formes que pot tenir una superfície se-

32Aquesta igualtat fou coneguda durant molt de temps com el Teorema de Meusnier. És ci-
tat, per exemple, per Siméon-Denis Poisson el 1832 a [14]. El 1848, Ossian Bonnet el cita i en
dóna una nova demostració a [1]. Avui dia, però, quan es parla del Teorema de Meusnier, es fa
referència a una petita generalització d’aquest resultat: s’aplica a corbes arbitràries sobre una
superfície (no necessàriament seccions planes, com en el cas original de Meusnier) que tenen
en un punt P el mateix vector tangent.

Concretament el Teorema de Meusnier afirma actualment que, si dues corbes sobre una su-
perfície tenen el mateix vector tangent en un punt P , llavors tenen la mateixa curvatura normal
en aquest punt. Com que una d’aquestes corbes pot ser la corba secció normal, s’obté la relació
k cosα = kn , on k és la curvatura de la corba c(t ) en el punt P = c(0) (com corba de l’espai), α
l’angle entre la normal principal de la corba i la normal ν a la superfície en P , i kn la curvatura,
també en P , de la secció normal determinada pel pla que passa P i és generat per ν i c ′(0).

Aquesta generalització resulta senzilla un cop es coneixen bé l’endomorfisme de Weingarten
W i la segona forma fonamental I I , conceptes molt posteriors a Meusnier, ja que només cal
veure que corbes sobre la superfície amb el mateix vector tangent en P tenen també la mateixa
curvatura normal en P . En efecte, tenim

kn = 〈c ′′,ν〉 =−〈c ′,ν′〉 = 〈c ′,W c ′〉 = I I (c ′,c ′),

un resultat que mostra que kn només depèn el vector tangent c ′(0) de la corba.
Un dels primers llocs on apareix aquesta versió és en el treball de G. Ricci, de l’any 1898, [15],

p.284, on en dóna una demostració fent servir el seu “càlcul diferencial absolut”.
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gons la seva curvatura, i donem les característiques analítiques que permeten
reconèixer-les.

§19. Les expressions que hem trobat per als radis de curvatura poden ésser
tant positives com negatives. Per tal d’esbrinar quina forma ha de tenir l’ele-
ment de superfície al qual pertanyen, reprenem la fórmula

R = 2rρ sinω

r +ρ− (r −ρ)cos(2α)
,

que dóna el radi de curvatura d’una secció qualsevol, i la reescrivim en la forma

R = 2rρ sinω

r (1−cos(2α))+ρ(1+cos(2α))
.

Dit això, o bé r i ρ són positius, o bé són negatius, o bé tenen signes contra-
ris.

§20. En el primer cas, el denominador de R és sempre positiu, ja que els
coeficients de r i ρ ho són per a tot valor de α. Per tant, el valor de R és sem-
pre positiu. D’això se’n deriva que, en aquest cas, dins de l’element considerat
només es poden obtenir seccions còncaves, és a dir, que l’element mateix és
còncau.

§21. Si r iρ són negatius, el numerador de R continua essent positiu; però el
denominador és negatiu, ja que els coeficients de r i ρ són sempre positius. Per
tant, en aquest cas, totes les seccions que es poden fer a l’element de superfície
són convexes, és a dir, l’element mateix és convex.

§22. Reprenem les expressions dels radis de curvatura r i ρ que hem donat
a §13 i transformem-les com segueix:

r = 2

e + g +√
(e + g )2 +4( f 2 −eg )

, ρ = 2

e + g −√
(e + g )2 +4( f 2 −eg )

,

i remarquem que el seu producte val

r ρ = −1

f 2 −eg
.

Dit això, en els dos casos que acabem de detallar, en que r i ρ tenien el
mateix signe, el seu producte és positiu i per tant , f 2 − eg < 0. És clar, a més,
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que si e + g és positiu, llavors r i ρ seran positius, i viceversa. És a dir, que la
condició de concavitat és e +g > 0, i la de convexitat és e +g < 0, sempre que al
mateix temps tinguem f 2 −eg < 0.

§23. Ens falta examinar el cas en què els dos radis de curvatura són de signe
contrari. És evident, en primer lloc, que rρ ha de ser una quantitat negativa,
i per tant f 2 − eg > 0; a més, sigui quin sigui el signe de e + g , r serà sempre
positiu i ρ negatiu. Ara escrivim el valor de R així:

R =
( 2rρ sinω

r−ρ )
r+ρ
r−ρ −cos(2α)

.

En el cas que tractem, on r és sempre positiu i ρ negatiu, r −ρ és una quantitat
positiva; per tant, la fracció que apareix al numerador serà sempre negativa, ja
que rρ ho és. A més la quantitat r+ρ

r−ρ està entre els límits +1 i −1, a causa dels
signes oposats de r i ρ. Segons els valors de α, de vegades tindrem cos(2α) >
r+ρ
r−ρ , i de vegades cos(2α) < r+ρ

r−ρ .
En el primer cas, R serà positiu i les seccions fetes a l’element seran cònca-

ves; en el segon cas seran convexes. Per tant: quan els dos radis de curvatura són
de signe contrari, les seccions que es poden fer sobre l’element són unes còncaves
i les altres convexes.

§24. En el pas de seccions còncaves a seccions convexes tenim

cos(2α) = r +ρ
r −ρ , o bé R =∞.

En resulten, per aα dos valors que ara construïm. Siguin (fig.3) AG , AL els eixos
perpendiculars entre ells, que divideixen simètricament l’element de superfície

Figura 7: Figura 3 de Meusnier.



28

que considerem. Des del centre A, es descriu el cercle I KGL de radi = 1; pre-
nem AH = r+ρ

r−ρ i tracem F HE perpendicular a AH . Els dos valors que correspo-
nen a l’arc 2α són GE i GLK F , ja que AH és alhora el cosinus de l’un i de l’altre,
i per tant, l’equació

cos(2α) = r +ρ
r −ρ

és satisfeta.
Així doncs, si aquesta arcs es divideixen en dues parts iguals en els punts

N i R, GN i GLR seran els valors de ω donats per l’equació anterior. D’això
se’n dedueix que, si es tracen els diàmetres NQ,RM , qualsevol pla que passi
per aquests diàmetres donarà lloc a una secció de curvatura nul.la, ja que R =
∞. Per tant: quan els dos radis de curvatura són de signe contrari, hi ha dins
l’element de superfície, dues direccions sobre les quals la curvatura és nul.la.

§25. Si es tingués r = ∞ o ρ = ∞, és a dir, si l’element de superfície es
pogués considerar com una porció de cilindre, tindríem AH = r+ρ

r−ρ = ±1. Això
significa que els diàmetres NQ i MR, al llarg dels quals la curvatura és nul.la,
es confondrien l’un amb l’altre, o bé amb GK o amb I L. Per tant: quan un dels
radis de curvatura és infinit, no hi ha dins l’element de superfície més que una
sola direcció en què la curvatura és nul.la.

§26. Acabem de veure (§23) que, si

cos(2α) > r +ρ
r −ρ

és a dir, si cos(2α) > AH , llavors, sigui quin sigui el valor deω, la secció feta dins
l’element és còncava.

Ara be, cos(2α) > AH implica α<GN o bé α>GLR; cosa que vol dir, igual-
ment, que en aquest cas, el pla tallant és dins l’angle M AN i dins del seu oposat
pel vèrtex. És, doncs, la part de l’element de superfície compresa entre aquests
dos angles la que és susceptible de donar lloc a seccions còncaves. Provarem
igualment que és la porció compresa dins l’angle N AR i el seu oposat M AQ la
que és susceptible de donar seccions convexes.

§27. Així, en aquesta situació, l’element de superfície no és ni còncau ni
convex. Tanmateix, si l’angle M AN és més gran que l’angle N AR, la part que
dóna lloc a seccions còncaves serà més gran que la que dóna lloc a seccions
convexes, i es podrà dir, d’alguna manera, que l’element de superfície és més
còncau que convex. És per això que l’anomenarem convex-còncava.
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Si, pel contrari, l’angle N AR és més gran que l’angle M AN , la part de l’ele-
ment que dóna lloc a seccions convexes serà més gran que el que dóna lloc a
seccions còncaves, i l’anomenarem còncau-convexa.

En el primer cas, l’angle M AN és obtús; i com que aquest angle té per me-
sura un arc M N igual a GE , se’n dedueix que l’arc GE és més gran que 90◦, i així
AH és negatiu. Ara bé, AH = r+ρ

r−ρ ; a més r −ρ és necessàriament una quantitat
positiva, com ja hem demostrat. Per tant r +ρ ha de ser negatiu. Però,

r +ρ =− e + g

f 2 −eg
,

expressió que només pot ser negativa si e + g és positiu, ja que hem vist que
f 2−eg és positiu en el cas que tractem. És necessari, doncs, que per tal que un
element de superfície sigui convex-còncava, es compleixi e + g > 0.

En el segon cas, l’angle M AN és agut, i per consegüent, l’arc GE és me-
nor que 90◦, és a dir, AH positiu. Per tant, l’element de superfície és còncau-
convexa si es té e+g < 0, sempre que, en aquests dos últims casos, es compleixi
també f 2 −eg > 0.

Còncava.................................quan f 2 −eg < 0, i e + g > 0.

Convexa.......................................... f 2 −eg < 0, i e + g < 0.

Convex-Còncava............................ f 2 −eg > 0, i e + g < 0.

Còncau-Convexa............................ f 2 −eg > 0, i e + g > 0.

Heus aquí, doncs, per a les superfícies, quatre estats de curvatura anàlegs als
dos que es distingeixen en les línies sota els noms de concavitat i convexitat. És
clar que tots els casos estan compresos en aquesta classificació, sempre que s’hi
incloguin aquells en què les quantitats, el signe de les quals determina aquests
diferents estats, són nul.les o infinites. Tanmateix, cal remarcar que la diferèn-
cia entre la tercera i la quarta situació és purament analítica i no és perceptible
a la vista: en les superfícies, la vista no distingeix més que tres estats de curva-
tura.

Fins ara, hem referit sempre l’element de superfície que consideràvem al
pla que li és tangent. Aquest mètode, que com es veu és molt còmode mentre
només es tracti un sol element, esdevé insuficient quan se’n volen comparar
diversos i amb més raó encara, quan es vol examinar la superfície sencera.

És per això que, suposant que l’element que ens ocupa està referit a uns
eixos qualssevol, procedirem a transformar les nostres fórmules amb relació a
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aquests eixos, començant per les quantitats e, f , g de les quals depenen totes
les altres.

Transformació de les quantitats e, f , g .

§28. Siguin OB ,OC ,OD (fig. 4) tres eixos perpendiculars entre ells, i als
quals es refereix la superfície a la qual pertany l’element que hem considerat
fins aquí. D’aquests tres eixos, dos – OB i OC – són horitzontals, i el tercer, OD ,
és vertical.

Figura 8: Figura 4 de Meusnier.

Sigui A un punt de l’element en qüestió, i suposem que el pla que li és tan-
gent talla, seguint G H , el pla horitzontal BOC . Imaginem, pel punt A, un pla
vertical perpendicular a G H ; sigui U el punt on aquest pla talla aquesta línia
i siguin AU ,U R les interseccions d’aquest pla amb el pla tangent i amb el pla
BOC , respectivament. L’angle AU R mesura la inclinació del pla tangent.
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Figura 9: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Sigui N un altre punt de la superfície, a partir del qual baixem la perpen-
dicular N M sobre el pa tangent en A; pel punt A tracem Ag paral.lela a G H
i des del punt M , sigui MP perpendicular a AG .33 Afirmo que AP,P M , M N
són tres coordenades perpendiculars entre elles, mitjançant les quals el punt
N queda referit al pla tangent. Les podem prendre, doncs, com les coordena-
des de què ens hem servit fins ara, i donar-los les mateixes denominacions:
AP = u,P M = v, M N = t .

Siguin, a més,

OQ = x; QR = y ; R A = z;

OS = x ′; ST = y ′; T N = z ′;
∠OG H = α; ∠AU R =ω.

33S’enten que P pertany a la recta AG .
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Figura 10: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Transportem l’origen a A; per fer-ho, tracem pel punt A els eixos Ab, Ac, Ad
paral.lels als primers, de manera que les coordenades del punt arbitrari N , res-
pecte d’aquests eixos, són As = x ′−x, st = y ′− y , t N = z ′− z.

Tracem, des del punt P , en el pla horitzontal b Ac, la recta P tu, que es pot
considerar com la projecció horitzontal de P M 34. Tracem pel punt M la verti-
cal MF i, en el pla vertical MPF , la horitzontal ME .35 Pel punt P tracem P x,P y
paral.leles als eixos Ac, Ab, respectivament, i prolonguem st fins que talli la rec-
ta P x en el punt x.36

34És fonamental remarcar que les projeccions ortogonals t , de N , i u, de M sobre el pla ho-
ritzontal passant per P , estan alineades amb P . Això és degut al fet que, essencialment, estem
tallant dos plans ortogonals: el pla horitzontal i el pla P M N .

35He hagut de canviar lleugerament la notació de Meusnier, ja que en aquest paràgraf aparei-
xen les mateixes lletres per designar coses diferents i l’original és difícil de seguir. Per exemple
t designa a cops una coordenada i a cops un punt.

36L’angle tPA de la figura 11 és recte.
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Figura 11: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

Dit tot això, sigui d z = p d x + q d y l’equació de la nostra superfície i supo-
sem que tenim a més d p = m d x +n d y ; d q = n d x + s d y . Es tindrà també

d z ′ = p ′ d x ′+q ′ d y ′,
d p ′ = m′ d x ′+n′ d y ′,
d q ′ = n′ d x ′+ s′ d y ′;

per tant, suposant d x ′,d y ′ constants, 37 es tindrà

dd z ′ = m′ d x ′2 +2n′ d x ′ d y ′+ s′ d y ′2. (11)

37 Podem pensar que el punt N = (x ′, y ′, z ′) s’aproxima al punt A = (x, y, z) tot movent-se per
sobre la superfície. Per aixó, posarem N (s) = (x ′(s), y ′(s), z ′(s)) i pensarem que tenim una corba
N (s) sobre la superfície, amb N (0) = A, i en calcularem N ′(0).

Com que z ′ = z(x ′, y ′), la seva restricció a la corba N (s) és z ′(s) = z(x ′(s), y ′(s)), la qual, deri-
vada respecte de s en s = 0, dóna

d z ′

d s s=0
= ∂z

∂x
(x ′(0), y ′(0))

d x ′(s)

d s s=0
+ ∂z

∂y
(x ′(0), y ′(0))

d y ′(s)

d s s=0
= p

d x ′(s)

d s s=0
+q

d y ′(s)

d s s=0
,

és a dir, d z ′ = pd x ′+qd y ′, i per tant p = p ′, q = q ′. Anàlogament es veu que m = m′,n = n, s =
s′.
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Ara els triangles N ME , MPF donen,38

Figura 12: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

N E = M N cos(∠MPF ) = t cosω,

ME = M N sin(∠MPF ) = t sinω,

MF = MP sin(∠MPF ) = v sinω,

PF = MP cos(∠MPF ) = v cosω,

per tant39 P t = PF − tF = PF −ME = v cosω− t sinω.
Tenim, a més, pels triangles P t x,PAy ,

A més, suposarem que aquesta corba és del tipus

x ′(s) = x +as,

y ′(s) = y +bs,

z ′(s) = z(x +as, y +bs).

En particular d x ′/d s = a, d y ′/d s = b, cosa que justifica l’expressió de Meusnier quan diu que
pot suposar d x ′,d y ′ constants. Denotem per (u(s), v(s), t (s)) les coordenades del punt N (s)
respecte de la referència d’origen A, adaptada al pla tangent. El vector N ′(0) pertany al pla
tangent en A, i per tant la seva tercera coordenada respecte d’aquesta referència és zero, és a
dir, d t

d s s=0 = 0, equació que Meusnier escriu més endavant com d t = 0.
38Observem que els angles M N E , MPF són iguals a AU R, és a dir, a ω.
39Meusnier no fa cap aclariment en aquest punt, però a la secció §30 analitza la primera

igualtat N E = t cosω en funció dels signes de t i N E . Aquí, però, cal tenir en compte que t és
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Figura 13: Aclariment a la figura 4 de Meusnier.

P x = P t sinα= (v cosω− t sinω)sinα,

t x = P t cos(α) = (v cosω− t sinω)cosα,

P y = AP sinα= u sinα,

Ay = AP cosα= u cosα,

per tant, com que

As = x ′−x = P x + Ay,

st = y ′− y = t x −P y,

N t = z ′− z = N E +MF,

es tindrà40

una coordenada, no pas una distància, que és el que hem de suposar que està fent quan diu
que aquestes fórmules provenen de considerar un cert triangle que els té per costats. Però, el
que passa és que t pren valor positiu quan N es troba per sobre del pla tangent, i en aquest cas,
N E és també positiu, en el sentit que N està per sobre de E al llarg de la vertical comuna. Crec
que l’estudi de la secció §30 hauria estat més pertinent aquí.

40Aquestes equacions, que Meusnier obté a partir d’un dibuix força complicat, es poden de-
duir fàcilment si observem que, per superposar una referència amb l’altra, només cal compon-
dre dos girs i una translació, de manera que l’origen de coordenades es traslladi al punt A, i el
pla z = 0 coincideixi amb el pla tangent a la superfície en A. Les equacions (12) són equivalents
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x ′−x = (v cosω− t sinω)sinα+u cosα,

y ′− y = (v cosω− t sinω)cosα−u sinα,

z ′− z = t cosω+ v sinω. (12)

Diferenciem aquestes equacions tractant x, y, z com a constants, per indicar
que considerem el punt A com a fix. Això fa que les equacions obtingudes facin
referència únicament a l’element de superfície que estem estudiant, és a dir, als
punts de la superfície que es troben a l’entorn del punt A. Suposem, per tant,
que el punt N és infinitament pròxim a A, i en conseqüència, fem41

d t = 0, p ′ = p, q ′ = q,

m′ = m, n′ = n, s′ = s.

Tindrem

d x ′ = d v cosωsinα+du cosα,

d y ′ = d v cosωcosα−du sinα,

d z ′ = d v sinω,

dd x ′ = [dd v cosω−dd t sinω]sinα+ddu cosα,

dd y ′ = [dd v cosω−dd t sinω]cosα−ddu sinα,

dd z ′ = dd t cosω+dd v sinω,

però essent d x ′,d y ′ constants, es té dd x ′ = 0, dd y ′ = 0.42 Això implica

dd v cosω−dd t sinω= 0,

a  x ′−x
y ′− y
z ′− z

=
 cosα sinα 0

−sinα cosα 0
0 0 1

 1 0 0
0 cosω −sinω
0 sinω cosω

 u
v
t

 .

Hi ha un error a l’article de Meusnier que canvia v per u a la darrera equació
41Vegeu la nota al peu de pàgina 37, pàgina 33.
42Per calcular les diferències segones observem que

d x ′

d s
= a =

(d v

d s
cosω− d t

d s
sinω

)
sinα+ du

d s
cosα,

d y ′

d s
= b =

(d v

d s
cosω− d t

d s
sinω

)
cosα− du

d s
sinα,

d z ′

d s
= d t

d s
cosω+ d v

d s
sinω,
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que substituït a la darrera equació ens dóna

dd z ′ = dd t

cosω
.

Posant a l’equació (11) els valors de dd z ′,d x ′,d y ′ obtenim43

dd t = du2
[

m cos2α−2n sinαcosα+ s sin2α
]

cosω

+ 2du d v
[

n(cos2α− sin2α)+ (m − s)sinαcosα
]

cos2ω

+ d v2
[

m sin2α+2n sinαcosα+ s cos2α
]

cos3ω,

equació que comparada amb l’equació (2)

dd t = e du2 +2 f du d v + g d v2,

ens dóna

e = (
m cos2α−2n sinαcosα+ s sin2α

)
cosω,

f = (
(m − s)sinαcosα+n(cos2α− sin2α)

)
cos2ω,

g = (
m sin2α+2n sinαcosα+ s cos2α

)
cos3ω.

Però posant atenció a que els anglesω,α depenen de la posició del pla tangent,
tenim44

cosω = 1√
1+p2 +q2

, sinω=
√

p2 +q2√
1+p2 +q2

,

cosα = q√
p2 +q2

, sinα= p√
p2 +q2

,

i per tant

d 2x ′

d s2 |s=0
= 0 =

(d 2v

d s2 cosω− d 2t

d s2 |s=0
sinω

)
sinα+ d 2u

d s2 s=0
cosα,

d 2 y ′

d s2 |s=0
= 0 =

(d 2v

d s2 |s=0
cosω− d 2t

d s2 |s=0
sinω

)
cosα− d 2u

d s2 |s=0
sinα,

d 2z ′

d s2 |s=0
= d 2t

d s2 cosω+ d 2v

d s2 |s=0
sinω.

43Recordem m′ = m,n′ = n, s′ = s.
44Només cal observar que la normal unitària en A al pla tangent és ν = 1p

1+p2+q2
(−q,−p,1)

i ω és l’angle entre els vectors (0,0,1) i ν; i α és l’angle entre els vectors (−1,0) i (−q, p). Amb
p = zx (a,b), q = zy (a,b).
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i els valors de e, f , g esdevindran:

e = mq2 −2npq + sp2

(p2 +q2)
√

1+p2 +q2
,

f = (m − s)pq −n(p2 −q2)

(p2 +q2)(1+p2 +q2)
,

g = mp2 +2npq + sq2

(p2 +q2)(1+p2 +q2)3/2
. C .Q.F.T.

§29. Els valors que acabem de trobar per a e, f , g donen45

e + g = m(1+q2)−2npq + s(1+p2)

(1+p2 +q2)3/2
, eg − f 2 =− n2 −ms

(1+p2 +q2)4
.

Escrivim per abreujar

K =
√

1+p2 +q2,

U = m(1+q2)−2npq + s(1+p2),

V = n2 −ms,

i tindrem

e + g = U

K 3
, eg − f 2 =− V

K 4
. (13)

Però els valors dels radis de curvatura són

r = 2

e + g +√
(e + g )2 −4(eg − f 2)

,

ρ = 2

e + g −√
(e + g )2 −4(eg − f 2)

,

o, posant per a e + g i eg − f 2 els valors que acabem de trobar,

r = 2K 3

U +
p

U 2 +4V K 2
,

ρ = 2K 3

U −
p

U 2 +4V K 2
. (14)

45Està escrivint, doncs, en llenguatge actual, la traça i el determinant de l’endomorfisme de
Weingarten.
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§30. Aquí apareix una ambigüitat que cal resoldre: K és una quantitat radi-
cal, per tant el seu signe no està determinat. Tanmateix, és evident que aquesta
quantitat K = √

1+p2 +q2 només intervé en els càlculs a través de l’expres-
sió cosω = 1/K . Ara bé, és fàcil veure que cosω ha de representar sempre una
quantitat positiva.46 En efecte, si N està per sobre del pla tangent, o el que és
el mateix, t és positiu, aleshores N t serà més gran que MF , és a dir, N E , que és
l’excés de N t sobre MF , serà positiu. De manera anàloga, quan t sigui negatiu,
N t serà menor que MF , i per tant N E serà negatiu.

Però hem vist que N E = t cosω, i per tant cosω s’ha de prendre sempre com
a positiu; en conseqüència, K també s’ha de prendre com a positiva.

§31. Un cop transformades les expressions dels radis de curvatura, cal fer la
mateixa operació amb les equacions de l’eix de rotació que vam donar a la sec-
ció §11. Per això, remarquem que, si denotem per x ′, y ′, z ′ les coordenades de
cada punt d’aquest eix respecte dels eixos principals OB ,OC ,OD i per u, v, t les
coordenades respecte del pla tangent, es compleixen les equacions (12); però
aquestes equacions, un cop substituïm el sinus i el cosinus pels seus valors,
donen

u = q(x ′−x)−p(y ′− y)√
p2 +q2

,

v = (z ′− z)(p2 +q2)+p(x ′−x)+q(y ′− y)√
p2 +q2

√
1+p2 +q2

,

t = z ′− z −p(x ′−x)−q(y ′− y)√
1+p2 +q2

.

Posant aquestes expressions a les equacions de l’eix (9), així com els valors
transformats e, f , g , obtindrem les següents equacions per determinar els dos
eixos que corresponen a un element donat:47

46Aquí Meusnier no és del tot coherent, ja que a la secció §28 ha definit ω com un angle d’un
triangle rectangle, i per tant ω és agut i el seu cosinus positiu. L’argument que segueix indica
que, per mantenir les igualtats N t = MF +N E i N E = t cosω, quan t és una coordenada i no
una distància, cal considerar N E com a negativa quan t és negativa. Cal observar que Meusnier
utilitza la mateixa lletra t per a conceptes diferents, però el significat queda clar pel context.
Vegeu la figura de la pàgina 34 i la nota al peu de pàgina 39 de la pàgina 35.

47Hem usat la relació K 6((e − g )2 +4 f 2) =U 2 +4V K 2 que es dedueix de les equacions (13), i
del càlcul

e − g = U

K 3 − 2(mp2 +2npq + sq2)

(p2 +q2)K 3 .
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(z ′− z −p(x ′−x)−q(y ′− y))(U ±
√

U 2 +4V K 2) = 2K 4,

(z ′− z)(p2 +q2)+p(x ′−x)+q(y ′− y)

q(x ′−x)−p(y ′− y)
=

= 2(mp2 +2npq + sq2)− (p2 +q2)(U ±
p

U 2 +4V K 2)

2(m − s)pq −n(p2 −q2)
,

en les quals x, y, z són les coordenades de l’element al qual pertany l’eix en
qüestió.48

Mitjançant aquestes fórmules es podrà conèixer la curvatura d’una superfí-
cie en qualsevol punt, substituint p, q,m,n, s pels seus valors, que es determi-
nen a partir de l’equació de la superfície i les seves derivades. Creiem inneces-
sari multiplicar els exemples; per això, ens conformarem amb el següent.

EXEMPLE

§32. Aplicar les fórmules dels radis de curvatura a una superfície de revolu-
ció.

Siguin OB ,OC ,OD (fig.5) els tres eixos de coordenades i suposem a més que

Figura 14: Figura 5 de Meusnier.

48Observem que aquestes dues equacions donen, com intersecció de dos plans, els dos eixos
buscats.
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OD sigui l’eix al voltant del qual està generada la superfície que considerem.
Sigui N el punt en qüestió, i anomenem les seves coordenades OQ,QR,RN ,
per x, y, z respectivament. Dit això, l’equació de les superfícies de revolució és
z = f (x2 + y2), i per tant, d z = P (x d x + y d y), dP = Q(x d x + y d y) on P i Q
funcions de x2 + y2;49 així (§28)

p = P x,

q = P y,

m = P +Q x2,

n = Q x y,

s = P +Q y2.

Ara, tot substituint aquests valors de p, q,m,n, s a les expressions de U ,V ,K ,
obtindrem les expressions dels radis de curvatura. Tanmateix, per abreujar, re-
prendrem directament els valors

r = 2

e + g +√
(e − g )2 +4 f 2

, ρ = 2

e + g −√
(e − g )2 +4 f 2

,

i posarem a e, f , g els valors que acabem de trobar. Obtindrem

e = P√
1+P 2(x2 + y2)

, f = 0, g = P +Q(x2 + y2)

(1+P 2(x2 + y2))3/2
,

per tant

r = 1

e
=

√
1+P 2(x2 + y2)

P
, ρ = 1

g
= (1+P 2(x2 + y2))3/2

P +Q(x2 + y2)
,

expressions que només depenen de P i Q, és a dir, de la naturalesa de la corba
generatriu.50

Tallem la nostra superfície per un pla que passi per l’eix i pel punt N . La
secció X N Y (fig.5) no és altra cosa que la corba generatriu, i per tant es poden

49 Com que d z = ∂z
∂x d x + ∂z

∂ d y obtenim P (x, y) = 2 f ′(x2 + y2),Q(x, y) = 4 f ′′(x2 + y2). A con-
tinuació compara les expressions que acaba d’obtenir amb les expressions d z = p d x + q d y i
dd z = dP (x d x + y d y)+P (d x2 +d y2) = Q(x d x + y d y)2 +P (d x2 +d y2) = m d x2 +2n d x d y +
s d y2.

50Vol dir que P,Q depenen únicament de la funció f que descriu la superfície de revolució.
Per exemple, una corba generatriu d’aquesta superfície z = f (x2 + y2), és la corba del pla x = 0,
donada per (t , f (t 2)).
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considerar OR,RN com a coordenades. Sigui OR = u, tindrem x2 + y2 = u2,
i les equacions d z = P (x d x + y d y), dP = Q(x d x + y d y) es transformaran en
d z = P u du, dP =Q u du i per tant

dd z = du2(P +Qu2).

(Tractem du com a constant, ja que al llarg de la línia OR es té du =√
d x2 +d y2,

expressió que és constant perquè s’ha suposat d x i d y constants).51 Si denotem
per d s l’element de longitud de la corba, tindrem52

d s = du
√

1+P 2u2.

Tot això ens dóna

P = d z

u du
, P +Qu2 = dd z

du2
,

√
1+P 2u2 = d s

du
,

per tant,

r =
p

1+P 2u2

P
= u d s

d z
, ρ = (1+P 2u2)3/2

P +Qu2
= d s3

du dd z
,

però u d s
d z és evidentment la normal N S i d s3

du dd z el radi de curvatura de la corba
X Y en el punt N .53 Per tant, els dos radis de curvatura en un punt qualsevol
d’una superfície de revolució són: l’un, el radi de curvatura de la corba generatriu
en el mateix punt; l’altre la longitud de la porció de la normal compresa entre la
corba i l’eix de rotació.

§33. Els caràcters analítics dels diferents estats de les superfícies que hem
donat a la secció §27 són també susceptibles de ser transformats respecte de

51A partir de l’expressió dd z = Q(x d x + y d y)2 +P (d x2 +d y2) obtinguda a la nota al peu de
pàgina 49, pàgina 41, i tenint en compte que u du = x d x + y d y obtenim dd z = Q(u du)2 +
P (d x2 +d y2). Acceptant que du2 = d x2 +d y2, s’obté el resultat. Per verificar aquesta última
igualtat, observem que el pla amb què hem tallat la superfície té equació y = λx, de manera
que u =

p
1+λ2x, d y =λd x, i per tant du2 = (1+λ2)d x2 = d x2 +d y2.

52L’equació de la corba X N Y , respecte de les coordenades OR,RN introduïdes en el pla
X N Y , és (u, f (u2)), de manera que el seu vector tangent és (1, f ′(u2)2u) = (1,Pu) i per tanat
té norma

p
1+P 2u2.

53La recta normal a la corba (u, f (u2)) és (u, f (u2))+λ(−Pu,1). Aquesta recta talla l’eix z en

(0, f (u2)+1/P ). I la distància entre aquests dos punts és, doncs,
√

u2 + (1/P )2 = r . Probable-
ment Meusnier raona a partir del dibuix
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qualsevol sistema d’eixos. Per a això, cal remarcar que, com que K és una quan-
titat positiva, les expressions e + g i U tenen sempre el mateix signe, així com
f 2 −eg i V .54 Per tant, una superfície és55

Còncava.................................quan V < 0, i U > 0.

Convexa.......................................... V < 0, i U < 0.

Convex-Còncava............................ V > 0, i U < 0.

Còncau-Convexa............................ V > 0, i U > 0.

Passem ara a aplicar la nostra teoria a la resolució de diversos problemes.
Està suficientment demostrat, per tot el que precedeix, que no es pot afir-

mar, en general, que un element qualsevol d’una superfície es pugui considerar
com una porció d’esfera, idea força comuna entre aquells que s’inicien en l’es-
tudi d’aquesta matèria. Per tal que això fos cert, caldria que els dos radis de
curvatura fossin sempre iguals, cosa que és evident que no passa. Ara bé, és
possible que existeixi una classe de superfícies que gaudeixin d’aquesta propi-
etat, i és interessant conèixer-la. Per això, plantejarem el problema següent.

Figura 15: Longitud de la normal.

que mostra aquesta igualtat (d z/d s = u/AB) gairebé sense cap càlcul. Només hem de pensar
que la corba passa pel punt B i que d s és un petit segment de la tangent de la corba en B .

Sobre l’expressió del radi de curvatura, vegeu la nota al peu de pàgina 30, pàgina 23.
54Vegeu §29.
55Vegeu alguns exemples a la secció E de l’Apèndix.
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PROBLEMA III

§34. Determinar quines són les superfícies que tenen els dos radis de curva-
tura iguals.

SOLUCIÓ. Les expressions dels dos radis de curvatura només difereixen pel
signe d’un mateix radical en una i altra expressió. Per tant, si aquest radical fos
nul, les expressions serien iguals. Així, segons el que es va dir a la secció §29, la
condició és

V 2 +4V K 2 = 0,

que és l’equació de la classe de superfícies que cerquem.
Desenvolupant U ,V i K , i integrant, si és possible, l’equació en derivades

parcials que se’n deriva, obtindrem la solució del problema.
Tanmateix, una observació molt simple simplifica molt aquesta recerca. Re-

cordem que el radical que apareix en les expressions inicials de r i ρ és (§9)√
(e − g )2 +4 f 2 i per tant, la condició que cerquem es compleix si (e − g )2 +

4 f 2 = 0. Com que aquesta expressió és suma de dos quadrats, i només serà nul-
la si cadascun dels termes és nul. Així, tenim les dues equacions e = g , f = 0. La
condició f = 0 dóna (§28) (m − s)pq −n(p2 −q2) = 0, d’on se’n dedueix

m = n(p2 −q2)+ spq

pq
,

o bé

s = mpq −n(p2 −q2)

pq
.

Substituïts successivament aquests valors a l’equació e = g , s’obtenen les rela-
cions56

n

p
= sq

1+q2
,

n

q
= mp

1+p2
.

Recordant que

m = d p

d x
, n = d p

d y
= d q

d x
, s = d q

d y
,

56És un càlcul llarg. La primera substitució dóna

n
[

(p2 −q2)
q

p
−2pq

]
+ s(p2 +q2)

= 1

1+p2 +q2

[
n

(
(p2 −q2)

p

q
+2pq

)
+ s(p2 +q2)

]
.

Separant termes en n i s s’obté s(p2+q2)2 = n(1+q2)(p2+q2)2 1
pq que condueix al resultat final.
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les nostres equacions esdevenen57

d p

p
= q d q

1+q2
,

d q

q
= p d p

1+p2
,

on la primera derivada és respecte de y i la segona respecte de x.
Podem, doncs, integrar aquestes equacions de manera habitual, comple-

tant la integral de la primera amb una funció de x i la de la segona am una
funció de y .

Obtindrem, per aquest mètode,

p2X = 1+q2, q2Y = 1+p2,

on X és funció de x i Y és funció de y . Deduïm d’això

p =
√

Y +1

X Y −1
, q =

√
X +1

X Y −1
.

Ara, com que d p
d y = d q

d x , efectuant les derivades i simplificant s’obté

d X

d x(X +1)1/2
= dY

d y(Y +1)1/2
.

En aquesta igualtat, les funcions que depenen només de x no es barregen amb
les que depenen només de y ; per tant, aquesta igualtat només pot tenir lloc si
ambdós membres són iguals a una constant. Sigui 2A aquesta constant, tenim

d X

2(X +1)1/2
= A d x,

dY

2(Y +1)1/2
= A d y,

i integrant obtenint els valors de X i Y

X = 1− (Ax +B)2

(Ax +B)2
, Y = 1− (Ay +C )2

(Ay +C )2
,

on B i C són constants d’integració.
Posant ara aquests valors a les expressions de p i q , i recordant que d z =

p d x +q d y es té58

A d z = (Ax +B)A d x + (Ay +C )Ad y√
1− (Ax +B)2 − (Ay +C )2

,

57Es tracta de derivades parcials, com comenta Meusnier a continuació.
58Meusnier hi posa un signe menys, que serà irrellevant i sembla que ho fa perquè la primitiva

li surti positiva.
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i, integrant, tindrem

Az +D =−
√

1− (Ax +B)2 − (Ay +C )2,

o bé
1 = (Ax +B)2 + (Ay +C )2 + (Az +D)2.

Aquesta equació correspon a l’esfera; d’aquí se segueix que només l’esfera té
la propietat que els dos radis de curvatura siguin iguals.59

PROBLEMA IV
§35. Entre totes les superfícies que es poden fer passar per un perímetre do-

nat, format per una corba de doble curvatura, trobar aquella que tingui l’àrea
mínima.60

SOLUCIÓ. Sigui A (fig. 6) un punt de l’element de la superfície requerida.

Figura 16: Figura 6 de Meusnier.

59Observem que del fet de suposar que els radis de curvatura són iguals en tots els punts
(punts umbilicals) es dedueix que són constants.

60Troba, efectivament, que els radis de curvatura han de ser iguals i de signe contrari. Encara
no es parlava de curvatura mitjana en aquell temps, però Meusnier demostra en aquesta secció
que les superfícies que minimitzen l’àrea són les superfícies de curvatura mitjana zero. Va ser
el primer en fer-ho. El famós article de Sophie Germain Mémoire sur la coubure des surfaces,
on estudia la curvatura mitjana és de 1831 ([6]). Cal remarcar però, que avui dia s’anomenen
superfícies minimals a les de curvatura mitjana zero, tot i que en la majoria dels casos no mi-
nimitzen el funcional àrea. Curvatura mitjana zero és equivalent a que la superfície representi
un punt crític del funcional àrea, però s’ha d’estudiar la segona variació per saber sí és mínim
o punt d’inflexió. No pot ser màxim per arguments geomètrics.



47

Sigui F f l’eix de rotació que correspon a aquest element; tracem dos plans infi-
nitament pròxims perpendiculars l’un i l’altre a l’eix F f i que comprenen entre
ells l’element de superfície en qüestió.

Suposem que H ,K són els punts on aquests plans tallen l’eix F f , i que
aquests plans determinen sobre la superfície les seccions UV , X Y .

Fixant-se en la construcció pròpia de tot element de superfície, observem
que les porcions infinitament petites AD i BE de les corbes UV i X Y , preses en
un entorn del punt A, es poden considerar com dos arcs de cercle del mateix
radi, amb els seus centres en els punts H i K .

Ara dic que qualsevol porció de la zona compresa entre les corbes UV , X Y
ha de ser minimum. Per tant, si tracem per l’eix F f dos nous plans infinitament
pròxims que comprenguin entre ells l’element considerat, cal que la porció de
superfície limitada per aquests dos plans i per les corbes AD,BE tingui àrea
mínima.

Dit això, siguin AB HK ,DE HK les porcions dels dos darrers plans compre-
ses entre els primers. Dividim el segment HK en dues parts iguals en el punt
I , i tracem la línia I R paral.lela a AH i BK . Existeix (§7), sobre aquesta línia, un
punt C tal que, prenent-lo com a centre, es descriu un element de cercle ARB .
Aquest petit arc de cercle, girant al voltant de F f , generarà l’element de super-
fície del qual es tracta.61 Podem afirmar, doncs, que l’àrea del nostre element

Figura 17: Aclariment a la figura 6 de Meusnier.

61Aquest és el punt clau i no prou ben justificat: no es calcula l’àrea de la superfície inicial,
sinó la d’una superfície de revolució que l’aproxima.
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de superfície és igual al producte de la longitud de l’arc ARB pel camí recor-
regut pel seu centre de gravetat dins de l’angle format pels plans AK ,DK .62

Aquest producte ha de ser, doncs, un minimum; però el camí recorregut pel
centre de gravetat és proporcional a la seva distància a l’eix. Sigui g aquest cen-
tre de gravetat; ha de complir-se que

ARB × g I = mi ni mum.

Dit això, és evident que RC , radi de l’arc generador, i r I , distància d’aquest arc
a l’eix de rotació, són els dos radis de curvatura de l’element del qual es tracta.
Prendrem, doncs, RC = r, r I = ρ. Siguin, a més, BK = uI = a, i Bu =ω. Tindrem

ARB × g I = ARB × gC + ARB ×C I .

Però és conegut, per les fórmules d’estàtica63 que ARB × gC = AB ×C R = 2ωr .
A més, si utilitzem la sèrie que expressa un arc de cercle en funció de la seva

ordenada64 i en prenem només els dos primers termes, ja queω és infinitament
petit (que és aquí l’ordenada de l’arc ARB , sent RU l’abscissa), tindrem

arcBR = r α= r ·arcsin(ω/r ) = r [
ω

r
+ ω3

6r 3
] =ω+ ω3

6r 2
.

Figura 18: Aclariment a la figura 6 de Meusnier.

62S’està emprant el Teorema de Pappus, que afirma que l’àrea de la superfície de revolució
generada per una corba plana en girar al voltant d’una recta d’aquest pla és igual al producte
de la longitud d’aquesta corba per la longitud de la trajectòria del seu centre de masses.

63Vegeu la secció G de l’apèndix, pàgina 70.
64Es refereix al desenvolupament de Taylor de la funció arcsin(x) = x +x3/6+ . . . .



49

Per tant,

ARB = 2ω+ ω3

3r 2
,

a més C I = ρ− r ; per tant,

ARB × g I = ARB × gC + ARB ×C I = 2rω+ (ρ− r )(2ω+ ω3

3r 2
)

= ω

[
2ρ+ (ρ− r )ω2

3r 2

]
= mi ni mum;

Per tant,65

2dρ+ω2 (dρ−dr )r 2 −2r dr (ρ− r )

3r 4
= 0,

o bé
dρ

[
6r 4 + r 2ω2

]
+ω2 dr

[
r 2 −2rρ

]
= 0.

Però l’equació del cercle dóna66

uR = ω2

2r
.

Així, com que RI = BK +Ru, tindrem

ρ = BK + ω2

2r
,

i per consegüent

dρ =−ω
2dr

2r 2
.

65Les diverses superfícies que considerem per trobar la que té l’àrea mínima tindran la matei-
xaω, i per tant, per determinar quina té area mínima, igualem a zero la diferencial de l’anterior
expressió de l’àrea.

66Aplicant el teorema de l’altura tenim que ω2 = (2r −uR) ·uR. Resolent aquesta equació de
segon grau en uR obtenim

uR = r −
√

r 2 −ω2 = r − r

√
1− (

ω

r
)2,

que, usant el desenvolupament de Taylor de
p

1−x2 = 1+x2/2+ . . . ens dóna uR = ω2

2r + . . .
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Substituint aquest valor a l’equació anterior67 i simplificant, obtenim ρ+ r = 0,
o r =−ρ. Per tant, la superfície d’àrea mínima entre aquests límits té la propietat
que en cada element els dos radis de curvatura són iguals en valor absolut però
de signe contrari.

Substituint a l’equació r =−ρ els valors de r i ρ (14), obtenim U = 0, és a dir,

m(1+q2)−2npq + s(1+p2) = 0,

equació que caracteritza la superfície en qüestió i que, traduïda en termes de
derivades parcials, s’escriu com

∂2z

∂x2

(
1+ (

∂z

∂y
)2

)
−2

∂2z

∂x∂y

∂z

∂x

∂z

∂y
+ ∂2z

∂y2

(
1+ (

∂z

∂x
)2

)
= 0,

que és la mateixa equació que s’obté pels mètodes ordinaris de màxima i mini-
ma.

§36. No es coneix cap mètode general per integrar aquesta equació, i que
jo sàpiga, l’única superfície coneguda que la satisfaci, en el cas d’un perímetre
format per una corba plana, és el pla.

Tot i això, donaré dues superfícies diferents del pla que també compleixen
la propietat de tenir radis de curvatura iguals en valor absolut, però de signe
contrari.

§37a. Una d’aquestes superfícies es troba suposant que l’equació m(1 +
q2)−2npq + s(1+p2) = 0 prové de les dues següents,

mq2 −2npq + sp2 = 0,

m + s = 0.

Se sap que la primera d’aquestes equacions correspon a totes les superfícies
generades pel moviment d’una recta horitzontal, com ha demostrat el Sr. Mon-
ge. Per tant, la superfície que satisfà simultàniament ambdues equacions és,
dins la família de superfícies generades pel moviment d’una recta horitzontal,
aquella que té, a més, àrea mínima.

La segona equació dóna m =−s o equivalentment s =−m; substituint l’un
i l’altre valor a la primera equació s’obtenen les expressions

s(p2 −q2)−2npq = 0,

m(q2 −p2)−2npq = 0,

67En substituir, s’obté −3r 2−ω2/2+r 2−2rρ =−2r (r +ρ)−ω2/2 = 0. Prenent ara el límit quan
A tendeix a B (és a dir, quan ω tendeix a zero) obtenim que en el punt A, r +ρ = 0.
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que es poden escriure com

d q(p2 −q2)−2pq d p = 0,

d p(q2 −p2)−2pq d q = 0. (15)

Les derivades que intervenen en la primera equació es prenen fent variar no-
més la variabley , i en la segona, només la variable x.68

Com que aquestes dues equacions són homogènies, s’integren molt fàcil-
ment.69 Completant la integral de la primera equació amb una funció de x i la

68És a dir, substitueix m per la derivada parcial de p respecte de x, n per la derivada parcial
de q respecte de x o per la de p respecte de y i s per la derivada parcial de q respecte de y .

69Meusnier en dóna directament el resultat. Considerem la primera equació (la segona és
resol de manera anàloga) i suposem x constant, de manera que es pot tractar com una equació
diferencial ordinària.

Escrivim:
d q

d y
= 2pq

p2 −q2

d p

d y
= 2q/p

1− (q/p)2

d p

d y
.

Fem el canvi de variable u = q/p, que implica:

d q

d y
= p

du

d y
+u

d p

d y
.

Substituint aquesta expressió a l’equació anterior, obtenim

p
du

d y
= (

2u

1−u2 −u)
d p

d y
= u +u3

1−u2

d p

d y
.

Això dona, per separació de variables:

1−u2

u +u3 du = d p

p
.

Integrant s’arriba a:

p = X (x)
u

1+u2 = X (x)
qp

p2 +q2

on X (x) és la constant d’integració, ja que havíem suposat x constant. Per tant,

q(x, y)X (x) = p(x, y)2 +q(x, y)2.

En repetir aquest procediment sobre l’equació (15), suposant ara y constant obtenim

p(x, y)Y (y) = p(x, y)2 +q(x, y)2.
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segona amb una funció de y , tenim

q X = p2 +q2, pY = p2 +q2,

d’on s’obté

p = X 2Y

X 2 +Y 2
, q = X Y 2

X 2 +Y 2
,

valors que, posats a l’equació d z = p d x +q d y la transformen en

d z = X 2Y d x +X Y 2d y

X 2 +Y 2
.

Ara bé, cal que es complexi la condició de comptabilitat d p
d y = d q

d x la qual, des-
prés de totes les reduccions, condueix a

− d X

X 2d x
= dY

Y 2d y
,

equació en què les funcions de x no es barregen amb les de y , i, per tant, amb-
dós termes han de ser constants. Tenim, doncs,

− d X

X 2d x
= A,

dY

Y 2d y
= A,

d’on es dedueix

X 2d x =−d X

A
, Y 2d y = dY

A
.

Substituint aquests valors a l’expressió de d z anterior resulta:

Ad z = −Y d X +X dY

X 2 +Y 2
= d(arctan(−X /Y )).

A més, com que

−d X

X 2
= Ad x,

dY

Y 2
= Ad y,

integrant aquestes equacions obenim

1

X
= Ax +B , − 1

Y
= Ay +C ,
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i així

−X

Y
= Ay +C

Ax +B
.

d’on

Az = F +arctan
Ay +C

Ax +B
, (16)

on F és una constant, i aquesta és l’equació de la superfície en qüestió.
Imaginem aquesta superfície tallada per un pla horitzontal, és a dir, prenem

z constant; aleshores la quantitat Ay+C
Ax+B també serà constant, d’on se segueix

que la relació entre y i x es pot expressar mitjançant una equació de primer
grau. Per tant, la secció que fa un pla horitzontal amb aquesta superfície és una
línia recta: això confirma el que ja havíem dit, que aquesta superfície es pot
generar pel moviment d’una recta horitzontal.

Com que la quantitat Ay+C
Ax+B és constant quan z és constant, podem suposar

que
Ay +C

Ax +B
= Z ,

on Z és una funció de z.70

Dit això, considerem la recta generatriu en dues posicions infinitament prò-
ximes, i busquem el punt on es tallen les projeccions d’aquestes dues posicions
de la recta generatriu. Per fer-ho, observem que en el punt on es produeixi
aquesta intersecció, z varía, però x i y romanen constants.71

Transformem, doncs, l’equació anterior en la forma Ay +C = (Ax +B)Z (z)
i la derivem fent variar només z;72 s’obté 0 = (Ax +B)d Z cosa que només pot
ocórrer si Ax +B = 0: se’n segueix, doncs, que també Ay +C = 0, i per tant

x =−B

A
, y =−C

A
,

són les coordenades del punt on es tallen les projeccions de dues generatrius
infinitament pròximes.

70Concretament Z (z) = tan(Az −F ).
71És a dir, si tallem una generatriu a altura z0 amb una infinitament pròxima, o bé ho fem a

altura z1, els punts d’intersecció obtinguts tindran la mateixa x i la mateixa y .
72Tallar rectes infinitament pròximes vol dir resoldre el sistema format per una de les rectes i

la que té per coeficients les derivades dels coeficients de l’anterior. Cal observar també que per
a cada valor de z, tenim una recta en el pla x, y ; per això Meusnier parla de la intersecció de les
projeccions de les generatrius i no de la intersecció de les generatrius.
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Aquestes coordenades són constants; per tant, totes les projeccions de les
diferents posicions de la línia generatriu es tallen en un mateix punt.

Prenem, doncs, (fig. 7), OE =−B
A ,E A =−C

A ; el punt A és aquell on es tallen

Figura 19: Figura 7 de Meusnier.

totes les projeccions. Si elevem, doncs, el punt A sobre l’eix vertical AF , la línia
generatriu es mourà de manera que talli sempre l’eix AF .

Transportem ara l’origen al punt A; per fer-ho, considerem els nous eixos
Ab i Ac. Les noves coordenades d’un punt N de la superfície seran Ap i pM , és
a dir, M N queda inalterat.

Siguin Ap = x ′, pM = y ′; tindrem evidentment que OP = x compleix x =
x ′− B

A , i P M = y compleix y = y ′− C
A .

Figura 20: Detall figura 7 de Meusnier.
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Substituint aquests valors de x, y a l’equació (16) obtenim

Az = F +arctan
y ′

x ′ .

Tracem AM , que és la projecció de la recta generatriu quan passa per N , i

denotem per u l’angle M AC ; és clar que arctan y ′
x ′ = u, i per tant,

Az = F +u

és l’equació polar de la nostra superfície.
Dit això, és evident que els increments de z són proporcionals als de u; per

tant, la recta generatriu s’eleva al llarg de l’eix AF al mateix temps que gira al
voltant del mateix eix, de manera que el seu moviment de rotació és proporci-
onal al seu moviment d’ascensió.

Així, un punt qualsevol r d’aquesta recta descriu una hèlix Gr t x, que és la
mateixa corba que la que forma la rosca d’un vis.

Quan la recta generatriu ha fet una volta completa, s’ha elevat una quantitat
r x, que es pot anomenar el pas de l’hèlix. És clar que z augmenta en aquesta
quantitat quan l’increment de u és igual a una volta completa. Així, si denotem
per P el pas i per π la semicircumferència (entenent una volta completa com
2π), tindrem:

A(z +P ) = F +u +π,

i, restant Az = F +u, obtenim A = π
P ; d’on se segueix que la constant A depèn

del pas de l’hèlix. Pel que fa a la constant F , és evident que depèn del punt G ,
on l’hèlix surt del pla horitzontal.

Se’n dedueix de tot això que, si prenem una porció qualsevol de la superfície
que acabem de determinar, aquesta és un minimum entre els seus límits.

§37b. Un altre exemple de superfície d’àrea mínima és aquell en què la su-
perfície és, alhora, una superfície de revolució. Per determinar de manera molt
senzilla quina és la seva naturalesa, recordem que hem demostrat que, en una
superfície de revolució, els dos radis de curvatura són: l’un el radi de curvatura
de la corba generatriu en el punt considerat; l’altre la longitud de la normal a
aquesta corba fins a l’eix de revolució.73 Ara bé, una superfície d’extensió míni-
ma ha de tenir els radis de curvatura iguals i de signe contrari. Cal, doncs, que
la corba generatriu tingui la seva convexitat cap a l’eix de revolució, i que el seu
radi de curvatura sigui, en tot moment, igual a la longitud de la normal.

73Vegeu la secció §32.
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Sigui, doncs, (fig. 8) AD l’eix de revolució, i C ME la corba generatriu que

Figura 21: Figura 8 de Meusnier.

estem buscant. El seu radi de curvatura, en un punt qualsevol M , ha de ser igual
a la normal MQ. Fem AP = x,P M = y i denotem per d s l’element de longitud
de la corba. Aleshores, el radi de curvatura és74

RM = d s3

d x dd y
,

i la normal

MQ = yd s

d x
,

de manera que, com que RM = MQ, tenim d s2

dd y = y. Sigui d y = p d x; tindrem
dd y = d p d x, i per tant, la nostra equació esdevé

(1+p2)d x

d p
= y,

o, posant d x = d y
p ,

d t

y
= pd p

1+p2
.

Per tant, integrant, i completant la integral, s’obté

A2 y2 = 1+p2 = d x2 +d y2

d x2
,

74Observem que RM = (1+y ′2)3/2

y ′′ , MQ = y(1+ y ′2)1/2. Així doncs, cal resoldre l’equació dife-

rencial y y ′′ = 1+ y ′2. Aleshores y ′′ = p ·d p/d y ; això porta a la mateixa equació a què arriba

Meusnier: d y
y = pd p

1+p2 . Vegeu la nota al peu de pàgina 30 a la pàgina 23.
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d’on es dedueix l’equació

A d x =± A d y√
A2 y2 −1

,

que, integrant, dóna

Ax = B ± ln(Ay +
√

A2 y2 −1. (17)

Aquesta és l’equació de la catenària75 referida a un eix horitzontal, que dista
del seu punt més baix una quantitat 1/A; és a dir, la catenària, en girar al voltant
d’aquest eix, genera una superfície d’àrea mínima.

Si, donats dos cercles paral.lels, amb els centres sobre un mateix eix per-
pendicular a cadascun dels plans, es proposa fer passar per les dues circumfe-
rències la superfície d’àrea mínima, la qüestió queda resolta aquí: només cal
prendre BD igual a la distància entre els dos cercles, BC , DE iguals als seus
radis, i determinar les constants A i B (de l’equació (17)) de manera que la cor-
ba que hem trobat passi pels punts C i E . La superfície generada per la porció
C ME de la corba serà, evidentment, la que es demana.

Era fàcil de preveure que la corba C ME havia de ser una catenària. Aquesta
corba, que ha de ser, entre totes les que passen per C i E , la que genera la su-
perfície de revolució d’àrea mínima, ha de tenir, amb més raó encara, aquesta
propietat dins el conjunt de les isoperímetres. Ara bé, sabem76 que la catenària
és la corba que, d’entre totes les isoperímetres, genera la mínima superfície de
revolució.

La corba que busquem ha de ser, doncs, una catenària; però calía resoldre
el problema com hem fet, per saber, en particular, al voltant de quin eix ha de
girar una catenària donada per tal de satisfer la qüestió.

PROBLEMA V

§38. Trobar l’equació general de les superfícies desenvolupables.
SOLUCIÓ. Una superfície desenvolupable es pot veure com generada pel

moviment d’una línia recta, tal que dues posicions consecutives són contingu-
des en un mateix pla. Siguin, doncs, (fig. 9) M N ,OP,QR tres posicions

75Aïllant y , tenim y = 1
A cosh(Ax −B).

76No se’n dóna cap referència.
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Figura 22: Figura 9 de Meusnier.

infinitament pròximes de la recta generatriu. És clar que, per un punt qualsevol
A, es pot traçar sobre la superfície una línia recta OP ; hi ha, doncs, una direcció
al llarg de la qual la curvatura és nul.la. Afegeixo que només n’hi ha una, ja que,
si n’hi hagués una altra direcció x y en la qual la curvatura fos nul.la – és a dir, si
els tres punts pròxims x Ay estiguessin en una mateixa recta –, se’n seguiria que
les tres rectes M N ,OP,QR estarien en un mateix pla, i la superfície generada
sería plana. Per tant, genèricament, en tota superfície desenvolupable hi ha
una única direcció en què la curvatura és nul.la.

Per tant, un dels radis de curvatura és infinit (§25). Aquesta condició es
tradueix en V = 0, o bé n2 −ms = 0, és a dir:

(
dd z

d x d y
)2 − (

dd z

d x2
)(

dd z

d y2
) = 0,

equació que és precisament la mateixa que va donar per primera vegada el Sr.
Monge, en una excel.lent Mémòria sobre ombres i penombres, llegida a l’Aca-
dèmia l’any 1775 [11].

§39. Això ens dóna l’ocasió de dir una paraula sobre les superfícies genera-
des pel moviment d’una línia recta, però tals que dues posicions infinitament
pròximes d’aquesta recta no estiguin en un mateix pla: superfícies que s’ano-
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menen superfícies guerxes.77

Per a aquest tipus de superfícies, afirmo que hi ha sempre, sobre un element
qualsevol, dues direccions al llarg de les quals la curvatura és nul.la. És evident,
d’entrada, que si es considera l’element al qual pertany A, la curvatura és nul.la
en la direcció OP (figura 9).

Ara imaginem que, pel punt A, passen dos plans: l’un conté la línia M N , i
l’altre, la línia QR. Aquests dos plans s’han de tallar en algun punt, ja que, si no
es tallessin, les rectes infinitament pròximes M N i QR estarien en un mateix
pla, contradient la hipòtesi. No es tallen, però, seguint OP , ja que llavors tant
OP i M N estarien en un mateix pla, així com les rectes OP i QR, novament
contra la hipòtesi.

Per tant, es tallen segons una línia x y (que fem passar pel punt A, ja que
aquest punt és comú als dos plans). Però la seva intersecció x y talla, evident-
ment, les rectes M N i RQ, en algun lloc, als punts x i y . Existeixen, doncs, sobre
les tres rectes M N , OP , QR, tres punts x, A, y alineats; per tant, la curvatura és
també nul.la en la direcció x y .

Ara bé, hem vist (§22)78 que, quan en un element de superfície hi ha du-
es direccions al llarg de les quals la curvatura és nul.la, els radis de curvatura
són de signe contrari. Per tant: En totes les superfícies guerxes, els dos radis de
curvatura són de signe contrari.

Es podrien fer moltes altres aplicacions d’aquesta teoria. Hi ha, entre d’al-
tres, una qüestió important que en depèn molt directament: la de les inflexions
i els retrocessos79 de les superfícies corbes.

Ens en reservem la determinació per a una altra Memòria; però es pot re-
marcar, mentrestant, que les quantitats U i V , que intervenen gairebé exclusi-
vament en les expressions que hem donat per als radis de curvatura, apareixen
també en les equacions de les superfícies desenvolupables i de les d’àrea mí-

77Gauches. Tant en aquesta secció com en l’anterior, Meusnier parla de les superfícies regla-
des, que són les que es poden parametritzar de la forma ϕ(s, t ) = γ(s)+ tu(s), on γ(s) i t (s) són

corbes de R3 amb ‖u(s)‖ = 1. Com que ∂2ϕ

∂t 2 = 0, el terme g de la segona forma fonamental és
nul, i per tant la curvatura de Gauss és negativa o nul.la. Si és nul.la, es tracta de les superfícies
desenvolupables que Meusnier ha tractat a la secció 38. Si és negativa, les curvatures principals
són de signe contrari: isón les superfícies que Meusnier anomena guerxes. Cal remarcar, però,
que el Disquisitiones generales circa superficies curvas de Gauss, on apareix la relació entre la
curvatura intrínseca de la superfície i les curvatures principals, no es publicaria fins el 1827
([5]).

78Meusnier cita la secció §22, però en realitat això es dedueix de la fórmula d’Euler, que apa-
reix a la secció §16.

79Rebroussemens.
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nima. Se’n segueix, doncs, que les propietats d’aquests dos tipus de superfície
tenen, amb els resultats generals sobre la curvatura de superfícies, relacions
que no poden sinó ser interessants de desenvolupar.80

80Just a continuació del treball de Meusnier, a la mateixa revista, es publica el treball de Mon-
ge sobre el mateix tema: Mémoire sur les développées, [12].



61

Apèndix

A Sobre la diferencial d’una funció

L’expressió d t =U du +V d v que Meusnier utilitza a l’inici del seu treball, pà-
gina 480, es pot interpretar com una mesura de la variació que experimenta la
funció a conseqüència de petits canvis en les variables.

En efecte, la fórmula de Taylor ens diu que:

t (u +h, v +k)− t (u, v) = ∂t (u, v)

∂u
·h + ∂t (u, v)

∂v
·k + termes d’ordre superior.

Com que h i k són els petits increments que han sofert les variables u i v , els
denotem respectivament per h = du i k = d v , i denotant∆t = t (u+du, v+d v)−
t (u, v) l’increment que experimenta la funció, l’anterior igualtat s’escriu com

∆t =U du +V d v + termes d’ordre superior, (18)

i la part lineal d’aquest desenvolupament es denota per d t , ès a dir,

d t =Udu +V d v,

expressió emprada per Meusnier. Podem interpretar, doncs, d t com els termes
de primer ordre en el desenvolupament de Taylor de la funció t = t (u, v) en el
punt (u, v).

També es pot interpretar la notació de diferències simplement com la regla
de la cadena. En efecte, quan considerem una corba (u(s), v(s), t (u(s), v(s))) so-
bre la superfície i volem calcular-ne el vector tangent, hem de derivar, respecte
del paràmetre s de la corba, la funció composta t (u(s), v(s)) i tenim

d t

d s
=U (u(s), v(s))

du(s)

d s
+V (u(s), v(s))

d v(s)

d s
, (19)

que s’escriu “simplificant el ds” com d t =Udu +V d v . Observem que aquesta
igualtat també es dedueix de (18) fent:

d t

d s
= lim

s→0

∆t (s)

∆s
,

on ∆t (s) = t (u(s +∆s), v(s +∆s))− t (u(s), v(s)).
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B Sobre l’equació en diferències segones

Una manera d’entendre el càlcul de la diferencial segona dd t que fa Meusnier
a la secció §1, pagina 480, és introduir una corba sobre la superfície i calcular-
ne la derivada segona. En efecte, de manera general, si considerem un funció
de dues variables t = t (u, v) i la valorem sobre una corba (u(s), v(s)), en derivar
una vegada obtenim la igualtat (19), i en derivar una segona vegada:

d 2t

d s2
= ∂U

∂u

(du

d s

)2
+ ∂U

∂v

d v

d s

du

d s
+U

d 2u

d s2
+ ∂V

∂u

du

d s

d v

d s
+ ∂V

∂v

(d v

d s

)2
+V

d 2v

d s2
.

Si ara t = t (u, v) és l’equació de la superfície referida al pla tangent, tal com fa
Meusnier a la secció §1, i considerem una corba (u(s), v(s)) tal que (u(0), v(0)) =
(0,0) i recordem que U (0,0) = V (0,0) = 0, aplicant la igualtat de Schwarz, l’e-
quació anterior, a l’origen, esdevé

d 2t

d s2 |s=0
=

[∂U

∂u

(du

d s

)2
+2

∂U

∂v

d v

d s

du

d s
+ ∂V

∂v

(d v

d s

)2]
s=0

.

Clàssicament aquesta igualtat s’escriu com

dd t = ∂U

∂u |s=0
du2 +2

∂U

∂v |s=0
du d v + ∂V

∂v |s=0
d v2, (20)

que és precisament l’equació (2) de la secció §1 de Meusnier.
Cal observar que aquesta interpretació de dd t depèn de la corba (u(s), v(s))

que triem, amb la condició (u(0), v(0)) = (0,0), ja que en l’expressió que acabem
de donar hi apareixen les components del vector tangent d’aquesta corba a l’o-
rigen.

C Corbes esfèriques

Recollim aquí un parell de resultats sobre corbes esfèriques que ens seran ne-
cessaris més endavant.

Lema C.1. Sigui ν(s) = (x(s), y(s), z(s)) una corba sobre l’esfera unitat, definida
per −ε ≤ s ≤ ε i ν(0) = (0,0,1). Sigui α(s) l’angle entre ν(0) i ν(s). Llavors, es té
que z ′′(0) ≤ 0 i

lim
s→0+

α′(s) = +
√

−z ′′(0),

lim
s→0−

α′(s) = −
√
−z ′′(0).
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En particular, si z ′′(0) 6= 0, la funció α(s) no es derivable en s = 0.

Demostració. El desenvolupament de Taylor de la funció z(s) en s = 0 és

z(s) = 1+ z ′′(0)

2
s2 +O(s3),

ja que z(s) té un màxim a s = 0, i per tant z ′(0) = 0. A més, com que z(s) ≤ 1, cal
que z ′′(0) ≤ 0. Observem que

ν(s) ·ν(0) = 1+ z ′′(0)

2
s2 +O(s3) = cos(α(s)),

amb 0 ≤α(s) ≤π. Així,

α(s) = arccos(1+ z ′′(0)

2
s2 +O(s3)).

Derivant respecte de s, obtenim

α′(s) = − z ′′(0)s +O(s2)√
1− (1+ z ′′(0)

2 s2 +O(s3))2
=− s(z ′′(0)+O(s))

|s|p−z ′′(0)−O(s)

= s

|s|
√

−z ′′(0)−O(s).

D’aquí es dedueix immediatament l’enunciat del lema.

Lema C.2. Sigui ν(s) una corba sobre l’esfera unitat per −ε ≤ s ≤ ε , i sigui α(s)
l’angle entre ν(0) i ν(s). Llavors

lim
s→0+

α′(s) =
∥∥∥∥dν(s)

d s |s=0

∥∥∥∥ .

Demostració. Com que ν(s) ·ν(s) = 1, tenim ν′(s) ·ν(s) = 0 i, per tant

ν′(s) ·ν′(s) =−ν′′(s) ·ν(s). (21)

Derivant la igualtat ν(s) · ν(0) = cosα(s), tenim ν′(s) · ν(0) = −sinα(s) α′(s), i
tornant a derivar

ν′′(s) ·ν(0) =−cosα(s)α′(s)2 −α′′(s)sinα(s). (22)
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Ara bé, com hem comentat en el Lema C.1, aquestes derivades només tenen
sentit en punts on s 6= 0, ja que la funció α(s) no és derivable en s = 0.

Prenent límits per la dreta a l’equació (22) i tenint en compte que α′′(s) =
z ′′(s)/(1− z ′(s)2)3/2, tindrem

ν′′(0) ·ν(0) =−α′(0)2, (23)

on ara sí que té sentit escriure α′(0)2 ja que, pel Lema C.1, (lims→0+α
′(s))2 =

(lims→0−α
′(s))2.

Substituint (23) a (21), en s = 0, tenim ν′(0) ·ν′(0) =α′(0)2, i això implica, pel
Lema C.1,

lim
s→0+

α′(s) = ∥∥ν′(0)
∥∥ .

com volíem demostrar.

D Sobre la curvatura de Meusnier

La fórmula (4) dóna l’angle de la normal a la superfície en punts pròxims. Con-
cretament, en termes de les coordenades u, v que usa Meusnier, proporciona
l’angle entre la normal a la superfície en el punt de coordenades (u, v) = (0,0) i
la normal en un punt infinitament pròxim, de coordenades (du,d v).

Així doncs, en aquest context, les expressions du,d v s’interpreten com a
valors petits de les variables u, v .

Tot i que Meusnier no parla explícitament de derivades, tot està a punt per
poder donar la següent definició.

Definició D.1. Sigui A un punt d’una superfície i v un vector unitari tangent a
la superfície en aquest punt A. Sigui σ(s) una corba sobre la superfície, parame-
tritzada per l’arc, tal que σ(0) = A, σ′(0) = v. La curvatura de Meusnier en el
punt A i direcció v , denotada kM (A, v), es defineix per

kM (A, v) = lim
s→0+

α′(s),

on α(s) és l’angle entre el vector ν(s), normal a la superfície en el punt σ(s), i el
vector ν(0).

Observem que aquesta definició no depèn de la corba σ(s) triada, sempre
que es compleixin les condicions σ(0) = A, σ′(0) = v . En efecte, considerem la
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superfície donada com a gràfica d’una funció t = t (u, v) amb t (0,0) = 0, i supo-
sem que el pla tangent a la superfície en A, pres com a origen de coordenades,
és el pla t = 0. Aleshores, la corbaσ(s) es pot escriure comσ(s) = (u(s), v(s), t (s))
amb t (s) = t (u(s), v(s)).

Denotant

U (s) = ∂t

∂u
(u(s), v(s)), V (s) = ∂t

∂v
(u(s), v(s)),

el vector normal a la superfície en els punts de la corba és

ν(s) = (−U (s),−V (s),1)
1√

1+U (s)2 +V (s)2
.

Ens trobem, doncs, en les hipòtesis del Lema C.1 amb la funció

t (s) = 1√
1+U (s)2 +V (s)2

.

Un càlcul directe, tenint en compte U (0) = V (0) = 0 (condició corresponent al
fet que el pla tangent a l’origen és el pla t = 0), dóna t ′′(0) =−(U ′(0)2+V ′(0)2) i,
pel lema C.1,

lim
s→0+

α′(s) =
√

U ′(0)2 +V ′(0)2.

En particular, com que

U ′(0) = dU (u(s), v(s))

d s |s=0
= e

du(s)

d s |s=0
+ f

d v(s)

d s |s=0
,

V ′(0) = dV (u(s), v(s))

d s |s=0
= f

du(s)

d s |s=0
+ g

d v(s)

d s |s=0
.

on e, f , g són els coeficients de la segona forma fonamental, tenim

lim
s→0+

α′(s) =
√

(eu′(0)+ f v ′(0))2 + ( f u′(0)+ g v ′(0))2 (24)

expressió que és independent de la corba σ(s) escollida, sempre que tingui el
mateix vector tangent v en A, cosa que justifica la notació kM (A, v).

Així, la curvatura d’una superfície, en un punt i en una direcció és la gene-
ralització natural de la curvatura d’una corba plana, definida com la derivada
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respecte del paràmetre arc de l’angle que forma la tangent amb una direcció
donada.

Nota. Observem que l’expressió (24) és exactament la mateixa que l’expres-
sió (4) obtinguda per Meusnier, substituint els increments du,d v per les deri-
vades u′(0) i v ′(0) respectivament.

De fet, es pot arribar a (24) aplicant (4) a punts d’una una corba propera a
l’origen, donada per (u(s), v(s)) = (u′(0)s +O(s2), v ′(0)s +O(s2)) i després deri-
vant respecte de s en s = 0. En efecte, la fórmula (4) diu que81

Ξ(s) =
√

(e u(s)+ f v(s))2 + ( f u(s)+ g v(s))2 +O(s3)

= |s|
√

(e u′(0)+ f v ′(0))2 + ( f u′(0)+ g v ′(0))2 +O(s).

Ara ja és clar que la derivada per la dreta de Ξ(s) en s = 0 coincideix amb la
derivada per la dreta de α(s) en s = 0,82 és a dir,

Ξ′
+(0) =

√
(e u′(0)+ f v ′(0))2 + ( f u′(0)+ g v ′(0))2 = lim

s→0+
α′(s).

Relació de la curvatura de Meusnier amb les curvatures normals

Proposició D.2. La curvatura de Meusnier en un punt A de la superfície, en la
direcció donada per un vector unitari v, tangent a la superfície en A, coincideix
amb el valor absolut de l’endomorfisme de Weingarten en A aplicat a v, és a dir,

kM (A, v) = |WA(v)|.

Demostració. Per definició de WA tenim que

WA(v) = d

d s |s=0
ν(σ(s)),

on ν és la normal a la superfície i σ(s) és una corba sobre la superfície amb
σ(0) = A i σ′(0) = v . Però és sabut – vegeu el Lemma C.2 de l’Apèndix– que el
mòdul d’aquest valor coincideix amb la derivada per la dreta en s = 0 de l’angle
que forma la normal a la superfície en el puntσ(s) amb la normal a la superfície
en A, és a dir, coincideix amb kM (A, v).

81Vegeu la nota al peu de pàgina 16, pàgina 14.
82Com que la funcióα(s) és C 1 a (0,1) i contínua a [0,1] la derivada per la dreta en 0 coincideix

amb el límit per la dreta de les derivades.
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Així, si e1,e2 són els vectors propis de WA, amb valors propis k1,k2, tenim
per a tot vector w = cos(α)e1 + sin(α)e2,

kM (A, w) = |WA(cos(α)e1 + sin(α)e2)|
= |cos(α)k1e1 + sin(α)k2e2|
=

√
k2

1 cos2(α)+k2
2 sin2(α).

En particular,
kM (A,ei ) = |ki |, i = 1,2.

És a dir, en les direccions principals la curvatura de Meusnier coincideix
amb la curvatura normal (llevat del signe); però en les altres direccions no coin-
cideixen amb les curvatures normals, com es pot veure comparant amb la fór-
mula d’Euler per a la curvatura normal

kn(α) = k1 cos2(α)+k2 sin2(α).

E Convex-còncava i còncau-convexa

Vegem alguns exemples de convexitat i concavitat.
Còncava. El paraboloide el.líptic z = x2 + y2 és una superfície còncava, ja

que amb la notació de la secció §33 tenim p = 2x, q = 2y,m = 2,n = 0, s = 2, i
per tant U = m(1+q2 −2npq + s(1+p2)) = 2(1+4y2)+2(1+4x2) = 4+8z amb
z ≥ 0, i V = n2 −ms =−4, per tant, estem en al cas U > 0,V < 0, que correspon
a una superfície còncava.

Convexa. L’hemisferi nord de l’esfera z = √
1−x2 − y2 té p = −x/z, q =

−y/z,m =−(x2 + z2)/z3,n =−x y/z3, s =−(z2 + y2)/z3. De manera que

U =−2/z3, V =−1/z4,

estem, doncs, en els cas U < 0,V < 0 que correspon a una superfície convexa.
El mateix càlcul ens diu que l’hemisferi sud d’aquesta esfera correspon a una
superfície còncava.

Convex-còncava. L’hiperboloide d’un full z =√
x2 + y2 −1, amb x2 + y2 ≥ 1,

té p = x/z, q = y/z,m = (z2 − x2)/z3,n =−x y/z3, s = (z2 − y2)/z3, i per tant U =
2/z2, V = 1/z4. Si z = 0 aquests valors són infinit. Si z 6= 0, U > 0,V > 0, cosa
que correspon a una superfície convex-còncava.
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Còncau-convexa. El paraboloide hiperbòlic z = x2−y2 té p = 2x, q =−2y,m =
2,n = 0, s =−2, i per tant U =−8z,V = 4. Si z = 0, U = 0 i no estem en cap dels
4 casos de Meusnier. Si z > 0, tenim U < 0,V > 0, i es tracta d’una superfí-
cie còncau-convexa; si z < 0, U > 0,V > 0, i es tracta d’una superfície convex-
còncava.

r

F Endomorfisme de Weingarten del tor

Proposició F.1. L’endomorfisme de Weingarten a l’origen de la superfície de re-
volució obtinguda fent girar un petit arc de circumferència del pla y = 0, amb
centre C = (0,0,r ) i radi r , al voltant de la recta l que passa per (0,0,ρ) i té per
vector director (1,0,0), coincideix amb l’endomorfisme de Weingarten a l’origen

del paraboloide el.líptic z = u2

2r + v2

2ρ .

Demostració. Estudiem primer el paraboloide. Si posem

ϕ(u, v) = (u, v, z(u, v)),

tenim

ϕu = (1,0,
u

r
), ϕv = (0,1,

v

ρ
),

ϕuu = (0,0,
1

r
), ϕuv = (0,0,0), ϕv v = (0,0,

1

ρ
).

A l’origen, és a dir u = v = 0, la primera forma fonamental és la identitat i com
la normal és (0,0,1)

W = I−1I I = I I =
( 1

r 0
0 1

ρ

)
.

Estudiem ara el tor.
Considerem un punt arbitrari P = (x,0, z) de l’arc de circumferència donat,

és a dir, un punt que satisfà x2+(z−r )2 = r 2. Sigui R el punt de l’eix de gir l que
té la mateixa coordenada x que P , és a dir R = (x,0,ρ)

Quan fem girar el punt P al voltant de l’eix l un angle α, el punt es desplaça
fins a la posició

P ′ = (x,RP sinα,ρ−RP cosα),

on RP = ρ− z(x), i z(x) és la tercera coordenada de P .
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La superfície de revolució és, doncs,

ψ(x,α) = (x, (ρ− r +
√

r 2 −x2)sinα,ρ− (ρ− r +
√

r 2 −x2)cosα).

O, introduint l’angle β tal que x = r cosβ, y = r + r sinβ,

ψ(β,α) = (r cosβ, (ρ− r + r sinβ)sinα,ρ− (ρ− r + r sinβ)cosα). (25)

Així

ψβ = (−r sinβ,r cosβsinα,−r cosβcosα),

ψα = (0, (ρ− r + r sinβ)cosα, (ρ− r + r sinβ)sinα),

ψββ = (−r cosβ,−r sinαsinβ,r sinβcosα),

ψαβ = (0,r cosβcosα,r cosβsinα),

ψαα = (0,−(ρ− r + r sinβ)sinα, (ρ− r + r sinβ)cosα).

A l’origen, és a dir, α= 0, β=π/2, tenim doncs

ψβ = (−r,0,0), ψα = (0,ρ,0),

ψββ = (0,0,r ), ψαβ = (0,0,0), ψαα = (0,0,ρ).

Per tant, l’endomorfisme de Weingarten a l’origen és

W = I−1I I =
(

r−2 0
0 ρ−2

)(
r 0
0 ρ

)
=

( 1
r 0
0 1

ρ

)
com volíem veure.

Nota. Amb la notació que usa Meusnier a la secció §7, l’equació (25) s’escriu
com

u = r cosβ,

v = (ρ− r + r sinβ) sinα,

t = ρ− (ρ− r + r sinβ) cosα.

Un petit càlcul permet aïllar els angles α i β en funció de u i v , cosa que per-
met considerar, localment, el tor com la gràfica d’una funció t = t (u, v). Això
fa possible veure que l’expressió de la segona forma fonamental en el punt A,

respecte d’aquestes coordenades, és dd t = du2

r + d v2

ρ
. Meusnier arriba a aques-

ta conclusió a la secció §8, sense necessitat d’explicitar les equacions d’aquest

tor. De fet , la funció és t (u, v) = ρ−
√(

ρ− r +
p

r 2 −u2
)2 − v2.
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G La fórmula estàtica de Meusnier

Proposició G.1. Siguin A i B dos punts d’un cercle de centre C i radi r . Denotem
per ÙAB la longitud de l’arc de cercle determinat per aquests dos punts.

Llavors es compleix que ÙAB · gC = r · AB

on g és el centre de gravetat de l’arc AB.

Demostració. Aquest arc es pot parametritzar per (x, y) = (r cos t ,r sin t ), amb
−α≤ t ≤α, on α=∠RC A essent R el punt mitjà sobre l’arc entre A i B .

Figura 23: Fórmula estàtica.

L’element de longitud satisfà d s = r d t , i l’abscissa x̄ = C g del centre de
gravetat g és, per definició,

x̄ =
∫ ÙAB

0 x(s)d sÙAB
=

∫ α
−α r 2 cos(t )d tÙAB

= 2r 2 sinαÙAB
= r · ABÙAB

la qual cosa conclou la demostració.
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