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Résumé. L'objectif de cet article est d’expliquer comment les méthodes
d’'analyse réelle aident a la résolution de problemes d'analyse complexe
posés il y a environ 35 ans. Les outils d'analyse réelle utilisés dans la
résolution de ces problemes ont été développés indépendamment de I'ana-
lyse complexe. Ce sont la théorie de Besicovitch des ensembles du plan de
longueur finie, une version du probléme du voyageur de commerce et les
intégrales singuliéres de Calderén-Zygmund.

La vida es breu e I'art se mostra llonga
Ausias March (1397-1459)

1. Introduction

Récemment, divers théoremes d'analyse complexe ont été démontrés et
répondent a des problémes dont certains furent posés il y a environ 35 ans ([D1],
[D2], [MTV] et [T]). La question générale est trés simple et consiste a comprendre
la nature des ensembles que sont les singularités effacables pour les fonctions
analytiques bornées. Ces ensembles sont ceux qui possedent la propriété suivante :
toute fonction analytique bornée en dehors de I'ensemble peut s'étendre en une
fonction analytique sur tout I'ensemble. Le probleme principal est de découvrir
s'il y a des conditions géométriques qui caractérisent ces ensembles effacables.
Un long travail a permis de conjecturer des conditions s'appuyant sur la théorie
géométrique de la mesure qui, a premiere vue, paraissent trés éloignées de la
définition des ensembles effacables qui, elle, est purement analytique. Il faut avoir
recours a des méthodes d'analyse réelle pour établir une relation avec certains
énoncés géométriques faisant intervenir la notion de courbure. La magie est que
ces énoncés se retrouveront liés au fameux probleme de géométrie combinatoire
qu'est le probleme du voyageur de commerce.

*  Traduction du catalan [VO] de Nicolas Marco.
1 Departament de Matematiques, Universitat Autonoma de Barcelona, 08193 Bellaterra, Bar-
celona (Spain) jvm@mat.uab.es
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L'objectif de cet article est de présenter de la maniére la plus claire possible
le fond du probleme que nous venons d’'ébaucher, et d'expliquer également les
contributions diverses qui, au cours des trois derniéres décennies, ont permis de
mieux appréhender le probleme.

Cette histoire que nous allons raconter reléeve d'un phénomeéne connu et courant
en mathématiques comme dans d'autres sciences : il est possible de poser des
problémes naturels, plausibles, d'énoncé simple, mais dont la solution est hors
de portée pour les connaissances de |'époque. L'exemple typique, a une échelle
différente, est le fameux Théoréme de Fermat.

Les méthodes et les idées utilisées dans la résolution de ces problemes ont
été découvertes petit a petit et, dans certains cas, sans que les auteurs soient
conscients des applications possibles de leur théoreme dans le domaine qui nous
intéresse. Ce sont des résultats a la fois simples et profonds, quelques-uns avec un
aspect géométrique tres marqué, comme une variante du probleme du voyageur de
commerce ou la théorie de Besicovitch des ensembles du plan de longueur finie.
Cependant, I'outil essentiel est la théorie de Calderén-Zygmund, technique sophis-
tiquée d'analyse réelle, qui fut développée pour ces possibles applications dans le
domaine des équations aux dérivées partielles.

On ne demande pas naturellement au lecteur de cet article de regarder les détails,
ni méme de maniére approximative. Nous présenterons les résultats et les idées cen-
trales en évitant les aspects techniques compliqués mais en introduisant les outils
auxiliaires nécessaires. Malgré tout, par moments, il sera nécessaire de faire appel a
I'imagination du lecteur ainsi qu'a sa complicité pour éviter quelques complications.
Certaines sections peuvent étre lues quasi indépendamment des autres, comme la
six, dans laquelle on explique le probléme du voyageur de commerce et les nombres
béta, ou la sept dans laquelle on parle de I'intégrale de Cauchy. Dans la section huit
ou l'on traite de la relation entre la courbure de Menger et I'intégrale de Cauchy,
le lecteur tenace et audacieux trouvera le germe d'ol sont venues les avancées les
plus récentes sur ce theme.

2. Le probleme de Painlevé

On trouve un certain théoreme de Riemann dans presque tous les cours d'analyse
complexe de licence au monde : c'est le théoréme de la singularité effagable, qui
dit que, quand on a une fonction analytique f sur un disque privé de son centre
¢, et que I'on sait que les valeurs f(z) restent bornées au voisinage de ¢, alors
on peut définir f en ¢ de telle maniére que la nouvelle fonction ainsi obtenue soit
analytique sur tout le disque. Cela surprend beaucoup la premiére fois que I'on voit
ce résultat, car on sait qu’en analyse réelle une fonction peut &tre bornée autour
d'un point sans y avoir de limite. L'exemple que I'on a tous a I'esprit est celui de
la fonction définie sur l'intervalle (—1,1) privé de O et qui vaut 0 a gauche de 0
et 1 a droite. La preuve du théoréme de la singularité effacable est un exemple de
I"élégance et de la puissance des méthodes complexes. La voici : supposons que le
disque est centré en 0 et développons la fonction en série de Laurent

a_
fla) =+ tatazt .

L'expression des coefficients d'indice négatif est donnée par
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1

d_n= 7
27mi |z|=¢

f(z)z" tdz, n=1,2,...

ol € est un réel positif quelconque plus petit que le rayon du disque. En passant a
la valeur absolue, on obtient alors I'inégalité

la—n| < Me",

ol M désigne ici une borne supérieure de |f(z)|, pour z dans le disque. Faisant
€ — 0 on obtient a_, = 0, n = 1,2,... d'ou f(z) est une série de Taylor, et
donc f est analytique dans le disque donné. Ainsi la mystérieuse valeur que I'on
doit donner a f au point 0 pour obtenir le prolongement désiré est donnée par
I'intégrale (qui ne dépend pas de )

1 f
w=— [ 1&g
27 |z|=¢ z

Apreés cela, il parait naturel de se demander quels sont les ensembles du plan qui
possedent cette propriété d'étre « singularité effagable » pour les fonctions analy-
tiques bornées. De maniere plus formelle, voici la définition de cette notion :

On dit qu'un compact K du plan est un ensemble effacable pour les fonctions
analytiques bornées si, pour tout ouvert 2 contenant K, toute fonction analytique
bornée f sur Q\ K peut s'étendre en une fonction analytique sur tout ).
Autrement dit, chaque fois que I'on se donne une fonction f analytique et bornée
ayant K comme ensemble éventuel de singularité (points sur lesquels il n'est pas
possible de définir f analytiquement) alors, de fait, il résulte que f n'a pas de
singularités sur K.

Par exemple, d'aprés le théoreme de Riemann, un point est effacable. Un en-
semble fini également et, si le lecteur aime bien I'analyse fonctionnelle et se souvient
de la notion de catégorie de Baire, il lui sera clair qu'un compact dénombrable est
aussi effagable. Réciproquement, par exemple, un disque (fermé) n’est pas effagable,
comme il est possible de le voir en considérant la fonction f(z) = 1 définie sur
le complémentaire d'un disque fermé dont le centre est désigné par c.

Mais comment peut-on décider si un compact est effacable ou non ? Par exemple
est-ce que le fameux ensemble triadique de Cantor est effacable ? Le principe général
est assez simple et il suffit juste de se souvenir de la formule intégrale de Cauchy.
Supposons que K nous est donné, que € est un ouvert contenant K et que f
est analytique bornée sur 2\ K. Considérons alors les courbes T'g,T'1,..., T, de
manieére que IV =T'; + T2 +--- +T',, entoure K comme indiqué sur la figure 1.
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Figure 1

Alors d'apres la formule de Cauchy, on a

f(z) = 2%/% Cf(_ozdc— Qim/F Cf(_—C)ch, (2.1)

pour z entre I'g et TV,

Remarquons que l'intégrale sur Ty est une fonction analytique de la variable
z pour z dans le domaine encerclé par I'g, en particulier pour z dans K. Ainsi,
si I'on conjecture pour une raison ou une autre que K est effacable, la méthode
la plus simple consiste & démontrer que I'intégrale sur T est nulle. Si K est un
compact assez petit et I'ensemble des courbes I assez proche de K, il y a de réelles
possibilités de montrer que I'intégrale sur I est aussi petite que I'on le désire, c'est-
a-dire nulle. Si le lecteur aime bien écrire des inégalités, nous lui recommandons
de considérer le cas ol K est un ensemble triadique de Cantor. Dans ce cas, pour
tout n on peut prendre I comme I'union de 2" lacets homothétiques au lacet I';
de la figure 1 et dans lequel chaque segment intérieur a pour longueur 1/3". La
borne supérieure pour la valeur absolue de I'intégrale sur IV que I'on obtient alors
est %g—:% ol M est une borne supérieure du module de f(z) pour z € Q\ K et
d(z) est la distance de z 3 K. Ainsi, on montre que |'ensemble triadique de Cantor
est effacable bien qu'il ne soit pas dénombrable.

Réciproquement, de quelles méthodes dispose-t-on pour vérifier qu'un compact
donné n'est pas effacable ? D'apres la définition, on doit trouver un ouvert Q qui
contienne K ainsi qu'une fonction analytique bornée sur @ \ K qui ne soit pas
prolongeable analytiquement a 2. On supposera que = C (ce qui est, en réalité,
équivalent). La difficulté est alors de construire une fonction analytique bornée dans
C\ K et qui ne soit pas constante. Remarquons qu'une telle fonction f ne pourra
s'étendre en une fonction analytique sur tout le plan car si c'était le cas, f serait
une fonction entiére bornée et d'aprés le théoreme de Liouville, f serait constante.

Testons |'efficacité de cette stratégie en essayant de découvrir si le segment [0, 1]
est un ensemble effacable. Si I'on pense que oui, alors, reprenons les précédents
lacets T'g et IV. On a IV =T'; et I'on se rend compte qu'il n'y a pas de maniere
évidente de majorer |'intégrale sur I'y par un nombre arbitrairement petit. La raison
est que [0,1] est essentiellement le domaine de I'intégrale et qu'il n'y a aucune
raison pour que l'intégrande soit petite.

En fait, [0,1] n'est pas effacable! On peut le voir immédiatement en utilisant
une représentation conforme : le complémentaire de [0, 1] sur la sphére de Riemann
est un domaine simplement connexe qui n'est pas le plan tout entier, donc le disque
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unité est conforme a C\ [0, 1] et I'on dispose d'une application analytique de C\[0, 1]
dans le disque qui est clairement bornée et non constante.

Finalement, I'idée qui sort de cette discussion c'est que lorsqu’'un ensemble est
assez petit, il est effacable et lorsqu’il est trop grand il ne I'est pas. Imaginons
maintenant que I'on s'entéte a caractériser les ensembles effacables d'une maniere
raisonnablement transparente. L'idéal serait alors de disposer d'une méthode (la
plus simple possible) pour mesurer les ensembles du plan de telle fagon qu'avoir une
mesure nulle corresponde aux ensembles effacables et qu'une mesure strictement
positive corresponde aux ensembles non effacables. Il est clair que I'on ne peut
pas choisir la mesure d'aire (mesure de Lebesgue du plan) car I'aire du segment
[0, 1] est nulle et, pourtant, il n'est pas effacable. Le fait qu'il y ait des ensembles
de dimension 1 qui ne soient pas effacables, nous ameéne a penser qu'il serait plus
adéquat d’utiliser la « longueur » a la place de I'aire pour mesurer les ensembles.

Mais en choisissant la longueur on arrive immédiatement a une autre difficulté,
qui est d'éclaircir ce que I'on entend par longueur d'un compact arbitraire du plan.
Rappelons que, pour les courbes, il y a une notion naturelle de longueur. On sait
que I'on a une formule classique et élégante qui exprime la longueur d'une courbe
en terme de la dérivée d'une paramétrisation; mais que fait-on avec des compacts
quelconques? La réponse est qu'il existe une méthode pour assigner un nombre
A(E) a tout sous-ensemble E du plan, de telle maniere que 0 < A(E) < oo, et que
pour le cas des courbes rectifiables, A(E) coincide avec la longueur de l'arc. La
fonction d'ensemble A en question est la mesure de Hausdorff unidimensionnelle et
c'est une véritable mesure lorsqu’on la restreint a des ensembles satisfaisant A(E) <
00. Par exemple, A(Q) = oo lorsque Q est un carré et A restreint a 'axe des
abscisses est la mesure de Lebesgue de I'axe réel. La définition de cette mesure n’est
pas vraiment compliquée, mais nous nous contenterons pour le moment de dire que
A(E) = 0 si et seulement si E peut étre recouvert par une famille dénombrable
(Qn) de carrés aux c6tés paralleles aux axes et telle que la somme )" /(Qj) est
arbitrairement petite. Ici, /(Q) est employé pour désigner la longueur d'un des c6tés
de Q. Par exemple |'ensemble triadique de Cantor a une longueur nulle car on peut
le recouvrir pour tout n par 2" carrés de coté 3%,

Le premier résultat remarquable postérieur a Riemann sur |'effacabilité a été
obtenu par Painlevé au cours de sa these et dit la chose suivante :

Théoreme 2.1. — Un ensemble de longueur nulle est effacable.

Le lecteur qui aime bien les inégalités et qui s'est convaincu du fait que I'en-
semble triadique de Cantor est effacable saura certainement modifier ses arguments
pour démontrer le théoreme de Painlevé.

A la fin du XIX® siecle et début du XX° il y eut a Paris beaucoup d'activité
autour de la notion d’effacabilité ainsi qu'autour de ses variantes, surtout aprés
que l'intégrale de Lebesgue fut devenue de plus en plus populaire. Il y eut des
contributions significatives, de Denjoy, Pompeiu et, plus tard, de Besicovitch. Mais
le probleme suivant, reste encore ouvert aujourd’hui :

Le probleme de Painlevé : Trouver des conditions nécessaires et suffisantes (de
type géométrique) pour qu'un ensemble soit effacable.?

2 Lors de la derniére révision de I'article, un résultat nouveau est apparu et nous permet d’affirmer

que le probléme est résolu (voir les pages suivantes).
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Si on a la chance de séjourner dans une université de qualité, on réalise que la
qualité commence en premier lieu par une question de budget. Entre autres mer-
veilles inexistantes dans la majorité des Campus catalans, on trouvera une excel-
lente bibliothéque de mathématiques avec son propre personnel, efficace, souriant
et aimable. Les ceuvres completes de Painlevé peut étre n'y seront pas, mais elles
arriveront rapidement d'une autre bibliotheque. En les consultant on s'apercevra
que malgré toute la bonne volonté et |'enthousiasme dont on fait preuve, on ne
trouvera pas I'énoncé du probléme de Painlevé. On en conclura que Painlevé n'a
jamais formulé par écrit le probleme qui porte son nom et que, soit la transmission
fut orale, soit son attribution est due au fait que Painlevé fut le premier a s'en
occuper. La plus vielle référence a ce probleme que I'auteur connaisse se trouve
dans un article d'Ahlfors de I'année 1947 [A] dans lequel on insiste sur le fait que
les conditions que I'on recherche doivent étre de type géométrique.

Paul Painlevé (1863-1933), naquit a Paris ou il vécut la majeure partie de
sa vie. Il fut un personnage extraordinaire. Outre le fait qu'il fut professeur de
mathématiques dans les plus prestigieuses grandes écoles de la ville (I’Ecole nor-
male supérieure et I'Ecole polytechnique entre autres) ainsi qu'un mathématicien
déja renommé a son époque, il s'intéressa aussi a une multitude de questions
en physique (mécanique) et aéronautique. Il fit I'un des premiers voyages dans
un avion avec passagers lors d'un vol piloté par Wilbur Wright en 1908. Il fut
également un homme politique important : il dirigea le ministére de la Guerre a
plusieurs reprises (1917, 1925-1929), fut également président du conseil (sep-nov
1917, avr-nov 1925) et fut ensuite ministre de I'Air (1930-31, 1932-33). Il repose
au Panthéon, ou sont enterrés les grands hommes de France, juste a c6té de Louis
Braille.

Paul Painlevé

Parmi les plus grands théoremes sur le probleme de Painlevé, un des plus
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récents est celui d'un mathématicien catalan de l'université autonome de Bar-
celone, Xavier Tolsa®[T].

Théoreme 2.2. — Un compact K du plan n'est pas effacable si et seulement si
on peut construire une mesure positive . non nulle de support K et telle que

w(D) < rayon(D), pour tout disque D

et

///Ks m du(z)du(w)du(C) < oo,

ol R(z,w,() est le rayon du cercle qui passe par z, w et (.

Notons que, dans cet énoncé, la condition qui caractérise la non-effacabilité
ne fait aucune référence aux fonctions analytiques et réduit le probleme de la
non-effacabilité a la construction d'une mesure positive ayant certaines propriétés.
La condition contient des éléments clairement géométriques comme le rayon
R(z,w,(), ainsi que d'autres qui apparemment ne le sont pas comme ['exis-
tence d'une mesure possédant certaines propriétés. En conséquence, on ne peut
considérer cette condition comme géométrique sans y réfléchir plus.

On peut arguer (avec raison) que le terme « condition géométrique » est assez
vague mais comme nous allons voir, en usant de la géométrie bilipschitzienne cette
objection disparait. Une application T du plan est dite bilipschitzienne lorsqu’elle
est bijective et lorsque I'écart entre les couples de points est contrdlé uniformément
inférieurement et supérieurement :

Clz—w|<[T(2) - T(w)|<Clz—w|, zweC.

Deés lors, une possible concrétisation du probleme de Painlevé consiste a demander
des conditions géométriques, au sens ol elles seraient des invariants bilipschtiziens,
caractérisant les ensembles effacables. Malgré de fortes présomptions ([GV]), il
n'est pas du tout clair que la condition du théoréme précédent soit un invariant
bilipschitzien. Le probleme de I'invariance bilipschitzienne des ensembles effacables
fut posé pour la premiere fois dans [V1]. La conclusion est qu'en un peu plus d'un
siecle, on s'est approché énormément de la solution du probleme de Painlevé mais
sans y aboutir.#

Dans la section suivante, nous allons décrire une classe de compacts pour lesquels
on sait résoudre le probleme de Painlevé. L'exposé nous montrera la simplicité de la
relation entre I'effacabilité et I'intégrale de Cauchy entendue comme une intégrale
singuliere du type de Calderén-Zygmund.

3 Pour ce théoreme, X. Tolsa recut le prix Salem de I'année 2002 ; ce prix est une prestigieuse

distinction attribuée aux jeunes analystes. C'est la premiére fois qu'il est attribué & un chercheur
catalan (et méme espagnol).

4 Lors d'une conférence le 1°" février 2003 X. Tolsa a annoncé qu'il avait trouvé une
démonstration de I'invariance bilipschitzienne de la capacité analytique ce qui résout, brillam-
ment, le probleme de Painlevé.
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3. La conjecture de Denjoy

On peut vérifier directement sans utiliser les représentations conformes que [0, 1]
n'est pas un ensemble effacable. Décrivons cette méthode afin de mieux comprendre
quel est le role des intégrales singulieres dans cette notion d’effacabilité.

Supposons que f soit une fonction analytique bornée sur C\ [0, 1]. On peut voir
facilement en appliquant la formule intégrale de Cauchy au domaine C\ [0, 1], que
f est I'intégrale de Cauchy de ses propres valeurs sur la frontiere :

2mi t—2z

1
f(z):f(oo)_i/o O g Lep).

Donc, si on veut construire une fonction analytique bornée qui ne soit pas
constante sur C \ [0,1], une bonne idée serait de commencer par considérer des
expressions de la forme

1
f(z):/o %dt, 2¢[0,1],

ol g est une fonction sur [0,1]. Le choix le plus simple pour g est g(t) = 1,
t € [0,1], et la fonction f obtenue est alors

! z-1
o) = | e —tog 2, z¢ .1,

qui est analytique, non constante sur C\ [0, 1] mais clairement non bornée. Remar-
quons que les uniques singularités (points en lesquels la fonction est infinie) sont
des singularités logarithmiques (donc trés modérées), aux points z =1 et z = 0.
Qui aura travaillé sur les intégrales singulieres de Calderén-Zygmund reconnaitra ici
le phénomene fondamental que la transformée de Hilbert n'envoie pas |'espace L>°
sur lui-méme. L'idée est alors d'annuler la singularité logarithmique en choisissant
une fonction g qui s'annule en 0 et 1 comme par exemple la fonction représentée
ci-dessous sur la figure 2.

0 12 1

Figure 2

Le calcul de I'intégrale donne

f(z) =L(z+ %) +L(z— %) —2L(z), z¢[0,1],

L(z) = —(z— 3)log(z — 3).
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Dans I'expression précédente, le lecteur savant reconnattra le fait que la transformée
de Hilbert envoie les fonctions Lipschitz sur celles de la classe de Zygmund. Mais
I'important, c’est que maintenant la fonction f est analytique bornée et trivialement
non constante d'ol la preuve que [0, 1] n'est pas un ensemble effacable.

Denjoy au début du XX® siécle trouva un argument pour montrer qu'en fait
aucun ensemble compact de la droite réelle de longueur strictement positive n’est
effacable. Ce n'est pas trivial, mais c’est a portée de main de quiconque a fait
(récemment) un cours d'analyse réelle et se souvient que le noyau de Poisson n’est
autre que la partie réelle du noyau de Cauchy. C'est un résultat extrémement
intéressant au moins pour deux raisons : la premiere est qu'il montre que le
théoreme de Painlevé n'est dans un certain sens pas améliorable. La seconde est
qu'en le combinant avec le théoreme de Painlevé on caractérise les ensembles
effacables de la droite réelle comme ceux qui ont une longueur nulle. Notons que
cette condition est clairement de type géométrique (c’est un invariant bilipschit-
zien) et, par conséquent, le probléme de Painlevé pour les sous-ensembles de la
droite a une solution magnifique.

En ce qui concerne le résultat, Denjoy pensait que sa démonstration s'étendait
au cas général pour les compacts de longueur positive inclus dans une courbe
rectifiable quelconque. En réalité, I'argument ne s'appliquait pas au cas général et
lorsqu’on s’en rendit compte on commencga a parler de la conjecture de Denjoy.

La conjecture de Denjoy. — Un sous-ensemble compact d’une courbe rectifiable
est effacable si et seulement si sa longueur est nulle.

Notons qu'une réponse positive a la conjecture de Denjoy résout le probleme de
Painlevé pour les sous-ensembles des courbes rectifiables. En fait cette conjecture
est un de ces problemes dont la solution nécessite des idées et des techniques
dont on ne disposait pas au moment de sa formulation. Elle fut démontrée en
1977 par Calderén dans un célébre article sur I'intégrale de Cauchy et les graphes
lipschitziens. Pour cet article de 4 pages il lui fut décerné en 1979 le prix Bocher,
prix prestigieux attribué par The American Mathematical Society au travail le
plus significatif en analyse publié dans les cinqg années précédentes dans une revue
américaine. Calderén a I'époque, avait fait ce travail dans le but de I'appliquer
aux équations aux dérivées partielles et pas plus d'une poignée d’experts parmi
lesquels, curieusement, il ne figurait pas, ne savaient que la conjecture de Denjoy
se réduisait a son résultat. Donald Marshall, un éléeve de J. Garnett, le savait
et écrivit une note expliquant cela. Finalement dans |'écrit d'acceptation du prix
Bocher, Calderén mentionnait la solution de la conjecture de Denjoy comme une
des applications les plus significatives de son article (voir [C3]).

Le reste de cette section est consacré a expliquer comment le résultat de Cal-
derén résout la conjecture de Denjoy. En premier lieu, on étudie un cas plus simple
ou la courbe est le graphe I" d'une fonction A continliment différentiable sur la
droite réelle et avec des dérivées dont la valeur absolue est bornée par un nombre
g0 petit (géométriquement, cela se traduit par le fait que les pentes sont inférieures
en valeur absolue a ).
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Figure 3

Considérons donc un sous-ensemble compact K de I', de longueur positive, et
essayons de construire une fonction analytique bornée non constante sur C \ K.
Comme dans le cas de la droite réelle, la tentative naive de poser

f(z):/lddi, 2eC\K, (3.0

ne donne pas une fonction bornée. D’autres essais du type

f(z) :/ 89 4o sec\k, (3.1)
kC—z
avec une fonction g spéciale ne marchent pas non plus.
L'immense progres conceptuel sera de renoncer a borner f uniformément et se
satisfaire de conditions de type L?(ds) ol ds =| d( | est I'élément infinitésimal de

longueur de I'. C'est-a-dire, il s'agit de chercher

/ 1F(2) Pldz] < oo, (3.2)
N

au lieu de se préoccuper d'avoir

sup |f(z)] < o0.
zeC\K
L'idée mé&me que changer I'espace L> par I'espace L2 puisse étre avantageux n'est
concevable qu'aprés avoir développé toute la théorie des espaces de Hilbert et
assimilé le fait que la géométrie L2 est sensiblement plus simple que celle de L™
et ceci est le travail de toute une génération...

Garabedian, un éléve d'Ahlfors, montra dans sa thése en 1949 que |'on peut
effectivement se restreindre au cas L2. Il ne restait donc « plus qu'a » montrer que
(3.2) est satisfaite pour la fonction f définie par (3.0). Mais cela n'a nullement
un aspect facile car la définition méme de f(z) pour z € K est problématique car
elle touche a la singularité du noyau dans (3.0) ou (3.1). L'intégrale de Cauchy
(3.1) peut se définir pour g assez réguliere (de classe C! c'est suffisant) a support
compact et en tout point z du support de g comme la valeur principale

Clg)(z) = lim /| HOWS (3.3)

e—0 (—z|>e (—z

ol I'intégrale se prend sur les points € I" qui sont a une distance de z supérieure
a €. Pour le cas exceptionnellement simple ou I est la droite réelle R (le graphe
de A =0) I'intégrale de Cauchy est alors un fameux opérateur connu sous le nom
de transformée de Hilbert :

H(g)(x) = lim / ey 4, (3.4)

e—0 —x|>e ¥ —X
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Malgré I'aspect si concret et explicite de |'expression précédente, la transformée
de Hilbert est un objet subtil et difficile 3 appréhender, jusqu'a sa propre définition.
Nous invitons le lecteur a considérer un moment la formule (3.4) dans le cas le plus
favorable possible oli g est une fonction de classe C* 3 support compact. On a alors
clairement une obstruction a I'existence de la limite, qui est que g(y)/(y — x) n'est
pas en général intégrable comme une fonction de y avec x fixe. Ceci devient trés
clair si I'on prend par exemple g égal a 1 au voisinage de x. En effet, g(y)/(y — x)
n'est pas intégrable puisque le noyau 1/(y — x) n'est pas localement intégrable.

L’argument nécessaire pour démontrer |'existence de la limite de (3.4) pour les
fonctions g que nous considérons est trés intéressant et instructif car il fait appel,
dans un contexte simple, aux phénomeénes d'annulation associés au noyau, ce qui
est un des axes centraux dans le traitement des intégrales singulieres de Calderdn-
Zygmund. Dans le cas du noyau 1/(y —x) de la transformée de Hilbert, I'annulation
se produit pour x fixe, entre les valeurs positives que I'on a lorsque y est a droite
de x et les valeurs négatives lorsque y est a gauche de x.

Supposons pour simplifier que le support de g est contenu dans [—1,1] et que
x =0. Alors on a

)y [ &y [ eV
/|y|>e y dy—/1>|y|>6 Y dy /12y>5 ) dy, (3.5)

ol la derniére égalité est due au fait que

d
/ _y — 0
12ly|>e ¥

La raison de cela est que la fonction 1/y est impaire; il résulte donc une annula-
tion entre les valeurs positives et les valeurs négatives sur les intervalles symétriques
par rapport a l'origine. Notons maintenant qu'il s'est passé quelque chose de ma-
gique : comme g est de classe C!, I'expression sous la dernitre intégrale de (3.5)
est une fonction bornée et donc localement intégrable.

Faisant tendre ¢ vers 0 dans (3.5) on obtient |'existence de la limite des intégrales
tronquées et, qui plus est, la valeur explicite

, gly) gly) —&(0)
SIILnO/|y|>€ y dy/1>y y v

Pour les fonctions génériques de L2, sans plus de propriété de régularité, la limite
(3.4) existe pour presque tout x € R . C'est un résultat difficile réellement fascinant
qui s'explique grace a des phénomeénes d'annulation extrémement subtils liés au
noyau. Les toutes premieres démonstrations combinaient les méthodes d'analyse
de Fourier et d'analyse complexe, et ce n'est qu'avec le temps qu’elles n'utiliserent
plus que des arguments strictement d'analyse réelle ; c'est-a-dire des arguments qui
n'utilisent que les notions les plus basiques de la théorie de la mesure.

Dans le cas général du graphe d'une fonction de classe C!, I'existence de la
valeur principale (3.3) pour g dans L?(ds) et pour presque tout z est un résultat
difficile qui se déduit d'inégalités que I'on démontre pour le cas ou g est réguliére.
Mais de ce point-la, nous n'en parlerons pas.

En plus d’étre un modele pour les intégrales singulieres de Calderén-Zygmund,
la transformée de Hilbert est un opérateur trés étudié et utilisé par les ingénieurs
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en télécommunications et traitement du signal. En effet, faisant un calcul avec les
transformations de Fourier, on obtient facilement I'égalité

o0 o0

| H@erax =2 [ glxrax,

—00 —o0

que les ingénieurs interpretent comme une loi de conservation de |'énergie du signal.
Dans le cas du graphe d'une fonction A de classe C*(R) avec ||A'||oo < 0 le

résultat que I'on voulait obtenir dans les années soixante était I'inégalité

/IC(g)(Z)I2|d2| < C/Ig(Z)IZIdZI» (3.6)
r r

ol C est une constante qui ne dépend que de ||A'||. En effet cette inégalité
combinée avec la réduction au cas L? de Garabedian, prouverait la conjecture de
Denjoy. Pendant plusieurs années, les méthodes classiques de I'analyse de Fourier
ne semblaient pas cadrer avec le probleme et menaient systématiquement a une
impasse. Finalement, Calderdn, sous I'hypothése que ||A’||« soit suffisamment pe-
tite, démontra (3.6) de maniére absolument originale en appliquant des méthodes
d'analyse complexe.

Par la suite, |'obtention de I'inégalité (3.6) pour les graphes de fonction de classe
C! avec pour unique restriction ||A’||oc < 0o (ou, de manigre un peu plus générale
pour les graphes de fonctions Lipschitz) est devenue a la fin des années 70 une ques-
tion centrale en analyse harmonique. Le résultat est considéré comme un succes des
plus remarquables des méthodes d'analyse réelle de I'école de Calderén-Zygmund ;
il fut obtenu en 1981 par Coifman, Mclntosh et Meyer [CMM]. Quelques années
plus tard, les méthodes s'étaient tellement affinées qu'un éléve d'Yves Meyer, Guy
David, alla jusqu'a décrire les courbes rectifiables pour lesquelles on a (3.6) : il
montra que ce sont exactement celles qui satisfont

longueur (I'N D(z,r)) < C r,
pour tout disque D(z, r) de centre z et rayon r.

4. Ensembles invisibles

Jusqu'a présent, presque tous les exemples que nous avons considérés du point
de vue de I'effacabilité ont été des sous-ensembles de la droite réelle ou de courbes
rectifiables, lesquels ont clairement une nature unidimensionnelle. Nous avons vu
que pour ceux-la, I'effacabilité équivaut a étre de longueur nulle. Préparons-nous
maintenant a affronter un défi : est-ce que pour qu’un sous-ensemble quelconque du
plan soit effacable, il faut qu’il soit de longueur nulle ? Si ¢’était vrai, alors avec le
théoréme de Painlevé, nous aurions |I'équivalence entre effacabilité et longueur nulle.
Malheureusement (ou heureusement), ce n'est pas le cas, il existe des ensembles
de longueur positive qui sont effacables. Les exemples connus, bien qu’ils aient une
longueur positive ont tous une propriété de petitesse dont nous parlerons dans les
lignes qui suivent. Passons maintenant a la description de |'exemple le plus simple.

On va construire un ensemble de type Cantor pour le plan. Sa construction
s'appuie sur |'algorithme suivant : commencons avec un carré [0, 1] x [0, 1] que I'on
divise en 16 carrés semblables de c6té 1/4. On garde alors les 4 carrés contenant les
sommets du carré d'origine. A ce point nous avons terminé I'étape 1 du processus.
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Pour I'étape 2 on recommence la construction de |I'étape 1 dans les quatre carrés
de c6té 1/4 que nous avons gardés. On obtient alors 16 carrés de c6té 1/16 comme
I'on voit sur la figure 4 :

HEE NN
(1 I7] (1 [
HE HEE
[ (1 [
L
Figure 4

On répete alors le processus de telle maniere qu'a I'étape n on obtient 4" carrés
j", 1<j<4" de cété 4=". On pose

Ke=J@ et K:ﬁK,,.
J n=1

Alors K est un genre d'ensemble de Cantor que nous appellerons, pour des rai-
sons évidentes, Cantor 1/4. Remarquons que sa projection orthogonale sur la droite
L représentée sur la figure 4 est tout un intervalle. Intuitivement, quelle que soit
la notion de longueur choisie, il est clair qu'une projection orthogonale ne peut
augmenter la longueur; on en déduit donc que K doit avoir une longueur stricte-
ment positive. Ce point deviendra plus clair, lorsque finalement nous donnerons la
définition de longueur, mais la raison essentielle c'est que la somme de la longueur
des cbtés des carrés Q" de la n-ieme génération n'augmente pas avec n mais reste
toujours égale a 1.

Remarquons que, du point de vue de la longueur, K est similaire a [0,1] : en
particulier, tous deux ont une longueur strictement positive finie. En revanche, ils
ont une différence fondamentale dans le sens ou I'un est connexe, tandis que |'autre
est totalement disconnexe (toutes les composantes connexes sont des points). John
Garnett [G] démontra, il y a plus de 30 ans dans un magnifique petit article, que K
est effacable. Il obtint ainsi I'exemple le plus simple qui soit d'ensemble effagcable
de longueur positive. Comme K est effacable, il doit étre d'une maniére ou d'une
autre plus petit que [0, 1] qui lui n'est pas effagable. Bien que ce ne soit pas facile
a démontrer (voir [F] ou [Ma]), K posséde une propriété de petitesse surprenante.
En effet, pour tout 6 € [0, ], considérons la projection orthogonale sur la direction
0 ; c'est-a-dire sur la droite passant par 'origine et formant un angle de mesure 6
avec |'axe des abscisses. Alors, la projection de K sur la direction € est un ensemble
de longueur nulle pour presque tout 6 € [0, 7] (le « presque tout » étant a entendre
au sens de la mesure de Lebesgue). Un tel ensemble est alors dit invisible. Notons
que pour [0, 1], c'est tout le contraire : il se projette toujours sur un intervalle de
longueur strictement positive, sauf pour 8§ = 7/2. Dans le cas d'une courbe qui
n'est pas contenue dans une droite, il est clair, par un argument de connexité,
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qu’elle se projette sur un intervalle de longueur strictement positive dans toutes les
directions. Cette terminologie d'invisibilité s'explique, par exemple, en imaginant
qu’'un étre bidimensionnel fasse des photos unidimensionnelles. Alors K n’apparait
jamais sur les photos, une véritable tragédie pour certains!

La propriété d'invisibilité fut découverte par Besicovitch dans les années trente
en développant sa propre théorie des ensembles de longueur finie. Bien qu'il soit
possible de comprendre la théorie de Besicovitch sans connaitre la définition for-
melle de longueur, nous la donnerons dés maintenant, afin de satisfaire la curiosité
de certains lecteurs et soulager la géne de certains autres. Soit € un nombre positif
et E un sous-ensemble quelconque du plan. Posons

AE(E) = II‘lef(Qn) )

ol I'infimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de E par des carrés
Q,, de cbtés paralleles aux axes et tels que £(Q,) < e. La notation ¢(Q) représente
la longueur du coté de Q. Nous définissons alors la longueur de E par

A(E) = sup A (E).

La définition que nous venons de donner dépend des coordonnées, mais elle a
I"'avantage de la simplicité et donne rapidement I'idée centrale. On pourra trouver
des définitions plus intrinséques dans [Ma]. Par exemple, un calcul montre que pour
Q = [0,1] x [0,1] le carré unité, on a Ay /5n(Q) ~ 2" et donc A(Q) = co comme
on s'y attendait. D'autre part, on peut s'amuser a vérifier que pour le Cantor 1/4
on obtient A(K) = 1 et, enfin, lorsque I" est une courbe rectifiable et E C I" alors
A(E) est comparable a la longueur de I'arc de E.

Considérons maintenant les deux exemples fondamentaux d'ensembles de lon-
gueur strictement positive que nous connaissons : les courbes rectifiables et les
ensembles invisibles. Ce sont deux cas extrémes avec des propriétés de projection
totalement différentes. Besicovitch montra la caractérisation surprenante qu’'un en-
semble E de longueur finie est invisible si et seulement si son intersection avec toute
courbe rectifiable est de longueur nulle. Autrement dit, le fait de pouvoir voir E ne
dépend que des sous-ensembles de E de longueur positive inclus dans une courbe
rectifiable. Notons en particulier que si E est effacable alors il doit étre invisible;
en effet si ce n'était pas le cas, on pourrait trouver un sous-ensemble de E de
longueur strictement positive inclus dans une courbe rectifiable. Alors, d'aprés la
conjecture de Denjoy (qui n'en est plus une) ce sous-ensemble n'est pas effagable
et donc E n’est pas non plus effacable. Nous reparlerons plus tard de cette relation
entre invisibilité et effacabilité.

Le fait central de la théorie de Besicovitch est que si E est un ensemble mesurable
de longueur finie, alors E est I'union de deux sous-ensembles, disons R et /, tels que
R est rectifiable et / est invisible; c'est-a-dire que E est I'union dénombrable de
sous-ensembles de courbes rectifiables et d'un sous-ensemble invisible. D'apres ce
qui précede, on sait qu'un ensemble qui est rectifiable et invisible en méme temps
est de longueur nulle. Ainsi les parties rectifiables et invisibles de E sont uniques
modulo un ensemble de longueur nulle. Besicovitch trouva d'autres caractérisations
tres élégantes ayant des relations trés intéressantes avec les phénomenes d’existence
de tangente ou de densité. Le lecteur intéressé pourra consulter [F, Gu ou Ma].
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5. La conjecture de Vitushkin

Les années soixante virent se développer une grande activité pour comprendre
quelles sont les fonctions qui peuvent étre approchées uniformément sur un compact
K du plan par des fractions rationnelles aux péles en dehors de K. Deux conditions
nécessaires sont évidentes sur la fonction que I'on veut approcher : elle doit étre
continue sur K et analytique a I'intérieur de K (si l'intérieur est non vide). On
peut construire des exemples ingénieux (et pas trop compliqués) montrant que ces
conditions nécessaires ne sont pas suffisantes. D’autre part, le théoréeme de Runge
donne une condition suffisante tres loin d'étre nécessaire, qui consiste a demander
que la fonction que I'on veut approcher soit holomorphe au voisinage de K. La
différence entre un voisinage arbitraire de K et l'intérieur de K étant justement la
frontiére, tout semble indiquer que pour trouver des conditions nécessaires et suffi-
santes pour approcher une fonction, il faudrait penser a des conditions d'analyticité
faibles probablement subtiles et qui mesurent la frontiere de K. Cette intuition s'est
avérée correcte, et fut démontrée en 1967 par le mathématicien russe de Moscou :
Anatoly Vitushkin [Vi]. Les conditions de Vitushkin s’expriment au moyen d'une
fonction d'ensemble appelée capacité analytique qui fut introduite par Ahlfors vingt
ans auparavant. La capacité analytique d'un compact K est un nombre positif qui
mesure |'ensemble des fonctions analytiques dont le module est borné par 1 dans
C\ K. On peut montrer (et ce n'est pas tres difficile) que la capacité analytique
d'un compact K est nulle si et seulement si K est effacable. C'est ainsi qu'apparut
une relation entre I'effacabilité et d'autres problémes d’'analyse apparemment loin-
tains, ce qui réveilla I'intérét porté aux ensembles effacables. Vitushkin dans son
article de 1967 formula divers problémes dont le plus connu est le suivant :

La conjecture de Vitushkin. — Un compact du plan est effacable si et seulement
si il est invisible.

L'existence d’ensembles effacables de longueur positive est certainement ce qui
conduisit Vitushkin a énoncer cette conjecture. De fait, il fut le premier a en
construire un exemple, avant méme que I'on ne démontre que le Cantor 1/4 en
était un. A cette époque, peu d'indices allaient dans le sens de la conjecture.
Dans les années quatre-vingt, Mattila construisit un contre-exemple montrant que
I'équivalence n'était pas correcte, et qui resta enveloppé d'un mystére pendant
des années car sa preuve curieusement n'indiquait pas quelle était I'implication
fausse. En fait, il démontra que la notion d'invisibilité n'était pas un invariant
conforme contrairement a |'effacabilité qui en est clairement un. Quelques années
plus tard, Jones et Murai construisirent un compact invisible mais non effacable,
ce qui contredit la condition suffisante de la conjecture de Vitushkin. Aujourd’hui
encore, on ne sait pas conclure sur la condition nécessaire de cette conjecture.

Dans la section précédente, on a présenté un argument simple reposant sur la
conjecture de Denjoy et la théorie de Besicovitch, qui montre que les ensembles
effacables de longueur finie sont invisibles. Ainsi, la condition nécessaire de la
conjecture de Vitushkin est vraie pour les ensembles de longueur finie. D'autre
part, il se trouve que I'exemple construit par Jones et Murai est de longueur infinie,
et donc il n'y a aucune obstruction a la modification suivante de la conjecture de
Vitushkin.
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La conjecture faible de Vitushkin : Parmi les compacts de longueur finie, les
ensembles effacables sont précisément ceux qui sont invisibles.

Remarquons que si I'énoncé précédent est correct, alors le probleme de Painlevé
dans le contexte des ensembles de longueur finie est résolu car I'invisibilité (étant
un invariant bilipschitzien) est une notion géométrique.

K

Figure 5

Il est clair que la direction que |'on ne sait pas montrer est celle qui va d'invisible
a effacable. Autrement dit, si on a un compact de longueur finie non effagable,
alors on doit démontrer qu'il n'est pas invisible. En explicitant un peu plus I'énoncé
précédent il s'agit de montrer que pour un compact K donné de longueur finie tel
qu'il existe une fonction analytique bornée et non constante sur C \ K, on peut
construire une courbe rectifiable T' telle que longueur(K NT') # 0 (voir figure 5).

Si le lecteur y réfléchit un peu, il ne saura probablement pas comment faire ni
méme comment commencer. |l n'y a aucune relation claire entre une propriété de
type analytique comme |'existence d'une fonction qui satisfait certaines conditions
et une propriété plutdt géométrique comme |'existence d'une courbe rectifiable qui
satisfait d’autres conditions. Avec le recul d'aujourd’hui, il y avait quatre étapes
trés difficiles a passer pour établir un lien entre la condition géométrique et la
condition analytique. Ceci explique le laps de temps écoulé entre I'article de Vitu-
shkin de 1967 et celui de Guy David [D1] en 1998 dans lequel est démontrée la
conjecture faible de Vitushkin. Les quatre prochaines sections seront consacrées a
chacune de ces étapes. Nous nous limiterons presque toujours au cas homogeéne,
qui nous facilitera la compréhension des idées centrales mais qui en contrepartie
nous obligera a renoncer a comprendre la contribution de G. David et P. Mattila
dans la partie finale que constitue I'étape 4. La figure 6 ci-dessous schématise les
trois premiéres étapes du cas homogene.

Dans la section suivante, qui correspond a la derniére fleche de la figure 6, nous
parlerons d'un critere a la fois pratique et élégant pour savoir s'il est possible de
construire une courbe rectifiable qui passe par un ensemble donné.
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Christ (1990) Inégalité L? pour

K I'intégrale de Cauchy

non effacable et
de longueur finie

MMV (1996)

Nombres béta Courbe rectifiable
Jones (1990)

Figure 6

6. Le voyageur de commerce et les nombres béta

Le voyageur de commerce, c'est celui qui va de ville en ville pour servir ses clients
habituels et en trouver de nouveaux. Supposons qu’un voyageur de commerce doive
passer par N villes dont on connait les distances mutuelles. Le probleme qui lui
est posé est de trouver un itinéraire qui soit le plus court possible, qui le fasse
passer une seule fois par chaque ville et qui le fasse revenir a son point de départ.
Quelques instants de réflexion suffisent a se convaincre qu'il existe effectivement
des solutions. |l est également clair que si N est grand et si le voyageur ne dispose
pas de beaucoup de temps, mieux vaut pour lui trouver un algorithme efficace au
lieu d'essayer I'un apres I'autre les (N — 1)! cas possibles. Rappelons que I'ordre de
grandeur de N! est tres grand, inférieur 3 celui de NV mais supérieur 3 n'importe
quelle suite exponentielle aV.

Le probléme du voyageur de commerce (ou TSP, pour traveling salesman pro-
blem) est un probléme typique de complexité des méthodes de calcul : on veut
trouver des algorithmes qui résolvent le probleme en un minimum de temps pos-
sible; ce qui correspond pour un ordinateur a un nombre minimum d’'opérations.
On dit qu'un probléme de calcul peut se résoudre en un temps polyndmial (ou
qu'il appartient a la classe P) s'il existe un entier naturel k et un algorithme de
calcul tel que I'algorithme résolve les problemes de grandeur N avec un nombre
d'opérations de I'ordre de O(N¥). Ces problemes de classe (P) se trouvent étre
justement ceux pour lesquels on a de fortes chances de les implanter efficacement
sur un ordinateur. Par exemple, le probleme de trier N nombres donnés du plus
petit au plus grand peut se résoudre facilement en un temps de I'ordre de O(N?),
et en sophistiquant I'argument on peut baisser I'exposant 2 et y arriver en temps
O(Nlog N). Une surprise monumentale, c'est que I'on ne sait toujours pas si le
TSP peut se résoudre en un temps polynémial.

Aux Etats-Unis, des multimillionnaires investissent des quantités astronomiques
d'argent pour des ceuvres philanthropiques comme par exemples les musées, les
hopitaux, les centres de recherche, pour avoir, entre autres raisons, leur nom dessus
et ainsi étre siirs de passer a la postérité (au moins pour un bout de temps).
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C'est par exemple le cas de Landon T. Clay, qui créa I'institut Clay Mathematics
Institute avec pour louable objectif d'augmenter et de disséminer les connaissances
mathématiques. Il est extraordinairement instructif de lire les premiéres lignes de la
page [W1] dans laquelle les activités de I'institut sont décrites. D'ailleurs, tout irait
nettement mieux pour les mathématiques en Espagne si les responsables de certains
ministéres s'en étaient inspirés, chose qui ne risque pas d'arriver dans un futur
proche. L'institut donnera une récompense d'un million de dollars a qui résoudra
un des problemes d'une liste qui en contient sept, liste rédigée sur commande de
I'institut par une commission d'experts. A titre d'exemple, pour mieux se rendre
compte du niveau de difficulté, I'un d'eux est la fameuse conjecture de Riemann.
Celui qui nous intéresse concerne le TSP.

Un probleme de calcul est de classe NP (I'abréviation de Non-deterministic
Polynomial) si on peut vérifier en un temps polyndmial qu'une solution présumée du
probléme en est une. Intuitivement, c’est plus facile que de construire un algorithme
qui résolve le probléme en un temps polynémial. Ainsi on a P C NP. Un exemple
qui illustre parfaitement la relation entre P et NP est celui du puzzle a N piéces tel
que chaque piece s'encastre exactement avec un nombre fixé de pieces (par exemple
5) (voir [W2]). Alors, il est évident que si on nous présente une solution possible
du puzzle, on pourra vérifier si elle est correcte en un temps O(N) simplement
en regardant si chaque piéce s'encastre avec ses voisines. Mais |'expérience montre
qu'il est beaucoup plus difficile d'inventer un algorithme efficace pour faire le puzzle.
En conséquence, il n'est pas clair que le puzzle soit de classe P mais il est clair
qu'il est de classe NP.

Depuis les années soixante-dix, on a démontré le fait étrange que si I'on sait
résoudre le TSP en un temps polynémial, alors il en est de méme de tout probleme
NP et par conséquent, P = NP. Les experts pensent en réalité que ce n'est pas
vrai mais personne ne sait le démontrer. Il y a un million de dollars pour celui
qui saura dire si P = NP ou non... A bien y réfléchir, offrir d"énormes sommes
d'argent est un moyen excellent pour convaincre les gens d’affronter les immenses
difficultés que I'on rencontre quand on travaille sur des problémes si complexes. Si
I'exemple de I'Institut Clay proliférait, il est siir que le nombre d'inscrits pour des
études mathématiques augmenterait d’une facon spectaculaire.

Il'y a des variantes du TSP qui peuvent se résoudre en temps polynémial, comme
par exemple se contenter de trouver un itinéraire passant par les IV villes et tel que
sa longueur ne dépasse pas le double de la longueur minimale possible (ou plus
généralement pas plus de C fois la longueur du chemin le plus court). De méme
en autorisant le voyageur a repasser par des villes déja traversées, on peut résoudre
le probléme en un temps O(N log ). Laissons maintenant de cdté les problémes
de complexité combinatoire et intéressons-nous au lien que I'on peut faire avec la
conjecture faible de Vitushkin.

Considérons un compact K de longueur finie qui ne soit pas effacable. Comme
nous avons vu dans la section précédente, la conjecture faible de Vitushkin re-
vient a la construction d’une courbe rectifiable qui intersecte K sur un ensemble
de longueur positive. Cela n'a rien d’évident, et pour nous en convaincre, chan-
geons légérement le probleme de la maniére suivante : prenons H un sous-ensemble
compact de K (par exemple K lui-méme) et demandons-nous si H est inclus dans
une courbe rectifiable. La réponse est que parfois oui, parfois non. Par exemple,
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prenons pour K I'union de [0, 1] avec I'ensemble de Cantor 1/4; alors si H = [0, 1],
la réponse est évidemment oui, on peut faire passer par H une courbe rectifiable
de longueur positive, tandis que si H est le Cantor 1/4, la réponse est non car H
est invisible.

Le probleme qui nous est maintenant posé de maniére naturelle est de trouver
un critére pour savoir si par un compact K sans propriétés particulieres on peut
faire passer une courbe rectifiable (dans le sens ou K est inclus dans cette courbe).
Ce probleme la est déja plus basique que le précédent. Une fois que nous aurons
ce critére a disposition, lorsque nous aurons un compact K non effacable et de
longueur finie, il nous « suffira » pour résoudre la conjecture faible de Vitushkin de
trouver un sous-compact qui remplisse les conditions du critére. Comme nous ver-
rons un peu plus loin, heureusement cette stratégie marche, mais il n'est pas simple
du tout de la mettre en ceuvre car on doit surmonter une foule de petites difficultés.
Le lien avec le TSP c'est que I'on peut se ramener a considérer des ensembles finis
et a s'interroger sur la longueur minimale (modulo constantes universelles) d'une
ligne polygonale qui passe par tous les points de I'ensemble.

Prenons donc un compact K du plan et essayons de voir s'il est contenu dans une
courbe rectifiable. Il est clair que comme une courbe rectifiable a une longueur finie,
K aussi doit avoir une longueur finie. Il est également évident que cette condition
nécessaire n'est pas suffisante comme le montre le Cantor 1/4. La condition que
nous aurons a ajouter a celle d'avoir une longueur finie devra tenir compte du
fait qu'une courbe rectifiable admet des tangentes en presque tous points et donc
qu'en beaucoup d'endroits il est possible de I'approcher localement par des droites.
Peter Jones introduisit certaines quantités qui donnent les clefs de la résolution
du probléeme. Pour de simples raisons de notation, ces quantités furent nommées
nombres béta [J1, J2]. Les méthodes sont inspirées des méthodes L2 de I'analyse
harmonique classique sur la droite réelle et la motivation premiére fut de donner
une démonstration nouvelle de I'inégalité L? pour les intégrales de Cauchy sur
les graphes de fonctions lipschitziennes. L'idée centrale est que les graphes de
fonctions lipschitziennes sont localement trés bien approchées par des droites et
que la continuité L2 est déja connue pour les droites.

Les nombres béta se définissent de la maniére suivante : soit @ un carré dont
le coté sera interprété comme |'échelle a laquelle on regarde le compact K et le
centre comme le lieu autour duquel on fait I'observation. Posons

B _ dist(z,L)
(@)= 4@) =y e, G

ou l'infimum se prend sur toutes les droites L. La figure 7 suivante, représente la
droite L qui réalise I'infimum.
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Figure 7

Notons que 5(Q) est un nombre sans dimension car dans la définition nous
avons divisé par I'échelle. Le nombre 23(Q)¢(Q) est la largeur de la bande la plus
étroite possible qui contient K N Q; donc on peut interpréter 25(Q) comme la
fraction (ou si I'on veut le pourcentage) de £(Q) que I'on doit prendre pour obtenir
cette largeur.

Par exemple, si K est un segment, 8k (Q) = 0 pour tout Q. Si K est I'arc de
la parabole y = X2, 0 < x <1etQ estun carré de cOtés paralléles aux axes,
inclus dans le premier cadran dont les points 0 et 27" sont des sommets, alors
6K(Q) ~ 27"

Un fait tres utile est que nous n'aurons pas a travailler avec tous les carrés, car
nous pourrons nous limiter a considérer les carrés d'une suite spéciale : les carrés
dyadiques.

On dit qu'un carré est dyadique s'il est de la forme

k k+1 I 1+1
E R
Si le lecteur n’a jamais travaillé avec ces carrés, nous l'invitons a faire un petit
dessin des carrés dyadiques de c6té 1 (j = 0) et qu'il remarque que chacun d'eux
contient 4 carrés de coté 1/2 (ses fils) et qu'il est contenu dans un carré unique de
c6té 2 (le pere). Cette structure familiale se reproduit a toutes les échelles. On peut
penser ces carrés comme des sous-divisions de la carte d'un territoire énorme qui
donnerait des informations a une certaine échelle (le c6té) et en un lieu déterminé
(le centre).
Le théoreme de Peter Jones s'énonce de la maniére suivante [J2].

], ol j k€.

Théoreme 6.1. — Un compact K est inclus dans une courbe rectifiable si et
seulement si

D Bk(QUQ) < oo.

Q dyadique

On a de plus la relation suivante pour la longueur la plus courte de la courbe
contenant K

inf {(T) = diam(K) + > BR(Q) UQ). (6.1)
Q dyadique
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Voici quelques exemples pour comprendre le résultat précédent.
Le premier est le carré unité K = [0,1] x [0,1]. On a 5(Q) = 1/2 si Q est un
carré dyadique contenu dans K. Donc,

S F010Y T paoTetos

Q dyadique n20 ¢(Q)=2—n n>=0

et comme on s'en doutait, on ne peut pas faire passer une courbe rectifiable par K.

Le deuxieme exemple est le Cantor 1/4. Dans ce cas, on obtient 5(Q) = 1/2
seulement pour les 4" carrés de type Q' de coté 1/4" (voir la section 4). Ainsi,

4n 1
Z ﬂ2(Q)€(Q)>ZZm:%

Q dyadique n>0 j=0

donc il n'y a aucune courbe rectifiable qui contienne K.
Il est également instructif de prendre comme exemple le compact K des 4V villes
situées au centre des carrés QjN. On trouve alors que

N 4N N
> P@UQ=T Y e 1w,
Q dyadique n=0 j=0 n=0

Dans ce cas précis, on peut sans trop de difficultés identifier quel est le chemin
le plus court (modulo les constantes numériques) qui passe par les 4V villes : c’est
la ligne brisée dessinée sur la figure 8, dans laquelle on a pris N = 2.

Ya
<>

\
L

E\i

Figure 8

Notons, qu'il est clair qu'a chaque génération, il faut ajouter une longueur com-
parable a |'unité pour pouvoir passer par toutes les villes. Ainsi, dans ce cas spécial,
le théoreme de Peter Jones se vérifie directement.

On a donc un superbe critére pour savoir si un compact peut étre contenu dans
une courbe rectifiable. On veut maintenant s'en servir pour résoudre la conjecture
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faible de Vitushkin, probleme pour lequel nous avons besoin d'établir une relation
entre non effacabilité d'un compact de longueur finie et nombres béta. Ces deux
points sont encore immensément éloignés et il reste du chemin a parcourir. Dans la
prochaine section, nous verrons comment obtenir des conclusions sur la continuité
L? de I'intégrale de Cauchy pour la mesure de « longueur » sur K, 3 partir de la
simple existence d'une fonction analytique bornée et non constante sur C \ K.
Enfin, dans I'autre section, nous ferons le saut définitif de I'analyse a la géométrie
en faisant le lien entre I'intégrale de Cauchy et les nombres béta.

7. L’intégrale de Cauchy

Dans cette section, nous décrirons une des idées centrales de la démonstration
qui nous ameénera jusqu'a la solution de la conjecture faible de Vitushkin. Il s'agit
de voir comment de I'hypothese faite sur K (sa non effacabilité et sa longueur finie)
on peut déduire que |'opérateur intégral de Cauchy a un bon comportement dans
certains espaces [2. C'est un peu comme le chemin inverse de celui que nous avons
pris pour résoudre la conjecture de Denjoy. Rappelons que nous avions utilisé les
inégalités L2 de Calderdén pour I'intégrale de Cauchy sur des graphes lipschitziens
et que nous en avions conclu I'effacabilité de certains compacts.

De méme que pour une courbe rectifiable on a une mesure naturelle qui est
la longueur d'arc, pour un compact K de longueur finie, la restriction a K de la
mesure de longueur A joue le r6le de mesure de base. On la notera Ak.

Supposons donc que f soit une fonction non constante, analytique et bornée
sur C\ K. On voudrait que soient définies les valeurs de f sur la frontiere de K
ou au moins disposer de celles-ci dans un sens faible. En appliquant la formule de
Cauchy a des suites de familles de courbes de C \ K qui s’approchent de K et en
utilisant un argument standard de compacité, on obtient la formule

F(z) = F(00) — — b(f)z dAk(¢), zeC\K, (7.1)

2ri ) ¢
ol b est une fonction bornée A k-presque partout sur K. On peut alors voir la fonc-
tion b comme les valeurs frontiéres de f et ce malgré le fait que nous n’avons pas
parlé de convergence ponctuelle d'aucune sorte. La formule (7.1) dit en particulier
que l'intégrale de Cauchy de la fonction bornée b est également bornée (car c'est
tout simplement f — f(00)). L'inconvénient de (7.1), c'est qu'il n'est pas possible
de donner un sens clair a I'intégrale pour les points z € K, et c'est un point crucial
pour pouvoir parler de I'opérateur de Cauchy comme d'un opérateur qui envoie les
fonctions définies sur K sur des fonctions définies sur K. Par analogie avec ce qui
se passe pour les courbes de classe C*, on peut espérer que la valeur principale

coe = tim [ 2 a0, (7.2)

—0 C—z|>e (—z

puisse &étre définie pour Ak-presque tout z dans K. Mais pour le moment nous
n'avons pas encore les outils nécessaires pour le faire. On utilise donc une alternative
trés connue en théorie classique de Calderén-Zygmund, qui est de renoncer a avoir
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un opérateur défini par une identité explicite de type (7.2) et penser plutdt que
I'opérateur est en réalité une famille d’opérateurs tronqués (C.(g))e>0 Ol

C.()(2) = /C 8€) gax(0), zec.

—z|>e (—z

Notons que I'intégrale précédente converge absolument pour tout z et méme pour
toute fonction g intégrable par rapport a Ak. Travailler avec les intégrales tronquées
s'avere une bonne méthode comme le montre le résultat suivant : si f est une
fonction bornée sur C \ K alors il existe une constante C > 0 telle que

IC.(b)(z)| < C, zeK, e>0. (7.3)

C'est-a-dire, l'intégrale de Cauchy envoie la fonction bornée b sur une fonction
bornée (en réalité, sur la famille de fonctions uniformément bornées C.(b), ¢ > 0).
Et maintenant, il entre en scéne un des résultats les plus sophistiqués de la
théorie de Calderén-Zygmund, c’est le théoreme T (b) de David, Journé et Semmes.
Ce théoreme dit qu'un opérateur d'intégrales singulieres comme celui de I'intégrale
de Cauchy par rapport a la mesure de longueur, est continu sur L? lorsqu'on peut
trouver une fonction b bornée telle que T(b) soit aussi bornée et telle que b
satisfasse de plus une condition de non-trivialité qui exclut en particulier le cas b =
0. Cette condition que I'on appelle para-accretivité dit simplement que les moyennes
de b dans des disques centrés sur le support de Ak sont bornées inférieurement.

1

(D7) /D(ZJ) b(¢) dAk(¢)| = ¢, z € support Ak, (7.4)
ol 0 est un réel positif. Le théoreme T (b) est extrémement puissant car il suffit
juste de vérifier I'action de T sur une fonction particuliere pour pouvoir conclure
3 la continuité L2. L'inconvénient, c’est que I'hypothése de para-accretivité n’est
pas trés facile a vérifier dans des cas concrets car elle fait appel a tous les disques
centrés sur le support de Ak. Dans notre cas, on peut supposer que la fonction
b qui représente les valeurs frontieres de f, satisfait [ b dAkx # 0 car f est non
constante. Donc, (7.4) est vrai pour un § approprié chaque fois que D(z,r) D K.
Malheureusement, il n'y a a priori rien qui empéche que l'intégrale de b s'annule
sur un petit disque et donc que (7.4) soit fausse.

Michael Christ, un éléve de Calderén, démontra avec un argument de temps
d'arrét que si on enléve certains morceaux de K ou les choses se passent mal,
on obtient un sous-ensemble Ky pour lequel on a encore une longueur positive et
(7.4) est satisfaite. Remarquons que du coup (7.3) n'est peut-&tre plus vraie car en
changeant K par Ky, on change aussi C.(b). Mais cette derniére difficulté peut se
surmonter au prix de quelques efforts supplémentaires. En appliquant le théoreme
T(b) on obtient alors I'inégalité L2

/|C6(g)(z)|2dAKo(Z) < C/Ig(Z)IszKo(Z), (7.5)

ol C est une constante qui ne dépend ni de g ni de . En résumant, on peut écrire
le théoreme de Michael Christ de la maniére suivante.
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Théoreme 7.1. — Si K est un compact non effacable, de longueur finie, alors
il existe un sous-ensemble compact Ky de longueur positive pour lequel I'inégalité
(7.5) est vraie.

En fait, dans larticle original de Michael Christ, figure une hypothese
supplémentaire sur K demandant que sa longueur soit localement uniformément
positive et finie, c’est-a-dire que

Clr<AKND(z,r)) < Cr, ze€K, r<diam(K). (7.6)

Le fait que I'on puisse se débarrasser de cette derniere hypothése n'a rien de
trivial, et nécessite tout un arsenal technique qui n'est pas a sous estimer (voir
[D1], [D2], [NTV]).

Bien que nous ayons extrait de la non effacabilité la précieuse information conte-
nue dans (7.5), rien ne nous indique que (7.5) a un rapport avec les nombres béta.
Ceci est l'objet de la section suivante, ol nous verrons comment passer de la
condition analytique (7.5) a une condition géométrique proche des nombres béta.

8. La courbure de Menger

Pour compléter la démonstration de la conjecture faible de Vitushkin, il ne nous
reste qu'a transformer les inégalités L2 de la section précédente pour l'intégrale
de Cauchy en un énoncé géométrique. Rappelons que la situation est la suivante :
nous avons un compact K (le Ky de la section précédente) de longueur positive
finie pour lequel on a I'inégalité

/ C.(g)(2)PdAx(z) < C / 8(2)2dAx(2). (8.1)

ol C est une constante qui ne dépend ni de g ni de . Si I'on veut travailler dans
une situation plus commode, on peut aussi supposer que la mesure de longueur sur
K a la propriété d'homogénéité suivante :

Clrr<AKND(z,r)) < Cr, ze€K, r<diam(K). (8.2)

Le but est maintenant d’extraire de (8.1) I'information géométrique sur K qui nous
permette de conclure que la condition de Jones

> BRQUQ) <

Q dyadique

est satisfaite. Le Théoréme 6.1 nous dira alors qu'il existe une courbe rectifiable
qui passe par K, ce qui achévera la preuve de la conjecture faible de Vitushkin.

Si étrange que cela puisse paraitre, la condition analytique (8.1) peut se formuler
en terme d'une notion appropriée de courbure qui porte le nom du mathématicien
autrichien qui I'a étudiée : la courbure de Menger. Le nom de Menger est également
associé a un ensemble fractal trés pittoresque en forme d’éponge ainsi qu'a certaines
courbes spéciales. Par coincidence, Menger popularisa le probleme du voyageur de
commerce au sein du cercle des mathématiciens autrichiens et allemands des années
trente.

La courbure de Menger de trois points z;, z> et z3 du plan est la quantité

C(ZlaZ2aZ3) = R_l )
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ol R est le rayon du cercle qui passe par les trois points. Si les trois points sont
alignés alors R = oo et donc ¢(z1, 22, z3) = 0. Par analogie, on définit également
c(z1,22,23) = 0 lorsque deux points sont confondus. A titre d'exemple, si z; =0,
7zp = 1 et z3 est trés voisin de 1/2 alors R est énorme et c(z1, 2, z3) est petite.
Mais cela ne doit pas nous faire penser que la courbure est petite chaque fois que
le troisieme point est presque aligné avec les deux autres. En effet, si I'on prend
z3 =141 " alors c(0,1,z3) = 2 malgré le fait que lorsque ¢ est petit le point
z3 est trés prés de |'axe réel.

On a une relation extraordinairement simple entre le noyau de Cauchy et la
courbure de Menger, laquelle fut découverte par Melnikov [Me] lorsqu'il essayait de
trouver une version discréte de la capacité analytique. Pour trois points distincts
du plan considérons la matrice

1 1
0 21—z 21—23
_ 1 1
¢= -2 0 2—23
1 1 0

Z3—71 Z3—23

Notons 1 pour le vecteur (1,1,1) € C3 et soit

(z,w) = Zz,-W,-, pour z,w € C3, (8.3)

le produit hermitien de C3. Rappelons que la matrice adjointe de C (notée C*) par
rapport au produit hermitien (8.3) s'obtient en échangeant les lignes et les colonnes
et en conjuguant. On s’intéresse alors a la matrice C*C qui est clairement définie
positive car (C*C(v),v) = ||[C(v)||> > 0. En faisant le calcul explicite, les termes
de la diagonale de C*C sont de la forme

1 n 1
zi =z zc—zf’

j#i kA
pour i = 1,2,3. Les termes hors de la diagonale sont de la forme

o
(z—z)(z — z)
On voudrait calculer ||C(1)]|?2 = (C*C(1),1). Il est immédiat de se convaincre

que pour toute matrice M de taille 3 x 3 I'expression (M(1),1) est la somme des
neuf coefficients de la matrice, et donc

A0, k£

_ 1
cP=N |z —z|%+ S— 8.3
ICOF =2 l-a"+ Y o o me = &Y

ol la seconde somme est prise sur toutes les permutations de {1,2,3}. On voit
donc que le carré de la norme du vecteur C(1) est la somme de deux termes dont
le premier est la trace de la matrice C*C et est strictement positif (en accord
avec le fait que C*C est définie positive), et le second au vu de (8.3) est claire-
ment un nombre réel. La chose inespérée c'est que c’est un nombre positif. Plus
concretement, on a l'identité
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Z ( 17 = c(z1,22,23)°, (8.4)

7 (Z02) = 2:1))(25(3) = Zo(1))

qui se démontre facilement en tenant compte du fait que pour la somme sur o il
suffit de considérer trois termes car les autres sont leur conjugués [Me]. D'ou

-2
ICOI? =" lzi =z + c(zr.22,23)° . (8.5)
i#j
L'auteur de cet article, découvrit que I'identité précédente peut s'exploiter pour
comprendre les inégalités L2 de I'intégrale de Cauchy par rapport 3 des mesures
tres générales. Dans notre cas, avec (8.2) cela donne

‘/|cxxDin2dAK@>
D

(86) = ///[)3 C(Zl,Zg,Z3)2 dAK(Zl) dAK(Z2) dAK(Z3) + O(AK(D)),

pour tout disque D. L'identité précédente est en fait une version continue de (8.5)
dans laquelle le vecteur 1 s’est converti en la fonction xp, le terme de la diagonale
correspond au terme O(Ax (D)) et le terme de courbure en I'intégrale triple sur D3.
Afin d'illustrer la puissance de (8.6), examinons avec attention le cas du compact
K =[0,1]. On a c(z1,2,23) =0 sur K3, et donc on obtient pour tout intervalle
I € [0,1] de longueur |/],

[ Hoarede < il (87)
I
qui est simplement I'inégalité L? pour la transformée de Hilbert de la fonction
caractéristique de l'intervalle /. Le lecteur qui a déja travaillé avec la transformée
de Hilbert aura déja observé que H(x/) peut se calculer explicitement ainsi que
sa norme sur L2, et donc (8.7) n’est pas un grand résultat (méme en s'interdisant
I'usage de la transformée de Fourier). Mais, ici, ce qui nous intéresse ce sont les
méthodes et non les résultats. En fait, si K est un arc de graphe lipschitzien, nous
savons que localement K peut &tre approché par des droites. On peut traduire
cela en terme de l'intégrale triple de (8.6) et I'on peut terminer en usant d'un
argument rapide et raisonnablement élémentaire [V2] pour démontrer la continuité
L? de Coifman, Mclntosh et Meyer (voir (3.6)). En fait, la méme idée permet de
démontrer que I'intégrale de Cauchy est contrdlée par le premier commutateur [V3]
un opérateur tres simple pour lequel Calderén avait déja obtenu la continuité L2 en
1965. L'ironie du sort est que cet article de 1965 qui initia tout un pan important
et influent de recherche contenait déja en germe la solution finale.

Mais revenons a ce qui nous intéresse. On voit clairement, que si I'on suppose
(8.1) vraie, alors en prenant f = xp on a

/|C€(XD)|2dAK < CAk(D),
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qui avec (8.6), donne

///D3 C(21,22,23)2 dAK(Zl) dAK(Zg) dAK(Z:J,) < CAK(D) (88)

En prenant comme disque D un disque qui contient K et de rayon comparable
au diametre de K, (8.8) devient

/// C(Zl,22,23)2dAK(Zl) dAK(Z2) dAK(Z3) g Cdlam(K) (89)

Cette derniére inégalité a un contenu clairement géométrique que nous avons
su déduire de I'inégalité L2 initiale (8.1). Mais peut-on déduire quelque chose de
(8.9) a propos des nombres béta ? La réponse est oui, mais hélas, la démonstration
compléte de ce point n'est pas facile, ni méme en se restreignant simplement au
cas homogene (8.2) [MMV]. C'est pourquoi nous ne donnerons aucune indication
sur cette partie. Néanmoins notons que si nous pouvions majorer la somme

> Bk(Q) UQ), (8.10)

Q dyadique
par une constante fois

/// c(z1, 20, 3)°dAk(z1) dAk(z2) dAk(z3),

nous aurions fini, car en appliquant (8.9), la somme (8.10) serait finie et par
conséquent d'apres le Théoreme 6.1, K serait un sous-ensemble d’'une courbe rec-
tifiable. Que la derniére majoration que nous venons d'écrire soit plausible, on peut
le voir sur la figure 9 ou I'on voit que si a I'échelle et a I'endroit déterminé par
le carré Q, la quantité 5(Q) est positive, alors la courbure de Menger est aussi
positive.

o T Lo

Figure 9

Le lecteur intéressé qui voudrait en savoir plus peut consulter I'excellent livre de
Pajot [P].

Ceci termine la partie sur la relation entre inégalité L? pour I'intégrale de Cauchy
et les nombres béta et ainsi nous terminons le survol de la démonstration de la
conjecture faible de Vitushkin, au moins pour le cas homogeéne (8.2). Dans la
prochaine section nous parlerons trés brievement du cas non homogeéne et nous
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verrons que |'on peut le traiter avec des variantes compliquées des méthodes que
nous avons utilisées jusque la.

9. Le cas non homogeéne

Dans tout ce que nous avons dit dans les sections précédentes, nous n'avons pas
eu a nous préoccuper de la difficulté technique majeure de toute la démonstration
que nous venons de voir et qui est |'absence de condition d’homogénéité

Clr<AKND(z,r)) < Cr, z€K, r<diam(K)

dans le cas général. Le passage de cette difficulté n’est en rien facile, et invoque
de nouvelles idées. Les personnes qui y ont contribué (en plus de G. David a
qui I'on doit la premiere démonstration de la conjecture faible de Vitushkin) sont
J. C. Léger, un éléve de G. David qui démontra un analogue non homogene de
la relation entre les nombres béta et la courbure de Menger, P. Mattila qui résolu
avec G. David le cas « réel » de la conjecture faible de Vitushkin, Nazarov, Treil et
Volberg qui introduisirent de nouvelles méthodes pour le théoréme T (b) dans le cas
non homogene et X. Tolsa qui développa divers aspects de la théorie de Calderdn-
Zygmund non homogene, en particulier la théorie de I'espace BMO (Bounded Mean
Oscillation) non homogene.

Mentionnons, pour finir, que les méthodes que nous avons présentées dans les
sections antérieures, s'appliquent également pour résoudre d'autres vieux problemes
liés a la notion d’'ensemble effacable : la caractérisation des ensembles de Cantor
qui sont effacables [MTV] et la semi-additivité de la capacité analytique [T].
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