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Prefaci

Del 2008 al 2011 em vaig encarregar de 1’assignatura semestral optativa de
quart curs del grau de matematiques de la UAB anomenada “Analisi real
i funcional”. El primer any disposavem de tres hores de teoria i dues de
problemes a la setmana. La primera part del curs es dedicava a la integral
de Lebesgue i la segona a una introduccié a ’analisi funcional, que incloia
la teoria espectral dels operadors compactes autoadjunts i aplicacions a
Sturm-Liouville.

A partir del segon any la tempesta bolonyesa havia reduit les hores a
dues de teoria i una de problemes per setmana, més un “seminari” mensual
de dues hores.

El programa no havia canviat i, per tant, jo em vaig atribuir el paper d’a-
plicar les retallades pertinents. Les primeres victimes van ser els espais LP,
1 < p < o0, amb la desigualtat de Holder inclosa. Després Egoroff i Lusin
van caure, pero vaig salvar Fubini i el canvi de variable. L’espai per I'analisi
funcional s’anava reduint i, després de la teoria L? de les series de Fourier,
el final de curs s’entreveia a 1’horitz6. Els operadors compactes van ser fo-
ragitats i ens varem quedar només amb els operadors fitats entre espais de
Banach i les seves relacions amb les equacions integrals de Fredholm i de
Volterra. He de confessar que no vaig ser capag de trobar un tema alhora
complet i interessant que cabés en l'espai disponible. Estic segur que els
meus successors sabran arreglar-ho.

Amb la inestimable collaboraci6 de la Rosa Rodriguez vaig polir les
notes manuscrites que m’acompanyaven a classe i el resultat és el text que
el lector té entre mans. Aquestes notes van ser 1tils als meus estudiants i
espero que ho puguin ser a altres persones en el futur.

Agraeixo a I’Albert Clop i al Joan Orobitg I'ajuda per detectar errades
tipografiques i distraccions en algunes demostracions. Si el lector detecta
algin error agrairé rebre’n una noticia al meu correu.

Joan Verdera

Bellaterra, 29 de setembre de 2013
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Part 1

La mesura i la integral de
Lebesgue
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1. La integral de Riemann: repas

Considerem una funcié fitada f: [a,b] — R definida a l'interval [a, b]. Pen-
sem, de moment, que pren valors no negatius (f > 0).

Figura 1

Voldriem definir la nocié d’area de la regié G entre la grafica de f i 'inter-
val [a, b], és a dir,

G={(z,y) eR*:a<z<bi0<y< f(z)}.

Hi ha casos en que aix0 és senzill de fer. Per exemple, si f és una funcié
constant, diguem f(z) = ¢, a < x < b, llavors G és un rectangle i la seva
area és ¢(b — a).

Si la funcié f és esglaonada (pren un nombre finit de valors en subinter-

vals de [a, b))
‘—
*—
‘—
a — b
[EIO l‘ll | xnl—l xln
Figura 2

diguem, f(z) =¢;, v, <z <zj,ona=x9 <z < - - <z, =b, llavors la
regié G és la unié dels rectangles de base [x;_1,z;] 1 altura ¢; i la seva area

es
n
Z Ci(Jli — 371;1).
1=0

Ara tornem al cas general de la figura 1. La idea és aproximar la regiéo G
per unions finites de rectangles i definir I'area de GG com el limit de les arees
d’aquestes regions aproximants. De fet el que farem és aproximar la funcié f
per funcions esglaonades, per les quals ja sabem definir l'area de G. Per
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implementar aquesta idea cal partir I'interval [a,b] en un nombre finit de
subintervals. La nocié que formalitza aixo és la de particio.

Definicié. Una particié de l'interval [a,b] és un subconjunt finit P =
{zo,21,...,2,} de [a,b] tal que a = g < 21 < -+ < x, = .

Associada a una particié tenim la nocié de suma de Riemann.

Definicié. Una suma de Riemann de la funcié f relativa a una particiéo P =
{zg,x1,...,2,} és el niimero

S(fa p) = Zf(fz)(il?z - 1’1’—1)

on §; és un punt qualsevol de l'interval [z; 1, x;].

Notem que S(f, P) depén de leleccié dels punts & € [z;_1,x;], pero
aquesta dependencia no la farem explicita a la notacié per no complicar-la.

Exemple. Suposem que f(z) =22, 0<z <1, P = {O,%,%,...,"T_l,l}.
Llavors [x;_1, z;] = [ﬂ ﬂ, 1 < i <mn,ipodem escollir § = =L, El resultat

n?
és

S<f7P>IZ<Z — 1) %:%(12+22—|—..._|_(n_1)2):%(n_ 1)716(271— 1)

- n
=1

(1.1)

0 1/4 1/2 3/4 1 X
Figura 3
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Exemples

Per n = 4, com a la figura 3, obtenim
S(f,P)=0,21875

que esta lluny de 0,3333... Per n = 10 i 100 obtenim respectivament
0,285... 1 0,32835... També puc escollir & = % i llavors obtinc

S(f,P):Z(%) %:in(n—kl)(Qn—kl). (1.2)

3
n
i=1 6

Pern=4
S(f, P)=0,46875

ipern =10 i n = 100 obtenim 0,385... i 0,338... respectivament. Aixi
que la convergencia és lenta. Fent que n — oo a (1.1) o (1.2) trobem que

I'area de la regié entre la parabola y = z? i I'interval [0, 1] hauria de ser %

Podriem definir I’area de la regié GG en el cas d'una funcié general partint
I'interval [a,b] en n intervals iguals i prenent limit, quan n — oo, de les
corresponents sumes de Riemann. Aixo és senzill, pero poc elaborat, i no
és el cami correcte. S’ha de fer una definicié que tingui en compte totes les
particions de [a, ].

Definicié. El diametre d’una particié P = {xo,...,x,} de [a,b] és §(P) =
1r£1$1<x x; —x;_1, és a dir, la longitud de I'interval més gran de la particio.
<i<n

Doncs, si §(P) és molt petit, el nombre d’intervals de la particié és molt
gran.

Definicié. La integral de Riemann de f o area de la regio G és

b b
/a f= / f(@)dz = lim S(1.P), (1.3)

sempre que aquest limit existeixi.

El limit 5(11;?1 S(f, P) s’ha d’entendre aixi: diem que un nimero L =
—0

5(1}%11 S(f, P) si per a qualsevol € > 0 hi ha 6 > 0 tal que si P és una
—0

particié and diametre §(P) < ¢, llavors |S(f, P) — L| < .
Si el limit a (1.3) existeix es diu que f és integrable Riemann a [a, b].
Fixem-nos que no és senzill demostrar que la funcié y = 22 és integrable

1

Riemann a [0,1] i que fol a®dx = 5. De fet és un exercici molt instructiu

sobre la noci6é de continuitat uniforme demostrar el segiient teorema:

Teorema. Tota funcio continua a un interval tancat és integrable Riemann.

1. Una funcié fitada que no és integrable Riemann. Es la funcié de
Dirichlet (o “pop corn function”, funcié crispeta) a [0, 1]:

)1 size0,1]NnQ
f@)_{o sizel0,1]\Q.
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Donada una particié qualsevol de [0, 1], P = {xo, ..., x,} puc agafar §; € Q,
Tiog < 62 <z;it ¢ @, T <t <. Llavors

2. Agafem a < a < 8 < b. Llavors la funcié caracteristica de 'interval («, )
és integrable Riemann, malgrat que no és continua a [a, b], i

b
/ X (a,8) (x)dx = p — a.

El teorema fonamental del calcul diu com es calcula la integral de Rie-
mann d’una funcié continua i estableix que “derivar i integrar sén operacions
inverses”.

Teorema fonamental del calcul. Tota funcid continua f a [a,b] té una
primitiva F, és a dir, F'(z) = f(z), a < x < b. Si F és una primitiva
qualsevol de f, llavors

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Demostracié. Posem F(x) = [T f(t)dt, a < x < b. Per a calcular la
derivada de F' al punt x escrivim els quocients incrementals per h > 0:

F<x+h]1—F<x>_%(/a“hf_/jf)
= [ sl s

[t [T sl

1

h

on
w(f, h) - sup{|f(x) - f(y)| 1T,y € [au b]? |ZE - y| S h}

és el “modul de continuitat” de f a nivell A. La continuitat uniforme de f

és exactament que

w(f,h) — 0 si h—0.

Doncs F'(x) = f(z),a <z <b, i f;f = F(b).
Si G és qualsevol altra primitiva de f,

Gx)=F(z)+c¢, a<z<b,

per certa constant c. Doncs
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El teorema fonamental del calcul no resol completament el problema
del calcul d’integrals perque hi ha funcions continues que no tenen una
primitiva que es pugui expressar en termes de funcions elementals. Per
exemple, f(z) = e, Aix{ que els metodes del calcul numeric sé6n una eina
basica en el calcul d’integrals.

Molt sovint es presenta el problema de calcular el limit de les integrals
d’una successié de funcions integrables. El seglient resultat resol les situa-
cions més senzilles.

Teorema. Suposem que f, és integrable Riemann a l'interval [a, b] per n =
1,2,... Si fn, — f uniformement a |[a,b], llavors

/aban/abf.

Demostracio. Donem ¢ > 0. Llavors hi ha un index nq tal que

|f(z) = fulz)| <&, n>mng, x€lab].

[a-[

El segiient exemple demostra que es pot obtenir la conclusio fab fn —

Doncs

/ab(fn—f)’S/ab!fn—f\ﬁe(b—a)- 0

b : . .. .
fa f sense que hi hagi convergencia uniforme de f,, cap a f.

Exemple. f,(z) =2", 0 <z < 1. Llavors

f(z)= lim fn(w)Z{1 he! /Olf”:{xnﬂ}

1
1 n—00

= 0
0 n+1

n—00 0 si0<z<l, n+1

i és un exercici convencer-se que

/Olf:o.

Els dos exemples de sota mostren un comportament “patologic” de la
integral de Riemann respecte del limit.

Exemple 1. Sigui f = Xxgnjo,1 la funcié de Dirichlet. Sabem que f no és
integrable Riemann. Numerem el conjunt Q N [0, 1] = {q1, g2, ... }. Posem

1 si e
fulz) = S?xe{QhQ% »n}
0 Slz%{qlaq27---aQn}~

Llavors
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pero f no és integrable Riemann a [0,1]. La “patologia” aqui és que el
limit puntual d’una successié creixent (f, < f,+1) de funcions integrables
Riemann, uniformement acotades per 1, no sigui integrable Riemann. De
fet, ja és un mal senyal que una funcié que val 0 excepte en un conjunt
numerable no sigui integrable Riemann. El resultat natural hauria de ser
que una tal funci6 és integrable amb integral 0 (perque I'area que hi ha per
sota de la grafica i I'eix de les = hauria de ser 0).

Exemple 2. Aquest exemple mostra que no sempre es podra commutar el
limit amb la integral.
Sigui

Llavors f,, és integrable Riemann i

/Olfnzl.

lim f,(z) {oo six=0

n—00 0 si0O<z<l1.

Es clar que

El problema amb aquesta funcié limit és que pren el valor oo al punt 0 i,
per tant, ni tan sols podem parlar de la seva integral. Pero és clar que si la
integral existis hauria de ser 0.

Les diverses mancances de la integral de Riemann que es poden detec-
tar es poden resumir en una unica dificultat monumental relacionada amb
I’analisi funcional. La mencionem ara breument i en parlarem de nou més
endavant. Quan hom treballa amb series de Fourier o amb equacions dife-
rencials sorgeix la necessitat de considerar espais (vectorials) de funcions.
Per exemple, 'espai de totes les funcions integrables Riemann a un inter-
val [a,b], que denotem per R[a,b]. Resulta que es pot definir una nocié
natural de “distancia” entre dues funcions f i g de R|[a,b], posant

d(f,g>=/ =gl

Per exemple, quan g = 0, la distancia entre f i 0 és f; |f|. Pensant en
fo(z) = 2™ 0 <z <1, veilem que

1
n+1’

d(l’n+1, 0) —

que ja respon a la intuicié que la funcié " s’acosta a la funcié nulla quan
n — oo i som a linterval [0,1]. Aquesta “distancia” defineix una nocié
de limit d’una successié de funcions (f,,)5; a Rla,b]. Diem que f, — f
a Rla,b] si d(fn, f) === 0. Si (f,)>2, té limit a R[a,b], llavors compleix
la condicié de Cauchy: donat £ > 0 hi ha ng tal que si n,m > ngy tenim
d(fn, fm) < €. Aix0 es degut a la desigualtat triangular

d(fn; fm) < d(fu, f) + d(f, fn)-
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Resulta que no és cert que tota successiéo de Cauchy sigui convergent. La
conclusi6 és que R[a,b] no és complet, tal com li passa a Q. Aquesta és
una limitacié essencial de la integral de Riemann, que resoldra la integral
de Lebesgue.
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2. Idea intuitiva de la integral de Lebesgue

En comptes de partir el domini de la funcié en trossets tal com ho fa Rie-
mann, partirem la imatge. Considerem una funcié qualsevol f: [a,b] — R.
Fixem un € > 0 que jugara el paper de “pas”. Divideixo R en intervals de
longitud e:

i defineixo
A;={zelab]:je < f(z) < (j+ 1)}

Llavors els A; sén 2 a 2 disjunts i recobreixen [a,b]. O sigui que hem
partit [a,b] en trossos partint primer el conjunt imatge de f d’acord amb
els intervals (je, (5 + 1)¢], j € Z.

Sobre A; f(z) pren valors entre je i (j + 1)e, aixi que una “bona”
aproximaci6 de f(z) a A; és la funcié constant je:

[f(z) = jel = f(z) —je <&, we A

Posem

folw) = jexa, (@),

jJEL
La funcié f; és constant a A; i val je:

je

A; A A

Aixi que la integral de f. hauria de ser la “longitud” de la base A; per
I'altura je. El problema és que ara A; no és un interval i, de fet, pot ser
un conjunt tan complicat com vulguem. Per tant no disposem d’una nocié
de “longitud” de A;. Oblidant de moment aquesta dificultat, denotem per
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m(A;) la longitud (o mesura) de A;. Aixi que la integral de f. a [a,b] és

[ =3 demtay)

j=—o00

Llavors definirfem la integral de Lebesgue de f sobre [a,b] com el limit de
les integrals de f. sobre [a, b], és a dir,

/abf ~ timy f} jem(Ay).

j=—o0

Prescindint del problema de comprovar que el limit precedent en ¢ exis-
teix, I'obstruccié més gran al plan esbossat és que no sabem que significa
“longitud” d’un subconjunt de la recta. Si estiguéssim amb funcions de dues
variables necessitariem saber que significa “area” d’un subconjunt del pla.
Amb funcions de 3 variables voldriem parlar de “volum” d’un subconjunt
de R? i amb funcions de n variables, de “volum” n-dimensional o mesura de
Lebesgue d’un subconjunt de R". Aixo és el que estudiarem en el capitol
segiient.
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3. La mesura exterior

Volem definir la mesura n-dimensional d’'un subconjunt de R". Per n = 1
aixo correspon a la longitud d'un subconjunt de la recta, per n = 2 a l'area
d’un subconjunt del pla i per n = 3 al volum d’un subconjunt de I'espai. La
definicié que busquem ha d’estar d’acord amb una serie d’intuicions basiques
la més important de les quals és que la mesura ha de ser additiva:

m(EUF)=m(E)Um(F) per EiF disjunts.

Com veurem, 'additivitat és el nucli de la qiiestié i no és facil treure’n
I’entrellat.

Es comenca per la nocié de mesura exterior.

Recordem que els intervals a la recta sén tancats

[a,b) ={z € R:a <z <b},
oberts

(a,b) ={x € R:a <z < b},
o semi-oberts (semi-tancats)

[a,b) ={x € R:a <z < b},

(a,b] ={z € R:a <z <b}.

Un rectangle I a R™ és un producte de n intervals, un per cada eix,
I = [al,bl] X e X [an,bn],

i, com a la recta, poden ser tancats, oberts o semi-oberts.
Definim el volum (n-dimensional) del rectangle I com

n

U(I) = Hbj —CL]‘,

i=1

sigui I obert, tancat o semi-obert. Aixo concorda amb la idea intuitiva que
un punt a la recta té longitud 0, un segment al pla té area zero o la cara
d’un parallelepipede a I’espai té volum zero.

La mesura exterior de Lebesgue d'un conjunt A C R" és

o0

m*(A) = inf {Z v(l;): AC U 1;, I rectangle}
j=1

j=1
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Exemples

on I'infim es pren sobre tots els recobriments de A, finits o numerables, per
rectangles I;.

1. m*{a} =0, a € R™
Recobrim per un sol rectangle de costats arbitrariament petits. Per

exemple [a,a + &) X " la,a 4 €). Obtenim m*{a} <e", ¢ > 0.

2. Sigui S un segment a R” amb n > 1. Llavors m*(S) = 0. Si, per exemple,
S ={(z,y) eR*: 0 <z <1,y =0}, llavors (0,1) x [0,¢) recobreix S.
Doncs m*(S) < ¢, e > 0.

3. El quadrat a R3
A={(z,y,2) €ER*> 0<z<1,0<y<1, 2=0}
té volum zero.

4. El conjunt ternari de Cantor. Recordem-ne la definici6. Es comenca
amb linterval [0,1] i es divideix en tres intervals iguals. Anomenem ]11)

i 12(1) els dos intervals que no sén el central.

]fl) [él)

11(2) 152) ]:§2) LEQ)

Ara repeteixo l'operacié a cada un dels intervals [ {1) i 12(1): els divideixo
en 3 intervals iguals i em quedo amb els que no sén l'interval central. Obtinc
4 intervals de segona generacié [ ;2), 1 < j <4, de longitud 372. Repetint el

procés n vegades obtinc 2" intervals de longitud 377, I]("), 1 <73 <2" El

oo 2 2n
conjunt de Cantor és £ = (] J I J(n) iylI J(n) representa una “aproximacio
n=1j=1 j=1

d’ordre n” de E. Un moment de reflexié porta a m*(E) < (3)", n > 0.
Doncs m*(E) = 0.

Lema. La mesura exterior de Lebesque es pot definir mitjancant recobri-
ments per rectangles oberts. Es a dir

m*(A) = inf {Z v(l;): AC U I;, I, rectangle obert} . (3.1)
j=1

j=1

Demostracié. Es un exercici que anticipa el fet que la teoria elemental de
la mesura consisteix basicament en una combinacié de teoria de conjunts i
calcul amb series.

Anomenem m I'infim del membre dret a (3.1). Es obvi que m*(A) < m.
Per demostrar que m < m*(A) hem de considerar un recobriment de A per
rectangles [; qualssevol i aconseguir-ne un altre per rectangles oberts de

o

volum arbitrariament proper. Fixem-nos que si canviem I; per I'interior /;

de I; potser ja no recobrim A. El problema s’arregla “inflant” I;.
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Per formalitzar la nocié d’inflar un rectangle I = (ay,by) X - -+ X (ay, by)
convé posar (a;,b;) = (¢; — %, c; + %”) on ¢; = @ és el centre de (a;, b))
i¢; =b; — a; la longitud de (a;,b;). Donat A > 0 posem

l; l;
Aaj, b)) = (Cj - )\é,cj + /\§J> ;

que és I'interval concentric amb (a;, b;) que té longitud A vegades la longitud
de (aj,b;). Definim

o
A =TT May.by),
j=1
que és un rectangle que té el mateix centre que I i volum

v(A) = A"v(I).

v(21) = 4v(I).
Tornem ara a la demostracié del lema. Si A C 61 Ii i A > 1, llavors
=

AcC fj ng i dones m < i A'v(I;). Agafant I'infim sobre els recobriments
de A]?er rectangles arbigaltris obtenim m < A"m*(A). Fent A \( 1, m <
m*(A). O

Convé saber calcular la mesura exterior de Lebesgue de conjunts senzills.
Lema. Si I és un rectangle de R™, m*(I) = v(I).
Demostracio. Clarament m*(I)

desigualtat contraria. Ara v([)

U I; lavors
1

Jj=

v(I), aixi que només cal demostrar la

<
< m*(I) significa exactament que si I C

o0

o(I) < Zv(fj). (3.2)

Fixem-nos que si acceptem que el “volum” v(I) es comporta com esperem,
llavors la desigualtat precedent és intuitivament obvia. Pero, naturalment,
es tracta de comprovar que efectivament és aixi. Veureu que ’argument no
és immediat.
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Observem primer ens podem reduir al cas en que [ és tancat. Clarament
m*(AA) = A"m*(A) per A > 01 A qualsevol. Llavors de (1—¢)I C I deduim

que (1 —e€)"m*(I) < m*(I) i fent ¢ — 0 concloem que m*(I) = m*(I) =
m*(I).

Suposem doncs que I és un rectangle tancat. Pel lema només cal de-
mostrar (3.2) per un recobriment de I per rectangles oberts I;. Com que [

és compacte un nombre finit de rectangles /; ja recobreixen I :

N
1c|Ji.
j=1

Ja que les adherencies dels I; també recobreixen / hem reduit el problema
al cas en que I és un rectangle tancat, recobert per un nombre finit de
rectangles I;, que puc suposar tancats. Volem veure que

UWSZF@) (3.3)

Exercici. Escriviu una demostraci6 formal de (3.3) en el cas n = 1.

Demostrem ara (3.3) per n = 2 (el cas n > 3 es fa igual). Com que

J=1 j=
pot ser la segiient

N N
I = |J I NI puc suposar també que I = |J I;. La situaci6, per exemple,
=1

I

Figura 8

A la figura 8 els I; tenen interiors 2 a 2 disjunts pero res no exclou que els
interiors dels [; s’intersectin (veure la figura 10 més endavant). Considero
tots els vertexs dels I; i els projecto sobre els eixos coordenats. Sil = J; X J,
obtinc particions P; de J; i P, de Js. Ara multiplico cada interval de la
particio P; per cada interval de la particié P, i anomeno Ry els rectangles

obtinguts. Els rectangles Ry recobreixen I.
M
Un calcul senzill déna que, si I = |J Ry i els Ry surten de multiplicar
k=1
dos a dos els intervals d’una particié de J; pels d'una particié de Js, llavors

M

v(I) = > v(Ry). Observem ara que cada I; és uni6 d’'uns quants Ry, que
k=1

venen de multiplicar els intervals de dues particions de les projeccions de

I; sobre els eixos (veieu la figura 9). Doncs, si els intervals I; sén disjunts,

o) = 3 o(Re) = 3 ().

k=1 =1
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I 1= Rl R3 R4
I, = Ry Rs Rg
Figura 9

En el cas que els /; no fossin disjunts hi hauria “repeticions” i obtindriem
M

la desigualtat v(I) = > v(Rg) < Z v(I;). Es el cas de la figura 10,
k=1
I
13 I2

Figura 10

en la qual els rectangles I; i I, s’intersecten en el rectangle de dalt a la
dreta. O]

La mesura exterior té dues propietats basiques:
(1) m* és creixent: m*(A) < m*(B) si A C B.

(2) m* és numerablement subadditiva

Demostracio de (2). Donat ¢ > 0 recobrim AJ per rectangles {1}, de

manera que Z o(I}) < m*(A;) + 5. Llavors U A; C U U Il i per tant
k=1 Jj=1 J=1k=1
j=1 j=1 k=1 Jj=1 Jj=1
[

Noteu que (2) déna que si A és finit o numerable, llavors m*(A) = 0.

3.1 Conjunts mesurables

Resulta que m* no és additiva, és a dir, no és cert que m*(AUB) = m*(A)+
m*(B) si A1 B sén disjunts. No és facil trobar I'exemple i el postposem.



22  Materials

Exemples

El fet que m* no sigui additiva és un seriés contratemps perque no podem
definir la mesura de Lebesgue d'un conjunt A de R™ com m*(A) perque
perdriem la propietat més obvia de la longitud, 'area o el volum, que és
I’additivitat. Hi ha un remei que passa per la nocié de conjunt mesurable.
Sigui £ un subconjunt de R". Llavors si A és qualsevol altre subconjunt
de R™ tenim que

m*(A) =m* (ANE)U(ANE)) <m"(ANE)+m*"(AN E°),

per la subadditivitat de m*.
Com hem dit, la igualtat pot no ser certa.

Definicié. Diem que F C R™ és mesurable si per tot A C R" es compleix
que
m*(ANE)+m" (AN E°) <m*(A) (3.4)

0, equivalentment,
m*(A) =m*(ANE)+m* (AN E°).

En altres paraules £ no pot trencar cap altre conjunt A en dos trossos
de tal manera que es perdi 'additivitat.

1. R™ és mesurable. Aix0 és conseqiiencia immediata del fet que la mesura
exterior del conjunt buit és zero. En efecte, si A C R”

m* (ANR") +m*(AN0) = m*(A).

2. El conjunt buit és mesurable. De fet, és obvi que un conjunt i el seu
complementari son simultaniament mesurables o no mesurables, perque la
definicié de mesurabilitat és simetrica.

3. Si m*(E) = 0, llavors E és mesurable: si A C R", llavors
m* (AN E)+m*"(ANE°) =m* (AN E°) <m*(A).

Anomenem M el conjunt de tots els subconjunts mesurables de R". Re-
sulta que M és estable per pas al complementari, per unions i interseccions
finites i per 'operacié de prendre diferencies de conjunts.

Només cal argumentar I’enunciat relatiu a les unions finites perque la
resta segueix immediatament. Per induccid, és suficient demostrar que la
unié de dos conjunts mesurables és mesurable. Aixi doncs, siguin F i F' dos
conjunts mesurables i comprovem que F U F ho és. Si A C R"”, llavors

m*(AN(EUF))+m* (AN (EUF)°)
=m"((ANE)U(ANF))+m* (AN E°N F°)
=m"(ANE)UANENF))+m"(ANE°N F°)
<m (AN E)+m* (AN E°NF) +m* (AN E°N F°)
<m*(ANE)+m" (AN E°) F mesurable i AN E° conjunt “test”
<m*(A) E mesurable.

Volem ara estudiar les propietats d’additivitat de m*.
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Additivitat finita de m*. Si Ey,..., Ex son conjunts mesurables dos a
dos disjunts (E; N Ex, =0 si j # k), llavors per qualsevol A C R"

o (10 (0)) - S wiae

En particular (A =R"),

Demostracio. Ja que Ey és mesurable

< (re(Us))
—m* (Am (HE]) mEN> +m* (Am (Hb}) ﬂEfV)
=m (AN Ey) +m" (A N (j_j E]>>

i ara seguim per induccio.

o-additivitat de m* (o additivitat numerable).

(1) Si E; és mesurable per j > 1, llavors |J E; és mesurable.
j=1

(2) Si{E;}32, és una successio de conjunts mesurables dos a dos disjunts,
llavors
j=1 j=1

Demostracio de (1). Primer fem una reduccio al cas en que els E; sén 2 a 2
disjunts. Posem

j—1
Fi=E, FB=E\E, F=E\(ElUE), . . F=E\|]JE

k=1

i notem que els F; sén mesurables dos a dos disjunts i |J F; = |J Ej.
i=1 i=1
Ara ja podem suposar que els F; sén dos a dos disjunts.
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Si A cC R

(o §e) o 1)
o)1)

i:: (AN E;) +m* (Aﬂ(UE)

(@

Ara considero una suma finita al primer terme de dalt

)
St (10(05) )
)

J=1

Z AN+ <An(u )

< (U)o (00 (Us))

N
<m*(A) perque U E; és mesurable.
j=1

Fent N — oo es completa la demostracio. O

Demostracié de (2). Hem demostrat que

im*(AﬂEj) +m* (Aﬂ (G Ej> ) <m*(A).

j=1

Posant A = |J Ej, obtenim (2). O
j=1

Definicié. La mesura de Lebesgue és m = m* sobre la classe M dels

conjunts mesurables.
Ja sabem que m és additiva, de fet, o-additiva. Ara convé emfasitzar
algunes propietats elementals de M.

Definicié. Un subconjunt A del conjunt P(R™) de parts de R™ és una o-
algebra si conté el conjunt ) i és invariant per pas al complementari i per
unions numerables. Formalment,

(1) 0 € A.
(2) Si E € A, llavors E° € A.

(3) SiE;e A j=1,2,... llavors |J E; € A.
j=1



Materials 25

Per exemple, M és una o-algebra.

Una mesura m sobre una o-algebra A és una aplicacié m: A — [0, +0o0]
tal que m(¢) = 0 i m és o-additiva. La mesura de Lebesgue és una mesura
sobre M.

Estem ara preparats per demostrar I'existéncia d’un conjunt no mesu-
rable. Noteu que 'argument utilitza ’axioma de I’eleccié. De fet es pot
demostrar que 'axioma de 1’eleccid és equivalent a I’existencia d’un conjunt
no mesurable.

Teorema. Ezisteiz un conjunt no mesurable.

Demostracio. Definim a [0, 1] la relacié d’equivalencia . ~y < x —y € Q.
Llavors la classe d'un z € [0, 1] és

[2]={y€[0,1]:y—2€Q}=(z+Q)N[0,1].

Per l'axioma de l’eleccié hi ha un conjunt E format agafant un element
de cada classe. Veiem que E no és mesurable. Donat x € [0,1] hi ha
ec ENiz]. Doncszx —e=qeQQirzeq+FEambqge @, —1<qg<1. Per
tant, [0,1]Cc U ¢+ FEC[-1,2].
q€[-1,1]nQ

Suposem que m*(E) = 0. Llavors, clarament, m*(¢+E) = 0,V g. Doncs
m*[0,1] = 0, que no és cert. Doncs m*(E) > 0. Ara notem que si ¢; # g,
Navors (¢1 + E) N (ga + E) = (0. Sino, hi hax = ¢ +e; = ¢ + 3 amb e
iegde E. Com que e; —es = @ — g1 € @, e1 1 €5 86n a la mateixa classe i
aixo significa que e; = e, per com hem definit £. Doncs ¢; = ¢qo. Si F fos
mesurable trobariem la contradiccié

3=m*([-1,2]) > m* U «¢+E

gel-1.1NQ
= Y m'(g+E)= ) m'(E)=c. O
ge[—1,1]nQ ge[-1,1]nQ

Ara volem entendre a fons com sén els conjunts mesurables. Veurem
que un conjunt mesurable es pot expressar de forma molt transparent en
termes de conjunts oberts o compactes. Primer necessitem comprovar que
un rectangle és mesurable.

Proposicié. Un rectangle és mesurable.

Demostracio. Un semi-espai és un subconjunt de R™ del tipus {z € R" :
z; > a} o {x € R": z; < a}. Llavors un rectangle és una interseccié de
2™ semi-espais. Per exemple, a la recta [a, b] = [a, +00) N (—00,b] i al pla
[ahbl] X [a’27b2] = {(l’,y) S RQ ry < b2} N {(I,y) S R2 ty 2 a2}
N{(z,y) €R?: 2 < b}
N {(xvy) rr > al}'

Aixi que només cal veure que un semi-espai és mesurable.



26

Materials

Sigui S un semi-espai i I un rectangle. Clarament I NS i I NS¢ sém
rectangles i

v(l) =v(INS)+v( NS

S¢ S

Agafem A C R" i un recobriment de A per rectangles I; : A C |J ;.
Jj=
Llavors

m*(ANS)+m*(ANS°) < “(I; N S) —i—Zm N5

WE ?Mg

v(l; NS) 4+ v(l; NS

1

.
Il

[
K

v(Z;).

1

<.
Il

Per tant, prenent I'infim sobre tots els recobriments de A,

m*(AN S) +m (AN S°) < m*(A). O

Proposicid. FEls conjunts oberts i els conjunts tancats son mesurables.

Demostracio. Només cal considerar el cas dels oberts. A n =1 el resultat
és obvi perque tot obert és una unié finita o numerable d’intervals oberts.

A R™ amb n > 2 Pargument és una mica més complicat. Denotem
per R™ el conjunt de tots els rectangles de R™ que tenen tots els vertexs
amb totes les coordenades racionals. Clarament R" és numerable perque hi
ha una aplicacié injectiva

— (@)

que envia cada rectangle de R"™ a les coordenades dels seus 2™ vertexs. Ara
sigui 2 un obert de R™. Si veiem que

o= |J R (3.5)
ReR™, RCQ2

haurem expressat €2 com una unié numerable de rectangles i la demostraci
s’haura acabat.
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Donat un punt a de €2 hi ha un quadrat @) centrat al punt a i contingut
a (). En la figura es suggereix com “perturbar” els vertexs de @) per tal
de construir un rectangle R amb vertexs de coordenades racionals tals que

Q C RC. O

Ara farem dos lemes, molt importants pels teoremes de convergencia
posteriors, que ens permetran “aproximar” un conjunt mesurable arbitrari
per oberts o tancats.

Lema 1. Si A; és una successid creizent (A; C Ajq, j = 1,2,...) de
congunts mesurables, llavors

]:

Demostracio.

Posem D; = A; \ A;_1, j = 2,3,... 1 Dy = A;. Llavors els D; sén 2 a



28 Materials

2 disjunts i |J D; = |J A;. Per la o-additivitat de m,
=1 1

Jj= Jj=

m (U Aj) = Zm(Dj)

=m(A1) + Z m(A;) —m(A;-1)

= lim m(Ay). O

N—oo

Lema 2. Si A; és una successid decreizent (A; D Aj, j = 1,2,...) de
conjunts mesurables i m(A;) < oo, llavors

lim m(A;) =m (ﬂ Aj) .
j—o0
i=1

Abans o després de fer la demostracié convé fer 'exercici de trobar un
exemple de successié decreixent de conjunts mesurables amb m(A;) = oo
per la qual no valgui la conclusié del Lema 2.

o0
Demostracio. Com que els A; decreixen cap a (] A;, els complementaris
Jj=1

(a Ay) Ay \ A, creixen cap a A; \ nl A;
]:

Pel Lema 1,

Jj—0o0 Jj—o00

m(Ay) — lim m(A;) = lim m(A; \ 4;) =m <A1 \ ﬂ Aj)

=m(A;) —m <ﬁ Aj> . O

Ara ja podem relacionar conjunts mesurables i oberts.
Teorema. Si E és un subconjunt de R", son equivalents
(1) E és mesurable.
(2) Donat e > 0, hi ha un obert G. D E tal que m*(G. \ F) < €.
(8) Donat e > 0, hi ha un tancat F. C E tal que m*(E \ F.) < ¢.

(4) Donat e > 0, hi ha un obert G i un tancat F. tals que F. C E C G.
im (G \ Fr) < e.
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Demostracié. (1) = (2) Suposem primer que m*(E) < co. Donat € > 0 hi
ha un recobriment de E per rectangles oberts I; tal que

< iv(fj) <m*(E)+e.

=1
Posem G. = |J I; D E. Tenim

m*(G: \ E) =m*(G.) — m*(F) perque E és mesurable

Si m*(E) = oo, utilitzem un truc habitual: intersequem E amb un quadrat
tancat centrat a l'origen de costat 2N i obtenim un conjunt mesurable fitat
Ey = EN[—=N,N|". Doncs, m*(Ey) < oo 1 podem trobar un obert Gy D

Ey tal que m*(Gy \ En) < 35, N = 1,2,... . Posem G. = |J Gy D

N=1

o0
U En = E, de manera que G, és obert i
N=1

Ge

(2) = (1) Per n =1,2,... hi ha un obert G,, D E amb m*(G,, \ E) < +.

Llavors . .
({0 ) 0]

pern=12....

Aixi que m* (( ﬁ Gm) \E) =0i
m=1
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és mesurable perque és una diferencia entre una interseccié numerable
d’oberts i un conjunt de mesura exterior nulla.

(1) = (3) Apliquem (1) = (2) a £° hi ha un obert G. D E° amb m*(G. \
E°) < e. Posem F. = G¢. Llavors F. és un tancat contingut a E. Ara
E\ F.=G.\ E°idoncs m*(E\ F.) < e.

(3) = (1) Per cadan = 1,2,... hihaun tancat F,, C E ambm*(E\F,) < +.

Llavors
(o @) (o)<

n=12 ... . Per tant
(U)o (= (0%)

és mesurable perque e$ unié d’una unié numerable de tancats i d’un conjunt
de mesura exterior nulla.

E

(1) = (4) Es clar, perque (1) = (2) i (1) = (3).

(4) = (1) Per cadan =1,2,... hi ha un tancat F,, C £ i un obert G,, D FE
amb m*(G,, \ F,) < +. Llavors

m(ﬁ Gm\([j Fm>> :m*<ﬁ Gm\Fm> g%, n=1,2,...

m=1 m=1

i, per tant,

i £\ U F, té mesura nulla perque és part de () Gy, \ ( U Fn) Doncs E
n=1

n=1 n=1
és mesurable (perque és la uni6 d’un conjunt de mesura nulla i d’un conjunt
que és una uni6é numerable de tancats). O
Corol'lari.

(i) Per a qualsevol E

m*(E) = inf{m(G) : G obert O E}.

(i) Si E és mesurable

m(E) = sup{m(K) : Kcompacte C E}.
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Demostracio. (i) Exercici.

(ii) La desigualtat > és obvia. Sigui A < m(E). Donat ¢ > 0 agafem
F_ tancat, F. C E, tal que m(E'\ F.) < e. Llavors A < m(E) < m(F.) + €.
Doncs A — e < m(Fy).

Sigui @ el quadrat tancat centrat a l'origen de costat 2N. Ara, m(F.N
Qn) /" m(F.)si N — oo. Doncs, per cert N prou gran, A—e < m(F.NQy).
Posem K = F. N @y, que és un compacte. Llavors

A—e <m(K) <sup{m(K): K compacte C E}.
Fent e — 01 A — m(F) obtenim la desigualtat que busquem. ]

Teorema d’estructura dels conjunts mesurables. Un conjunt £ CR"
és mesurable si i només si hi ha un conjunt N amb m*(N) = 0 i una
successio creixent de compactes K, tals que

E-= (QKH) UN.

Demostracio. La condici6 suficient és clara.
Per la condici6 necessaria, agafem, per cada j=1,2,... un tancat F; C F

amb m(E \ F;) < % Sigui N=F\ | U Fj>, de manera que
=1

J
L
m(N)gm(E\Fj)<5, j=12...

Doncs m(N) = 0. Posem

Kjm = F;NQm,
on Q,, és el quadrat tancat centrat a l'origen de costat 2m. Per tant,
o0
E=(UBH,) UN on H, sén els compactes Kj,, renumerats. Posant
=1
np
K, = |J H, s’acaba la demostracié. O
p=1

3.2 Els conjunts borelians

En aquesta secci6 definirem els conjunts borelians (pel matematic frances
Emile Borel). Hem trobat, fins ara, una o-algebra notable, la dels conjunts
mesurables. N’hi ha dues més senzilles: la formada per tots els subconjunts
de R™, que es denota per P(R") (conjunt de les parts de R™) i la formada
només pel conjunt buit i el seu complementari R™.

Una observacio trivial és que si hom considera la interseccié d’una familia
arbitraria de o-algebres, és a dir, els subconjunts de R™ que pertanyen a cada
una de les o-algebres de la familia, llavors s’obté una o-algebra. Aixo és
obvi a partir de la definicié de o-algebra.

Considerem totes les o-algebres que contenen els oberts (per exemple,
P(R™) o la o-algebra M dels conjunts mesurables) i les intersequem. El
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Problemes

resultat és una o-algebra que conté els oberts i que és la més petita amb
aquesta propietat. Els seus elements s’anomenen conjunts borelians. En
resum, la g-algebra dels borelians és

B(R") = N{A: A és una o-algebra que conté els oberts}.

Exemples de borelians son les interseccions numerables d’oberts, anomenats

conjunts Gy, o les unions numerables de tancats, anomenats F,. Per exem-
oo

ple, I'interval (a,b] = (1 (a,b+ 1) és un conjunt borelid G5 que no és obert
n=1

o0
ni tancat. Fixem-nos que (a,b] = (J [a + 1,b] també és un F,.
n=1

Altres borelians s6n conjunts del tipus |J (ﬂ ij> on 2, és obert per
k o\ 7
cada 71 k.
Exercici. Hi ha unions numerables de G5 que no sén Gj.

El teorema d’estructura dels conjunts mesurables implica que un con-
junt E' C R™ és mesurable < E' = BUN on B és un borelia i m*(N) = 0.
Hi ha exemples de conjunts amb m*(N) = 0 (que s6n, per tant, mesurables)
que no soén borelians. Aixi que

B(R") ¢ M.

1. Six € R, demostreu que la recta Rx {z} té mesura nulla en R%. Siz €
R, demostreu que I'hiperpla R" ! x {z} té mesura nulla en R™ (n > 2)
i, en general, proveu que tota varietat lineal RF x {(zgy1,...,2n)}
(k < n) té mesura nulla en R" (n > 2).

2. Conjunts de Cantor. De l'interval [0, 1] treiem l'interval central de
longitud ¢;, 0 < ¢; < 1. Siguin 1'1(1) i 12(1) els dos intervals que queden.

(2) (2) (2)
I 1L 1
—_——— —— —— ——

) /[ \ / \ |
! N Y { ! ] \ ] !
0 1

Y 7

FEtapa 2: Treiem de cada ];1), 7 = 1,2, 'interval central de longitud /5,
0<ly < E(]j(»l)). Queden 4 = 22 intervals de la mateixa longitud.

Etapa n: Treiem de cada ]j("_l), 1 < j < 27! Dinterval central de

longitud ¢, 0 < ¢, < (I ;n_l)). Queden 2" intervals de la mateixa
longitud.
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o0
Comproveu que si »_ 2”714, < 1, el conjunt de Cantor
n=1

oo 2™

E-(UL”

n=1j=1

té mesura de Lebesgue positiva (i interior buit). Aquest és el cas si
b, =4"" n>1.

. Sigui A el conjunt de tots els nombres racionals de 'interval (0, 1).

a) Si I,..., I, és una collecci6 finita d’intervals oberts que reco-
breixen A, demostreu que [([y) + --- 4+ 1(I,) > 1.

b) Demostreu que existeix una successié d’intervals oberts ()5 que
recobreixen A tal que Y 7 I(I};) = 1.

. Demostreu que els segiients conjunts sén mesurables i calculeu-ne la
mesura:

a) Ax Bx{r}CR* onzeRiA BCR.

b) (R\Q)N[0,1] en R.

c) R x Q en R

d) Q" aR™.

&) {(zn....20) € R sup{lzal,... 2]} = 1.

f) U Ak, on Ay = {(z,y) e R* 1/k < |z +|y| < 1—1/k}.
k=3

g) Ax Ax{a},onae€ A, i ACR no mesurable.

. Sigui E el conjunt de punts de [0, 1] tals que en el seu desenvolupa-
ment decimal mai apareix el digit 5. Demostreu que E és mesurable
i calculeu-ne la mesura.

. Decidiu quins dels segilients conjunts sén mesurables i calculeu-ne la
mesura exterior.

a) R x (R\ Q) al pla.
b) {(z,y) € R?: 2% +4? = 1} al pla.

. Si A C R”, demostreu que sén equivalents:

a) A és mesurable Lebesgue.
b) A= {ﬂzozl Gk}\Z, on {G} }r és una successié de conjunts oberts
i Z un conjunt de mesura 0.

c) A= {UZOZI Fk} U Z, on {Fy}i és una successi6 de conjunts tan-

cats i Z un conjunt de mesura 0.

8. Si {¢,} és una numeracié de Q, existeixen nombres irracionals que no

pertanyen a U, (g, — 1/n?, q, + 1/n?).
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9. Sigui D € P(X) X # @ amb les propietats segiients:
a) X €D,
b) A\BeDsi A, BeD,i
C) wkeNAk € Dsi A, €D.

Demostreu que D es o-algebra si, i només si, es compleix AN B € D
si A,B € D.

10. Sigui f una funcié continua a un interval [a, b]. Demostreu que l'area
exterior de la seva grafica G = {(x,y) : y = f(x)} és zero.

G
/T
® ® ®
<—>
b—a
n

11. a) Sigui A C R™ és mesurable, i m la mesura de Lebesgue. Demos-
treu que

m(A) = sup{m(K) | K compacte i K C A}.
b) Sigui £ C R amb |E| > 0. Comproveu que
E—-F={:€eR:z=0—-y, z,yckFE}

conté un entorn de zero.

(Indicacio: Considereu un compacte K C E de mesura positiva
i un obert U, K C U tal que m(U) < 2m(K). Per a 6 =
d(K,U¢) > 0 comproveu que (—6,0) C E — E.)

12. Sigui | e | la mesura de Lebesgue en R. Si A C [0,1] i |A|* >0,

ANTf
AnIf

sup
{ICR: interval obert} |I|

13. Donat € > 0 contrulu:

a) Un subconjunt obert U dens de R tal que |U| < e.

b) Un subconjunt tancat C' C R amb interior buit i |C| = e.
(Indicacio: Si F = R\ U, U obert dens amb |U| < e, com-
proveu que l'aplicacié f: [0,00) — [0,00), definida per f(a) =
|F'(N[—a, al|, és exhaustiva.)
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14. Sigui {A,} una successi6 de conjunts mesurables d’un espai de me-

15.

16.

17.

sura (X, X, ) que compleixen ) u(A,) < oo. Comproveu que el
conjunt
{z € X : x € A, per infinits n}

té mesura 0.

Sigui { £, } una successié de conjunts mesurables Lebesgue a [0, 1] que
compleixen lim |E,| = 1.

a) Proveu que per a cada 0 < € < 1 existeix una subsuccessié { Ej,, }
de {E,} tal que
(1 E.
n=1

b) Comproveu que és possible construir una successié { F, } de con-
junts mesurables Lebesgue a [0, 1] que compleixen lim |E,| =1 i
amés (,—, E, =@ per a tot n.

> €.

Sigui N un subconjunt de R amb m(N) = 0. Demostreu que el conjunt
{(x,y) € R? : y — x € N} és mesurable.

(Indicacio: Si I = [a,b] és un interval de la recta, calculeu 'area de
{(z,y) eR?:y—z €1i|y| < M} fent un dibuix.)
Sigui N un subconjunt de R amb m*(N) = 0 i L una aplicaci6 lineal

de R? en R. Demostreu que el conjunt L=!(N) és mesurable.

(Indicacié: Considereu primer el cas L(z,y) = z, (x,y) € R?.)
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4. La integral de Lebesgue

Aixi com només podem parlar de mesura de Lebesgue de conjunts mesura-
bles, només podrem integrar funcions que tinguin determinades propietats
de mesurabilitat.

4.1 Funcions mesurables

Recordem la idea de la definici6 de Lebesgue de la integral d’una fun-
cié f: R® — R. Donem ¢ > 0 i expressem la recta com la unié dels intervals
disjunts [je, (j + 1)¢), j € Z. Llavors posant

Aj={zeR":je < f(z) < (j+ e} = f'[je, (j + De)

tenim que

Imf =[] f(A)).

j=—o0

o0
Ara f és aproximadament ) jexa,(x) i és natural definir
j=—00

f=1lim Y jem(Ay)

R™ j:—OO

sempre que el limit precedent existeixi. Implicitament estem suposant
que els A; sén conjunts mesurables. Si admetéssim conjunts més generals
haurfem de posar m*(A;) a la suma precedent. Llavors perdriem l'additivi-
tat de la integral (la integral de la suma és la suma d’integrals).

Definicié. Una funci6 f: E — [—00,00] és mesurable si f~1(U) és un
conjunt mesurable per a tot obert U de [—00, 00].

Notem que si f és mesurable, F és un conjunt mesurable. Recordem
que f: E — [—00,00] és continua si f~!(U) és un obert de F per a tot
obert U de [—00,00]. Doncs, les funcions continues definides a un conjunt
mesurable son funcions mesurables.

La funcié xg és mesurable si i només si E és un conjunt mesurable.

Els oberts de [—00, 00] sén unions numerables d’intervals oberts de R (o
sigui (a, b) amb a, b € R) i d’intervals del tipus (a, +00] i [—00,a) amb a € R.
Aixi, doncs, tenim la segiient descripcié de les funcions mesurables.
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Proposicié. Sigui f: E — [—00,00]. Llavors son equivalents
(i) [ és mesurable.
(i) f~

L ) és mesurable per a € R.
(iii) f~Y(ja, +00]) és mesurable per a € R.

Y ) €

Y )

(a, +0o0]

(w) [~ ([=00,a)
(v) f71([—o0,a]) és mesurable per a € R.

L’argument per (ii) = (i) consisteix en observar que, per l'estructura
dels oberts de [—o00, 00|, només cal veure que f~!([—o0,a)) i f~*(a,b) sén
mesurables per a,b € R. Ara [—00,a] = (a, +00]° i, per tant,

fH([=o00,a]) = (£ (a, +00))"

és mesurable per a € R.
També

és mesurable per a € R.

Doncs, prenent imatges inverses, veiem que

fHa,b) = f~(a,+o00] N f~1([—00,b))

S

son mesurables. Les altres implicacions es demostren amb arguments simi-
lars.

Hi ha diverses propietats de les funcions mesurables que es poden de-
mostrar mitjancant arguments senzills. En deixarem molts per al lector,
per tal que s’exerciti. Per exemple,

Proposicié. Si f,g: E — R sén mesurables, llavors f+g, f-gicf, c € R,
també ho son.

Demostracio. Fem només 'argument per la suma. Donat a € R volem
veure que A = {x € E : f(x) + g(x) > a} és mesurable. Si z € A, per la
densitat de Q a R hi ha nombres racionals p i ¢ tals que f(z) > p, g(x) > ¢
ip+q > a. Doncs A és la unié de la familia numerable de conjunts

{r e E: flx) >p}n{zr e E:g(x)>q}on (pqg) € QxQ sén tals que
p+q>a. ]

Proposicié. Si (f;)52, és una successio de funcions mesurables
fj: E— [—O0,00],

llavors
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Problemes

(i) sup f; iil}f fj son mesurables.
J

(11) limsup f; 4 liminf f; son mesurables.
j—00 J—ro0

1. Siguin f,,: R” — R funcions mesurables (m € N). Demostreu que els
seglients conjunts sén mesurables:

a) A={x € R": 3 limy, 00 frn(2)}.
b) A={zx € R": (fn(z)) és una successi6 acotada}.

2. Sigui f: R™ — R. Demostreu que si per a qualsevol r € Q, el conjunt
A, ={z € R": f(x) > r} és mesurable, aleshores f és mesurable.

3. Doneu un exemple d'una funcié no mesurable f: R — R tal que |f]
sigui mesurable.

4. Siguin f i g dues funcions reals i mesurables definides a F C R" i
sigui A : R Xx R — R una funcié continua. Demostreu que la funcié
h(f(x),g9(z)), = € E, és mesurable a E.

5. Una funcié g: R — R es diu que és mesurable Borel si, per a tot
a € R, els conjunts {x € R : g(z) > a} sén borelians. Demostreu que
si g: R — R és mesurable Borel i f: R — R és mesurable Lebesgue,
la composicio g o f és mesurable Lebesgue.

4.2 Propietats “gairebé per tot”

Una certa afirmacié es diu que val “gairebé per tot” (o “quasi per tot”)
si val excepte en un conjunt de mesura nulla. Per exemple, dues funcions
f,9: E — [—00,00] s6n iguals g.p.t. (abreviacié de gairebé per tot) si hi ha
un conjunt N amb m*(N) = 0 tal que

f(z)=g(x), € FE\N.

Veurem en multitud de situacions que en teoria de la mesura i de la integral
els conjunts de mesura zero juguen el paper de conjunts negligibles (no
importa que hi passa). Per exemple:

Proposicié. Si f,g: E — [—00, 00| sdn iguals g.p.t. i f és mesurable, lla-
vors g és mesurable.

Demostracio. Sigui N amb m*(N) = 0 tal que f(z) = g(z), v € E'\ N.
Llavors

g~ (a,00] = (g7 (a,00] N N) U (g7 (a,00] \ N) = M U (f~'(a,00] \ N)

amb m*(M) = 0. Com que N, M i f~!(a,00] sén mesurables, g~*(a, oo]
també ho és. O
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4.3 Integracié de funcions positives
Definicié. Una funcié s: £ — R és simple si pren un nombre finit de valors.

Si els diferents valors de s sén Ay, ..., Ay, llavors
N
s = Z AjXa, (4.1)
j=1

N
j=1

Doncs, una funcié simple és una combinacié lineal (finita) de funcions
caracteristiques de conjunts. Si aquests conjunts son disjunts i cobreixen
E diem que la representaci6 (4.1) és la normal. Si els A\; no sén diferents
diem simplement que la representaci6 és disjunta. Si els A; no sén dos a
dos disjunts parlem d’una representacié de s. Per exemple

1

9 X[3.2

és una representacié de s. La representacio normal és

S = Xjo,1] T

3
Xty

La funcié simple s = X0 té la representaci6 disjunta

$=Xp,1) T X(1,2]-

$ = Xjo,3] T XL 1)-

N
Si s = > AjXa,; ¢s una representacié de s, llavors s és mesurable si tots
=1
els A; ho sén. Si la representacié és la normal s és mesurable si i només si
tots els A; sén mesurables.
N
Definicié. Suposem que s = ) A;x 4, és una representacio disjunta de s i
=1
que els A; sén mesurables. Llavors la integral de s sobre F és

[ = jf;&-m(Ag)

Notem que la definicid, en dimensié 1, diu que la integral és I'area que
hi ha per sota de la grafica i sobre el domini £ de s (I’area es compta amb
un signe menys sobre una zona on la funcié és negativa).

La primera cosa que s’ha de comprovar és que la definicié no depen de
la representacio disjunta. En efecte, suposem que

N M
s = Z AjXa; = ZNkXBk
=1 k=1

son dues representacions disjuntes de s. Llavors

Z/\m Z/\ZmA N By).
7j=1
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Ao Ay
it
A
\Al/‘ N 1

Si A; N By # 0, Nlavors A\j = py, 1

N M N
j=1 k=1 j=1

Hi ha una serie de propietats elementals pero importants de la integral
de les funcions simples que no demostrarem exhaustivament. Per exemple:

Proposicié. Si sy @ sy son funcions simples mesurables, llavors
(i) Si s1 < sy g.p.t., llavors [ s1 < [ ss.
(Z’L) f51+82:f81+f82.

Demostracio de (ii). Considerem representacions disjuntes de s; = | =1 A X4,

ide sy = 224:1 prX B, - Llavors s; + s9 = zj’k_()\j + k)X 4,08, 1, Per tant,

/31 + 52 = Z()\j + px) m(A; N By,)

j’k

— Z N m(A; N By) + Z i m(A; N By)

Jk gk

—Z)\ m(A; +Zﬂkm(3k)

frfo

Notem que aquesta tltima propietat déna que si s = ) Ajxa, €és una

]

representacié qualsevol de s amb els A; mesurables, llavors

/S = ﬁ;&m(/y)

fins i tot quan els A; no sén necessariament dos a dos disjunts.
Ara ja estem preparats per definir la integral de Lebesgue d’una funcié
mesurable no-negativa.
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Definicié. Sigui f: E — [0, +00] una funcié mesurable. Definim la integral
de Lebesgue de f sobre E com

/f = sup{/s :s: EF— R, s simple mesurable i s < f g.p.t.}.
E

Per exemple [, 1 = oo, perque 5, x-nn = (2N)".
Un altre exemple és el de les funcions continues > 0 a un interval [a, b].
Veiem ara que soén integrables Lebesgue i que la integral de Lebesgue f[a b f

és igual a la integral de Riemann fab f.
Dividim [a, b] en 2" intervals iguals [z;_1,z;], z; = a+ %2, 0 < j < 2",

Sigui t; € [z;_1, ;] tal que f(t;) = [min ]f(x) Considerem les funcions
xe Tj—1,%5

simples mesurables
2TL
Sp = Z f(tj)X[mj—hﬂCj]'
j=1

La successio s, és creixent i s,(x) 7 f(x), a < x < b. Aix0o és degut al
fet que

0= f(z) = sn(2) Sw (f, b;f‘)

on w(f,d) és el modul de continuitat de f a nivell ¢, és a dir,

w(f,0) = sup{|f(z) = f(y)| : |z —y| < d}.

La continuitat uniforme de f es tradueix en w(f,d) — 0si § — 0. Doncs

su() < f2) < sp(x) +w (f’ 52—na>

i, per la definici6 d’integral de Lebesgue de f i per la proposicié precedent,

b _
/ sng/ fg/ sn—l—w(f, na>(b—a).
(a,0] (a,b] (a,b] 2

Fent n — oo veiem que

f= lim Sn.
[a,b] %0 Jab]

El mateix argument serveix per la integral de Riemann, que també té la
propietat de monotonia utilitzada.

Exercici. Una funcié continua a un rectangle tancat de R™ és integrable
Lebesgue i la integral de Lebesgue coincideix amb la de Riemann.

Hi ha una serie de propietats elementals de la integral de funcions posi-
tives que es dedueixen facilment de la definicié. Son:

e Monotonia: Si 0 < f < g q.p.t. a E, llavors / f< / qg.
E E
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e Si F'i F sén mesurables, FF C E'i f: E — [0, 00| és mesurable, llavors

Lfééf
o/ch:c/Ef,cz().

Hom es pot preguntar si hi ha una manera d’aproximar funcions mesurables
per funcions simples que faci més explicit el calcul de | 2f
El resultat és aquest:

Proposicié. Sigui f: E — [0,00] una funcié mesurable. Hi ha una succes-
si6 de funcions simples mesurables (s;)32, tal que s; < sjiq1 1 lim s;(x) =
Jj—oo

f(z), z € E.
De fet, si f és fitada, la convergéncia de les s; cap a f és uniforme.

Demostracid. Fixo j = 1,2,... i divideixo [0, ) en j27 intervals iguals de
longitud 12% Aquests inlte'rvals ‘sén Ly, [k 2ﬁ) 1 < k < j2/. Poso
Aji = [T L), By = f7]j,00) i

Es facil comprovar que s; <sj1<f,j=1,2,... Velem ara que lim s;(x) =
j—o0

f(z), xGE Sif(z) = oo sj(z) =75 — 00. Si f(x) < 00, agafo j > f(z)ik

tal que &1 < f(z) < £. Llavors 0 < f(z)—s;(z) < o idones s;(z) = f(z)

sij — oo Sl f és ﬁtada, f(z) < M per z € E. Agafant j > M veiem que

la convergencia és uniforme. O]

Ara sigui f: E' — [0, oo] mesurable i (s;)32, la successié que hem cons-

truit. Llavors, clarament,
/Sj S / f
E E

/f = lim ?
j—oo

Si aixo és aixi tindriem un algoritme (es a dir, un metode general concret)
per calcular [, f
El teorema segiient dona una resposta afirmativa a la pregunta.

Ara, és cert que

Teorema de la convergéncia monotona. Sigui f;: E — [0, 00] una suc-
cessio de funcions mesurables tal que f; < fj41 g.p.t. Posem f(x) =

lim f;(z). Llavors

j—oo
/ f = lim / Ji-
E I JE

/Eij/Efj+1§/Ef, j=0,1,...

Demostracio.
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Doncs existeix jli}r(r)lo / 5 J; 1valla desigualtat jll)rgo ) 5li < /, I
< Ii i
Hem de veure que [, f < jll)rgo Ju fi

Per entendre millor la dificultat suposem que la convergencia de f; en-
vers f és uniforme i que m(FE) < oo. Llavors, donat €, hi ha un index j, tal
que

f(x)_€<fjo(x)’ re kb

[r=emm< [ fo<im [ 1

Fent ¢ — 0 obtenim el resultat desitjat. La dificultat és doncs que la
convergencia no és uniforme siné només puntual gairebé per tot (el fet que
també pugui ser m(FE) = oo és una dificultat menor). Fem ara l’argument
pel cas general.

Sigui s simple mesurable sobre E amb s < f g.p.t. Volem veure que

/3< hm/fJ
j—00

Donat ¢ amb 0 < ¢ < 1, definim
Ej={z € E:cs(x) < f;(z)},

de manera que E; C Ej 11 |J E; = E\ N per cert N C E amb m(N) =0
j=1

i donces

N

(N és {x € E:s(x) > f(x)}). Posem s = > Apxa,, on els A sén sub-
k=1
N
conjunts mesurables de F, dos a dos disjunts i |J Ay = E. Tenim que
k=1

N
SXE; = E Ak X AuNE;
k=1

N N

J

1 doncs

perque els A, N E; creixen envers Ak (menys un conjunt de mesura 0) quan
j creix. Ara, per la definicié de F

/s</ e/
fosm [ s
[ocm [

i, fent j — oo,

Fent ¢ — 1

i, agafant el suprem sobre s,
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Exemples d’aplicacié del teorema de la convergencia monotona

1. Si f i g sén funcions mesurables no-negatives a £ C R",

/E<f+g)=/Ef+[Eg

Demostracio. Aproximem f i g per una successié creixent de funcions sim-
ples.

1
1
2. Calculem / log — dx.
0 x
Pern=1,2,...

1 1
X[%,l)(ﬂf) logg /" X, () log e 0<zxz<l.

Doncs, pel teorema de la convergencia monotona,

Lo L
/ log — dz = lim log — dz
0 x x

n—oo [1
. ) 1 1
= lim [z — zlogz]1 = lim 1———|— log—zl.
n—>00 n n—r00 n n

1
1

Exercici. Calculeu / —dz, 0 < a.
0o ¢

3. Teorema de Beppo Levi. Sigui (f;)52, una successié de funcions me-
surables f;: E — [0, 00]. Llavors

/ij ) dm(z Z/fj ) dm(z

Demostracio. Apliqueu el teorema de la convergencia monotona a la suc-
o

cessié de sumes parcials de la serie ) f;.
=1
Una aplicacié de “Beppo Levi” és la segiient. Considerem el desenvolu-
pament en serie de potencies

o0

:Zx", —-1l<zr<l.

n=0

Sabem que podem prendre primitives terme a terme. Per tant

1 S
1 = —, —l<z<l.
Ogl—x Zn’ v

n=1
Per Beppo Levi

/ log

[e.9]

dx— /—d ;ﬁ
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Problemes

Per altra banda

/0 loglixd:c:[(1—x)log(1—x)—(1—x)]é:1.

o0

Doncs hem sumat la serie ) m = 1. De fet, la serie precedent és
n=1

una serie telescopica i es pot sumar directament, pero 'exemple illustra els
avantatges d’integrar terme a terme. O

Hi ha un altre teorema important de convergencia per funcions positives.

El Lema de Fatou. Sigui f;: E — [0,00] una successio de funcions me-
surables mo-negatives. Llavors

J—00 J—00

/hmlnffj( ) dx <11m1nf/ fi(x
E

Demostracio. Recordeu que

liminf f;(z) = sup inf f;(z) = lim (mf fix )) .

j—o0 Lk ik k—oo \ j>k

e o '
Notem que ]1r21£ filx) < jgklil fi(z).

Pel teorema de la convergencia monotona

/hmlnffj( )dx = hm mf fj( )
E

J—0 k—o00
< Jim inf / fi(x) = liminf /Efj (w) du

on hem utilitzat el fet obvi que la integral d’un infim és més petita o igual
que I'infim de les integrals. O

1. Sigui £ C R™ un conjunt mesurable i f,: £ — R (n € N) funcions
mesurables. Demostreu que si Y - [, |fa] < 400, llavors f, — 0

g.p.t.
2. Sigui f: R" — [0, +o0] integrable tal que f(R"™) C NU {+o0}. Es

defineixen, per a tot k € N, Ay = {z € R": f(x) =k} i By ={z €
R™: f(x) > k}. Demostreu:

a) /nf:Zk|Ak|.
k=1

b [ =Y B
k=1
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3. Siguin f,: R — R (n € N) funcions mesurables tals que la succes-
sié (fn)n és puntualment convergent cap a 0. Suposem que, per a tot
n € Nitot x € R, es compleix |f,(z)] < |z|~"/2e71*l. Demostreu
que la successié (|A,|)n de les mesures dels conjunts A,, = {z € R :
|fu(z)| > 1} és convergent i calculeu-ne el limit.

4. Sigui (fn)n la successi6 de funcions de R en R definides per f,(z) =
%X[07n)(|x|), on x4 és la funcié caracteristica de A. Calculeu el limit
de la successié ( fR f">n’ estudieu la convergencia de (f,), i calcu-
leu la integral del limit. Per que no es pot aplicar cap teorema de
convergencia?

5. Sigui f: R™ — [0, +00) una funcié integrable.

a) Si, per atot n€N, A, = {x €R™ : 1/n < f(z) < n}, calculeu
hmn%oo me\An f

b) Demostreu que, per a tot ¢ > 0 existeix A C R™ mesurable amb
mesura finita tal que f és acotada sobre A i me\ A f<e

¢) Deduiu que, per a tot € > 0, existeix § > 0 tal que si E és un
conjunt mesurable amb p(E) < 6, aleshores [, f < e. D’aix0
se’n diu “continuitat absoluta de la integral”.

6. Siguin f, € L'[0,1], fo(x) > 0 tal que f,(z) — f(z), 0 <z <1i
fol fn(z)dr =2,V n e N. Pot ser

a) f(x)der =37

7. Esbrineu si és certa o falsa 'afirmacié segiient:

Si (fn)n es una successié de funcions integrables a R™ tal que

lim f,(x) = f(z) q.pt. r € R™ 1 sup /m | for| < o0

n—0o0 k

llavors f és integrable.

4.4 Integracioé de funcions qualssevol

Recordem que si f: E — [—00, 00], es defineixen [T, la part positiva de f,
i f7, la part negativa de f, com
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Notem que f~ >0, f(z) = f"(z) — f~(2) 1 que [f(z)] = [ (z) + f(2).
Diem que si f: £ — [—00, 00| és integrable (en el sentit de Lebesgue) si
f és mesurable i [, fT < oo, [, f~ < oo.
La integral de f es defineix com

el fr

Els segiients fets sén conseqiiencies immediates de la definicié.

e [ ésintegrable & [, |f| < oo ien aquest cas

[i= [

e Linealitat de la integral. Si fi g son integrablesi a, f € R, llavors
af + Bg és integrable i

[at+sn=af1+5 4

e Desigualtat de Txebitxev.

miz € B: @] >y <1 [ 1f

que diu que “el conjunt de punts on f és gran és petit (en mesura)”.

Demostracio.
[in=] 12 [ t=tm{z € B:|f@)| >} O
E {zeE:|f(x)|>t} {z€E:|f(z)|>t}

e Si f és integrable, f és finita g.p.t.

Demostracio. Tenim que

{o e B:|f(@)| = o0} = (o€ B ()| > j)

, 1
mia € B:1f@)] >} <5 [ 171
B
Per tant, m{z € E : |f(z)| = 00} = 0. O
e Si f>0gp.t., f éintegrablei [, f =0, llavors f =0 g.p.t. a E.

Demostracio. Tenim que

J

{er:|f<;c>y>0}:U{er:|f<x>y>l}.

Per Txebitxevm{a:EE:|f(a:)|>%}=0,j:1,2,... O
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e Si f és una funcié continua a un interval [a, b] llavors f és integrable i
la integral de Lebesgue f[a b f és igual a la integral de Riemann f; f.

Demostracio. Si f és continua a [a,b], f és mesurable i fitada. Diguem que
[f(z)] <M, a <z <b Dones [, |fl < [,y M=Mb—-a)<oo,ifés
integrable a [a, b].

Per cadan =1,2,... dividim [a, b] en n intervals iguals

b— b—
Ijn:[aw—l) LS Ukl
n n

i escollim un punt ¢; € I;,. Posem

Zf len 7 agxgb

Notem que

b—a

£(2) = sa(a)| Sw(f, ) a<a<h,

on w(f,e) és el modul de continuitat de f. Llavors

‘/ f_/ Sn S/ |f_5n|§w(fa
[avb} [avb] [a7b]

‘”) (b—a).

Doncs
) - b —a
f = lim = lim Z f(t
[a,b} n—oo [a b] n—oo
El mateix argument val per la integral de Riemann. [

Nota. L’argument precedent es pot evitar passant a part positiva i part
negativa. També I'enunciat analeg és cert a R™.

Passem ara a estudiar en quines condicions integral i limit g.p.t. es poden
intercanviar, és a dir, quan val [, nh—>nolo folz) = nh_)IIQlo [ [a(2)
El segiient exemple mostra que aixo no sempre es pot fer.

Sigui f,, la funcié que té per grafica el triangle isosceles d’altura n de la
figura segiient.
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3| =

n+1

Llavors
fulz) =50, zeR,

11 1
/Rf”_éﬁ'”_i'

Les funcions f,, sén positives, pero la successié no és creixent i, per tant, no
es pot aplicar el teorema de la convergencia monotona.

El resultat seglient és el teorema de convergencia més important de la
teoria de la integral.

pero

Teorema de la convergéncia dominada. Sigui f;: E — [—00,00] una
successio de funcions mesurables tal que

file) 2% f(a), gpt a€E,

i |f;] < g g.pt. aE per una certa funcio g integrable a E. Llavors f és
integrable a E i [, |f — [;] 22%0. En particular

/Efjm/Ef‘

Demostracio. Com que f; — f g.p.t. i |fj| < g g.p.t. tenim que |f| < ¢
g.p-t. i, doncs, f és integrable. Ara és molt facil reduir el problema al cas
en que f = 0. Només cal posar h; = |f — f;| 1 G = 2¢, de manera que
0 < h; <G, G integrable a £'i h; — 0 g.p.t. a E. Cal demostrar que

J'- j—)OO
E

Ara farem servir que liminf(—a;) = —limsupa;, per successions de
j—00 j—o00
nombres reals a;. Pel Lema de Fatou

/ /hm (G —h;) <hm1nf/G h;
E g J—0 j—o0
G+l1m1nf/ —h; —/G—hmsup/h].
J—00 Jj—o0
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Doncs lim sup fE h; <0.

Jj—00
Per altra banda sabem que lim inf fE h; >0 (perque h; > 0) i, per tant,
Jj—00
liminffE h; = limsup fE hj = 0. Aixi que lim fE h; = 0. ]
J—ro0 j—o0 Jj—o0

El segiient exemple mostra un altre cas en que no s’aplica el teorema de
la convergencia dominada.
Posem

filr)= =) zeR

:j2+x2’

Clarament

fi(x) Iz, 0, ze€R.

Ara, com que X[—nnf; " fj;

. ] n j
/R fi=lm [ Xnnf;= lim ' o

n—o0 “n j2 —+ .%2
ni g n

= lim y 5 = lim 2arctan — = 7.
n—oo —n/j 1 —+ Y n—00 J

Farem ara dues aplicacions del teorema de la convergencia dominada a
la transformada de Fourier.

Convé definir integrabilitat per funcions complexes (que prenen valors
complexos). Una funcié f: E — C es pot escriure f(z) = u(z) + iv(z),
x € F, on uiwvsoén funcions reals definides a E. Diem que f és mesurable si
inomés si u i v ho soén i diem que f és integrable si i només si f és mesurable
i uiwvsén integrables. La integral de f sobre E és el nombre complex

Ji=[usifw

Es un exercici convencer-se que f és integrable si i només si f és mesurable
i Jg|f| < oo (recordeu que [ul, [v] < [f] < fu| + |v]).

Definicié. La transformada de Fourier d’una funcié integrable a R és la
funcié

£ = /_Oo f(x)e ™ dx, € cR.
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Notem que per a tot £ € R la funci6 complexa f(z)e™ ™ = f(x) cos(z)—
if(z)sin(z€) és integrable perque

|f(z)e™™| = |f(z)|, zeR.
Per tant f(f) esta definida per a tot £ € R.
° f és continua a R.

Demostracio. Fixem £ € R i prenem una successio (&,)02, amb &, — &.
Hem de veure que

/OO fx)e ™ dp 22%% /OO f(z)e ™ da. (4.2)

Com que per cada z, e~®¢ és una funcié continua de ¢,
f(z)e @ 222 f(x)e @z eR. (4.3)

De fet, haurfem de dir per gairebé tot x € R perque hi ha un conjunt de
punts de mesura 0 on f(z) = +oo i llavors f(z)e ™ no té sentit. Aixd es
pot resoldre d’entrada redefinint f(z) com a 0 en aquests punts o, millor
encara, ignorant el que passa en aquest conjunt excepcional. Observem que

la convergencia puntual g.p.t. (4.3) és dominada perque | f(z)e~ | = |f(z)
i|f]| és integrable. Pel teorema de la convergencia dominada obtenim (4.2).
[

Ara ens preguntem en quines condicions f(§) és derivable. La funci6 f(§)
és la “suma” de les funcions f(x)e™**¢ respecte de x i doncs, com que la
derivada d’una suma és la suma de les derivades, hauria de ser

L) = / f(x)e ™ (—iz)dx, ¢ €R.
dg —o00
Per tal que la integral precedent existeixi cal que la funcié

|f(z)e™ " (—iz)| = |z[| f(2)]

sigui integrable, cosa que pot passar o no. Per exemple, si f(z) = ﬁ,
z e R, |z||f(x)] = 1@62 no és integrable.

e Suposem que f iz f(x) sén integrables. Llavors f (&) és derivable i

%5) - /_Z“”)f (x)e™ dz = (=izf(x))"(§), E€R.

Nota. Hi ha un teorema més general de derivacié d’'una integral que depen
d’un parametre, del qual I’enunciat precedent és un cas particular. La idea
de la demostracio del cas general es veu molt clarament en 'argument que
segueix.



Materials 53

Demostracio. Escrivim els quocients incrementals de f al punt £ e R :

h e~ (&+h) _ 7zx§
fle+ / I .
h
Ara farem que h — 0 a través d’una successié qualsevol h,, — 0. Obtenim
—ix(E+hn) _ ,—ix€ )
f o) "5 fla)e " (—ia),
per gairebé tot x € R. Per dominar la convergencia escrivim
—ix(E+hn) _ ,—ix€ —ixhn __ 1
e e e
o) | = Il [
—izh
e W —1
G E——

Com que |f(x)||z| és integrable podem aplicar el teorema de la convergencia
dominada per concloure que

lim JE+ h / f(x)e ™ (—ix) du,

h—0

que és el que voliem demostrar. O

Exercici. Donada una funcié f integrable a (0,1), posem

= /lf(:zc) cos(z’¢)dw, £ €R.
0

Demostreu que F' és derivable a R i trobeu una férmula per la derivada.

Problemes

1. Calculeu els segiients limits:

n

a) lim (1 + E) e rdr, a € R.
0 n

n—oo
+oo d
b) lim —xn
n—oo J (1—|— %) xl/n
1 .
¢) lim de, a>1.

n—oo [o 1+ (n:E)O‘

2. Demostreu que

* cosx Ccos T n
dr = n—nmd — _1n+1 )
T - ST S

=0 n=1
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. Sigui & un nombre positiu. Calculeu

n—00 n

71'/2 : 0%
lim n sin (M) dzx.
0

(Indicacio: Considereu 0 < a<1l,a=111<a.)

. Sigui f una funcié integrable a [0, 1]. Demostreu que z" f(x) és inte-

grable a [0,1] per atot n =1,2,... i que fol 2" f(z) dx té limit.

. Demostreu que existeixen els limits:

) "sinx . " sinx
lim dr, lim

n—oo J €T n—oo [ X

dx,

sinx

pero que no és integrable a [0,00). Per aixo tltim noteu que
|sinz| > 1 molt sovint per z > 0.

. Calculeu

™

lim cos(z? + 1)e ™ dx
n—oo 0

™1
lim —e ™ dx.

n—oo Jq \/E

. Donada una funcié f integrable a [0, 1], definim una funcié f per

fla) = [ costa it v, R

Demostreu que f és diferenciable a tot x € R. Quantes vegades es
pot derivar f 7

. Sigui £ un conjunt mesurable de R™ amb 0 < m(FE) < oo i posem

fn = XE si n és senar,
fn = XEe si n és parell,
on £ =R"\ E.

Quina és la rellevancia d’aquest exemple en relacié al lema de Fatou?

. Sigui f una funcié mesurable, 0 < f < oo amb fRn f=c¢0<c< 0.

Demostreu que

oo, O<axl

lim nlog<1+<®) ) dr=<c¢c, a=1
n—oo [pn n

0, l<a<o

Aquest és un problema del llibre del Rudin “Real and Complex Analy-

1o

S1S
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10. Sigui £ C R™ un conjunt mesurable i f: F — (0,400) una funcié
integrable. Demostreu que

lim [ fY"(z)dz = |E|

n—oo E
en els segiients casos:
a) Si f(z) <1lgpt ze€k.

b) Si f(z) >1gpt.xe€E.
c) En el cas general.

11. Sigui K un compacte de R™ i, per a tot n > 1, f,,: K — R funcions
mesurables tals que lim,,_,, f,(z) = f(x) g.p.t. z € K. Suposem que
existeix M > 0 tal que per a tot n, [, |f.] < M.

a) Demostreu que f és integrable i mostreu, amb un contraexemple,
que en general no és cert que lim, o [; | fu(@)] dz= [, |f(2)| dz.
b) Demostreu que si la convergencia f,, — f és uniforme es compleix

limy oo [i | fu(@)| dz = [i [f(2)] dz.

12. Sigui f: [0, 00) — R una funcié mesurable i fitada tal que lim, ., f(x) =
0. Demostreu que per a tot a > 0

a

lim f(nzx)dz = ao.

n—oo 0

13. Sigui f una funcid integrable a R™ que pren valors reals. Calculeu

jli_)rgloj/n sin (@) dx.

14. a) Comproveu que

(X1, * X[—11) (@) = (2 +2)X[—2,0(7) + (2= T)xp2(7), = €R.

Noteu que la convolucié té un efecte “regularitzador”: cada factor
de la convolucié és una funci6 fitada pero no continua, mentre
que la convolucié f compleix la condicié de Lipschitz (té pendents
fitats)

|f(z) = f(@)| < Cle —yl, =yeR
b) Sigui g la funci6 Lipschitziana
9(z) = (z + Dx-10z) + (=1, 2)x0,1 ().

Comproveu que

(9% xr)(a) = ET D
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La grafica de la convolucio, diguem-ne h, esta formada per 3 arcs de
parabola i és de classe C' a R, perd no és de classe C? (la derivada
segona no existeix als punts +1 i £2). Per simplificar els calculs
observeu que g i x[-1,1)(¢) sén funcions parelles i que la convolucié de
dues funcions parelles és parella.

15. Sigui f una funcié mesurable a (0, 1) tal que 0 < f(x) < 1 gairebé per
tot z € (0,1). Calculeu lim fol f™. Suposem ara que f és mesurable
n—oo

a (0,00) i compleix la mateixa desigualtat gairebé per tot x € (0, c0).

Quins son els possibles valors de lim fooo fm?
n—oo

16. Sigui f una funcié mesurable f: R* — R amb [, |f|* < co. Calculeu

ler£102j2 / (1 — cos (@)) de.
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5. El Teorema de Fubini-Tonelli

5.1 Tonelli, Fubini i Cavalieri

El teorema de Tonelli permet calcular integrals de funcions mesurables po-
sitives f: R™ — [0, 00| en termes d’integrals iterades.

Posem n = p + ¢ i escrivim un punt de R" com (z,y), amb x =
(X1, xp) 1y = (y1,...,Yq)-

Teorema de Tonelli. Sigui f: R™ — [0, 00| una funcié mesurable no-ne-
gativa. Llavors per gairebé tot x € RP la funcid y — f(x,y) és mesurable
a R? ¢ per gairebé tot y € R? la funcic x — f(x,y) és mesurable de RP. Les
funcions © — [o, f(x,y)dy 1y — [g, f(z,y) dz son mesurables a RP i R
respectivament i tenim

temdn= [ ([ semar)ao= [ ([ s a

Per exemple, si n = 2 aixo redueix el calcul d’una integral doble a 2 de
simples. Per exemple,

/ e~ lel=lyl dxdy:/ (/ e~ el o1yl dy) dr
R2 R \JR
:/ew (/ o~ dy) da
R R
2
:/e—lyl dy./e—xl dr = (/ el dx> )
R R R

Ara la integral simple és facil de calcular:

/ e el dy = 2/ e Cdr =2[—e "] = 2.
R 0

En el segiient exemple es veu que la integral iterada en un sentit es pot
calcular i en I’altre no.
Volem calcular [, e~ dx dy on

Rn

E={(z,y) eR*:0<y <}
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Apliquem Tonelli:

/e‘m2 dxdy—/ e_’”QXE(x,y) dz dy
E R2

- /RX(W(:”)”Z < /R X[o.2](Y) dy) d

o0 1
:/ e rdr = -
0 2

Per altra banda, calculant la integral iterada en l'altra direcci6

/ e xp(r,y) dvdy = / X(0,00) (¥) ( / X(yoo) (7)™ d:z:) dy
R2 R R

[ (o)

i la integral interior no la podem calcular explicitament perque la primitiva
de e™* 1o es pot expressar en termes de funcions elementals.

El Principi de Cavalieri és el teorema de Tonelli en el cas particular
en que la funcié f(x,y) és la funci caracteristica xg(z,y) d'un conjunt
mesurable F. Per cada x € RP la secci6 de E per x és

E(z)={yeR?: (z,y) € E}.
Analogament per y € R? posem

E(y) ={z € R : (z,y) € E}.

Principi de Cavalieri. Sigui E un conjunt mesurable a R" = RP x RY.

Llavors, per gairebé tot x € RP, E(x) és mesurable a R?, la funcié x —
m(E(z)) és mesurable a RP i

m(E)= [ m(E(z))dx.

RP

També, per gairebé tot y € R, E(y) és mesurable a RP, la funcid y —
m(E(y)) és mesurable a R? i
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Per exemple, sin =2, p=q =1,

Area(E) = /Rlongitud(E(w)) d.

Sin=3,p=2,q¢q=1,

ey

Volum(E) = /

. Area(E(z)) dz = / longitud(E(x,y)) dx dy.

R2

Demostracio del Principi de Cavalieri. Es un argument tipic amb conjunts
mesurables que consisteix en demostrar 1’enunciat primer per rectangles,
després per oberts i finalment per conjunts mesurables generals passant
abans pels conjunts de mesura 0.

Pas 1. Suposem que F és un rectangle, £ =1 x J, on I i J sén rectangles
de R? i R? respectivament. Llavors, per x € R?,

J sizel
E(x) =
(@) {@ six ¢ 1.
En qualsevol cas E(x) és mesurable. Tenim

m(E(x)) = m(J)xi(x)

m(E(x))de =m(J)-m(l) =m(E).

RP
Es raona analogament comencant amb y € RY.

[ee]

Pas 2. E/ és un obert. Llavors sabem que E' = |J @, on els (Q;)%2, sén una
j=1

successio de rectangles dos a dos disjunts (per una demostracié d’aquest fet,
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veieu I'apendix d’aquest capitol). Clarament
E(z) = U Q,(x), z€RP,
j=1
i doncs E(x) és mesurable perque @);(z) és un rectangle. Ara

m(B(z)) = Zm(Qj(x)), z € R,

J=1

i, aplicant Beppo Levi,

mE@)dr =Y [ m(Qa))dz = 3 m(@;) = m(B).

RP

L’argument és el mateix comengant amb y € RY.

Pas 3. E compacte. Sigui B una bola oberta B D E. Llavors Q = B\ E és
obert i

E(x) = B(x) \ Q(x), z€RP

/Rp m(E(x))dx = . m(B(x))dx — . m(Q(x)) dx

=m(B) —m(Q) = m(E).

Pas 4. E és un conjunt mesurable qualsevol. Sabem que E = NU| | K j>
j=1

on m(N) = 0 i la successié de compactes (Kj)32, és creixent (K; C Kj1,
j=1,2,...). Hem d’entendre qué passa amb el conjunt N. Veiem que

m*(N(z)) =0, gp.t xR (5.1)

Es suficient veure que per a qualsevol § > 0, m*{z € R? : m*(N(z)) > 6} =

0. Donat e > 0 agafem un recobriment de N per rectangles ([;)52, amb

> m(l;) < e. Llavors

J=1

Nw) < U L)

m (V@) < 3" m(L(x).

J=1
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Per Txebitxev

m{x € RP :m*(N(z)) >} <mxecR: Zm )>5}

{
/ ) dx

<L
=3

Aix0 ens diu que E(z) = N(z)U (U K;(z) | és mesurable per gairebé
Jj=
g.

tot x € RP i m(K;(x)) ~ m(E(x)), g.pt. v € RP. Per tant la funcié

r — m(E(x)) és mesurable i

m(E(z))dr =lim | m(K;(z))dr =limm(K;) = m(E),

RP J RP J
tal com voliem demostrar. O

Demostracio de Tonelli. Es fa una reduccié al cas de funcions caracteristi-
ques de conjunts mesurables. Sabem que hi ha una successio creixent de
funcions simples mesurables (s;)52, tal que s;(x,y) 7 f(z,y), (z,y) € R™
Ara cada s; és una combinaci6 lineal finita de funcions caracteristiques de
conjunts mesurables, doncs el teorema de Tonelli val per cada s;. Ara per
passar a f(x,y) es fa servir el teorema de la convergencia monotona. O]

El teorema de Fubini és la versié més senzilla possible del teorema de
Tonelli per funcions que canvien de signe.

Teorema de Fubini. Sigui f: R" — [—00, 00| una funcid integrable i n =
p+q. Llavors

(i) Per gairebé tot x € RP la funcid f.(y) = f(x,y), y € RY, és mesurable
a R? i per gairebé tot y € RY la funcié f¥(x) = f(z,y), v € RP, és
mesurable a RP.

(ii) Les funcions

r— [ flz,y)dy
R4

y— [ flz,y)dz
Rp

son mesurables a RP 1 R? respectivament.
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(iii)
L= ([ sema) =] ([ swpa)

Demostracio. Fem una reducci6 a Tonelli posant f(x,y)=f"(z,y)—f(z,y)

i notant que f.(y) = (f7)z(v) — (f7)z(y). O

Exemple d’aplicacié de Fubini

Demostrarem la segiient identitat:

0o - A .
/ ST Jr = lim el LY (5.2)
Notem que 2% no és integrable a (0, co). Es mesurable perque és continua,
pero
9 (n+1) 0 w(n+1)
AT 5 =P S
0 ™ 7’L +
s 0 1
= sin x| dx —— =00
f, el Yoy = oo

degut al fet que |sinz| és periodica de periode m. La integral fooo % dx
no és, doncs, una integral en el sentit de Lebesgue. Ara, succeeix, com al
cas de f(z) = ®22 que una funcié f(x) pot no ser integrable Lebesgue a

«.

'interval (0, oo), pero pot existir el j}lm fOA f(z)dz, que s’anomena “valor
—00

principal (de Cauchy)” de la integral. Un exemple trivial és, canviant (0, 0o)
per (—00, 00),

/ d—x:lim ld:U:limO:O.

€T A—o0 %<|ac\<A €T A—o0

L’analeg en el moén de les series sén les series convergents pero no absoluta-
ment convergents.

Demostracio de (5.2). Notem que per 0 < z < 00,

[eS) —zy]o©
B e 1
0 -z |, T
Ara voldriem escriure

* gsinx o o0 I
/ dr = / sin « / e Wdydr = / / sinxe Y dydx
0 T 0 0 0 0

i el problema és que sinz e~ no és integrable al quadrant @ = (0, 00) X
(0,00). En efecte,

o 0 o :
sin x|e™ T = de:oo.
0 0 0 x
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Pero, obviament, sinze ¥ és integrable a la banda (0, A) x (0,00). Per
Fubini

A A 00 00 A
/ S g = / / sinze Ydydr = / (/ sinze Y dx) dy.
o T 0o Jo 0 0

Volem calcular una primitiva de sinx e™¥. Fem dues integracions per parts
posant primer u = sinx i dv = e dy i després u = cosx i dv = e™ ™ dy.
Concloem que

1
/ sinze Ydr = — e " (cosx + ysinx) + constant
1+ y?

i que

A 1 e~
/0 sinze ™ dy = T 1+y2(cosA—|—ysinA).

Integrant en y entre 0 i co obtenim

A - © —Ay
/ Smxdng—/ e—(cosA—I—ySinA)dy.
0 0

T 1+ 42

L’integrand de la integral de la dreta tendeix a 0 quan A — oo per cada .
La convergencia és dominada perque per A > 1

—Ay —Ay 1
e . e Lty
'W(COSA‘HJSIHA)‘ =7 +y2<1 ty) ey vl
que és una funcid integrable a (0, 00). O

Farem una altra aplicacié de Fubini a I’estudi de la convolucié.

Problemes

1. Demostreu que:

a) Si N C R? té mesura nulla a R?, llavors N x R? té mesura nulla
a RP x RY.

b) Si £ C R?i F C R? s6n mesurables, llavors E' x F' és mesurable
aRPTIi |E X F| = |E|-|F|.
(Indicacié: Ex F = (E xR?)N(RP x F).)

c¢) Si f és mesurable sobre R? i g és mesurable sobre R?, h(z,y) =
f(z)g(y) és mesurable sobre RPT4. A més si aquestes funcions
son positives,

[ swetnaeay= ([ s@ae) ([ swa).

d) Si f és integrable sobre R? i g és integrable sobre R?, h(x,y) =
f(x)g(y) és integrable RP*4 i

[ s@awasas=( [ o) ([ swar).
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/ exp(—22 — - — 22 d(zy, ..., z,) = 72
2. Sobre un conjunt mesurable £ C R? considerem dues funcions mesu-
rables ¢, 1: E — R tals que ¢ < i posem
A={(z.y) eRM" 1z € B, p(z) <y <o)}

Comproveu que A és mesurable i que si f és mesurable no negativa o
integrable sobre A, llavors

[ e = [ ( / ?:)f(x,w dy) .

ry
(22 +y2)2

3. Sigui

f(xvy) = T,y € [_171]2'

a) Per a zg,yo € [—1,1] fixats estudieu si les funcions parcials
f(z,y0), f(zo,y) sén integrables i calculeu les integrals dobles
iterades de f a [—1,1]%

b) Determineu si f és integrable a [—1,1]%,

¢) SIE ={(z,y) : 2,y >0, 22 +y* <1, 2%+ (y—1)? > 1}, calculeu

/Ef(x, y) dz dy.

4. Sigui D ={(z,y) e R?* : 2 >0,y > 0, 22+ ¢y* <1} i K C [0,1] el
conjunt ternari de Cantor. Donats «, 8 € R considerem la funcié

xayﬂ
foz,ﬁ(xay) = x? +y2
0 si(r,y) € Dix?+y* € K.

si(v,y) € Dix?+y* ¢ K,

a) Demostreu que la funcié f, s és mesurable.
b) Per a quins valors de «, § la funcié f, g és integrable en D?

5. Sigui
(0,1)?

|z — y|*

a) Justifiqueu la segiient igualtat

=2 [ ([ w55 -

b) Calculeu el valor de I.
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5.2 Convolucid

Donades dues funcions f i g integrables a R”, la convolucié de f i g es
defineix com

(f*g)(z) = - flz —y)g(y) dy,

per aquells x de R™ tals que el producte f(z — y)g(y) sigui una funcié
integrable de y. Recordem que el producte de funcions integrables no ho és
en general: \/%;X[O,l](ﬁ) és integrable a R, perd el quadrat <x(o1j(z) no ho
és. Per tant cal esbrinar per quins = es pot definir (f * g)(x).

Exemple. Sigui n =1, f = xjo1). Llavors

<mﬂumm=/mM@—wmw@=/mgwMy

Fixem-nos que coneixer les mitjanes de g sobre tots els intervals de lon-
gitud 1 déna bastant informacié sobre g. Si en comptes de xjo1 agafo

X107 () obtenim
—X[0.r x)=— :
TX[O, 1*9 r ) g\y)ay

Es pot veure que coneixer totes aquestes mitjanes (per a tot x € R i tot r >
0) determina g. Per exemple si g és continua, clarament

1 x+r
g(x) = lim — g(y)dy, =eR

r—0 17 =

En conclusié hem de pensar la convolucié de f amb ¢ com una “mitjana”
de g respecte d’'una trasladada de f.

Abans d’estudiar l'existencia de (f % ¢g)(z) fem dues observacions preli-
minars: la mesura de Lebesgue és invariant per traslacions, és a dir,

m(a+ E)=m(E), a€R" E mesurable

i per inversio:
m(—FE)=m(E), F mesurable.

Doncs, passant de funcions simples a funcions mesurables,

f(=z)de = [ f(z)dx
R" R™

flz —a)dx = . f(z)dx

Rn
si f és integrable.
Els x pels quals (f * g)(z) esta ben definida sén aquells pels quals

[ 156 =l dy < o



66 Materials

Integrem en z i apliquem Tonelli:

[ [ = attswiaas = [ ([ 15wl ol dy

— / ( 5 |f(x)|da:) l9(y)| dy

= \f(x)|dz [ |g(y)|dy < .
Rn Rn
Doncs
|f(z —y)|lg(y)|dy < o0, g.pt.zecR",
Rn

i concloem que (f * g)(z) esta definida per g.p.t. z € R™.
El problema amb 'argument precedent és que per aplicar Tonelli cal
saber que |f(xz — y)||g(y) és mesurable a R™ x R™.

Lema. Si f és mesurable a R", les funcions, definides a R™ x R™

h(z,y) = f(y), (z,y) € R" x R",

H(z,y) = f(x —y), (z,y) € R" xR",
son mesurables a R™ x R"™.

Demostracio. La funcié h és composicio de

R x R* —2 5 R* — 5 [0, o0]
(z,y) >y f(y)-

Ara, h™ (o, 00) = ¢~ (f (e, )), @ € R, i, per tant, cal veure que ¢~ (E)
és mesurable a R™ x R™ per cada E mesurable de R". Sabem que hi ha

oberts G; D Gj41 tals que B = (ﬂ Gj) \ N amb m(N) = 0. Com que ¢ és
j=1

continua ¢~(G;) és obert per a tot j. Doncs ¢~ H(E) = (ﬂ gb‘l(Gj)) U
j=1

¢! (N) sera mesurable sempre que m(¢~(N)) = 0.

Ara ¢ H(N) ={(x,y) e R* x R": y € N}.

Veiem que m(¢™1(N) N Q) = 0, per a tot M > 0, on Qy = {(z,y) €
R™ x R" : |z;|] < M,1 < j < n}. Donat ¢ > 0, recobrim N per rec-

tangles (I;)32, amb Y m([;) < ¢. Posem I, = [-M, M]" x I, que és un
=1

rectangle amb m(I;) = (2M)™m(I;. Com que ¢ *(N)NQn C U I; tenim
j=1

que m* (¢~ (N) N Qur) < (2M)" 37 m(l;) < (2M)"e.

J=1
Un argument semblant dona la mesurabilitat de H. O
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Aix{ dones f(x — y)g(y) és mesurable a R™ x R™ i, a més, és integrable
a R™ x R™, tal com hem vist més amunt.
Per Fubini, la funcié

v / f(x - )gly) dy = (f * g)(x)

¢és mesurable a R" i, a més, és integrable a R" i
(Fro)@ldn < [ |l [ o)y
R™ R™ R™

Un fet remarcable és que transformada de Fourier i producte de convo-
lucié es relacionen de manera perfecta.

Teorema. Si f ¢ g son funcions integrables a R, llavors

(f * 9)™(&) = f(©)a(e), EE€R,

Demostracio. Aplicant Fubini tenim

(f * )" () = / (F + 9) (@) d

-/ ( [ 1= )9t0 dy) e dg

(
= /R < | fla- y)e e drc) gly)e ™ dy
( |

]

Hi ha versions discretes dels resultats precedents en que la mesurabilitat

no hi juga cap paper. Per exemple, donades dues successions a = (a,)5°

n—=——oo
o
ib=(b,)_, amb index n que varia a tot Z, tals que > |a,| < oo i
n=-—00
oo

> |bn| < o0, definim el producte de convolucié de a i b com la successié

n=—oo

Llavors tenim que

Yo laxb)m< Y laal- Y Ibal.

n=—oo n=—0oo n=—oo
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Demostreu-ho com a exercici.

5.3 Apendix: cubs diadics

Un cub diadic de mida 1 a R™ és un cub de costat 1 amb vertexs que tenen
coordenades enteres.

......................................................................

Un cub diadic de mida 2=, N € Z, és un cub de costat 27~ amb vertexs
que tenen coordenades de la forma k2=~ amb k € Z.

A la figura es poden veure els cubs diadics de mida 1 i mida 1/2. Per
comoditat considerarem només cubs diadics tancats per I'esquerra i oberts
per la dreta, és a dir, del tipus

[TF27, (ks +1)27Y), kjez, 1<j<n

j=1



Materials 69

D’aquesta manera els cubs diadics tenen les segiients propietats

(1) Els cubs d’una mida donada sén 2 a 2 disjunts i recobreixen R".

(2) Donats dos cubs diadics o sén disjunts o un esta contingut en l'altre.
Proposicié. Tot obert de R™ és unio d’una familia disjunta de cubs diadics.

Demostracio. Sigui € I'obert i z € 2. Per cada N hi ha un tnic cub diadic
de mida 27V, diguem-ne Qy, que conté . Com que  és obert si N és prou
gran Qn C €. Per tant €2 és la uni6 de tots els cubs diadics que conté. El
problema és que aquesta familia no és disjunta. Per arreglar-ho procedim
de la forma segiient. Considerem la familia ; dels cubs diadics de mida 1
continguts a © (pot ser buida). Sigui Q, la familia dels cubs diadics de
mida 27! continguts a 2 perd no continguts a cap cub de la familia ;.
Inductivament definim Qpy com la familia dels cubs diadics de mida 2=V
continguts a € pero no continguts a cap cub de la familia Q; U--- U Qpy_;.
oo
Poso Q = |J 9;. Llavors 9 és una familia de cubs diadics dos a dos disjunts
=1
que té per]unié Q.
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6. El Teorema del canvi de variable

6.1 El cas d’una variable: repas

b L.

Suposerp que V?lem Calcglar fa f on fés ?ntegrable Lebesgm? 8 (a‘, b): Sabem
que sovint el calcul es simplifica si canviem de variable. Aixo significa que
passem d’una variable antiga x a una de nova y mitjant¢ant una funcié
diferenciable amb continuitat

¢: (Oé,ﬁ) — ((l,b)
y — oy) ==
que té una inversa, també diferenciable amb continuitat,

¢t (a,b a, f3)
x ¢~ (z) =y.

—
—
Per exemple, per calcular

va bé fer el canvi y = x2. Llavors la recepta que sabem consisteix en posar
dy = 2x dx i substituir la variable x per la nova variable y

2 4
2 1 1 1
/0 e P xdr = /0 e’yﬁ dy = 5[—6"”]3 = 5(1 —e ).

Els nous limits d’integracié es justifiquen notant que si x es mou entre 0 i 2
y = 2% es mou entre 0 i 4. Aqui el difeomorfisme ¢ és

¢:(0,4) — (0,2)
y — v=0¢(y) =y

¢ (0,2) — (0,4)
r — y=¢ l(x) =2

El teorema del canvi de variable diu que

b B8
/ f(x) dz = / F(6w)d () dy
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i la demostraci6 es redueix a notar que si F(r) és una primitiva de f(x),

llavors F(¢(y)) és una primitiva de f(¢(y))¢'(y) (per la regla de la cadena)
i, doncs,

B b
/ f@W)d' (v) dy = F(¢(B)) — F(¢p(a)) = F(b) — F(a) = / f(z) dx.

Fixem-nos que estem implicitament suposant que o < (. Llavors ¢ ha de
ser creixent i ¢'(y) > 0. Pero hi ha casos en que ¢ decreix. Per exemple,

per calcular
1
/ e “dx
0

va bé posar y = —x. Llavors dy = —dz i

1 -1
/ e dx = —/ e’ dy
0 0

on els nous limits d’integracié es justifiquen pel fet que si x es mou entre 0

i 1, =2 es mou entre 0 i —1. Per conveni es posa [ g = — ffg sia< (i,
doncs,
1 0
/ e "dr = / eVdy=1[e"]", =1—e .
0 -1
En aquest cas
gb: (_170) — (071)
y — x=0y)=-y
¢ (0,1) — (=1,0)
r — y=¢ (z)=—x.

Si ¢ decreix el teorema del canvi de variable diu que

b B
/ f(x) de = — / F(6w)d () dy

i la demostracié és la d’abans.

Com que ¢'(y) és negatiu, —¢'(y) = |¢'(y)|, aixi que el teorema del canvi
de variable es pot enunciar en una dimensié i sense explicitar si ¢ creix o
decreix aixi:

b B
/ f(z) dz = / F6w)I¢ ()] dy.

6.2 L’enunciat en dimensions superiors

Siguin U i V dos oberts de R" i ¢: U — V un difeomorfisme. Recordem
que aixo significa que ¢ és diferenciable amb continuitat i té una inversa
que també és diferenciable amb continuitat. La diferencial de ¢ al punt x
¢és la matriu

%) %)

81’1 8$n
Do) = | ¢
Pn Ion,
B, () ... oz, ()

on ¢(x) = (¢1(x),...,¢n(x)). El determinant de D¢(x) s’anomena el Jaco-
bia de ¢ al punt z i es denota per Jo(z).
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El teorema del canvi de variable. Si f: V — [—o0, 00| és integrable,
llavors f o ¢ és integrable a U i

/f dx—/f DIJ6(w)] dy. (6.1)

L’exemple classic al pla és el canvi a polars. U = (0,00) x (0,27),
V =R\ {(x,y):y=0iz>0}i
o: uv — V
(r,0) — ¢(r,0) = (rcosf,rsinf).

Tenim que

cosf —rsinf
sinf rcosf

Do(r.0) = (
iJo(r,0) =r.
Calculem ara, com a exemple, la integral fRQ (@*+9%) g dy.

2
Per Tonelli aquesta integral és ( fR e " dx) .
Fent el canvi a polars obtenim

2w 00
/ e~ @) do dy = / e rdfdr = / d@/ e rdr = .
R? (0,2) % (0,00) 0 0

Per tant, s’obté la famosa férmula

/ e dr = V.

—00

Una manera més intuitiva d’obtenir la férmula del canvi a polars dz dy =
rdf dr es basa en el segiient dibuix

N (r+dr)df = rdf + drdb

En el pla  — y considerem el punt (x,y) que en coordenades polars
és (r,0). L’element d’area dx dy es pot obtenir incrementant I’angle 6 per
una quantitat df i la distancia a 'origen r per una quantitat dr. Les “dues
dimensions” de dz dy sén r df i dr i, doncs, r df dr és aproximadament dx dy.
Es clar que hi ha un error, que pot ser despreciat, perque també podem
prendre com a “dues dimensions” de dz dy, dr i (r 4+ dr)df = rdf + dr df
i, doncs,

dx dy = rdf dr + (dr)* df
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i Verror (dr)*df és d’un ordre més petit i, en conseqiiencia, despreciable.
L’error desapareix a l'integrar.

Exercici. Calculeu el jacobia del canvi a coordenades cilindriques i esferi-
ques a R? i feu 'argument intuitiu corresponent.

6.3 Reduccions per la demostracié de la férmula del canvi de va-
riable

Discutim la férmula (6.1). La primera cosa que observem és que podem
suposar que f > 0, passant a f1 f~. La segona és que només cal demostrar
la desigualtat

/VfS/U(fo¢)|J¢|- (6.2)

La raé és que aplicant (6.2) a ¢! i a la funcié g = (f o ¢)|J¢| obtenim

[ ool [ ruseloaet = [ 1

Ara la demostracié de (6.2) es redueix, per 'argument habitual de funcions
simples, al cas f = xg, on E és un subconjunt mesurable de V. Es a dir,
posant F' = ¢~ 1(E), hem de veure que F' és un subconjunt mesurable de U
i que

m(6(F)) < / 7], (6.3)

Equivalentment, s’ha de veure que si F' és un subconjunt mesurable de U
llavors ¢(F') és un conjunt mesurable de V' i val (6.3).

Ara, podem expressar F' com F'= [ () G; | \ N on els G; sén oberts
j=1

que decreixen i N té mesura nulla. Aixi que només cal veure que (6.3) val
per F' = G obert (notem que ¢(G) també és obert perque ¢ és oberta) i
que ¢(N) té mesura nulla si N té mesura nulla. Expressant un obert G
com a uni6 de quadrats amb interiors disjunts reduim (6.3) per un obert al
cas F' = @) quadrat. De fet, de propina, la férmula (6.3) per oberts ja déna
que m*(¢p(N)) = 0si m*(N) = 0. Larad és que si m*(N) = 0, llavors donat
e > 0 puc trobar un obert G tal que U D G D N i m(G) < €. Doncs

m* (V) < m($(C)) < /G 176,
Si |J| és una funcié fitada per M a U,
e (B(N)) < Mm(G) < &M,
que déna m*((N)) = 0. Ara, canviant U per I'obert
Up = o € U+ |J6(2)] < m}

podem suposar que |J¢| és fitada a U (noteu que la unié dels U,,, m =
1,2,... és U).
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En resum, es pot reduir (6.3) al cas en que F' = ) és un quadrat i aquest
és el cas que tractarem en detall.
6.4 El cas de canvis de variable lineals

Primer considerarem el cas en que ¢ = L és una aplicacié lineal invertible
de R™ en R".

Sigui () un quadrat, ¢ la longitud del costat i a el vertex inferior esquerre
(el lector pot concentrar-se en el pla, pero 'argument funciona en qualsevol
dimensid). Llavors @ = a + £Qy on Qg és el quadrat unitat [0, 1]". Per
linealitat

L(Q) = L(a) + £L(Qo)

m(L(Q)) = £"m(L(Qo)) = m(L(Qo))m(Q).

Aixi que hem de veure que
m(L(Qo)) = |det L|. (6.4)
Demostracio de (6.4) per n = 2.

L A

Y

€2 e i
QO v = L(61>

€1

L(Qo) és un rombe, generat pels vectors v; = L(ey) i vo = L(eg). La
seva area m(L(Q)) és el producte de la base ||v1]| per I'altura |(vy,e)| on
e és un vector unitari perpendicular a vy i (, ) és el producte escalar. Per
altra banda

vy = (vg,e)e +w

on w és un multiple de v;.
Doncs

det L = det(vy, vg) = det(vy, (v, €)e + w)
= det(vy, (v9, €)e) + 0

v
= (0s, €) det (||U1||m,e>
= (vg, €)||v1 || det (L”e> .

||U1
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Com que Hz_iH i e sén dos vectors unitaris perpendiculars, el seu determinant

és £1. Aixi que

|det L[ = |det (v1, v3)[ = [{va, e)[[[oa]| = m(L(Q0))- B

Per demostrar (6.4) en dimensions superiors primer cal veure que la
mesura de Lebesgue és invariant per isometries lineals (aplicacions lineals
que conserven la distancia euclidiana), és a dir que si L és una isometria
lineal, llavors

m(L(E)) =m(FE), FE mesurable C R". (6.5)

Sigui, doncs, L una isometria i demostrem (6.5). Clarament L transfor-
ma una bola en una altra bola del mateix radi i, doncs, (6.5) val per boles.
La identitat

m(L(Q)) = m(L(Qo)) m(Q)

es transporta de quadrats a boles, perque una bola oberta és una unid
disjunta d’una familia numerable de quadrats. Doncs

m(L(B))) = m(L(Qo)) m(B)

si B és una bola. Aplicant-ho al cas en que L és una isometria obtenim
m(L(Qo)) = 1. Per altra banda sabem que les isometries tenen determi-
nant £1. Doncs (6.4) val per les isometries lineals.

Ara és facil demostrar el cas general de (6.4). Notem que L(Qo) és el
parallelepipede generat per v; = L(ey),...,v, = L(e,), on e; és el vector
que té totes les components nulles excepte la j-esima que és 1. Anome-

nem P(vy,...,v,) = {
j

v1,...,0,. Cal veure que

tjv; : 0 <t; < wj; o el parallelepipede generat per
1

n

Volum P(vy, ..., v,) = |det (v1,...,v,)|. (6.6)

Demostracio. Fent una rotacié (isometria amb determinant 1) puc suposar
que vy,...,v,_1 soOn a 'hiperpla x,, = 0.
Clarament

Uy, = (U | en)en +w

on w € {z, = 0}. Ara det(vy,...,v,) = (v, | €,)det(vy,...,v,-1) 1, per
hipotesi d’induccié,

|det (v, ..., v)| = [(vn | €n)] VOI(P(v1, ..., 0n-1)).
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Ty
b (v | en)en
Un
xn:l
w
€y
Aplicant el principi de Cavalieri al parallelepipede P(vy,...,v,) obtenim
que
VOU(P(tr,. ., 02)) = (v | €x)] VOI(P(0n, - 0 1)
la qual cosa acaba la demostracié de (6.6). O

6.5 Reduccid al cas lineal

Ens queda per demostrar que

m(d(Q)) < /Q 176(x)]| dz

si ( és un quadrat tancat C U.
Concentrem-nos en el cas n = 2. Com que ¢ és diferenciable amb con-
tinuitat
o(z) = ¢(a) + Do(a)(x — a) + E(x,a)

on lerror E(x,a) té la propietat que

|E(z = a)| 2
|z —al

> 0, uniformement en a.

Aixi que, donat £ > 0 hi ha ¢ tal que si z, a € Q i |z — a| < 9, llavors
|E(z,a)| <elz —al.

Ara partim @ en N? quadrats Q; (N™ cubs si som a R") de costat
¢(Q)/N. Triem el nimero N prou gran de manera que

diam(Q;) = \/5@ <9

(V2 es canvia per v/n a R?).
Fixem un @); i agafem un punt a de @); tal que

[Jo(a)| < | Jo(x)], =€ Q.

Tenim

$(Q;) = ¢(a) + Dp(a)(Q; — a) + E(Qj, a)
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\¥//_\ Qj
i doncs
¢(Q)) C (¢(a) + Do(a)(Q; — a)) UT: (6.7)

on T; és el “tub” d’amplada e diam(Q);) al voltant del rombe
¢(a) + Do(a)(Q; — a). Notem que el tub T, té dues “dimensions”, una

e diam(Q);)

Q;

és e diam(Q;) i l'altra és

diametre(¢(a)+ D(a)(Q;—a)) = sup |De(a)(y—2)| < | Do(a)]| diam Q.

Com que ||Do¢(x)|| < C, x € Q, perque @ és compacte i Do(z) és continua,
concloem que la segona dimensié de 7, és menor que C'diam ();. Doncs

m(T:) < Cem(Q;)

on C' és una constant que no depen de € i j. Llavors de (6.7), aplicant el
cas lineal, obtenim

m(o(Q) < ollmi(@;) + Cemi(@) < [ 1@ldr + Com(@,)
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Problemes

perque |J¢| es minimitza sobre (); al punt a. Sumant sobre j

m($(Q)) < /Q J(@)] dz + Cem(Q)

ifente —0

m((Q)) < /Q ()] o

Nota. L’argument per la fitacié de 'area del tub 7. ha consistit en multi-
plicar les dues “dimensions” de T, que sén ¢ diam((Q),) i la segona que es
pot fitar per C'diam(Q);). Certament hi ha un element intuitiu en el ra-
onament precedent. Es pot fer un argument més rigordés considerant una
xarxa de quadrats disjunts que cobreixin el pla, de costat e diam(@Q),). Es
recobreix T, per aquells quadrats de la xarxa que intersecten T} i llavors es
compta el nombre maxim d’aquests quadrats, que resulta ser inferior a
per certa constant C. Doncs I'area de T. és menor que (e diam(Q;))?

C e diam(Q;)?.

[| ol

1. Sigui F': R® — R" un difeomorfisme C' tal que |Dp(z)| < r < 1, per

.., k .
atot z € A. Es denota per F* la composicié FoFo---0F. SiACR"
és un conjunt mesurable i fitat tal que F/(A) C A, demostreu que

(N F*(4)

2. Sigui f(z) = ﬁ, xr€R"ambn=1,2031ia>n. Demostreu que
f e LY (R").
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Part 11

Analisi funcional
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7. Normes a R"ia C"

Els espais vectorials R” i C" tenen una estructura molt rica. En particular,
a R™ hi tenim un producte escalar (que déna l’angle entre 2 vectors)

(z,y) = ijyj (7.1)

onz = (r1,...,2,) 1y = (y1,-..,Yn) s6n vectors de R”. A C" hi ha un
producte hermitic

(z,w) = Z 2W;, (7.2)

onz=(21,...,2,) 1 w=(wy,...,w,) sén de C".
El producte escalar a R™ és bilineal i

n

(x,x) :Zx? > 0.

Jj=1

Analogament el producte hermitic a C" és C-lineal en la primera variable i
C-anti-lineal en la segona (els escalars surten fora conjugats):

(z, \w) = Mz,w), zweC" IeC.

La no linealitat en la segona variable és el preu que s’ha de pagar per tal

que
<Z,Z> = Z |Zj|2 > 0.
j=1
Sabem que
|zl = (2, 2)"?, = eR" (7.3)
i
Iz]| = (z,2)V/%, zeC” (7.4)

sén normes a R™ i C™ respectivament (s’anomenen normes euclidianes).
Recordem que una norma a un espai vectorial £ sobre R o C és una
aplicacio
E — R
r — |z

que compleix les tres condicions segiients:
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(1) ||lz]| > 01 ||z|| =0 siinomés siz =0.
(2) La desigualtat triangular:

[ +yll < llzll + llyll, z,y € E.

Iyl Y

Com indica la figura, la desigualtat triangular diu que un costat d’'un
triangle és més petit que la suma dels altres dos.

(3) Homogeneitat: ||Az|| = |A|||z|], * € E, on A és un escalar (real o
complex, segons que F sigui un espai vectorial sobre R o sobre C).

L’arrel quadrada a (7.3) i (7.4) fa que valgui la propietat (3). No és
immediat demostrar que I'expressi6 (7.3) compleix la desigualtat triangular:

n 3 n 3 n 3
(Seenr) = (324) + (0)
j=1 j=1 j=1
Presentarem ara un argument per demostrar la desigualtat precedent, que
s’anomena la desigualtat de Minkowski, que té l'avantatge que s’estén a

situacions més generals. Farem primer el cas de R™ i després indicarem les
variacions que cal fer per obtenir la desigualtat analoga C":

1 1 1

n 2 n 2 n 2

(ZIZ#%F) s(zw) +(z\wj\2) |
j=1 j=1 J=1

Comencem demostrant la desigualtat de Schwarz:
[z, )| < llllllyll, 2,y eR™ (7.5)

Demostracio. Recordem la desigualtat elemental

wy < (@ +y°), wyekR

DN | —

Apliquem-ho a z;, y; i sumem en j:

g 1
> zjy; < 5l + i), z.y € R
j=1
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Ara homogeneitzem, és a dir, apliquem la desigualtat precedent a

=

Obtenim
1
Z < 2P+ 1ly'lI%) =

o sigui

(z,y) < llzllllyl-
Aplicant-ho a —x enlloc de z:

—(z,y) < =yl
d’on es dedueix (7.5). O

Ara demostrem la desigualtat de Schwarz per C™:

[(z,w)| < lzllf|w]],  z,weC" (7.6)

Demostracié. Notem que C" = R?" és també un espai vectorial sobre R.
Identifiquem z = (21,...,2,) € C* amb (z1,y1,...,Zn,yn) € R* on z; =
zj +iy;, 1 < j < n. Ara l'expressiéo Re(z,w) és el producte escalar sobre
aquest espai vectorial real, com és facil de comprovar. Doncs

Re(z, w) < ||z|[|w]- (7.7)

El nombre complex (z,w) es pot escriure com (z,w) = re? on r > 0 i

0 € [0,27]. Apliquem (7.7) a ze=* i w:

[z, w)| = Re(e™"z,w) < [le™z||[[w]l = [|2[}wl. O
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Fi de la demostracio de la desigualtat triangular per la norma euclidiana.
Tenint en compte que (w, z) = (z, w),

Iz + wll* = [[2[* + lw]|* + 2 Rez, w)
< ll2l* + [lwll* + 2 2] ]
= ([l + llwl)*. 0

Una norma a un espai vectorial E indueix una distancia a F posant

d(:v,y)z”m—y”, x,yEE.

[z =y

Es immediat que es compleixen les propietats que defineixen una distan-
cia a un conjunt:

(1) d(z,y) > 0id(z,y) =0siinoméssiz=uy.
(2) d(z,y) =d(y,z), z,y € E.
(3) Desigualtat triangular

d(z,y) < d(x,2) +d(z,y), z,y,2€ L.

Aixi que tenim a F la topologia induida per aquesta distancia i també
les nocions de successiéo de Cauchy i de successié convergent.
En el cas que F sigui R” o C" i la norma la euclidiana tenim espais

metrics complets (tota sucessié de Cauchy és convergent).
Una observacié important és que hi ha altres normes naturals a R™ i C™

que donen la mateixa nocié de convergencia.
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Problemes

Per exemple,

2]

n
D lal, zeR
j=1

— ma ) n
|#llo = max |z;], =R,

o les mateixes expressions a C". Hi ha desigualtats elementals, que el lector
hauria de demostrar com a exercici, entre les tres normes introduides. Son

[#lloe < [lzll < ll2lly < nl[zfl, 2 € R™ (7.8)

Pel vector (1,0,...,0) hi ha igualtat a les primeres dues desigualtats i pel
vector (1,1,...,1) hi ha igualtat a la tercera.

Exercici. Demostreu que
|zl < Vallzl, = eR",
i que val la igualtat per cert vector.

Les desigualtats (7.8) mostren facilment que les nocions de successi6 de
Cauchy o de sucessio convergent per les normes || ||, || |1 1] ||co coincideixen.
Aixi que diferents normes a un espai vectorial poden induir-hi la mateixa
estructura topologica.

1. Demostreu que tota norma a R" és equivalent a la norma euclidiana,
és a dir, que si || ||+ és una norma a R"™ i || || és la norma euclidiana,
llavors hi ha una constant C' > 0 tal que

1 n
clell < llzll < Cllell, = € R

cacid: . ¢ . ) : .
Indicacio: Comproveu que ||z||, és una funcié continua a R™ i restrin
giu-la a l'esfera unitat.
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8. Espais de Banach

Un espai de Banach és un espai vectorial sobre R o C dotat d’'una norma
tal que I'espai metric induit és complet. Obviament R™ i C" s6n espais de
Banach dotats de la norma euclidiana o de les normes || [|; i || ||oo. Veurem
ara altres exemples en dimensié infinita.

Exemple 3. C(K).
Donat un compacte K C R” sigui C'(K) lespai vectorial de les fun-
cions continues sobre K a valors reals (també podem considerar les funcions

continues a valors complexos i llavors obtenim un espai vectorial complex).
Definim, per f € C(K),

[flloe = sup | f ()],
reK

que es comprova facilment que és una norma a C(K). Resulta que C(K)
dotat d’aquesta norma és un espai de Banach. Per demostrar-ho prenem
una successiéo de Cauchy (f,)5, a C(K) i veiem que és convergent. La
condici6 de Cauchy a C(K) és: per a tot € > 0 hi ha un nombre natural ng
tal que

”fn_fm||oo<5, n,mz’flo.

Fixem un x € K. Obtenim que donat € > 0 hi ha nq tal que

(@) = fu(@)] < | fo = fmllo <&, n,m = no. (8.1)

Aixi que la successié de nombres reals (f,())32, és de Cauchy. Com que
R és complet hi ha el lim f,(x), que anomenem f(x). Hem definit, doncs,
n— o0

una funcié f sobre K i volem veure que f és continua a K i que f, —— f
a C(K).
Fent que m — oo a (8.1) obtenim

[fu(2) = f(2)| <&, n>mno. (8.2)

Aixd ens diu que f, —= f uniformement a K. Com que el limit uniforme
de funcions continues és una funcié continua, deduim que f € C(K). Pre-
nent suprem sobre z € K a (8.2) concloem que, donat € > 0, hi ha ng tal
que

o= fllw <&, 120,

n—oo )

o sigui f, — fa C(K
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Notem que hem vist, en particular, que convergencia per la norma de
C(K) és el mateix que convergencia uniforme a K.

Exemple 4. (' i (.
L’espai ¢! és el conjunt de les successions x = (,,)>2,; de nombres reals

o0
(o complexos) tals que > |x,| < co. Posant
n=1

)
lzll = |zl
n=1

obtenim una norma (és clar que ¢! és un espai vectorial).
L’espai £>° és el conjunt de les successions x = (z,,)5°; de nombres reals
(o complexos) que sén fitades, és a dir, tals que

|]| 00 = sup |x,| < 0.
<n

L’expressié precedent és una norma a (> (que clarament és un espai
vectorial). Noteu que ¢! i £> sén versions de dimensié infinita de R™ dotat
de la norma || ||; i || || respectivament. Els espais ¢! i £ dotats de les
corresponents normes sén de Banach. L’argument per > és una variant del
que ja hem discutit a I’'Exemple 3 i no hi insistim.

Demostracio que (' és complet. Hem de considerar una successié d’elements
de ¢! que sigui de Cauchy per la norma || ||;. Aquesta successié és una
successié de successions i es crea un problema de notacié. Podriem deno-
tar la primera successié per (:16(1))<><> la segona per (a:(Q))OO i la n-ésima
p p P Jp=01» g p P Jp=1
per (xz()"));il. Hi ha una alternativa que simplifica una mica la notacié que
consisteix en recordar que una successiéo x és una funcié definida a N, o
a N\ {0} si vull comengar per n = 1. El valor pres per z a n és x(n) i
la successié és (x(n))>2 ;. Per tant puc denotar per (z,)°2; una successio
n=1 n)n=1
d’elements de ¢!

La sucessié n-esima és
(1), 20(2), .., x0(p), - -

La relacié amb la notacié anterior és x,(p) = xén), de tal manera que x,, és

;4 (n)yoo
la successio (zp )02
Suposem ara que la successi6 ()% ; és de Cauchy a ¢! i demostrem que

és convergent a ¢'. Veurem que per cada p = 1,2, ... existeix nlggo o (p),
que denotarem per z(p). Després comprovarem que la successié z és de ¢!
i que z, =2z a (L.
La condicié de Cauchy a ¢! és: per a tot ¢ > 0 hi ha un nombre natural ng
tal que
|Tn — w1 <&, n,m > ny.

Donat p =1,2,... notem que

(20 (p) = 2P < D |2a(@) = Tm(@)] = lltn = zmli <& (83)



Materials 91

sempre que 1, m > ng. Concloem que la successio (z,(p))s, és de Cauchy
a R (o C) i, per tant, té un limit z(p). Fent que m — oo a (8.3) obtenim

o0

> laalg) — x(g) <&, n > ng. (8.4)

g=1

Doncs x, —x € I*, n > nyg, i per tant © = x — x,, + x,, € ¢}, perque ¢! és un

espai vectorial. Notem que (8.4) diu que ||z, — z||; < &, n > nyg, és a dir,
n—0o0 1

que xr, —— x a . O

Exemple 5. (2.

Aquest espai és una variant de ¢! que més endavant reconeixerem com
el prototip d’espai de Hilbert. L’espai 2 consisteix en les succession reals
(o complexes) (z,)52, “de quadrat sumable”, és a dir, tals que

o0

Z |z, |* < 0.

n=1
Que /2 és un espai vectorial es dedueix de la desigualtat elemental
(a+0b)*> <2(a®* +b%), a,beR.

Posem, per z = (z,,)5°, € (%,

o 1/2
el = (z) |
n=1

Per la desigualtat de Minkowski

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(z|xj+yj|2) s(zw) +(z|yj|2)
j=1 j=1 j=1

i, fent que n — oo, deduim
|l +yll < llzllz + llylla, 2.y € €2,

que és la desigualtat triangular a 2. Resulta que £* dotat de la norma | ||
és un espai de Banach.

Demostracié. L’argument és una variacié del que ja hem vist per ¢*. La
condicié de Cauchy per la successié (,)°2, de ¢? és: donat € > 0 hi ha un
nombre natural ng tal que

|z — zmlla <&, n,m > no. (8.5)
Fix p=1,2,..., obtenim que
[20(p) = T ()| < 70 — 2l <&, 1,m > ny,

que és la condicié de Cauchy per la successié numerica (z,(p))s,. Doncs
existeix z(p) = lim x,(p). Fent que m — oo a (8.5) obtenim
n—oo

|0 —zll2 <&, n,m > ng, (8.6)

d’on deduim que z,, — z € ¢* i, doncs, que z € (*. Ara (8.6) diu que
n—o0 2
T, — T a l% O
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Exercici. Demostreu la desigualtat de Schwarz a (% si x = (2,)3%, 1y =
(yn)S2, s6n successions de 2 llavors (x,y,)52; és absolutament convergent

[e's)
E TnYn
n=1

1

< [lzll2llll2-

Exemple 6. C'[a, b].
Sigui C'[a, b] 'espai de les funcions reals (o complexes) que sén conti-
nuament diferenciables amb continuitat a 'interval [a,b] C R. Posem

Ifller = Iflloe + 1 e, f € CPa, b,

on les normes del suprem sén sobre [a,b]. Clarament || ||c1 és una norma
a C'la,b]. Es tracta de veure que C'[a, b] és complet. La condicié de Cauchy
per la successié (f,,)>2, de funcions de C'[a, b] és: donat & > 0 existeix un
nombre natural ng tal que

||fn_fm||C’1 <g, n,m Znﬂ- (87)
En particular

||fn_fm||00<€v n7m2n0

1fn = fulloe <& m,m > no.

Com que ja sabem que Cla,b] és complet hi ha funcions f,g € Cla,b] tals
que
fn = f uniformement a [a, b]

il 22% ¢ uniformement a la, b].

Veiem que f € C'a,b] i que f' = g. Pel Teorema fonamental del calcul

fu(z) = fula) + /x ff@t)dt, a<az<b.

Fent n —

Fent que m — oo a (8.7):

1fo = fllor = lfa = flloo + 1 = fllo & mum = mg,
la qual cosa diu que f, == f a C'[a, b].

Exercici. Sigui C?[a,b] I'espai de les funcions dues vegades continuament
diferenciables a [a, b] amb la norma

£ ez = [1Flloe + 1 oo + 1F" oo

Demostreu que C?[a, b] és un espai de Banach.
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Exemple 7. L'(E).
Sigui £/ C R™ un conjunt mesurable i posem

LYE) = {f: E — [—00,00] : f mesurable i / | f] <oo}.
E

Sabem que L£L'(E) és un espai vectorial.

L’expressio
1= [ 19
E

compleix la desigualtat triangular, és homogenea, pero || f]j; = 0 no implica
f=0a E, sinéd només f =0 g.p.t. a E. Per tant || ||; no és una norma
a L1(E). Sigui

N={feLlL'E): f(x) =0gpt. .z € E}.

Llavors N és un subespai vectorial de £!(E) i puc definir el quocient L' (E) =
LY(E)/N. Els elements de L'(E) sén classes d’equivalencia [f] i

[f1={g € LYE) : g(w) = f(x) gpt. w € B}

1Al = /E 1

obtinc una norma a L'(E). En la practica, per comoditat, no es distingeix
entre f ila seva classe [f]: hom pensa que pot canviar f per qualsevol altre
element de la classe i els enunciats no canviaran degut al fet que els conjunts
de mesura nulla sén negligibles per la integral. Resulta que L'(F) és un
espai de Banach.

Si poso

Necessitem recordar un resultat elemental de convergencia de successions
numeriques.

Lema. Si (x,)22, és una successio de nombres complezos tal que

o0

Z |ty — Tpa1| < 00,

n=1
llavors (x,)52, té limit.
Demostracio. Si m >n

‘xn - xm‘ S ‘xn - anrl’ + ’anrl - xn+2’ +ooee 4+ |$m71 - mm’

oo
<Yl — wpna| 0. O
p=n

Considerem ara una successié (f,)>2, de Cauchy a L'(E). Doncs, do-
nat € > 0, hi ha un nombre natural py tal que

1 fo— falli <&, p,qa > po.
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Problemes

Agafant ¢ = 2% obtinc un nombre natural p; tal que

1
pr - fpj”l <57

2j’ prj

Puc suposar que p; < py < --- < p; < pjp1 < --- Per Beppo Levi

/ Z |fp;+1 fp] Z ||fpg+1 fijl <1

i, doncs,

Z|fp]+1 fpg( )| <OO? gpt‘rEE

Pel lema, existeix lim f, () = f(v) g.p.t. € E. La funcié mesuarable f
j—oo

és la candidata a ser limit a L'(E) de la successi6 (f,)>2;. Notem que si
J és gran p; > po. Per Fatou, si p > po,

/ @) = f(2)| < limin / Fl2) = fyy(2)) <,

la qual cosa diu que f LA falLl'(E).
p

1. Siguin ¢y C ¢ C € els espais de les successions © = (z,,),>1 de nom-

bres complexos convergents a 0 i convergents respectivament. Demos-
treu que c i ¢g sén espais de Banach amb la norma ||| = sup,,~; |Za/|-

. Sigui Lip,[0, 1] el conjunt format per totes les funcions f: [0,1] — R

tals que

|f(s) = f(D)]

M(f)zsup{ P

;3,t€[0,1],s%t}<oo

a) Comproveu que Lip, [0, 1] és un subespai vectorial propi de C[0, 1].

b) Demostreu que Lip, [0, 1] amb la norma || f||Lip, = || fllec + M (f)
és un espai de Banach.

c¢) Comproveu que C'[0,1] C Lip,[0,1] amb inclusié estricta i que
| fllLip, = [If]lcr per a tota f e C0,1].

. Sigui F un subconjunt mesurable de R". Una funcié mesurable f :

E — C és essencialment fitada si hi ha C' > 0 tal que
|f(x)| <C, gpt. z€E.

Posem
Iflle = nf{C: |f(@)] < C, gpt. @€ E}.

Demostreu que

@) < fllc, &Pt z€E
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Sigui L*(E) el conjunt de totes les funcions essencialment fitades
sobre E (amb el conveni habitual d’identificar dues funcions si sén
iguals gairebé per tot a F). Demostreu que L>®(FE) és un espai de
Banach.

4. Demostreu que no hi ha cap conjunt numerable dens a L>°([0, 1]. Re-
cordeu que un conjunt A és dens a un espai metric M si tot element
de M és limit d’una successié d’elements de A.

5. Es consideren en C[0, 1] les normes ||« ||oo 1 || - [1-

a) Demostreu que la norma |[|-||; no és completa, i que ||z[/; < ||z,
per a tota z € C[0, 1].

Indicacid: Estudieu la successio

1 sitel0 3]
Ta(t) =4 1—n(t—1/2) site[t L]

0 site[d+11]
[

T (1)
0 Lo
2 2 n
-1\
b) Si z,(t) = utn, n > 1, comproveu que » x, és convergent

pera||-|loo perg no absolutament convergent (> ° o ||yl = 00).

c¢) Existeix una successié (x,), en C[0,1] tal que ||z,] < 1, per
a tot m, perd que no té cap parcial convergent (per || - ||«). Per
tant la bola unitat tancada a C[0, 1] no és compacta.

6. Es I'espai vectorial C[0, 1] complet si se’l dota de la norma

1l = / @) dz ?

I C*0,1] dotat de la norma || f|l = sup |f(z)]?
z€]0,1]

7. Demostreu que la bola unitat tancada de P, p = 1,2, no és compacta.

Hint: Considereu les successions

en=(0,...,0,1,0,...)
0

lloc n
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10.

i calculeu |le, — e, si n # m.

Sigui X» = X(n,n+1) la funcié caracteristica de 'interval (n,n+1) C R.
Demostreu que cap parcial de (x,,)5%, és convergent a L' (R). Concloeu
que la bola unitat tancada de L'(R) no és compacta. Podeu demostrar
el mateix per la bola unitat tancada de L'(R")?

Sigui £ un espai de Banach i (z,)22, una successié d’elements de

E. Diem que la serie ) >  x, és convergent si existeix el limit a
.z . N fe'e)

E de la successié de sumes parcials (D _,2,)¥—,- La suma de la

serie és aquest limit. Diem que la serie és absolutament convergent si

2 no lznll < oo

(i) Demostreu que si una serie és convergent llavors el terme general
T, té limit 0 a F.

(ii) Demostreu que si una serie és absolutament convergent llavors és
convergent i que || 377 xnll < 3207 [ln]l-

(iii) Sigui £ = £? i e, la successié de (* que pren el valor 1 al lloc n i
el valor 0 als altres llocs. Demostreu que la serie

oo
>
n

n=1

™

és convergent pero no absolutament convergent.
(iv) Noteu que la serie precedent no és convergent a £*.

Es convergent a ¢>°7?

(i) Trobeu un subespai d’'un espai de Banach que no sigui tancat.

(ii) Si F' és un subespai de dimensi6 finita d’'un espai de Banach E,
llavors F' és tancat a E.
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9. L’espai de Hilbert

Sigui H un espai vectorial real. Un producte escalar a H és una aplicacio

HxH — R
(x,y) — <3§’,y>

que és bilineal, simetrica ((z,y) = (y,x)) i definida positiva ((z,z) > 0 i
(x,x) =0 siinoméssiz=0).

El producte escalar habitual a R™ és I’'exemple que coneixem (veieu la
secci6 7).

Exemple 8. Sigui H = (2, I’espai de les successions reals de quadrat su-
mable considerat a la seccié 8. Recordem que si x = (x,,)5%, € (2

00 1/2
[z]]2 = (Z Ifﬂn|2>
n=1

és la norma de ¢2 i que val la desigualtat de Schwarz

o0

D lallyal < llllallyllzs @ = (@a)721s y = (yn)ozy € £ (9-1)
n=1
Posant -
<[E, y> = Z TnlYn
n=1
obtenim un producte escalar a £2. Noteu que (z,z) = ||z||3 > 0.

Exemple 9. Sigui £ un conjunt mesurable de R™ i posem H = L*(E)
I’espai de les funcions mesurables a E de quadrat sumable, és a dir, tals que
[z |f]? < co. Posem

i1 = [ |f|2)1/2, f e (). 9.2

Com que a L*(F) identifiquem dues funcions si coincideixen g.p.t. a E,
I'inica dificultat per comprovar que (9.2) és una norma és la desigualtat
triangular. L’argument per veure que (9.2) compleix la desigualtat triangu-
lar segueix 'esquema utilitzat a la seccié 7 per la norma euclidiana a R".
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Primer es demostra la desigualtat de Schwarz, que diu que si f, g € L*(F),
llavors el producte fg és integrable a E' i

/E Fllgl < 17112l (9.3)

Per veure (9.3) apliquem la desigualtat elemental ab < ¢ *b , a,b € R, per
obtenir

[f@)llg@)] < 5 (1f@)] +lg@)]*) . =€ E.

[ 1#@lgta)

Ara apliquem (9.4) a L i n i (9.3) segueix.
Amb la desigualtat (He Schwarz a la nostra disposicié és facil demostrar
la desigualtat triangular:

l\l)lr—A

Integrant

(LF15 + 1lgll2) - (9.4)

l\DI»—

I+l = [ 1£)+ o)
_ /E(If(acn2 +[g(2)]* + 2f(z)g(z))
~ 11+ Lol +2 [ 19

<1 + llgll2 + 2 / £l

< IF15+ llgllz + 201 fll2llgll = (1 f1l2 + llgll2)*

Definim el producte escalar a L?(E) com

(f.g) = /E f(@)9(2). (9.5)

Notem que (f,f) = [|f]3 > 0, la qual cosa déna que (9.5) és definida
positiva.

Una variant de l'argument descrit a la seccié 8 per la completesa de
L'(E) déna que L*(E) dotat de la norma || || és un espai de Banach.

Si ’espai vectorial H és complex per obtenir una forma definida positiva
s’ha de posar un conjugat a la segona variable i llavors es perd la bilinealitat.
Aix0 ha quedat clar a la seccié 7 amb 'exemple de C".

Definim un producte hermitic a un espai vectorial complex H com una
aplicacio

HxH — C
(z,y) — (z,9)

que compleix:

(1) Es lineal en la primera variable

(ax + By, z) = afw, z) + By, 2), z,y,2€ E, o, BeC.



Materials 99

(2) Es conjugada lineal en la segona variable
<x7 (){y_'_/BZ) :a<x7y> +B<:C7Z>7 x?y72 e E? &7/8 e C'

(3) Es simétrica conjugada

{y,2) = (v,y), w,y€k.
(4) Es definida positiva
(z,x) >0 1 (z,z)=0siinoméssiz=0.

L’exemple que sabem és C™ amb el producte hermitic

n

(z,w) = szﬁj, z,w e C".

J=1

Exemple 10. Sigui H = (2 el conjunt de les successions complexes de
quadrat sumable. Sabem que H és un espai vectorial (|a + b|? < 2]a® +
b?|, a,b € C) i que val la desigualtat de Schwarz

50 . 1/2 . 1/2
> [wallyal < (Z |xn|2> (Z |ynr2> = llll2llyl-
y:l n=1 n=1

per a z = (1,)2%, 1y = (y,)%; de (2. Definim el producte hermitic a (%
com

(@,y) = aal,, T,y €
n=1

Notem que (z,y) = 2. [zn]? = lll3.

Exemple 11. Sigui H = LZ(FE) la classe de les funcions complexes mesu-
rables a F de quadrat sumable, és a dir, tals que [, |f|* < co. Sabem que
LZ(F) és un espai vectorial ja que |f(z)+g(z)|* < 2(|f(2)]*+ |g(z)]?) i que
val la desigualtat de Schwarz

[l = ([ m?)m (/ !9!2)1/2=Hf|\2HgHz-

Definim el producte hermitic a LA(FE) com

o= [
Noteu que (f, f) = [ |fI* = I f]I3-

En resum, els espais de Banach reals ¢* i L?(E) estan dotats d'un pro-
ducte escalar relacionat amb la norma per la identitat

(@, z) = ||z]|*. (9.6)
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Analogament els espais de Banach complexos (% i LA(E) estan dotats d'un
producte hermitic que es relaciona amb la norma per la identitat (9.6).

Sigui ara H un espai vectorial real (complex) dotat d’un producte escalar
(d’un producte hermitic). Definim

||| = (z,2)"*, = €H, (9.7)

que té sentit degut al fet que el producte escalar (el producte hermitic) és
definit positiu. Volem veure que 'expressié (9.7) és una norma i I'inica di-
ficultat, com al cas euclidia, és la desigualtat triangular. Necessitem primer
demostrar la desigualtat de Schwarz

[z, )| < llllllyll, 2,y € H. (9-8)

Demostracio. Suposem primer que ( , ) és un producte hermitic sobre 'es-
pai vectorial complex H. Pel cami anirem assenyalant les simplificacions
que hi ha quan el producte hermitic és un producte escalar sobre l'espai
vectorial real H.

Per qualsevol A € C tenim

0 < (x+A\y,z+ \y)
= (z,7) + (z, \y) + Ay, ) + (\y, Ay)
= (z,z) + 2Re(Xz,y)) + [A*(y, ).

Agafo ara A\ € R i obtinc
0 < (z,2) + 2XARe(z,y) + N (y,y).
El discriminant no pot ser positiu i doncs
Re (z,y)| < (z,2){y,y). (9.9)
Si som al cas real ja tenim (9.8). Si som al cas complex posem
(z,y) = [z, y)le”
i apliquem (9.9) amb ey en comptes de y:

[z, )| = e “(z,y) = (z,e”y)
< (z,2)(e”y, e’y) = (z,2)(y, y). O

La desigualtat triangular per 'expressio (9.7) segueix immediatament:

lz+yll* = (& +y,z+y)
= [[z[|* + [lyll* + 2 Re(z, )
< lzl” + [lyl1* + 2|(z, )|
< lzl” + [lylI* + 2[1 =]y
= ([l + [lyl)*.
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Problemes

Definicié. Un espai de Hilbert real (complex) és un espai vectorial real
(complex) dotat d'un producte escalar (hermitic) de manera que és un espai
de Banach amb la norma (9.7) associada al producte escalar (hermitic).

Els exemples que coneixem sén R”, ¢? i L*(F) pel cas real i C", (%(F)
i LZ(E) pel cas complex. Noteu que, qualsevol subespai tancat d’un espai
de Hilbert també és un espai de Hilbert.

1. Tot subespai tancat d’un espai de Hilbert és un espai de Hilbert dotat
del producte escalar apropiat.

2. Sigui H el conjunt de funcions mesurables a R tals que

[ irwpr s <o

S 1+ 2

Hi ha una manera de fer de H un espai de Hilbert?

3. La llei del parallelogram.
Sigui H un espai de Hilbert. Demostreu que

Iz + yll* + llz — ylI* = 2([l=]* + Iy ]I*)-

Deduiu que no hi ha cap producte escalar ( , ) a C[0,1] tal que
(f.9) = IIfll%.
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10. Ortogonalitat

Sigui H un espai de Hilbert. Diem que z és ortogonal a y si (z,y) = 0. Si
I’espai de Hilbert ésrealix,y € H, llavors ”< i >” és un nombre real entre —1

i 1, per la desigualtat de Schwarz. Doncs hi ha un angle 6 € [0, 7] tal que

(z,9)

cosf) = — 2
z[[llyll

Aquest 0 és, per definicié, 'angle entre = i y. La situacio relativa dels
vectors x i y queda descrita pel signe de (z,y):

(z,y) >0 y
'\W/Q

(z,y) =0 ' Y
\<\‘9

(z,y) <0 Y

Exemple 12. Posem H = ¢? i

e, =(0,0,...,0,1,0,...), mn=1,2,...
Es a dir en ¢és la successié que sempre pren el valor 0 excepte en el lloc
n-essim on pren el valor 1.

Clarament (e, e,,) =0sin #mi (e, e,) = 1.

Exemple 13. Posem H = L*(—m, 7). Observem que les funcions sin(nt) i
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cos(nt), n=0,1,2,... s6n continues a [—7, 7] i doncs de H. Tenim que

(sin(nt),sin(mt)) =0 n#m (10.1)
(si Jysin(nt)) =7 n=12,... (10.2)
(cos(nt),sin(mt)) =0 n,m=1,2,... (10.3)
(cos(nt),cos(mt)) =0 n#m (10.4)
{cos(nt) (10.5)

(mt)
nt),cos(nt)y =71 n=12,...

Per (10.2) i (10.5) fem

21 = /ﬂ [cos?(nt) + sin®(nt)] dt = 2/ sin®(nt) dt,

—T —T

/ cos?(nt) dt:/ sin?(nt) dt

—Tr —T

perque

(mireu la grafica per n = 1 o féu servir que sinz = cos(z — 7/2)).
Per (10.1) sumeu les férmules per sin(a + ) i sin(a — ) i obteniu

2sin(a) sin(f8) = sin(a + 5) + sin(a — 3).

Poseu a = nt , § = mt i integreu entre —7 i 7. Resulta

™

) / " sin(nt) sin(mt) di — / " sin((n + m)t) dt + / sin((n — m)t) dt = 0

—Tr —T —T

perque el sinus és una funcié senar i estem integrant a un interval simetric
respecte de l'origen. Les altres identitats es poden provar amb arguments
semblants. A 'espai LZ[—m, 7] de les funcions complexes de quadrat suma-
ble tenim que

(e ™Yy =0 sin#m,n,meZ (10.6)
(e ™) =21 n € Z. (10.7)
Per (10.6) tinguem en compte que e'n=m)t &g perivdica de perfode 2 1 té

ein—m)t

per primitiva (7 ) sin #m.

El Teorema de Pitagores. Stz L y, llavors
2+ yll* = ll=l* + [lyl>
Demostracio.

lz +yllI* = (= +y, 2 +y) = l2l” + [ylI* + 2Re(z, y) = [l=[I* + lyl*>. O
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Problemes

Exemple 14. Un polinomi trigonometric és una funcié del tipus

N
P(t) = Z cne™, ¢, eC, N=0,1,2,...

n=—N

La funci6 P(t) és continua i periodica de periode 27 i, doncs, pertany a
Li(—m, 7).

Com que €™ i "™ sén ortogonals si n # m obtenim, aplicant Pitagores
diverses vegades, que

T N
/ PORd =27 S Jeal®
- n=—N

Exemple 15. A l'espai £? tenim que

i, per la definicié de la norma a £2,

2

N N
_ 2
'r’l’Le’l’L - xn?
n=1 n=1

que és Pitagores, com abans, perque els e, séon 2 a 2 ortogonals i tenen
norma 1.

1. Sigui H una espai de Hilbert de dimensié infinita. Construiu induc-
tivament una successio (e,)5; de vectors de norma 1 dos a dos orto-
gonals ({en, em) = 0 si n # m). Concloeu que la bola unitat tancada
de H no és compacta.

2. Sigui H un espai de Hilbert i S un subespai tancat.
(i) Donat z € H hi ha un tunic element y € S tal que dist(z,5) =
|z —y|, on dist(x, S) = inf{||x — || : 2 € S}. Hint: feu servir la llei
del paral-lelogram (problema 3 de la seccié precedent).

(ii)L’element y de (i) queda caracteritzat per la propietat de ser un
element de S tal que z — y és ortogonal a S ({(x —y,2z) =0, z € 5).
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11. Perque L? ?

Sabem que L?(E) és un espai de Hilbert. Es pot demostrar que ni L'(R"™)
ni L>°(R™) ho sén. Aixo situa L?(E) en una posicié privilegiada que es
pot explicar de moltes maneres, per exemple, recorrent a la fisica. De fet,
la situacié que discutirem ara prové de l'enginyeria. En teoria del senyal
es considera que un senyal és una funcié del temps. Per exemple, el so
d’un diapason és un senyal i la veu també. La veu genera una vibracié de
l'aire que mitjangant un microfon es transforma en un corrent eléctric (el
microfon crea un camp magnetic, el qual és alterat per les oscillacions de
I’aire produides per la veu i sabem que un camp magnetic variable genera
un corrent electric). Un corrent electric es descriu per la seva intensitat I(¢)
que és una funcié del temps. Recordem que la intensitat d'un corrent és el
nombre de carregues que circulen per unitat de temps a través d’una seccid
del conductor. Al revés, quan es té el corrent d’intensitat I(¢) es poden
reproduir les variacions del camp magnetic, i aquestes generen oscillacions
d’una membrana, les quals es transformen en un so que és la veu original.
Aixi que és el mateix tenir la veu original que el corrent electric I(¢). Na-
turalment hem obviat totes les perdues que es produeixen en els processos
de transformacié descrits.
Quan en un conductor electric s’hi introdueix una resistencia R

R

VA VAVAVANEE

A B

apareix una diferencia de potencial entre els borns A i B de la resistencia.
Aquesta diferencia de potencial V() és el treball que es dissipa per portar
la carrega unitat d’un born a l'altre i pot dependre de t. La llei d’Ohm diu
que V(t) i I(t) sén proporcionals i el factor de proporcionalitat s’anomena
resistencia: V' (t) = RI(t).

Aix0 s’ha d’entendre intuitivament en el sentit que una diferencia de
potencial més gran forcara una circulacié de carregues per unitat de temps
més gran.

Suposem ara que som a l'instant ¢ i que a 'instant ¢+ At han passat AQ
carregues a través de la resisténcia. L’energia (treball) dissipada en aquest
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transit és

AE =V (t)AQ
i, dividint per At i fent que At — 0,
dE(t)
—= =V (@)I(t
20 v

que és l'energia dissipada per unitat de temps a l'instant . Recordem que
I’energia per unitat de temps s’anomena potencia. Aplicant la llei d’Ohm

dE
— = RI(t)*
dt ()7

i apareix un quadrat! Podem normalitzar de manera que R = 1 i llavors
I’energia dissipada entre 'instant ¢, i 'instant ¢; és

t1 dE t1
E:/-—ﬁ:/[@%t
to dt to
Dividint pel temps transcorregut obtenim que

E 1 h
/J@Mt

ti—to  ti—to to

En altres paraules, la poténcia mitjana entre g i t; és la mitjana de I(t)? a
I'interval [tot;]. Doncs ftil I(t)? dt representa (t; — ty) vegades 'energia del
senyal I(t).

Els senyals més senzills, com els sons d'un diapason, sén periodics. Si
el periode és 27 llavors els senyals periodics de periode 27w més senzills son
sint i cost i els “harmonics” de freqiiencia n:

sin(nt), cos(nt), n=0,1,2,...

El terme “harmonics” es refereix al fet que el el senyal es repeteix n vegades
en intervals de longitud 2. L’energia de sin(nt) i cos(nt) a un interval de
longitud 27 es calcula facilment:

27 = / [sin?(nt) + cos®(nt)] dt = 2/ sin®(nt) dt
perque cos(a) = sin(a + 7). Doncs
/ sin?(nt) dt = / cos?(nt) dt = .

—T —T

Estem utilitzant el fet que si f(t) és una funcié periodica de periode 27,
llavors la seva integral sobre un interval de longitud 27 no depen de l'inter-

val:
a+2m s
/ f(t)dt:/ f(t)dt, aeR.

Aix0 es comprova facilment.
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Altres senyals periodics s’obtenen per “superposicié” dels senyals prece-
dents, és a dir, fent-ne combinacions lineals:

S(t) =ao+ Y _ancos(nt) + Y _ b,sin(nt). (11.1)

Per calcular I'energia de (11.1) cal utilitzar les relacions d’ortogonalitat entre
sinus 1 cosinus ((10.1), (10.3), (10.4)). Obtenim

T N
/ S(t)?dt = 2mag + 7 Z(ai +b2). (11.2)
- n=1

Voldriem ara fer N — oo a (11.1) per obtenir senyals més generals i
la bona idea per fer-ho correctament la déna (11.2): com que els senyals
que trobem a la vida tenen energia finita considerarem successions (a,,)2 ;
i (b,)%, de £ i donarem sentit a la serie

ap + f: a, cos(nt) + f: by, cos(nt). (11.3)

Veurem que les sumes parcials de (11.3) convergeixen en L*(—7,7) (cap a
certa funci6 de L?*(—m,7)). Per aix0 cal comprovar la condicié de Cauchy:

Zancos (nt) —|—Zb sin(nt) (Zancos (nt) +Zb sin nt)

2

2

M
= Z a, cos(nt) + by, sin(nt)
n=N+1 9
M 00
2 2 2 2y N—oo
= Z(an+bn)§7r Z(an+bn)—>0.
n=N+1 n=N+1

La conclusi6 és que la serie (11.3) defineix un senyal de L*(—m, 7) si (a,)5%,
i ()22, € (2. L’energia del senyal (11.3) és

2mag+ 7y (ap +b2).

n=1

Veurem més endavant que, reciprocament, donada una funcié f de
L?*(—m,m) hi ha successions (a,)%, (b,)%, de ¢* tals que f és precisa-
ment la suma a L*(—n, ) de la serie (11.3). Amb aixo volem dir que

N—oo

0.

n=1

"f(t) - (ao + Z a, cos(nt) + by, sin(nt))

2
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12. Series de Fourier

Considerem un senyal amb energia finita, és a dir,
t) =ag+ Z a, cos(nt) + Z by, sin(nt),
n=1 n=1

o0

amb Y a2 + b2 < oo. Hi ha una férmula que permet escriure a, i b, en
n=0

termes de f. Per ay només cal integrar f(t) i recordar que cos(nt) i sin(nt)

tenen integral 0 a [—m, 7]

/f( dt—27ra0+2an/ cos(nt) +Zb/smnt

= 27ay.

Doncs

1

o= 5 f( ) dt (12.1)

La integral s’ha pogut commutar amb la suma perque la serie és convergent
a L*(—m,7) i el producte escalar és continu a un espai de Hilbert (per
Schwarz):

n=1 n=1

N N
/ f)ydt=(f,1) = <A}1£n (ao + Z a, cos(nt) + Z by, sin(nt)) : 1>
N N
= A}gr(l)o <a0 + Z:l a, cos(nt) + ; by, sin(nt), 1>

= lim 27ay = 27ayg.
N—oo
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Analogament

™

Zam/ cos(mt) cos(nt) dt

m=0 -

/_7r f(t) cos(nt) dt =

™
—Tr

+ Z bn/ sin(mt) cos(nt) dt
m=1

=a, / cos?(nt) dt = ma,.

Doncs L
Ay, = —/ f(t)cos(nt)dt, n>1, (12.2)
™ —T

b, = %/_: f(t)sin(nt)dt, n > 1. (12.3)

Aquestes formules sén degudes a Fourier i és per aixo que dels nombres a,,
i b, se’n diu coeficients de Fourier de f.
Observem que, en termes del producte escalar de L?(—m, ),

an = %(f, cos(nt)), n>1

ag = %<f71>

by = S(f.sin(nt)), n> 1.
T

Donada una funcié qualsevol de L*(—m, ) els coeficients a,, i b, tenen
sentit i per tant ens podem preguntar si la serie de Fourier de f, que per
definicié és

ap + Z a, cos(nt) + Z b, sin(nt), (12.4)
n=1 n=1

convergeix envers f a L?(—m, 7). Aixo diria, en particular, que els coeficients
de Fourier determinen la funcié. Encara no estem preparats per resoldre la
questio.

Notem que les férmules (12.2) i (12.3) tenen sentit per qualsevol fun-
ci6 f € L'(—m, ) perque les funcions cos(nt) i sin(nt) sén fitades, per tant,
també tota funcié de L'(—m, ) té una serie de Fourier associada. Un dels
problemes classics de les series de Fourier és entendre de quina manera la
serie determina la funcié.

Exemple. Considerem la funcio

f(t) = X(an(t), 0<a<m.

Calculem la seva serie de Fourier. Com que la funci6 és parella els coefi-
cients b, sén tots nuls perque f(¢)sin(nt) és una funcié senar i per tant té
integral nulla sobre (—m, 7). Calculant obtenim
1 [« o
apg = — dt = —,
2m J_, 7r
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i, pern > 1,

P / " cos(nt) dt = % {Sin("t)} 1

T J_q n
_ 2sin(na)
T oon

o o

Com que Y a2 < oo la serie Y a, cos(nt) és convergent a L?(—m, ) perd
n=0 n=0

no podem dir, de moment, que aquesta funcié sigui x(—a,q)(t)-

Abans de continuar discutirem la forma complexa d’una serie de Fourier.
Sigui f una funcié de L*(—m, ) amb série de Fourier

ap + Z a, cos(nt) + Z by, sin(nt). (12.5)
n=1 n=1

Aix0 simplement vol dir que valen les férmules (12.1), (12.2) i (12.3). Uti-
litzem les férmules d’Euler

int —int
cos(nt) = ﬁ,
2
67Lnt - e—int
sin(nt) =
(nt) 5

per escriure (12.5) com

i cne™, (12.6)

n=—oo

on

1 [7 -
Cn = 5o /7r f)e™™dt, ne€Z. (12.7)

L’expressié (12.6) de la serie de Fourier de f és molt més concisa que (12.5)
i també l'expressi6 (12.7) pels coeficients de Fourier “complexos”. Notem,
que si f € L?(—m,7), llavors

1

Cp = —
"o

<fa emt>, n € Z.
La relacié entre a,, b, i ¢, és
1 .
Cp = 5(% —ib,), n>0

1
Cpy = E(a" +ib,), n>0.

Per exemple,

a 2 sin(na) o sin(na) .,
_aatN_JrE z )= = + E it
X=a, )( ) T T n cos(nt) m ™ ‘

n=1 0#n=—o00
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Test de Dini

on hem fet servir la notacié ~ per indicar que la funcié de I'esquerra té per
serie de Fourier la de la dreta.

Encarem ara el problema de la convergencia puntual de les series de
Fourier, que consisteix en donar condicions sobre un punt ¢ € [—7, 7| per

oo
tal que la série numerica > c¢,e" sigui convergent envers f(t), és a dir,

per tal que -
N
li mt ).
i 3 e = o

Fixem-nos que com que volem parlar de “f(t)” ens convé suposar que f és
continua al punt . Hi ha exemples que mostren que la continuitat no és
suficient per obtenir la convergencia de la serie de Fourier. Arribarem a una
condici6 suficient natural una mica més forta que la continuitat.

Donada una f € L'(—n, ) denotem per

" 1 & .
f(n) = P /_7r f(te ™ dt, n e,
el coeficient de Fourier n-essim de f.

Lema de Riemann-Lebesgue. Si f € L'(—7, ), llavors f(n) ————>|"H°O 0.

Demostracid. Suposem que hem trobat un subespai S de L'(—m,7), dens a
LY(—m, ), tal que el lema val per les funcions de S. Llavors el lema val.
En efecte, donat ¢ > 0, sigui g € S tal que ||f — ¢||1 < . Tenim

) . ) . 1 . e .
[F)l < 1f(n) = gm)[ +19(m)l < oI = glls + lg(m)] < o~ +1g(n)].
Per tant X .
lim sup | f(n)] < —
[n]—o00 2
i el lema queda demostrat. Ara podem agafar com S el conjunt de combi-
nacions lineals de funcions caracteristiques d’intervals.
Que S és dens a L'(—m,m) és un exercici. Per comprovar que el lema
val per funcions de S només cal considerar les funcions caracteristiques
d’intervals. Si f = x(ap), T < a<f <7 i|n| #0,

R 1 B ) 1 —int B 1 —inf _ ,—ina
foy=gr [Cemar= g | ] =

:% 2 | —in |,

A~

)] < 2. 0

Sigui f una funcié periodica de periode 27 tal que f € L!'(—x, ) i suposem
que per cert t € [—m, 7| hi ha un § > 0 amb

/ ft+0) - f(t)‘
16]<8

df < 0. (%)
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Llavors S f(n)e™ és convergent amb suma f(t).

n=—00
Abans de la demostracié donem tres condicions suficients per (x) cada
una més forta que la segiient:

(1) f és diferenciable al punt t.
(2) f compleix una condicié de Lipschitz d’ordre «, 0 < o < 1, al punt ¢:

1£(6) — f(H)] < ClO—t]~, 6] <.

(3) f és continua al punt ¢ en el sentit de Dini: f(f @ df < oo on w(f) =
sup{|f(8) — f(t)] : |6 —t] < 6}, & > 0. La funcié f(t) = —=,

log ]
0 < |t| < w és Dini continua al punt 0, perd no compleix cap condicié
de Lipschitz al punt 0.

Demostracio del test de Dini. Primer calcularem més explicitament una su-
ma parcial de la serie de Fourier:

N N L
Z f(n)eint _ Z (2_/ f(e)efinQ de) eint
n=—N N TJ

— n=—

1 /7 N
_ = 0 n(t—0) do
| Y
1 [ N
— %/ flt—0) > e do,

N

on I"iltima igualtat surt del canvi de variable ' = ¢t — 0 i del fet que la
integral d’una funcié periodica de periode 27 és independent de l'interval
de longitud 27 sobre el que s’integra.

N
La funcié Dy () = > €™ s’anomena nucli de Dirichlet.
n=—N

sin((N+1)0)

Lema. Dy(0) = iz 0 # 10| <7 i Dn(0) =2N + 1.
2
Demostracio.
ZN: . cI(N+1)8 _ ,—iNO
"™ = _
e —1
n=—N

i0/2 [ei(N-l-%)G _ e—i(N-i-%)G]

€i0/2(e0/2 — ¢=i9/2)

sin((N + $)60)2i
~ sin(6/2)2i
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Notem que % f:r Dy (0)df = 1. Doncs, pel lema,

> e =10 = o= [ 1= )~ SO0 (0)

—T

_ % _:[ Ft—6)— f(2)] sin(Ne)Z:% d
+ % ’ [f(t—0) — f(t)] cos(NO)dO = Iy + I x.

El terme II 5y és un coeficient de Fourier de la funcié F'(0) = f(t —0) — f(t),
que és de L'(—m, 7). De fet,

A ~

F(N)+ F(=N) Nosoo,
2

pel Lema de Riemann-Lebesgue. Aixi que només hem de mirar el terme 1.
Sigui

IIy = 0

G(6) = 11t~ 0) - F0) omgra. B

Si veiem que G € L!'(—m, ), llavors

Y(N) - G(=N -
IN:G( )%G( ) No . 0

per Riemann-Lebesgue. Ara

T é
/ |G(9)|d9=/6|G(0)|d9+/6<|9|< 1G(6)| d6.

A Tinterval (=4, ) faig servir la desigualtat
6 6

sin (—)‘ > u, 0] <,
2 us

que és simplement la concavitat de sin(6/2):

! 0
/ Yy = sin (5)
\ y = lg
' T
0 7 i

Obtenim

/_6|G(9)|d0§7r/_5 ’f(t_fz|_f(t)|d9<oo
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per hipotesi.
A Tinterval [—7,7] \ (—4,4) utilitzem |sin(£)| > sin(Z) per concloure
que

1 1@,
/6<|9|<7r GO))db < Sin(g) /5<|9<7r 7E - 6)ldo+ Sm(g) T -

Exemple 16. Sabem que

1 2 Xsin n7r/2)
X(=r/2,7/2)(t) ~3 %Z cos(nt).

Ara, sin(nm/2) val 0 si n és parell i £1 si n és senar. Doncs

’I’L

2 [e.e]
- Z cos((2n + 1)t).
—~ n—l— 1

Com que X(—r/2,x/2)(t) és diferenciable per t € [—m, m|\{7/2, —7/2} obtenim
que

X(—ﬂ'/2,7l’/2

l\:)ln—
:}

T
si |t] 5

2 o
—Z cos((2n + 1)t) = T
n=0 n+1 0 Sl§<|t|§’ﬂ'

l\DI»—t
:}

Per exemple, si t = 0 obtenim

o0 ( n
ZQn—i—l

n=0

En els punts critics ¢ = £7 la serie queda reduida al primer terme, que
és 1/2. Observem que 1/2 és la mitjana aritmetica dels limits per la dreta
i per 'esquerra als punts en qiiestio.

Com una aplicacié del test de Dini demostrarem un teorema de densi-
tat que és també conseqiiencia immediata d’altres resultats més potents de
series de Fourier (relatius al nucli de Fejer) o d’analisi funcional (el teorema
d’aproximacié de Weierstrass). Aquest teorema de densitat és un element
clau en la teoria L? de les series de Fourier, que estudiarem en la seccid
seglient en el context dels espais de Hilbert.

Teorema. FEls polinomis trigonométrics formen wun subespai dens a
L*(—7, 7).

Un polinomi trigonometric és una funcié del tipus

N
Z cne™, teR,
n=—N

o sigui una combinacié lineal d’exponencials. Son senyals d’energia finita
molt senzills. Per Pitagores, ’energia d’un polinomi trigonometric és

2 N
=27 Z e
2 n=—N

N

E Cnemt

n=—N
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El terme “polinomi trigonometric” s’explica de la manera segiient. Un
polinomi a coeficients reals en dues variables reals

2+z z—Z
fI/' = 1 =
2 Y= "9
Llavors
N
P(LU) = Z Tn mZ 2
n,m=0

per certs v,.m € C. Restringint P(z,y) a la circumferéncia unitat, on 2z =
1, obtenim, posant z = e*,

N N N
P(z,y) = chz” + Zc_nE” = Z e e,
n=—N

n=0 n=1 =

Reciprocament, donat un polinomi trigonometric que pren valors reals
(c_p, = €,) hi ha un polinomi P(z,y) amb coeficients reals tal que la se-
va restriccié a la circumferencia unitat és el polinomi trigonometric donat.
Per exemple,

N
P(x,y) =co+ Z(cnz” +c,z2"), zyekR

n=1

Demostracié del teorema. Sabem que una funcié de L?(—m, ) es pot apro-
ximar a L?(—, 7) per combinacions lineals de funcions caracteristiques d’in-
tervals. L’esquema per demostrar aixo és estandard: primer ens reduim al
cas en que la funcié és positiva i després 'expressem com a limit puntual
creixent g.p.t. de funcions simples. Aquesta convergencia és L*(—m, ) pel
Teorema de la convergencia dominada i, doncs, puc suposar que la funcié
donada és xp amb E C (—m,7) mesurable. Aproximant F per dalt per
oberts, puc suposar que E és obert. Ara expresso F com a unié finita o
numerable d’intervals oberts i I'afirmacié queda demostrada.

Agafo doncs X(a,5), -7 < a < B < 7, i he de veure que x(4) €s pot
aproximar a L?(—m, ) per polinomis trigonometrics. Sabem que

o
X(Oé,ﬁ)(t) ~Y Z Cne’i’nt
n=-—o00
o
amb |c,| < w0 # 0, 1, per tant, S |en]® < 0o, Ja hem argumentat
n=—oo

[e.e]
abans que en aquestes condicions la serie > c¢,e™ convergeix a L*(—7, )
n=—oo

envers certa funcié f € L*(—m,m). Si sabessim que f = X(4,9), ja haurfem
acabat.
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Problemes

Per altra banda, pel test de Dini, la serie de Fourier de y(a,)(t) conver-
geix puntualment envers x(q,g)(t) per ¢t € [—m, 7] \ {o, }. Posem

La situaci6 és la segiient:

Sy 2% f a L*(—m, )

Sn(t) — X(p(t), gpt. te[—m ]

Aix0 no ens permet concloure que f = X(a,8) &P-t. sense un petit argument
addicional.

Resulta que, tal com varem veure a la demostracio de la completesa de
LY(—m, ), si una successi6 de funcions de L?*(—m, ), diguem (f,,)>,, con-
vergeix envers f a L?*(—m, ), llavors una subsuccessi6 (f,, )32, convergeix
puntualment g.p.t. envers f. Tornant al nostre cas, hi ha una subsucces-
si6 (S, )72, tal que

Sn, (1) LN f@), gpt. te|-mmn.

Doncs [ = X(a,5) &-P-t. O]

1. Calculeu la serie de Fourier de les funcions

1) f(t)=t, -7 <t<m.

Yy T Or 3w
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2) fit)=1t|, -7 <t<m.

.
.
.
.
} Il Il
T 1 T T

21 —7 T 2 3 47

2 —1
Surt: ———20082 nl )
n_

Trobeu-ne també la forma complexa.

. Calculeu la serie de Fourier de la funcié periodica de periode 27 que

a U'interval (0, 27) és
T—1

ft) = ——

wlﬁw

Apliqueu el test de Dini al punt ¢ =

. Calculeu la serie de Fourier de la funcié periodica de periode 27 que

a l'interval (0,27) és

t —
Indicacio: Noteu quef’(t) = Tﬁ Apliqueu el test de Dini per sumar

o
.. 1
la serie E —-
n

n=1
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13. Bases hilbertianes

Recordem que la successié que pren el valor 0, excepte en el lloc n-ésim on
pren el valor 1, s’escriu e,. A (2 la successié (e,)%, juga un paper analeg
al dels vectors de la base canonica de R” (o de C"). De fet tenim que, si
r = (1,)2, € (% llavors

2 oo

N
N—00
T — g Tpenll = g 2 2750, (13.1)
n=1 2 n=N+1
(o.9]
Aixd s’escriu z = Y m,e, i es diu que la série és convergent cap a x a (2

n=1

(és a dir, les sumes parcials tenen limit z a ¢2).

Sigui H un espai de Hilbert i (e,)3%; una successié d’elements de H.
Es diu que els e, formen un sistema ortogonal si (e,,e,) = 0, n # m i
ortonormal si a més |le,|| = 1, n = 1,2,... El sistema (e,)32; es diu que
és complet si el subespai de les combinacions lineals finites dels e,, és dens
a H (recordem que aix0 vol dir que tot € H és limit a H d’una successi6
de combinacions lineals finites dels e,,).

Una base hilbertiana de H és un sistema ortonormal complet.

Per exemple, hem vist abans que (e,,)% ; és una base hilbertiana a (. El

. . N . eznt 00
sistema trigonometric ( \/ﬁ)nzfOO

és ortonormal i és complet, tal com hem

vist a la seccié precedent. Doncs és una base hilbertiana de Li(—m, —7).
Analogament, el sistema
1 cos(nt) sin(nt)
/27(’ \/7_T Y ﬁ )
és complet i, com que és ortonormal, forma una base hilbertiana de
LA (—m, 7).
Volem veure ara que tot vector d'un espai de Hilbert es pot escriure com
una “combinacio lineal infinita” dels elements d’una base hilbertiana i que

aquesta expressio és tunica. Aixi que les bases hilbertianes fan honor al seu
nom. Comencem amb una desigualtat basica.

n=12...,

La desigualtat de Bessel. Sigui (e,)2%, un sistema ortonormal a un es-
pai de Hilbert H. Llavors

D e <z, e H. (13.2)
n=1



122

Materials

Demostracio. Posem, per N =1,2, ...

N

Yn =T — Z<x76n>en'

n=1

Veiem que yy és ortogonal a e,,, 1 <n < N. En efecte, per 'ortonormalitat
dels e,

(Yn,en) = <:7c - Z(z, em>em,en>

m=1

= (z,e,) — Z(x,em)<em,en>

Ara
N
T = Z(m, en)en + Yn
n=1
N
i yy és ortogonal a > (x,e,)e,.
n=1
Per Pitagores
N 2 N N
2l = || D (@ eaden| +lynl® =D Ka,en) P+ llywll? = D [z, ea)
n=1 n=1 n=1
i aixo déna la desigualtat de Besel fent que N — oo. O]
Apliquem (13.2) a LZ(—m, ) i al sistema ortonormal (f};)g":_m. Do-

nada f € LZ(—m,7) obtenim que

2 [{r75)

n=—oo

2

< / FPd

—T

o sigui

o0 . 1 T

S 1P <o [ 15oP

n=-—00 TJ

Veurem més endavant que, de fet, la desigualtat precedent és una igualtat.
Aix{ doncs, si f € L*(—m, ) la successié dels seus coeficients de Fourier

és de quadrat sumable. Haviem vist (al considerar els senyals d’energia fini-

ta) que aixd permet definir una funcié de L?*(—m, 7) com la suma a L*(—7, )

[e.e]
de la serie Y. f(n)e™ = g(t). La funcié g té els mateixos coeficients de

n=—oo

Fourier que f i, de fet, és f, tal com veurem en breu. Aixi doncs tenim el
segiient fet notable.

Corollari. Sigui f € L'(—m, 7). Llavors f € L*(—w,7) si i només si

> 1f()]? < oo

n=—oo
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El teorema fonamental de les bases hilbertianes és el seglient.

Teorema. Sigui (e,)2, una base hilbertiana de l’espai de Hilbert H. Lla-

vors per a tot x € H

x = Z(m,en>en

n=1

on la serie és convergent a H, és a dir,

N
lim ||z — Z(m, en)en|| = 0.
N—ro00

n=1

Demés tenim la identitat de Parseval
|z|? = Z\ z,e)?, zeH.

Exemple. La identitat de Parseval per H = Li(—m,7) i la base hilbertia-
eznt )OO

na ( V2r /n=—00

és

1 i
7 (t)[* dt = nZOJ

Per la funcié

n mn
n=1 0#n=—o0
tenim que
— todt
27
i
o0 R [o¢] 1
) ORTICIE) O
n=-—oo n=1

Per tant, Parseval déna
o

1
— )
—~n 6

oo
Demostracio del Teorema. Comencem per veure que la serie Y (z,e,)e, és

n=1

convergent a H. Si M > N, per Pitagores,

M N 2 M 2

Z<xaen>en_z<xa en>€n - Z <$7en>en

n=1 n=1 n=N+1

M fe’e)
= > e < Y e =50
n=N+1 n=N+1
[o@)

perque, per Bessel, Y |(z,e,)|* < co.

n=1
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oo
Sigui y = > (z,en)e,. Volem veure que x = y i per aix0o només cal
n=1
verificar que

(x—y,e,) =0, n=1,2,... (13.3)
En efecte (13.3) déna que

N
<x —, Z)\nen> =0
n=1

per qualsevol eleccié dels escalars A,,. Com que sabem que el sistema (e, )2
és complet, x — y és limit a H d’un a successi6 (z,,)2°_, de combinacions
lineals dels e,. Ara, recordant que el producte escalar (o I'hermitic) és
continu,

= lim (z —y, z,) = 0.

m—o0

Per veure (13.3) tornem a utilitzar la continuitat del producte escalar (o
N

hermitic) i que y = A}im Yoz em)em:
—0 ;=1

(x —y,en) = (,e,) — <A}1_I>Iéo Z(x, en>em,en>

m=1
N
(x,e,) — lim (@, em){em, €n)
N—oo ]
:<$,€n>—<l‘,6n =0 ]

Exemple. Per I'espai de Hilbert L2(—, ) i la base hilbertiana (£5=)>

el teorema precedent diu que es pot recuperar una funcié f de LZ(—m,7)
de la seva serie de Fourier mitjancant la férmula

f= Z fn)e™, (13.4)

n=—0oo

on la convergencia de la serie és a L& (—7, 7):

2
N—o0

— 0.

Hf . Z f eint
La identitat de Parseval

1 " 2 2
o () dt = er

- n=-—00

2
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déna un resultat sorprenent: els espais de Hilbert L*(—m,7) i £* sén el
mateix. De fet, és més comode canviar ¢? per

*(7) = {(xn);’f:_oo : Z |z, |? < oo} )

La isometria lineal entre L*(—m, ) i £*(Z) és
L*(—m,7) — (*(Z)
L Q)

Parseval diu que I‘aplicacié de dalt conserva la norma (excepte pel factor %)
i la demostracio del teorema precedent que és exhaustiva. O

Sabem que el fet que la serie (13.4) convergeixi a L?(—m, ) no diu res
sobre la convergencia puntual. Lusin, un matematic rus, va conjecturar que
si f € Li(—m,7), llavors la serie (13.4) és convergent per gairebé tot ¢ i la
suma és f(t). Va costar molts esforgos demostrar la conjectura de Lusin,
cosa que va aconseguir un matematic suec, Lennart Carleson, 'any 1966.
De fet, les idees de Carleson s’estan reprenent actualment per tractar altres
problemes d’analisi de Fourier.

El problema principal que tracta la teoria classica de les series de Fourier
és el de recuperar f € L'(—n,m) a partir de la serie de Fourier. Es desen-
volupen metodes de “sumabilitat” per esquivar les dificultats que planteja
la convergencia puntual de la sertie de Fourier. Es pot veure, sense gaire
dificultats, que les mitjanes aritmetiques

Sof(t) +---+ Snf(t)

N1 =onf(1) (13.5)

de les sumes parcials de la serie de Fourier
N
Snf(t) = Z f(n)e™
n=—N

convergeixen a L' (—7, ) (i també a L?*(—m, 7)) cap a f. Aix0, naturalment,
permet recuperar f a partir de la seva serie de Fourier. El metode és molt
natural i s’aplica a molts espais de funcions. Per exemple, si f és continua

on 2% f uniformement a [—7,7]. Si f és de classe Ct[—m, 7], llavors la
convergencia és a C'[—m, 7.

Un altre problema classic de la teoria de les series de Fourier és el de
descriure les funcions d’un cert espai funcional mitjancant el comportament
dels seus coeficients de Fourier. Per exemple, sabem que f € L*(—7,7)

o0 A
si i només si Y. |f(n)]*> < oo. No hi ha cap descripcié semblant per
n=-—00
L'(—m, ) ni per Pespai de funcions continues. Es pot desenvolupar un
metode (la teoria de Littlewood-Paley) que permet descriure la majoria dels
espais “raonables”, com per exemple, I’espai de funcions que compleixen una
condici6 de Lipschitz d’ordre a, 0 < o < 1:

f@) = f < Clt = 2%,z € [-m,7].



126 Materials

En resum, el mén de les series de Fourier ha estat per molts anys un
camp de recerca dificil que ha generat instruments molt potents que llavors
s’han aplicat amb gran exit a altres camps, com les EDPs o la teoria de
nombres.

Problemes

1. Sigui f una funcié periodica de perfode 27 de classe C*(R). Demostreu
que

S [f(n)] < .

n=-—oo

Hint: ]?’(n) — inf(n), Parseval i Schwarz.

2. Sigui f una funcié periodica de periode 27, integrable a (0, 27). Llavors
f és la primitiva d'una funcié de L?(0,27) si i només si

e}

S wlf ) < oo,

n=—0o0
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14. Operadors fitats

14.1 Aplicacions lineals fitades

Hi ha operadors (aplicacions lineals) entre espais de Banach que apareixen
de forma natural en resoldre equacions diferencials. Per exemple, conside-
rem l’equacié de segon ordre

y' +0(2)y + c(x)y = f(z)

on b, ¢, f € Cla,b] i posem la condicié inicial
yla)=a, y'(a)=7
o la condicié de contorn
Ay(a) + By'(a) =0
Cy(b) + Dy'(b) =0

amb AD — CB # 0.
Un cas elemental és

y'=—f(z), y0)=y'(1)=0, feC[01] (14.1)

El problema es resol fent dues integracions.

y(z) = - / Cf(t)dt+ Gy

y(x):—/ox </Otf(s)ds) dt + Char + .

y(0) =0 déna Co =01y (1) =0 déna C; = fol f. Doncs, per Fubini,

y(@:_/om (/Otf(s)ds) dt+x/01f
:_/Om@—s)f(s)dﬁﬂ?/olf

:/mle(s)ds—i—/oxsf(s)ds

_ /01 min(z, s) f(s) ds.
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La solucié del problema de contorn (14.1) amb terme independent f €
C'[0,1] és la funcié

Tf(x) :/0 K(z,s)f(s)ds, 0<az<1, (14.2)

on K(z,s) = min(z, s) és el “nucli” de 'operador T'. Clarament 7T és lineal,
en el sentit que T'(f1+ fo) = Tf+Tfoi T(Af) = AT f. També T: C[0,1] —
C?[0, 1] perque la funcié T f(z) és de classe C? ((T'f)"(z) = —f(x)). Volem
veure que T envia continuament C[0,1] en C?[0,1], de manera que una
petita variacié en C|0, 1] del terme independent provoca una petita variacié
en C?[0, 1] de la solucié. Recordem que C?[0,1] és un espai de Banach amb
la norma

A1l = max ([l flloos [ lloe, 1/ llse)-

Hi ha un criteri de continuitat molt 1til per aplicacions lineals entre espais
de Banach.

Teorema. Sigui T: F — F una aplicacid lineal (operador) entre els espais
de Banach E i F. Llavors son equivalents

1) T és continua,
2) T és continua al 0,

3) T és “fitada” (fitada sobre la bola unitat de E),

és a dir, hi ha una constant C' > 0 tal que
|Tz|| < Cllzll, x € E.

Exemple. L’operador (14.2) és continu. Per aix0d comprovarem que és fitat

1
WﬂMSAHm@wﬂM%SWM,OSwﬂ-

Dones [[T'f]loe < [|flloo- Ara

@ﬁmz/f@@

(TH @) < fllo(t =), 0<z <1,
(T f) lloo < N1fllso-

Com que (T'f)"(z) = —f(x)
TS oo < 1f oo

Concloem que
1T flle2p0,0) < 11l

i, doncs, val la condici6é 3) amb C' = 1.
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Demostracio del Teorema.

2) = 3) Donat € =1 hi ha 6 > 0 tal que

|z|| < 0 = || Tx|| < 1.

s =z
2 ||zl

selt@i= |7 (3:5)

2
IT@I < Slell, weE.

Sigui x # 0. Llavors té norma g. Per tant

<1

Doncs val (3) amb C' = 2.

3) = 1) Veiem que T és continua a xy. Com que T és lineal i és fitada,
[T(x) = T(xo)|| = IT(z — zo)|| < Clla — o],

i aixo dona la continuitat al punt zq. O

Exemple. Sigui 7" un operador lineal 7': R® — R™. Hi ha una matriu (a;;)
de manera que si x = (x1,...,z,)

Ty = (i A1 Ly ... ,i aim.fj) . (143)
=1 i=1

Cada component és un polinomi de primer grau i, per tant, continua. Doncs
T és continua i, per tant, hi ha una constant C' de manera que || Tz|| < C||z]|,
r € R™.

Noteu que analeg continu de (14.3) és

Tf(z) = /E K(z.y)f(y)dy, z€F (14.4)

on I és un compacte de R” i K és una funcié continua a E/ X E a valors
complexos. Veieu el problema 2 per una condicié suficient de continuitat
d’aquest operador sobre diversos espais.

14.2 Invertibilitat d’operadors

La necessitat d’invertir operadors apareix en transformar un problema de
contorn en una equacio integral. Considerem, com a exemple, el problema
de contorn

X' —y=f(z), 0<x<1, feC[0,1], A#0
y(0) =a, y(1)=0b.

Posem u(z) = y”(x). Integrant entre 0 i x:



i tornant a integrar (i fent Fubini)

@) =90 = [ (v + [ats)as) a
=y (0)x + /Om(x — t)u(t) dt.

Utilitzant les condicions de contorn, obtenim

y(z) = a+ (b - /01 u(®) dt> v+ /Dm@ — Hult) dt.

Ara 'equacio es reescriu

Ny —y = du(x) — <a + bx + /01 K(z,t)u(t) dt)

on

K(z,1) —t si0<t<gzg
x? = .
—r six<t<l.

En termes de u ’equacio queda
A —Tu= f(z)+a+ bz (14.5)

n (Tu)(z) = [, K(z,t)u(t)dt.
L’equacié (14.5) és un exemple d’'una equacié integral de Fredholm.
Dividint per A

(I— %) (u) = f(z) +a+ bx.

Sil— % és un operador invertible,

"= (1-%)1 (f(x) + a+ ba)

i haurem trobat u que és y”. Integrant dues vegades trobarem y. Notem
que T és un operador continu de C|0, 1] en C[0, 1]. De fet,

1
|(Tw) ()] < / |K (2, )[[u(®)] dt < [[ullo, 0<z <1
0
Doncs

[Tulloo < l[ufloo- (14.6)

Estudiarem ara un criteri d’invertibilitat d’operadors. Siguin F i F'
espais de Banach. Denotem per L(E, F') el conjunt de totes les aplicacions
lineals continues de £ en F. Clarament L£(E, F') és un espai vectorial. Hi
ha a £(F, F') una norma natural que és

1T = inf{C": [Tz < Cllzl, v € E} = sup{[[T'(2)]| : [l=]| <1}
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Resulta que I'expressié precedent és una norma i que L(E, F) és un espai
de Banach si es dota d’aquesta norma (exercici).
Si E = F puc compondre operadors continus i obtinc un altre operador
continu. De fet,
[T oS <[ITNS]

com es comprova facilment. També és facil veure que 'operador identitat I
té norma 1. Posem L(F) = L(E, F) per un espai de Banach E.

Teorema. La bola oberta de centre I i radi 1 a L(FE) esta formada per
operadors invertibles.

Demostracio. Hem de veure que un operador del tipus I — 7 amb ||T']] < 1
és invertible. La identitat

1 oo
:ZZ”, zeC, |z] <1,

o0

ens assenyala el cami. Notem que la serie » T és convergent perque és
n=0

absolutament convergent (veieu el problema 3 al final d’aquest capitol):

o 00
AT <D ITI" < oo,
n=0 n=0

ja que ||T]] < 1.
Ara
00 N
(I—T)E%T :(J—T)ngréoz%T
N
= m (I=1) T
= lim [ —TN*' =1.
N—o0
Per tant
1 oo
— =) 71" U
T2

Tornem al problema de contorn que és equivalent a I'equacié de Fred-
holm (14.5). Ara ||T|| < 1 tal com diu (14.6). Doncs si [A| > 1, [|£|| < 1
il— % és invertible. En aquest cas u (i doncs y) depen continuament de
f(x)yideaib.

Amb aquest metode no queda clar que passa si 0 < |A| < 1.

Exercici. Trobeu I'equacié integral de Fredholm associada al problema de
contorn
y'+dy =sinz, 0<z<1, y(0)=y(1)=0.
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Surt )
u+4/ K(x,s)u(s)ds = sinz,
on ’
K@,S):{;;
Sigui (T'u)( / K(z,s)u

Comproveu que [|T|| < 5
Es I + 4T invertible?

Veiem ara que un problema de valors inicials es converteix en una equacié
integral de Volterra. Per exemple,

y'(z) + 9 () =cosz, y(0)=0,90)=1, 0<z<M. (14.7)

Posem u = y”. Integrant entre 0 i x

y(2) — /(0) = / “ult) d,

y(x) =1+ /Of’f u(t) dt.

Integrant una segona vegada entre 0 i x

y(m):/ox [1+/0tu(s)ds} dt

—z+ /Ow(x — s)u(s) ds.

L’equacié (14.7) es transforma en

u+ /Ox(x — s)u(s)ds = cosx — x. (14.8)

- /0 " K (o, s)uls) ds

on K(z,s) =x — s és un nucli continu.
L’equacié integral (14.8) s’escriu com

Posem

u+Tu=cosx —x (14.9)

que és un exemple d’una equaci6 integral de Volterra.
L’equacié (14.9) és

(I +T)(u) =cosx —x

que dona
uw=(I+T) *(cosz — )
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si I + T és invertible. Resulta que I + T és invertible per a qualsevol
nucli K (z, s) continu en (z, s), malgrat que no sempre || 7|| < 1. L’argument
és el segiient.

Clarament

|Tu(x)] < || K||oolltt]|cz, 0<az <M. (14.10)
Doncs
[Tulloe < [[Kloolulloc M
1T} < [ [|oo M-
Ara fitarem ||T?||. Aplicant (14.10) (per obtenir la segona desigualtat):

WTTUXfoSHKW«tAmKTﬂXSHdS

swmuﬁumuwuws

M2
< ||K||Zo||u‘|0077

M2
1 T%ulloe < K121t oos

72 < e 2
Ara inductivament veiem que
||| < HKH:;%, n=12...
Per tant - -
2% 17| < 2; —(”K”;jM)” = KM < oo,
Doncs N N -
IJ%T => (=
n=0

La conclusio és que 'equacié integral de Volterra

u(x) + /OI K(z,s)u(s)ds = f(x),

té una solucié tnica si el nucli K (x, s) és continu en (z, s).

En el cas K(x,s) = z — s podem calcular el valor exacte de ||T||, on
pensem que T' és un operador fitat a C[0, M|, M > 0. La fita superior que
hem trobat abans es pot millorar en el nostre cas:

T iL‘2 M2
Tu(e) < [ (o= s)lulleds = ully < ull g
0
M2
Tulse < -l
M2

1T < —-
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Problemes

Prenent la funcié u(z) =1, 0 < 2 < M, obtenim
T $2
Tl(x):/ (x—s)ds:?, 0<z< M.
0

Doncs
1T1loo = —~

M?
T|| = —.
IT) = =

Doncs si M = 2 obtenim que ||T'|| =2 i que I + T és invertible.

1. Demostreu que si 7: R* — R™ és una aplicacié lineal amb ma-
triu (a;;), llavors

N|=

IT]] < (Z a?j> lzll, = eR",

1]

=

de manera que ||T]| < (ZZ ; a%) ® Trobeu una aplicacio lineal T' per
la qual la desigualtat precedent sigui estricta.

2. Sigui F un subconjunt mesurable de R™ i K una funcié mesurable a
E x F a valors complexos. Si f és una funcié complexa mesurable a
E posem

Tf(z) = [E K (e.9)f (y) dy. (14.11)

pels x de E tals que [, |K(z,y)f(y)|dy < oo.

(i)Demostreu que si E és compacte i K és una funcié continua, llavors
T envia continuament L'(E) en C(E).

(ii) Suposem que, en el cas general, tenim les desigualtats

[IK@play<c. aek
/IK(x,y)ldeC, ye L.

Llavors T envia continuament L*(E) en LY(E) i L®(E) en L®(E).

(iii) En les hipotesis de (ii) demostreu que 7" també envia continuament
L*(E) en L*(E).

Hint : Poseu
Tf(x)] < / K (2 9) 5K (2 9) 31 ()] dy
E

i apliqueu Schwarz.



Materials 135

3. Trobeu I'equacio integral de Volterra equivalent al problema de valors
inicials
y'+y —2y=f(z), y(0)=1, ¢(0)=0,

on f € C[0,00). Demostreu que hi ha una soluci6 unica.



