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El que el lector té a les mans és el conjunt de notes que l'autor portava a classe
de “Calcul en diverses variables i optimitzacié” de segon de matematiques durant els
cursos 2013-14, 2014-15 i 2015-16. Ho vaig ordenar i polir una mica amb la intencié que
I’alumne tingués una ajuda per seguir el curs. Per la integral i el calcul vectorial seguiem
de molt a prop el llibre de Marsden i Tromba, un classic dificil de superar.

Bellaterra, 12 de setembre de 2016.



Capitol 1

L’espai euclidia

1.1 Norma i distancia euclidianes

Recordem que
R*"={x=(x1,...,2,) : 21,...,2, € R}

és un espai vectorial sobre R. També ens el podem mirar com un conjunt de punts entre
els que hi ha, com veurem, una distancia. Recordem que en una variable la derivada d'una
funcio6 es defineix com el limit

(1.1) f(a) = lim M_
ha T —a

Quan x s’acosta al punt a, perd = # a, el quocient a (1.1)) té sentit i aquest quocient
s’acosta, si la funci6 és prou bona, a un cert limit que, per definicié, és f'(a). El nostre

primer objectiu és precisar que significa que el punt x = (z1,...,2,) de R s’acosti al
punt a = (ay,...,a,) de R™.
La norma (euclidiana) del punt (o vector) x = (x1,...,z,) de R™ és

n 1/2
(1.2) ]| = (Zx?)

i s’interpreta com la longitud del vector x o com la distancia del punt x a l'origen. Per
n=2

Figura

3
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Pern=3
Figura

Per exemple,
I(1,-2)| =VI+4=V5 aR’

H(1707_2)H = \/g a]Rg?
I(-1,1,-L1)|=v4i=2 aR%.

La norma té les tres propietats segiients:
1. ||z]| >0i]z|| =0« x=0.

2. || Azl = [M||z]|, = € R*, A € R.

3.l +yll < =l + llyll

La propietat 2 déna la homogeneitat de la norma (diu com els escalars surten fora) i
és conseqiiencia obvia de la definicié.
La propietat 3 s’anomena la desigualtat triangular i simplement diu

Figura

que un costat d'un triangle és més petit que la suma dels altres dos. La desigualtat
triangular per la norma euclidiana no és immediata i requereix una certa feina. S’anomena
la desigualtat de Minkowski.

Demostracio de la desigualtat de Minkowski. Prenent el quadrat dels dos membres obte-
nim la desigualtat equivalent

lz+ylI* < llzl® + ly1* + 2ll= [yl

Recordem que el producte escalar a R™ és

(z,y) = Z LYy
j=1

Dongs ||z||* = (z,z). Per tant

|z +ylI? = (x+y, 2 +y) = (x,2) + 2(x, y) + (. 9) = ||lzl]> + [Jyl]* + 2(z, y).
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La demostracié queda doncs reduida a veure que

(1.3) [{z )| < [l llyll

que s’anomena desigualtat de Schwarz (o Cauchy-Schwarz). Per demostrar-la notem que,
pert € R

lz +tyll* = (& + ty, = + ty) = ||l2l|* + 2(z, y)t + [ly]|*¢*.

Com que el polinomi de segon grau en ¢ de la dreta és sempre no-negatiu el discriminant
és negatiu o zero:
(2(z,y))* = 4z ]*lyl* < 0,

que és (|1.3)). ]

Hi ha un argument més directe. Donats els vectors z, y posem-nos en el pla que generen
(si s6n linealment depenents la desigualtat és molt facil). Podem aplicar el teorema del
cosinus al triangle que té per costats x, y i y — x. Obtenim

ly = ]* = [l + Iyl = 2[|z[l|y]| cos .
on 6 és 'angle determinat per z i y. Per altra banda
ly = ]1* = ll=[* + llylI* = 2(z. y),

i, per tant,
(z,y) = llz[llyl| cos b,

que, obviament, déna la desigualtat de Schwarz. Hi ha un detall, que hem obviat, i que
deixem al lector: cal veure que la norma restringida al pla generat per x i y és la norma
propia d’aquest pla (per la qual val el teorema del cosinus).

Definicié. Donats dos punts z,y € R" la distancia euclidiana entre x i y és
d(x,y) = llz —yll
Aquesta funcié d: R™ x R™ — R té les propietats:
L. d(z,y) >0id(z,y) =0z =1y.

2. d(z,y) < d(x,z) +d(z,9), x,y,z € R, que és la desigualtat triangular.
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Per exemple,

d((1,-1,1),(0,1,0)) = [[(1, =2, 1)|| = \/6

Hi ha una noci6 abstracta d’espai metric, que no estudiarem en aquest curs pero que
cal saber. Un espai metric és un conjunt E dotat d'una distancia d. Una distancia d a E
és una aplicacié d: E x E — R tal que

1. d(z,y) >0, z,y € Eid(z,y) =0siinoméssiz=y.
2. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), v,y,z € E.

Per exemple, tot subconjunt de R™ amb la distancia euclidiana és un espai metric.

FALTA COLOR; FALTEN PROBLEMES

Problemes de la seccié [1.1]

1. Hi ha una altra demostracié de la desigualtat de Schwarz, que és interessant perque
mostra realment la seva naturalesa. Fem-ho per n = 2 perque 'argument en més dimen-
sions és el mateix. Feu primer el cas particular en que x = (1,0). Després reduiu el cas
general a aquest fent una rotacié. Haureu de notar que una aplicacié lineal que conserva
la norma també conserva el producte escalar.

1.2 Limits de successions i completesa de R”

La definicié de limit d’una successié (z,,)5_; de punts de R™ és molt natural tenint

present la nocié de distancia. Diem que el limit de la successié (z,,)50_; és © € R", cosa

que s’escriu z = lim z,,, sempre que la distancia entre z,, i x tendeixi a 0 quan m — oo,
m—o0

’ . m—0o0 . . N . .
és a dir, sempre que ||z, — z|| —— 0. Si volem, aix0 es pot escriure amb ¢ i ng: donat

e > 0 hi ha un index my tal que ||z, — x| < & si m > my.
Per exemple, a R3,

m—1 3 1 m* —2
e 'm? log ———
it m+3

) = (1,0,0).
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Aix0 és obvi si se sap que el limit d'una successié de vectors a R™ és el limit per coor-
denades, és a dir, posant ©,, = (Ty1, Tm2, -+ Tmn) € R, m =1,2,--- | si se sap que el
limit de la successié (x,,)%°_; existeix si i només si existeixen els limits de les successions
de les coordenades (x,x)°_; per 1 < k < n i, en aquest cas,

lim x, = (lim 2,1, im Z,9, -, Im 2,,,).

m—r0o0 m—0o0 m—o0 m—0o0
Es pot demostrar aquest fet com un exercici (conseqiiencia senzilla del problema 2 del
final d’aqiesta secci6).

Una successié es diu convergent si té limit. Una successiéo convergent compleix la
condici6 de Cauchy, exactament igual que en una variable. Si lim,, .. x,, = = llavors
donat € > 0 hi ha un index mg tal que per indexos m > my tenim ||z, — z|| < €. Ara
prenem dos indexos p i ¢ amb p, ¢ > my. Obtenim ||z, — z,|| < ||z, — z|| + ||z — z,]| < 2e.

[

Canviant € per § obtenim la condici6é de Cauchy: per a tot € > 0 hi ha un index my tal

que per a indexos més avangats p,q > mg es té ||z, — z4]| < €.
Teorema. R" és complet

Demostracio. La demostracié és una senzilla reduccié al cas de la recta. Si (2,,)500_4

compleix la condicié de Cauchy, llavors les successions de coordenades ()50 ;, 1 < j <
n també i, doncs, tenen limits x; = lim,, oo T, 1 < j < n. Per tant, el limit de (2,,)50_,
és x = (x1,...,2,). O

Problemes de la seccié [1.2
1. Demostreu que per x = (z1,...,x,) € R"

o0 < llol < foal + -+ + [l < 0 max | .

2. Espais metrics complets i no complets.

(1) Sigui B = {x € R" : ||z|| < 1}. El conjunt B dotat de la distancia euclidiana és
un espai metric. Volem veure que no és complet, és a dir que no tota successié de
Cauchy és convergent. Considerem la successio

1 1 1
Tm=1-——,...;,—), m=12 ...
m’'m m
Demostreu que aquesta successio és de Cauchy a B pero no té limit a B.

(2) Sigui B = {x € R": ||z|| < 1}. Demostreu que B dotat de la distancia euclidiana
és un espai metric complet.
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1.3 Limits de funcions

Igual que en una variable, el tenir una distancia permet definir la nocié de limit d’una
funcié f(z), definida a un subconjunt D C R™ i que pren valors reals (o, fins i tot, a R™)
en un punt a. Si f: D — R™ direm que

(1.4) lim f(z) =10

r—a
si f(z) s'acosta a b quan z s’acosta al punt a sense ser a. Més formalment (|1.4]) és el
mateix que dir que donat € > 0 hiha d > 0tal quesiz € Di0 < ||z —a| < 0 (z s’acosta
al punt a i z # a), llavors ||f(x) — b|| < e (f(x) s’acosta a b).

Aquesta definicié només té una pega: si el punt a és “lluny” de D (mai s’ha dit que
a hagi de ser de D), llavors = € D no pot acostar-se al punt a i la definici6é perd sentit.
Per exemple, a R, D = [0,1]ia =2 AR?) D ={z:|z]] <1} ia=(2,0). AR3
D={z:|z|| <1}ia=(0,2,0).

Definicié. Diem que un punt a € R™ és un punt d’acumulacié de D C R" si tant a prop
com vulgueu de a hi ha punts de D diferents de a. Més formalment, donat ¢ > 0 hi ha
reDtal que 0 < ||z —a| <e.

Equivalentment, hi ha una successio (z,,)5°_; de punts de D \ {a} que té limit a.

Exemples

(1) Un punt de D que no és d’acumulacié (se’n diu un punt aillat de D).
AR, D=[0,1U{2}ia=2 AR" D={zeR":z,>0}U{0,...,0,—-1)}i
a=(0,...,0,—1).

(2) Un punt d’acumulacié de D que no és de D.
AR, D=(0,1)ia=00a=1. AR, D={z:|z|| <1}ia=(0,...,0,1)0
lall = 1.

(3) Un punt d’acumulaci6é de D que és de D.
AR", D ={z:|z]| <1} 1 a qualsevol punt de D.

La conclusié és que la definicié que hem fet de (1.4)) és interessant només quan a és
un punt d’acumulacié del domini D de la funcié f.
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Exemples
(1) Calculem a R?
sin(z? + y?)
im —
(2y)—(00) 22 + Yy

Tenim que lir%w = 1. Donat € > 0 hi ha § tal que 0 < |t| < 4,
%
in(t
SH;( ) — 1‘ <e.

Si ||(z, y)|| = V22 + y? < V3, lavors

(2 a2
sin@” +y7) |
x? +y?
(2) Calculem
22
lim

(9)—(00) /22 + 12

El numerador és “quadratic” i el denominador és “lineal”. Sembla, doncs, que el limit

hauria de ser 0. Fixem-nos que
|| < Va?+y?

z? < x? +y2.

Per tant,
2

x
——— < Va2 +y? = (z,y)]| =0
Va2 +y?
sempre que (z,y) — 0.
(3) Calculem
i
(@.9)=(0,0) /22 + 2

Aqui tant numerador com denoninador séon “lineals”. Agafem y = 0

Figura



10 CAPITOL 1. L’ESPAI EUCLIDIA

Llavors

ol el

V7

i concloem que si el limit existeix ha de ser 1.
Agafem x =0

Figura

La funcié val 0 i, doncs, si el limit existeix ha de ser 0. Per tant el limit no existeix.

(4) Calculeu
2y

00 g
Provem y = 0. El limit és 0.
Figura
Provem z = 0. El limit es 0.
Figura
Provem z = y. El limit és % = 1. Doncs no hi ha limit.

Figura

Provem y = Az,
222 2\

1+ A2)22  1+A2

Figura

Aixi que el limit depeén de la direccié en que ens apropem a (0, 0).

Compte, perque pot succeir que els limits direccionals existeixin i siguin tots iguals
pero que el limit no existeixi. Veieu els problemes 4 i 5 d’aquesta seccié.

També el limit es pot calcular per “successions”: vegeu el problema 6.
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Problemes de la seccié 1.3

1. Trobeu els punts d’acumulacié i els punts aillats dels segiients conjunts:
(1) {x e R": ||z|| < 1}.

(2) {(z,y) eR?:y >0} U{(0,0), (0, 1)}

(3) {(%,(—1)") :n:1,2,...} C R%

2. Demostreu que per z = (z1,...,2,) € R”

o0 < llol < foal + <+ + [l < 0 max | .

3. Sigui f: D — R™ la funcié f(z) = (fi(x), fa(x),..., fm(z)). Sigui a un punt d’acu-
mulaci6é de D. Llavors lim f(z) = b si i només si lim f;(z) =b;, 1 < j <m.
T—a z—a
4. Considereu la funcié
y

PR (z,y) #(0,0) i  f(0,0)=0.

flz,y) =

Demostreu que tot els Irhits direccionals a l'origen sén 0, pero que el limit no existeix.

5. Considerem la funci6 definida a R? que val 0 si 2?4+ (y —1)2 < 1,siz? + (y+ 1) < 1
isiy=0,1vallen els altres casos. Calculeu els limits direccionals a 'origen i el limit
sobre la parabola y = z2.

6. Sigui a¢ un punt d’acumulacié de A C R" i f: A — R™ una funcid. Llavors
lim,_,q f(x) = b si i només si sempre que z,, € A\ {a} i z,, —— a, resulta que

fzm) == b.

1.4 Grafiques de funcions de dues variables

Es tracta d’estudiar alguns exemples de grafiques de funcions senzilles en dues variables.

Sigui z = f(x,y) una funcié de 2 variables definida a un subconjunt D C R?. La
grafica de f és {(z,y,2) € R3: 2 = f(z,y) i (z,y) € D}. Si f és de n variables la grafica
és {(x, f(x) : x € D} C R"™'. En el cas de 2 variables podem pensar que z = f(z,y) és
I’altura sobre el nivell del mar d’un perfil muntanyods sobre la regié D del mapa

Figura
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D’aquesta manera si fixem una altura c el conjunt {(z,y) € D : f(z,y) = ¢} és una
“corba de nivell”, és a dir, el conjunt de punts (x,y) del mapa tals que el punt de la
muntanya (x,y, f(x,y)) esta a altura ¢ = f(x,y). Un metode per dibuixar la grafica de
la funcié z = f(x,y) consisteix a trobar les corbes de nivell en el pla z — y,

Figura

i llavors aixecar-les a I’altura que els hi correspon.

Exemples

(1) La funcié és constant, per exemple, f(z,y) =1, (z,y) € R
La “corba de nivell” d’altura 1 és tot el pla!

Figura
(2) flz,y) =z —y+ 1.
La corbadenivell z —y+1=céslarectay=ao+1—c.
Figura
Aixecant cada recta a la seva altura
Figura
(3) f(z,y) = 2" +y*

Les corbes de nivell sén 22 + y? = ¢, que és la circumferéncia de centre l'origen i
radi y/c (si ¢ < 0 és buit). El mapa és

Figura
i la muntanya és
Figura

La grafica és la superficie que s’anomena “paraboloide de revolucié” perque la inter-
seccié de la superficie amb x = 0 és la parabola z = 32

Figura
i amb y = 0 és la parabola z = 22
Figura

La superficie s’obté girant z = y? al voltant de 1’eix vertical.
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Problemes de la seccié 1.4

1. Dibuixeu la grafica de f(x,y) = 2> — y* (paraboloide hiperbolic o sella de muntar).
2. Dibuixeu la grafica de f(z,y) = /2% + y2 (con).

1.5 Continuitat

Una funcio
f:D—R" DCR"

és continua al punt a € D si a és un punt d’acumulacié de D i
3 lim f(z) = f(a)
T—a

o si a és un punt aillat.

f és continua a D si ho és a cada punt de D.

Com en una variable hi ha 2 raons basiques per les quals una funcié no és continua a
un punt:

1. Existeix lim f(x) pero és diferent de f(a). Redefinint f en el punt a com el valor de
r—a

lim f(z) la funcié esdevé continua. La discontinuitat és diu evitable. Per exemple,
T—ra

flz)=0, zeR"\{0} i f(0)=1
té una discontinuitat evitable a l'origen. Definint f(0) = 0, la funcié esdevé
continua.

2. No existeix lim f(z). En aquest cas, la singularitat es diu essencial. Per exemple,

r—a
considerem f: R™ — R definida per f(z) =0si ||z|| <11 f(z) =1si |z] > 1.
En el punts on ||z|| = 1 hi ha un salt.

Un altre exemple és f: R? — R,

) 1
x,y) =sin | ——
si (z,y) # (0,0) 1 f(0,0) = 0. A l'apropar-se a l'origen la funcié oscilla entre —1 1 1,

com en el cas d'una variable y = sin(%). Doncs el limit a 'origen no existeix degut a
l'oscillacio de la funcié.

FALTA COLOR; FALTEN PROBLEMES
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1.6 Topologia de R" i compacitat
Definicié. Una bola oberta de radi a i centre r és el conjunt
B(a,r) ={x e R" : ||z —a| < r}.

La bola tancada és

B(a,r) ={x € R" : ||z — a| < r}.

Definicié. Un conjunt U C R" es diu obert si per tot € U hi ha una bola centrada al
punt x continguda a U:

Figura

Exemples

e B(a,r) és obert i B(a,r) no ho és. Donat b € B(a,) tenim que B(b,r — ||b—al|) C
B(a,r) com es veu facilment per la desigualtat triangular. Si b és tal que ||[b—al| =,
llavors cap bola centrada a b esta continguda a B(a,r).

Figura

e El semi-espai obert {x € R" : z,, > 0} és un obert.
e {a} no és obert.
e {(z,y) :x >0,y >0} no és obert.

e Es obert {(z,y): 2 >0, y > 0}?

Propietats dels oberts

1. ¢ i R™ s6n oberts.

2. Si (U;)ier és una familia arbitraria d’oberts, llavors |J U; és un obert.
i€l

3. SiUy,...,U, sén oberts () U; és obert.

=1

Aquestes tres propietats sén les que defineixen una “topologia” a un conjunt, com es
veura en altres cursos.
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Tancats. Un conjunt /' C R™ és tancat si el complementari F© = R™ \ F' és obert.

Exemples
e B(a,r) és tancat.
e {a} és tancat.

e {(z,y): x>0,y >0} no és obert ni tancat.

Adhereéncia: Donat F' C R" qualsevol posem
F={zeR":B(x,r)NF#0,r>0}
={zeR": 2= lim x,, z, € F}.
m—0oQ
Nota. © = lim x,, si donat € > 0 hi ha myg tal que ||z — z,,,|| < e, m > mo.
m—0o0

Teorema. Tenim que son equivalents per F' C R",

(1) F és tancat.

(2) F=F.

(1) = (2) Sigui z € F. Siz ¢ F, com que R"\ F' és obert, B(z,r) C R"\ F, per cert
r > 0. Aixo contradiu la definicié de =z € F'.

(2) = (1) Sigui « ¢ F. Llavors z ¢ F i, doncs, hi ha r > 0, B(z,r) N F = 0 o sigui
B(z,r) C R"\ F. Per tant, R"\ F' és obert.

Definicié. Un subconjunt K de R™ és compacte si és tancat i fitat. ‘Fitat’ vol dir que
és un subconjunt d’una bola. Equivalentment, hi ha una constant positiva C' tal que
2] < C, 2 € K.

Per exemple, una bola tancada és un compacte i una bola oberta no ho és. El quadrat

1 1
Q:{x:($1,...,$n)€Rn:—§§ij§§, 1§j§n}
de centre 'origen i de costat 1 és compacte. R™ no és compacte, ni cap semi-espai tampoc.
Veiem ara que els conjunts compactes de R™ son els que tenen la propietat de Bolzano-
Weierstrass, és a dir, aquells pels quals tota successié d’elements del conjunt té una
subsuccessié (o successié parcial) convergent a un punt del conjunt.
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Teorema. Son equivalents, per K NR",

(1) K és tancat i fitat.

(2) Si(xp)50_, €s una successio de punts de K, hi ha una parcial (x,, )52, i un x € K
— 00

k
tals que x,,, —— x

(1) = (2) Posem z,, = (Tm1, T2y - - - s T ). Com que || < [z < ¢, m=1,2,...
la successié de nimeros reals (z,,1)5°_, té una parcial convergent (z,,,1)%,, diguem, en-
vers 1. Ara |Tp,,2| < [|Tm, || < ¢, k=1,2,... Doncs hi ha una parcial de (z,,,2)72, conver-
gent, diguem, envers z5. Inductivament trobem una parcial z,,, — = = (x1,...,2,).
Com que z € K i K és tancat, v € K i (2) queda vist.

(2) = (1) Veiem primer que F' és fitat. Si no ho fos, per cada m hi hauria un z,, € F,
||| > m. Llavors ||2,|| === oo i la successi6 (2,,)%_, no té cap parcial convergent.

m—00

Veiem ara que F és tancat. Sigui z € F iz, € F, z,, —— z. Hi ha una par-
cial (zp, )52, amb ,,, k2% € F, per hipotesi. Doncs o =y € F.
Quan estudiem problemes d’optimitzacié farem servir sovint el segiient

Teorema. Sigui K un compacte C R" i f: K — R una funcié continua. Llavors f és
fitada © s’assoleizen els extrems, és a dir, hi ha punts a,b € K tals que

fla) = ig}gf(w‘) i f(b) = inf f(z).

Demostracio. Si f no és fitada hi ha, per a cada m, un x,, € K tal que |f(z,,)] > m.

. k—o0 , ;
Agafem una parcial z,,, —— = convergent cap a + € K. Com que f és continua al
k—o00

punt z, f(z,,,) — f(x) i obtenim una contradiccié.
Veiem ara que s’assoleix sup f(z) = s. Donat m = 1,2,... agafem z,, € K amb
zeK
s—L < f(x,,) < s. Passant a una parcial &, 222 v € K. Doncs f(z) = klim f(@m,) =
—00
S. 0

Problemes de la seccié [1.6]

1. Un subconjunt F' de R™ és complet si tota successié de Cauchy d’elements de F' és
convergent envers un punt de F'. Demostreu que R™ és complet perd que B(0,1) no ho
és. Demostreu que F' és complet si i només si és tancat.

2. Un punt a d'un subconjunt F' de R™ és un punt frontera de F' si tota bola centrada
al punt a conté punts de F' i de F*°. Sigui Fr(F') el conjunt de punts frontera. Clarament
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Fr(F) C F. Demostreu que Fr(F) és un tancat de R™ i que F és tancat si i només si
Fr(F) C F.
3. Un punt a d'un subconjunt F' de R™ és un punt interior de F' si hi ha una bola centrada
al punt continguda a F. Sigui F' el conjunt de punts interiors de F'. Llavors F' és obert
si i només si F' = F. Per a quasevol F, Fr(F) = F \ F.
4. Construiu un subconjunt tancat no buit /' de R™ amb interior buit.

Sugg.: el conjunt de punts de R™ amb totes les coordenades racionals és numerable

i és dens (la seva adheréncia és R™). Agafeu una successié de boles centrades en punts
d’aquest conjunt.
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CAPITOL 1. L’ESPAI EUCLIDIA



Capitol 2

Diferenciabilitat

2.1 La diferencial d’una funcio

Quina és la definici6 correcta de “derivada” d’una funcié

(2.1) f:R* - Renel punt a = (ar,as) €R?
En una variable la definicié de derivada
f/(a) _ alcll}}l f(l‘; : £(a)

es pot interpretar dient que f’(a) és el pendent de la recta tangent a la grafica de y = f(x)
en el punt a. Aquesta recta tangent es defineix com y = f(a) + f'(a)(x — a) i es té que

(2.2) i (@) = (f(a) + f(a)(z — a))|

= 0.
s iz — df

Tornem al cas de dues variables. Un pla no vertical pel punt (a, f(a)) € R? és de la
forma

(2.3) z=fla) + A(z — a1) + B(y — a),

per certs nombres reals A i B. Diem que el pla (2.3) és tangent a la grafica de z = f(z,y)
en el punt (a, f(a)) si

(2.4) o @) — (@) + Al —ar) + By — ap)]]

=0.
(z,y)—a HLL' — CZH

Resulta que (22.4]) determina A i B. Doncs el pla tangent si existeix és tnic.

19
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La intersecci6 del pla y = ay amb el pla ([2.3)) és la recta
z= f(a)+ Az — a1)
i (2.4) es tranforma, per punts d’aquesta recta, en

o @) — [£(@) + Al — ]

= 0.
z—ar |z — ay|

Aixi que larecta z= f(a)+A(x—ay) és tangent a la corba z= f(z, as) en el punt (aq, f(a)),
o sigui,
A= 2 ()
= —f(z,a
dr s L2

r=ai

Analogament trobem

d
B = %f(ahy)

Yy=a2

L’argument precedent porta a la definici6 segiient.

Definicié. La derivada parcial de f respecte de la primera variable en el punt a = (a1, as)

és
of df . flai +h,a2) — f(a)
ox (a) = dx (z,02) - fllli% h

r=ai

i la derivada parcial respecte de la segona variable en el punt a = (aq, az) és

of daf . flai, a2 +h) — f(a)
oy = g,lY) ‘y:ag lim .
La figura és
Figura

En general, si f: U — R, U obert C R", és una funcié de n variables i a € U es

defineix la derivada parcial de f respecte de la variable x; en el punt a = (a4, ..., a,) com
of daf
—(a) = —flay,...,a;—_1,t,Q541,...,0n
6’%() dt (1 7—1 7+1 )ta’
)
 lim flar,...,a;-1,a;+ hyajiq, ... a,) — flag,. .. ,an).

h—0 h
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Exemples

(1) Posem f(x,y) = (x + 1)siny + cosysinz, (z,y) € R% Prop de lorigen siny =~ y,
sinz ~ xicosy ~ 1 aixi que
flzy) =@+ 1ly+z+E,
on F és un error quadratic. Clarament
flz,y)=r+y+E

incorporant el terme zy a l'error. Per tant, sembla que la part lineal a l'origen és = + y i
que %(O, 0) = 2—5(0, 0) = 1. Aix0 és clar perque

of

%(x, y) = siny + cosycos z,

of

' -1

Ox (0,0)=1,

a—f(a:, y) = (z+1)cosy —sinysinz,
Ay

of

“0,0)=1.

(2) Existeixen les derivades parcials a un punt pero la funcié no és continua al punt.

Posem »
floy) = 22+ 2 (z,y) # (0,0),

0, (z,y) = (0,0).
Les derivades parcials a (0,0) sén 0 perque la funcié s’anulla als eixos. Les derivades
parcials clarament existeixen per a qualsevol (x,y) perque el denominador no s’anulla
fora de l'origen. Sobre la recta z = y la funcié és

x? 1

202 2
Per tant f no és continua a (0, 0).

Sabem que un candidat a “pla tangent” a la grafica de z = f(z,y) en el punt a =

(ay,a9) és
s= e -a)+ Z @y - e+ 0

(en una variable la recta tangent és y = f'(a)(x — a) + f(a)).
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Definicié. Sigui f: U — R, U obert de R?ia € U. La funcié f és diferenciable al punt a
si existeixen les derivades parcials de f al punt a i

o [f (@) = [f(a) + E(a)(z — a1) + G (a)(y — an)|
v [ = a

Notem que aixo significa, com en una variable, que la diferencia entre la funcio i el pla
tangent és

0 0
o) = | fla) + @) — 0 + Ly - )| = nio)le .
on n(z) — 0 si x — a. Per aquesta raé es diu que
0 0
fla) + Gha)(e = o) + @)y - )

és I'aproximacio lineal de la funcié f(z) al voltant del punt a.

Exemple. f(z,y) = z+y” és diferenciable a R?. A 'origen tenim 3£(0,0) = 1, 2—5(0, 0) =

01
|flx,y) =] |o+y* — 1 y? y? .
= = <=yl — 0si (z,y) — (0,0).
/x2+y2 /x2+y2 /x2+y2 ’y|

Si a = (a1, as) és qualsevol, %(a) =1, g—g’;(a) = 2as,

[f(z,y) — [fa) + (x — a1) + 2a5(y — ao)]| _ T4y’ —ay — a3 — (v —ar) — 2as(y — a»)
Vi —a1)?+ (y — az)? V(e —ay) + (y — ap)?

_ (y — ag)®

Va—al+ - a)P

< |y —as] — 0si (z,y) — (a1, az).

La definicié de funcié diferenciable d’un nombre arbitrari de variables és I'extensio
obvia de la que hem fet per dues variables. Abans introduim una terminologia molt
popular.

Definicié. Sigui f: U — R, U un obert de R", una funcié que té derivades parcials
O fla) = %(a), ooy Onf(a) = %(a) al punt @ € U. El gradient de f al punt a és

Vf(a)=(0:1f(a),...,0.f(a)).

Aixi dones V f(a) és un vector de R™.
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També es pot pensar com una matriu amb una fila i n columnes. L’aplicacié lineal
que determina és

R — R
h=(h1,... I —>Zaf = (Vf(a),h).

Definicié. Considerem una funcié f: U — R, U un obert de R”. Diem que f és diferen-
ciable al punt a € U si f té derivades parcials al punt a € U i

L @) = (@) + (V (@), 2 — )

=—a [ = all

=0.

La funcio lineal afi .
a)+ > 0;f(a)(x; — a;)
j=1

és 'aproximacié lineal de f al punt a i la seva grafica, que és un hiperpla a R™™! és
I'hiperpla tangent a f al punt (a, f(a)) € R*"'. Heu de pensar sempre en n = 2, perque
per n > 2 no podeu dibuixar els objectes que hem definit.

Exemple. Posem f(x) =27+ -+ 22 = ||z]]?, z € R". Comprovem que és diferenciable
al punt a = (ay,...,a,) € R". Clarament %(a) = 2a;, 1 < j <n. Tenim
J

Z 0:6]

= Za:? - a? —2aj(x; — a;)
j=1

= Z = [z —al*

Dividint per ||« — a|| obtenim |z — a|| que tendeix a zero. Noteu que al restar el terme
lineal > 2a;(z; — a;) hem produit un terme quadratic.

Ara ja podem definir diferenciabilitat per funcions vectorials de n variables reals.

Definicié. Sigui f: U — R™, U obert de R, a € U. La funcié f és diferenciable al
punt a si hi ha una funcié lineal L: R* — R™ tal que

If(2) = fla) = Lz — a)l| ana

[ —all

(2.5)

L es diu la diferencial de f al punt a i es denota per D f(a).
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Proposicié. Si f(x) = (fi(x),..., fm(x)) és diferenciable al punt a, llavors cada funcid
component f;(z) és diferenciable i la matriu de Df(a) (en les bases canoniques de R™
iR™) és

fi N
Df(a) = : :
Ofm Ofm

Demostracié. Posem L(h) = (Li(h),..., Lyn(h)), h € R*, de manera que L;: R¥ — R és
lineal per 1 < k < m. Com que f és diferenciable al punt a

| fi(x) = fi(a) = Li(z — a)| asa

[ = a

Agafem © = a + hej, e; = (0,...,0,1,0,...,0), on 1 va a la component j-esima. Llavors

déna
|fr(a+ he;) — fe(a) — hLg(e;)| no

[ = all

> 0.

Doncs, f; té derivades parcials al punt a i %(a) = Li(e;) que és l'entrada de la fila j i
J

n

columna k de la matriu de L = D f(a). Noteu que Ly(z — a) = 21 %x(ja)(xj —aj) i, per
J:

tant, (2.6) diu que f; és diferenciable al punt a. ]

Exercici. f: U = R™, f=(f1,..., fm) és diferenciable al punt a € U si i només si totes

les components f; ho son.

Criteris de diferenciabilitat

1. Suma. Si f,g: U — R™, U C R", s6n diferenciables al punt a € U, llavors f + ¢
és diferenciable al punt a i D(f + ¢g)(a) = Df(a) + Dg(a).

2. Producte. Si f,g: U — R, U C R", son diferenciables al punt a € U, llavors fg
és diferenciable al punt a i

D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a)Df(a).

Per fer la demostracié, que es deixa com a exercici per al lector, es necessita el
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Lema. Si f: U — R™, U obert C R" és diferenciable al punt a € U, llavors [ és continua
al punt a.

Demostracio. || f(z) = f(a)|| < [[f(x) = f(a) = Df(a)(z = a)[[ +[|Df(a)(x —a)|| = I + I1.
|I| = ||:v|£|aH ||z — al| i els dos factors tendeixen a 0.

Per veure que I tendeix a 0 si  — a, posem L = Df(a) que és una aplicaci lineal
L:R™ — R™ que ve donada per una matriu (cj;). Doncs

L(SL’) = (Z Ci1Tjy ... ,Zij;ﬁj> .
j=1 j=1

Cada component és un polinomi de primer grau en les variables xy,...,z, i, doncs, és
una funcié continua a R™. Per tant L és continua a R" i L(z —a) = L(x) — L(a) — 0
sl T — a. [

Veiem ara una condicié suficient per la diferenciabilitat d’una funcié real.

Criteri de diferenciabilitat. Si una funcic f: U — R, U obert de R", té derivades
parcials 0; f(x) que soén continues a U per 1 < j < n, llavors f és diferenciable a U.

Demostracio. Fixem a € U. La definicié de diferenciabilitat és local, en el sentit que
només depen dels valors de f(x) per x proper al punt a. Prenem, doncs, una bola de
centre a i radi r prou petit de manera que B(a,r) C U i fixem-nos només en punts
x € B(a,r).

Posem n = 2, per simplificar la notaci6. Expressem la diferencia f(z,y) — f(a1, as)
com

f(x,y) = flar,a2) = f(z,y) — f(x,a2) + f(z,a2) — f(a1,az)

i apliquem el teorema del valor mitja a les funcions d’una variable

t— f(t, ag),
t — f(x, ).
Obtenim punts ¢, i ¢, tals que
9,
[z, a2) = flai, a2) = 8_£(Cz’a2)(x —a1)

Fry) — Flr,as) = g—;‘(m, o)y — a2).
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® (z,9)
® (z,¢0y)
(Cm7a2)
° ° °
a = (a,az) (2, a2)
Ara
0 0
) = fana) - @l - a) - i -
of of of of
< || ZL _ _ hCl _ 2L _
<|(Fena - ) -+ (e - Sw) - a)
of of of of
< (=L - 2L - — = —al|.
< (| Fhtenan) - Fiaran| + [y - S| o -l
Si (z,y) — (a1,a2), lavors © — a; i, com que ¢, esta entre a; i z, (¢z,a2) — (a1, as).
Doncs o7 o7
‘%(C$7a2) - %(ahaQ) — 0
perque % és continua al punt a. També, com que c,, esta entre az iy, ¢,y — ag i, per
tant, (z,cs,) — (a1,a2). Doncs
of of
‘a—y(x,cgw) — a—y(al,ag) —0
perqué % és continua al punt a. O

El cas de les corbes a R™

Fem n = 1 i deixem que m sigui qualsevol enter positiu. En aquest cas estem considerant

funcions diferenciables
c: (a,b) — R™.
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Si m = 1 obtenim la teoria d'una variable. Si m = 2 o m > 2, obtenim funcions d’una
variable real t, que podem pensar com el temps, que prenen valors a R™.

La interpretacié més suggestiva és que ¢ descriu la posicié d’un mobil que a l'instant ¢,
a <t <b,estaala posici6 c(t) = (¢1(t), ca(t), ..., cm(t)). La definicié de diferenciabilitat
al punt ¢y és que hi ha una aplicacio lineal L: R — R™ tal que

[e(t) = e(to) = Lt —to)|| t=to,
|t —to|

(2.7) 0.

Posant v = L(1) € R™, tenim que L((t —t9)) = (t — to)v i, doncs, (2.7)) és equivalent a

t) —c(t
lim —C( ) — clto) =
t—to t— 1o

Denotem el limit precedent per ¢(ty), d’acord amb la notacié unidimensional, ’ano-
menem derivada al punt ¢y i I'interpretem com la velocitat del nostre mobil al temps .

Exemples

(1) Recta per a i vector director .

c(t)=a+1tv, tekR.
Figura

En aquest cas (t) =7, t € R.

(2) Circumferencia de centre a i radi r.
c: [0,27] — R?  c(t) = a+re" = (a1 + rcost,ay + rsint).
En aquest cas la velocitat és
d(t) = re'i = r(cost +isint)i = r(—sint +icost) = r(—sint, cost).
Fixem-nos que ¢/(t) és perpendicular a c(t) — a.

Figura
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S T
(3) L’ellipse St = 1.
c(t) = (acost,bsint), 0<t <2,

d(t) = (—asint, bcost).

(43) La cicloide. Es la corba descrita per un punt d’una circumferencia de radi r que es
desplaca amb velocitat constant rodant sobre una superficie plana.

Deduim l'equacié de la cicloide suposant que inicialment el punt p toca el terra. El
punt p es mou per la circumferencia amb una velocitat angular constant €2. Quan p torna

a tocar el terra ha passat un temps 17" = %“ = @ Doncs €2 = 2. Al cap de ¢ unitats de

temps la situacio és la segiient:

Per tant

c(t) = (w ~ rsin (t—) " (1 o (t_»)

és una parametritzacio de la cicloide i la velocitat del punt a l'instant ¢ és

d(t) = (v — v cos <t7v) , vsin <t?v>)
(2 ()
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La regla de la cadena

Es la regla que diu com es deriva una composicio de funcions.
Sigui f: U — R™, U obert de R" i g: V — RP on V és un obert de R™ que conté
fU):
UcR L v LR
a— f(a) — g(f(a)).

Suposem que f és diferenciable al punt a i g diferenciable al punt b = f(a). Llavors g o f
és diferenciable al punt a i

D(g o f)(a) = D(g)(f(a)) o Df(a),

on en el membre de la dreta hi ha una composicié d’aplicacions lineals. Es a dir,

(g (99k 8fe
8% Z 8yg 8:70] B, Y

1. Cas n =1 = p, m = n. Posem h = g(f(¢))

R-L R R
t— (fi(t), .., fu(®) —> g(f2(D), ..., fulD)).

Aplicant la regla de la cadena

dfy
dh (99 og\| M| _ogdn, ., g d
dt — \oy’ " oy, d} T Oy di Oy, dt
dt
Noteu que aixo és (Vg(f(t)), f'(t)).
La identitat
dh _ 9g dfr g dfy
dt 8y1 dt Oyn dt
es pot explicar d’'una manera simple: g depen de les variables v, . . ., ¥,, aixi que al deri-

var g(f(t)) primer derivem g respecte de y; i llavors y; = fi(t) respecte de t; el producte
a%% representa l'efecte de la variable y;. Operem igual amb la resta de variables y; i

després sumem els resultats.
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Exemple 1. La funci6 g és diferenciable a R™ i f(t) = a+t(b—a), t € R, que és la recta
pel punt a que té vector director b — a (a i b s6n punts de R™ arbitraris). Llavors

9(f(t)) = gla+i(b—a))

d(go [)(t) 09(

dt (‘3x1
Noteu que aquesta expressio és

dg
ox,,

a+tb—a))(by—ar)+ -+

(a+tb—a))(b, — an).

(Vgla+tb—a)),b—a).

Exemple 2. La funcié f(t) és una funcié diferenciable qualsevol i g(z) = ||z]|*> és el
quadrat de la distancia a ’origen. Llavors
(2.8) g(f (@) = fi(t) + -+ fa(t)
fi(t)
d(go f)(t .
WD _ gy o) | 5 | = 20080 - + 240 0)
fn(t)

resultat que es recupera derivant directament respecte de t a ([2.8)).

2.Casm=p=1.
R LR R

La regla de la cadena diu

(%ol 282 ) — s (G )
0
d(go f) _dg of .
0x; () = g(f(x))a—%(ﬂf), 1<5<n.
Exemple.

R" SRR
t — et

) af
L fl@) — L f(x) 2 1< 4 <n.
al'je ¢ 8xj(x)’ =J=n
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3.Casn=m, p=1.

R" S5 R* 5 R

on o
oxy Oz,
(@ @) ; ; :( 99 9h ., 990f
oy’ Oy of of Oy O Oyn Oz
a_xl e axn
0
O9(f(x)) _ 09 0h 09 0f . 090/
Ox; Oy1 0z Oys O Oyy, 0z '
Exemple.
(0,00) x (0,27) L5 R? 45 R
(r,0) — (rcosf,rsinf)
(r,y) — 2% + .
Tenim

Df(r0) = <C059 —rsin 9)

sinf rcos6

Dg(z,y) = (2z,1).

La regla de la cadena ddna:

<agaif’8%2f) — (Dg o Df)(r,0) = (2a:,1>(

cosf) —rsinf
sinf rcosf

= (2z cosf 4 sin b, —r2z sin € + r cos 0)

= (2rcos® 6 4 sin @, —2r? cos fsin O + r cos ).

Ara,
g(f(r,0)) = r*cos® 0 + rsinf

i derivant respecte de r i 6 recuperem la férmula precedent.

)

31
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4.Casn=1, m=mn, p=n.

R s R* L Re
t — c(t) — flc(t)).

8fl afn
~—(c(t) ... (c®)) /4
df (c(t) _ i ax”. 1?>)
dt )
afn afn C%(t)
Fetetn - 2w
= D f(c(t))(c(t)).

O sigui: la velocitat del mobil que traca la corba f(c(t)) és la imatge per I'aplicacié
lineal D f(c(t)) de la velocitat del mobil que traga la corba ¢(t) (tot a l'instant t).

Demostracio del cas 1. Com que R EEIN (N R, tenim que

9(f @) —g(f(to)) _ 9(f () —g(f (o)) — {(Vg(f(t0)), [(t) — [ (ko))

t—to t—tp

f(t) = f(to)
t—to

+ <Vg(f(t0)), > — T +1I.

Clarament,

IT =2 (Vg (f(to)), f'(to))-
Si f(t) = f(to), I Sanulla. Si f(t) # f(to),

1) = l9(f (1) — 9(f(to)) = (Vg(f(to)), [ (t) = [(t0))] Hf
1F(#) = f(to)l

(to)

t—to

0 || ()| = 0. O

Demostracid del cas 2. Ara som al cas R® i) R %5 R. Sumant i restant el terme

g (f(a)(f(z) = f(a))
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obtenim
9(f(2))—g(f(a)) =g (f(a){Vf(a),z—a)| <|g(f(x)) — g(f(a)) — ¢'(f(a)(f(x) — f(a))]
+1g'(f(a)lf(x) = f(a) = (Vf(a),x — a)l.

El segon terme té limit zero al dividir-lo per ||x — a|| perque f és diferenciable al punt a.
El primer terme és zero si f(z) = f(a). Si f(x) # f(a) llavors el primer terme és

0

i el segon factor tendeix a zero si x — a perque f és continua al punt a i g és diferenciable
al punt f(a). Al dividir el primer factor per ||z — a| obtenim

[ =

f(@) = fla)] |2

amb n(zx) — 0siz — a. L’argument s’acaba notant que hi ha r > 0 tal que @ =fa) < C,

l[z—all

|z —al <. ]

2.2 Gradient i derivades direccionals
Sigui f: U — R, U obert C R", a € U i 7 un vector de R" de norma 1. La recta que
passa per a i té vector director 77 es pot parametritzar per

teR — a+tn.

Com que a € U i U és obert hi ha una bola centrada al punt a i de radi r prou petit de
manera que B(a,r) C U. Sit € (—r,r) el punt a + tii € U i llavors té sentit f(a + tn).
Per tant f(a + t17) és una funcié de la variable real ¢ € (—r,1).

Definicié. La derivada direccional de f al punt a en la direccié 7 és la derivada (sempre
que existeixi) de f(a + t7) al punt ¢ = 0:

Dy f(a) = %f(a +tr)|  =lim flatt) = f(a)'

=0 t—0 t

La derivada Dy f(a) s’ha d’entendre com la variacié de f en el punt a en la direccié 7.
Per exemple,
_9f

Dejf<a’) - 8mj

one; =(0,...,0,1,0,...,0) és el j-esim vector de la base canonica de R™.

(a), 1<j<n,
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Exemple. Prenem f(x,y) =z —y+ y>. Les derivades a l'origen en les direccions e; i e;
son, respectivament, 1 i —1. Calculem la derivada a l'origen en la direccié donada pel

3
vector (1,1). Tenim 77 = (\%, %) f ((0 0)+t (\f f)) (\%) . Doncs Dz £(0,0) =
0. Calculeu com exercici la derivada a l'origen en la direccié (1, 2).

El calcul d'una d’una derivada direccional es fa habitualment aplicant el segiient fet.
Teorema. Si f és diferenciable al punt a, llavors Dy f(a) ezisteiz i
Dsf(a) = Df(a)(i) = (V[f(a), 7).
Demostracid. Es simplement la regla de la cadena (7 = (nq,...,n;,...,n,))

d
gl @t Z gy (s = (VI(@).7) m

Aquest resultat tant senzill permet donar una interpretacié geometrica del gradient
que és molt 1til.

Si Vf(a) # 0, el vector V f(a) assenyala la direccié en la qual f creix més rapidament
i —V f(a) la direccié en la qual f decreix més rapidament. En efecte,

Dy f(a) = (Vf(a), 1) = ||V f(a)|| cos,

on @ és l'angle entre V f(a) i 7i. La derivada direccional és maxima si cos =1 (6 = 0) i
minima si cos = —1 (6 = 7).

Exercici. La temperatura d’'una nau espacial ve donada per una funcié6
2 5.2 9.2
T(x,y,z)=e & 23

Si la nau és al punt (1,1,1), en quina direcci6 ha de navegar per tal que la temperatura

disminueixi al més rapidament possible? Resposta: (1,2,3)
Exercici. Sigui f(z,y) = 2*> — y*. Quina és la direccié de maxim creixement de f en el
punt (0,1, —1) de la graﬁca de f? I en el punt (2, 1, —%)?

El gradient té una altra interpretacié geometrica que ara descrivim. Prenem una
funcié de dues variables z = f(x,y) i pensem que f(x,y) és I'altura sobre el nivell del mar
d’un perfil de muntanya. Hem de pensar que (x,%) és un punt del mapa tal que el punt
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de la muntanya (z,y, f(z,y)) esta a altura f(x,y). Fixem una altura ¢ € R. Llavors el
conjunt de punts del mapa tals que el corresponent punt de la muntanya esta a altura c
s’anomena linia o corba de nivell:

(2.9) {(z,y) €eR?: f(z,y) = c}.

Per exemple, si f(x,y) = 2% + 4?, les corbes de nivell corresponents a altures positives
sén circumferencies de centre lorigen i radi y/c. La corba de nivell d’altura 0 és Porigen
i la corba de nivell d’altura negativa és buida.

Si la funcié f(z,y) no és prou bona les corbes de nivell poden tenir patologies diverses.
Per exemple, per f(x,y) = zy i ¢ # 0 la corba de nivell és una hiperbola (amb dues
branques) i si ¢ = 0, és la uni6 dels eixos coordenats.

Suposem que la corba de nivell és prou bona de manera que es pot “parametritzar”
localment (és a dir, al voltant de tot punt de la corba) per una funcié diferenciable definida
a un interval (a, ) C R

c: (a,8) — R?

t — c(t),

{(z,y) €R?: fa,y) = c} D {c(t) : L € (a, B)}.
Llavors el vector V f(c(t)) és “perpendicular” a la corba (2.9) en el punt c¢(t). Aixo és
clar, perque

fle(t))=¢, te(a,p),
i, doncs, derivant respecte de ¢ i aplicant la regla de la cadena

(V(c(®), @) =0, te(ap)

Com que (t) és el vector tangent a la corba en el punt ¢(t), la interpretacié de V f(c(t))
com a vector perpendicular a la corba al punt ¢(t) és correcta.

Exemple 3. f(x,y) = 2? + ¢, (z,y) € R%
Llavors V f(x,y) és un vector perpendicular a la corba {(z,y) : 2? + y* = ¢}, ¢ > 0,
en qualsevol punt d’aquesta corba. En efecte podem parametritzar tota la corba per
0,27] — R?
t — \/c(cost,sint).

Llavors f(y/ccost,\/csint) = ¢, 0 < t < 27, i derivant respecte de ¢ obtenim

g—i(\/acost, Vesint)(—+v/csint) + g—g(\/acost, Vesint)y/ccost =0, 0<t<2r.
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Com que +/c(—sint,cost) és tangent a la corba, V f(z,y) és perpendicular a la corba en
el punt (z,y) = (y/ccost,/csint), que és un punt arbitrari de la corba.

Una manera més rapida de pensar-ho és la segiient. Clarament Vf(x,y) = 2(z,y).
Per altra banda, parametritzant la corba veiem que /c(—sint, cost) = (—y, x) és tangent
a la corba al punt (z,y). Com que (Vf(z,y),(—y,z)) = 2(—zy +yx) = 0, Vf(x,y) és
perpendicular a la corba al punt (z,y).

Exemple 4. f(z,y) = zy, (z,y) € R%

Considerem la corba de nivell zy = 0. El gradient de f, Vf(x,y) = (y,x) s’anulla
l'origen i doncs és perpendicular a qualsevol altre vector (de fet, no té gaire sentit parlar
de perpendicularitat en aquest cas).

Comproveu, com a exercici, que si (z,y) # (0,0) es pot parametritzar la corba zy = 0
i concloure que V f(x,y) és perpendicular a la corba.

Exercici. Sigui f(z,y) = 2—3 + ‘Z—j

b2
punt (x,y) de I'ellipse (I"inica cosa que s’ha de fer és parametritzar I'ellipse en un entorn
del punt (z,y)).

Demostreu que V f(z,y) és perpendicular a I’ellipse {(x, y) € R?: 2—3 = 1} en tot

Definicié. Una superficie de nivell de la funcié de 3 variables f(x,y, z) és un conjunt del
tipus
on ¢ és una constant real. Com en el cas de les corbes de nivell, si (z,y,z) € S llavors
Vf(x,y,z) es pot interpretar com un vector perpendicular a S. En efecte, considerem
qualsevol corba diferenciable
(o, B) — S
t — c(t)

dins la superficie que passi pel punt (z,y,z) € S. Aixo vol dir que (z,y, z) = c(ty) per
cert ty € (o, B). Llavors f(c(t)) = ¢, t € (a, 8), 1 derivant respecte de ¢

(Vf(e(),d(t) =0, te(af).

Ara d(t) és el vector tangent a la corba en el punt ¢(t) i, per tant, és també un vector
“tangent” a S en el punt c(t). Per t = tg, ¢(ty) = (x,y,2) i concloem que V f(z,y, z)
és perpendicular a /(tp). Si definim vector tangent a S en el punt (z,y,z) € S com un
vector tangent en el punt (z,y,z) a una corba diferenciable dins S que passi pel punt,
resultara que Vf(x,y,2) és perpendicular a tot vector tangent a S en el punt (x,y, 2).
Doncs V f(z,y, z) és “perpendicular a S en el punt (z,y, z)”.
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Exercicis

1. Calculeu el vector perpendicular a x2 + 3% + 22 = 1 en qualsevol punt de la superficie.

2. Calculeu el vector perpendicular a la superficie 22 + y* — 2% = 0 en el punt (0,1,1).
Verifiqueu amb una figura que el calcul correspon a la intuicié geometrica.

Exemple (El camp gravitatori). Una massa M és a l'origen. Si una altra massa m és al
punt z # 0, la llei de la gravitaciéo de Newton diu que sobre m actua una for¢a d’atraccid

que és proporcional a mM i a l'invers de la distancia entre les masses. Llavors, per certes
constants G i ¢ la forca és

a( ) GmM =z T
)= ———-— = —Cp——.
[E{amiEd] |3

Figura

Resulta que hi ha una funcié escalar V(z) (el potencial gravitatori) tal que
VV(z) = F(x).

En efecte,

1 _1 1 _3 j
0y () = Ot 4 a2y E = (lalP) 2, = —

||
1 x
ST
]l [l]1?
Per tant V' (z) = Coﬁ-

Les superficies amb el mateix potencial V(z) = ¢ sén esferes centrades a 'origen i
VV(z), que apunta a l'origen, és perpendicular a esfera.

i doncs

Exercici. Calculeu V(|z|%), @ € R. Feu primer els casos o = 1, o = 2 i després el cas
general.
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Derivades d’ordre superior

A vegades una funcié f té derivades parcials que es poden tornar a derivar. Per exemple,

si f(z,y) = xy + 92, g—i = y. Llavors

9 (N _y O (9 _4
or \ox /) oy \ox)
També%:x+2y i, per tant,

TORIETOR
or \oy /) oy \oy )

Les derivades parcials de segon ordre d'una funcié f: U — R, U obert C R", sén, si
existeixen les funcions (cas n = 2)

of _ 0 (of
0x2  Ox \ Oz )’
of _ 0 (0f
oy2 oy \oy )’
r _ o (0f
oydx Oy \ oz )’
r _ o (of
0xdy  Ox \dy )
En el cas de n variables posem
*f _of (Of
8xj8xk a 81’]’ aIL’k .

Una funcié és d,e classe C’k(U ), 0 < k < Z, si té derivades parcials d’ordre k que soén
continues a U. Es de classe C*(U) si és de classe C*(U) per tot k = 1,2, ...
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Exemple.

f(z,y,2) = xsiny - sinz — ysin(zz),

g = Sjnysinz — Yz COS($Z>7
or
g = rcosysinz — sinrz,
Ay
% = xsinycos z — yz cos(v2),
9 (o1 = cosysinz — z cos(zz),
oy \ Oz
2 8_f = cosysin z — cos(xz)z,
Ox \ Oy
o (0f . ;
e <%> = sinycosz — ycos(rz) + ryzsin(xz),
9

of : :
— | =sinycosz — ycos(xz) + zyxsin(rz).
. ( P y y cos(xz) + zyx sin(zz)
Aixi que les derivades segones “creuades” sén iguals!

Teorema (Schwarz). Sigui f: U — R, U obert de R"™ i suposem que ezisteizen 0,0, f i
0;0kf a U i son continues a U. Llavors

0x0; f = 0;0kf.

Demostracio. Fem el cas n = 2. Fixem el punt p = (a,b) € U. Hi ha § < 0 tal que
B(p,6) c U. Agafo u, 0 < u < \% i escric la “segona diferéncia” (s’utilitza aquesta
expressié perque ens referim a una diferéncia de diferencies) dividida pel quadrat de

lincrement w:
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(a,b+ u) (a+u,b+ u)
[ 4 L J
2
1 1
(SRS
[ 2 @
(a,b) (a+u,b)

Q) = [F(a+ub+u) = fla+u,b) = (fa,b+w) = [(a,b))

= L flatubtu) — flab+u)— (fatub)— fab)).

U
Defineixo

g(SU) = f(l‘,b—i—u) —f(x,b),

de manera que, pel teorema del valor mitja aplicat dues vegades

Q) = 5 [g(a +u) ~ g(a)]
-0 = 1| Faorw-Lian)

-~ (Haw).

oma<é& <at+uib<& <b+u.

Fent u — 0 p
li Q(u) = - (8ﬁ:<a,b>).

Fent servir la segona expressié per Q(u) i la funcié auxiliar

h(z) = fla+u,z) — f(a,x)
trobem que

iy = 5 (5,(0). -
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Notacio per les derivades parcials
0

S’utilitza molt, per simplificar, 9; = Er
L
Per tractar derivades successives del tipus

oo [P
Oz \ Owy \ 023

s'utilitzen multi-indexos, és a dir elements de Z™ amb coordenades no negatives

a=(ay,...,a,), 0<a;€Z, 1<j<n.
S’entén que o és el nombre de vegades que es deriva respecte de x;. Es posa
la] =a3 + -+
que és el nombre total de derivades que es prenen. Finalment es posa
0% =01 ...00m.
Per exemple,

a(1’2)f = 8la§f = 010,0,f,
902V f = 9205 f = D0,0,0 .

La férmula de Taylor

Sigui f: U — R, U obert de R", a € U i suposem que f és diferenciable al punt a. Llavors
(2.10) f(@) = f(a) + Df(a)(z — a) + Ri(z, a),

on R; és “la resta d’ordre 1”7 i compleix que

Rl(‘x; CL) r—a 0
[l — all

per la definicié de diferenciabilitat. La identitat (2.10) és la férmula de Taylor d’ordre 1.
La férmula de Taylor d’ordre 2 és la segiient.
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Teorema. Si f € C*(U), U obert de R", llavors per a U tenim que

f(x) = f(a) + Df(a)(x —a) + % > Ouwf(a)(w; — aj)(wy — a) + Ra(w, a)

k=1

i “la resta” Ro(x,a) compleix
RQ(ZB,G) r—a

0.
[l — alf?

Demostracio. Farem una reduccié al cas d’una variable. Sigui r > 0 prou petit de manera
que B(a,r) C U i prenem z € B(a,r). Posem h = x — a i definim

9(t) = fla+th).

Noteu que g(t) esta ben definida per |t|||h|| < r, és a dir a I'interval <—W, ||TT||> C R

Per la férmula de Taylor en una variable

(211) (1) = 9(0) + ¢ (0}t + 54" (O)F + ps(t)

amb "‘;—gt) LNy}

Aplicant la regla de la cadena

g'(t) = Z 9;f(a+th)h;

g'(t) =Y Opnf(a+th)h;hy.

J7k:1
Aixi que

g(0) =(Vf(a) h)

g"(0) = Z Ojif (a)hjhy.

7,k=1
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Per tant (2.11]) per t =1 < Ty €8

(212)  flath) = fa) + (V@) B) + 5 D 0 (@b + D)

jk=1
Ara, pel teorema del valor mitja aplicat dues vegades,

p2(t) = g(t) — g(0) — ¢'(0)t — 90) o

amb 0 < & <& < t.
Doncs

|pa2(t)] < |g”(§) _ g”(O)\, amb 0 < & < t,

> Ojfla+Eh) — i f(a)hjhy

jk=1

lp2(1)] < |g"(§) — 9" (0)| =

Com que 0, f(z) és continua al punt a

n

> Ofla+Eh) — 0 f(a)

J,k=1

lp2(D] _
17112

g P
IRl

< N 10iufa+ Eh) — Opf(a)] = 0.

J,k=1

Per tant (2.12)) es converteix en

f(@) = fla) +(Vf(a),x = a) + % > Oifla)(w; — aj)(wn — ax) + Ra(w, a)

jk=1

RQ(I,(Z) — ,02(1)
|z —all? lI~11?

amb — 0.

Exemple 5. Considerem la funcié

flx,y) =5+32 -5y — 2 +y* —ay + 2° + xy*.
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Volem trobar els polinomis de Taylor homogenis de grau 0, 1 i 2 al voltant de l’origen.
Clarament

5= £(0,0),
3x — 5y =01 f(0)x + 02 f(0)y

és el polinomi de Taylor homogeni de grau 1 i
1
y' =y = 35 [011(0)a + 03 f(0)y” + D1 f(0)zy]
és el polinomi de Taylor homogeni de grau 2. La resta és
Ry(z,y) = 2° + ay’

perque

Exemple 6. Prenem

f(z,y) =sinz — cosy + 3sin®z cosy + (e* — 1)?sin(zy).

Utilitzant
sine = 2 + O(2?) siz—0
2
cosy:1—§+0(y4) siy—0

trobem que
2

flr,y)=—-1+z+ ‘% + 32% + Ry(z, )

amb
R2 (ZE, y)
2+ y?
Exemple 7. Sigui f(x,y) = z? + y>. Escrivim la férmula de Taylor al voltant de (0,1).
Calculant trobem

— 0si (z,y) — (0,0).

f(07 1) =1,
of _ of _
a—x(o, 1) =0, a—y(o, 1) =3,
% f P B O f _
@(0, 1) =0, 8_3/2(0’ 1) =6, y0r (0,1) = 0.
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Doncs
flz,y) =1+3(y—1)+3(y — )* + Ra(2,y).
El resultat s’obté també notant que
Y=y -1+1)7 =y -1 +3y -1 +3y -1 +1,
d’on deduim que

flz,y) =2 +14+3y—1)+3(y — 1>+ (y — 1)°

Llavors
Ry(z,y) = (y — 1)°.

Exemple 8. Sigui f(z,y) = e**+¥* Escrivim la férmula de Taylor fins a 'ordre 2 a
I'origen. Sabem que

U
e=1+t+ -4+
2 3!
Per tant s v
ey’ :1+x2+y2+w_*_...
; _ @) | @P4?)? o , . :
i Ry(w,y) = 5 + =5/ +---. Calculant 9°f(0,0), |a| < 2, trobariem el polinomi

de Taylor d’ordre 2 a l’origen, pero no la féormula explicita per la resta.

2.3 Extrems locals

Sigui f: U — R, U obert C R”, una funcio.

Definicié. Diem que f té un maxim (minim) local al punt @ € U si hi ha una bola B(a, )
centrada al punt a, B(a,r) C U, tal que

f(x) < f(a), zeB(a,r) (f(x)> fla), ze€Ba,r)).
Un extrem local és un maxim o minim local.

Recordem que en una variable si f té un extrem local en el punt a i f és diferenciable
al punt a, llavors f'(a) = 0 (la recta tangent al punt (a, f(a)) és horitzontal). El mateix
passa en diverses variables.

Proposicio. Si f té un extrem local al punt a @ f és diferenciable al punt a, llavors
Vf(a) =0 (pern =2, el pla tangent és horitzontal).
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Demostracio. Sigui
g(t) = f(al, RN ,aj,l, t, aj+1, Ce ,an).

Llavors g esta definida a un interval centrat al punt a; € R i té un extrem local a a;.

Doncs
_dg of

"=, = o,

]

Definicié. Un punt critic de f és un punt a on V f(a) = 0.

Com en una variable el problema és decidir, quan a és un punt critic, si a és un extrem
local. Sabem que aixd no sempre passa com mostra la funcié y = 2 en una variable o la
funcié z = 22 — y? en dues variables, que té un punt de sella a I'origen.

Az

xT

El criteri més famods d’extrem local en una variable involucra la derivada segona.

Teorema. Si f: (o, ) — R és dues vegades diferenciable a (o, ) i per a € (a,[3),
f'(a) = 0, llavors f té un maxim local al punt a si f"(a) < 0 i un minim local si
f"(a) > 0. El cas f"(a) =0 és dubtds.

Demostracio. La formula de Taylor fins a 'ordre 2 diu que

£@) = @) + P —a) + T @ — a4 ) o -y

on n(x) = 0siz — a.
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Suposem que f'(a) =01 f"(a) < 0. Llavors

)= @+ (52 4 0w)) (e - a1

Prenem ¢ > 0 prou petit de manera que n(z) < # per a —e < x < a+ ¢. Llavors si
a—¢e <x<a+e obtenim
f// a fl/ a f‘// a
r <t + (52 - 52 - ap = st + T2 - < 100

Si f'(a) =01 f"(a) > 0 prenem ¢ > 0 tal que n(z) > # pera—e < x < a+e. Llavors
per aquests x

f"(a) _ ["(a)
2 4

)e-ar =@+ 0w -apz @ O

)= fla) + (

Per estendre aquest argument a R™ necessitem la nocié de forma quadratica. La forma
quadratica associada a una matriu n X n

ai; ... 41l
A=

A1y - -+ Qpp

és 'aplicacio @Q: R* — R

QU = (A(h), 1) = 3 agehyhy

k=1
on
Z gy hj
7j=1
A(h) =
> aj,h;
7=1

Definicié. Si f és de classe C? a un obert que conté el punt a la matriu hessiana de f al
punt a és

onfla) ... Owf(a)

H(f)(a) = H = : :
Ouif(@) .. Ounfla)
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Noteu que H és una matriu simetrica. La forma quadratica associada és el hessia de f
al punt a:

W) = 3" Oy f(@hshe = (H(h). ).

Jk=1

Definicié. Una forma quadratica @) és definida positiva (negativa) si Q(h) > 0si h # 0
(Q(R) < 0si h % 0).

Per exemple, la forma quadratica associada a (§9) és Q(h) = 1(hi + h3) que és
definida positiva. La forma quadratica associada a (" % ) és definida negativa. La
forma quadratica associada a (§ %) no és definida, perque Q(h) = h? — h3 és positiva
per h = (1,0) i negativa per h = (0, 1).

/\,_.

Lema. Si Q) és una forma quadratica definida positiva, llavors hi ha m > 0 tal que
Q(h) > m]|h|]*, he€R"™
Demostracio. La funcié Q(h) és continua a tot R™ i, en particular, a
Tt ={heR":|n| =1}
Com que S™~! és un compacte, la restriccié de @ a S™~! té un minim:
Q(h) = m, Al =1.

Notem que m és positiu, perqué m = Q(hg) > 0 per cert hy € S" 1. Arasi h € R", h # 0,

Q) = 111°Q (7 ) = IlPm

com voliem demostrar. O

Teorema (Criteri d’extrem local). Sigui f: U — R, U C R" obert, una funcié de clas-
se C*(U) ia € U tal que Vf(a) = 0. Si la hessiana de f al punt a és definida positiva
(negativa), llavors f té un minim (mazim) local al punt a.

Abans de fer la demostracié considerem uns exemples.

Exemple 9. Sigui f(z,y) = (x +y)* L’origen és un punt critic i la hessiana a I’origen
és identicament nulla. Per g(z,y) = 2! — y* passa exactament el mateix. Pero f té un
minim local (de fet absolut) a 'origen, mentre que g no té un extrem local a I'origen.
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Exemple 10. Sigui f(x,y) = 2* + y*. L'origen és un punt critic i la hessiana a I’origen
és
10
H =
(0 0)

(h, H(h)) >0, hecR%.

que és semi-definida positiva:

El mateix passa per g(z,y) = 2% — y*. Com abans f té un minim local a 'origen, pero g
no té extrem local a 1’origen.

Exemple 11. La funci6 f(z,y) = 2® + y* + 2'° + sin(y')z* té un punt critic a 'origen i
aplicant el teorema veiem que té un minim local a 'origen.

Demostracio del teorema. Sigui H = (0j;f(a)) la matriu hessiana de f al punt a i
Q(h) = (h,H(h)), heR"
la forma quadratica hessiana. La férmula de Taylor fins a 'ordre 2 al voltant del punt a
és
1
F(2) = () + (Vf(@), 7~ a) + 5Q( — ) + Ralr0)

~ fla) + %Q(x — a)+ Ra(z, a)

amb
Ry(x,a) 2-a

|l = al?

> 0.
Pel lema hi ha m > 0 tal que
Q(z —a) > m|z —al?, zecR™
Sigui r > 0 prou petit de manera que B(a,r) C U i

Ry(z,a) m

—— —al <.
||.ZU _ CLH2 47 ||$ CLH r

Llavors, si || — al| < 7, tenin que
m m
£2) = fla) + e —all? = e — al?

= J(@) + Tl — al” = f(a) =
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Per aplicar el criteri d’extrem relatiu precedent cal saber decidir quan una forma
quadratica associada a una matriu simetrica és definida positiva. En dimensié 2 hi ha un
criteri molt senzill.

Proposicié. La forma quadratica associada a la matriu
a b
b d
és definida positiva si i només si a > 0 i el determinant ad — b*> > 0; és definida negativa

si i només si a < 0 i el determinant ad — b* > 0.

Demostracid. Suposem primer que a > 0 i ad — b? > 0. Llavors, per h # 0,

(2.13) <h, <Z Z) h> = ah? + 2bhihy + dh3.
Si hy = 0, aix0 és ah? > 0. Si hy # 0, I'expressié precedent és
h3(aq® + 2bg + d),

on q = Z—; Com que el discriminant del polinomi en ¢ és 4b*> — 4ad < 0, resulta que el
polinomi és sempre positiu. Si la matriu és definida positiva, agafant h = (1,0) obtenim

o< {on (0

De amb hy = h i ho = 1 obtenim que
0 <ah®+2bh+d, heR.
Doncs el discriminant és negatiu:
4b° — 4ad < 0.
L’altra meitat de ’enunciat queda com a exercici. O
Nota. Per recordar el resultat penseu en matrius diagonals del tipus
(6 3)
0 d)-

La forma quadratica és ah? + dh3, que és definida positiva si i només sia > 01id > 0 o,
equivalentment, si a > 0 i el determinant ad > 0. Es definida negativa si i només si a < 0
id <0 o, equivalentment, si a < 0 i el determinant ad > 0.
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Exemple. Volem determinar els extrems locals de f(z,y) = 2* —y?+zy al pla. Calculant
s’obté

Vf(z,y) = 2z + 2y, —2y + x).

Només l'origen és un punt critic. El hessia a 'origen és

2 1
1 =2
que té determinant negatiu. Aixi que la hessiana no és definida i no es pot aplicar el
criteri de les derivades segones. Hem de fer un estudi particular de la nostra funcio.
Pery=0, f(z,y)=2>>0 siz#0.
Per x =0, f(z,y)=—-y*<0 siy#0.
Per tant f no té un extrem local a I'origen.
Ara volem calcular els extrems absoluts de la funcié al disc K = {(z,y) : 22 +y* < 1}.
Sabem que en té perque f és continua i K és compacte. També sabem que sén a la
frontera de K, perque un extrem absolut a K de l'interior seria un extrem local i ja hem

vist que no n’hi ha. La frontera de K és la circumferencia de centre 'origen i radi 1 que
podem parametritzar per

0,27] — OK
6 — (cosB,sinf).

Posem
1
g(0) = f(cos,sinf) = cos(20) + 5 sin(26).

Busquem els extrems absoluts de g. Tenim que
g'(0) = —25sin(26) + cos(20).

Els punts critics sén els 6 tals que tg(20) = % i la funcié en aquests punts val

g(8) = 2003(29).

— 1 ; — 12
Ara recordem que cost = j:\/rg%' Obtenim cos(260) = +.

El maxim de f a K és \/75 i el minim —‘/75.
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2.4 Extrems condicionats

Sovint ens trobem amb problemes d’extrems per una funcié sobre el subconjunt de punts
del domini de la funcié que compleixen una certa condicié. Per exemple, suposem que
volem trobar el rectangle d’area maxima que té perimetre 8. Si els costats del rectangle
sén z 1y, 'area del rectangle és f(z,y) = zy. La condici6 que el perimetre sigui 8 es
tradueix per = +y = 4. Aixi que hem de fer maxima la funcié f(z,y) = xy sobre el
conjunt de punts del pla que compleixen x + y = 4, que resulta ser una recta. Com que
una recta no és un compacte no queda clar ni que aquest maxim existeixi. Com procedim?

Aillem y = 4 — x i substituim a f(x,y) = xy = x(4 — x). Ara hem de fer maxima la
funcié d'una variable
gx)=z(d—2z), 0<z<oo.

Derivant ¢'(z) = 4 — 2z que s’anulla només per x = 2. Notem que y = g(z) és una
parabola que pren el valor maxim al punt 2. Doncs el rectangle d’area maxima que té
perimetre 8 és el quadrat de costat 2.

El problema general a R es planteja aixi: donades dues funcions f,g € C1(U), U obert
de R™, es volen trobar els extrems de f amb la condicié g(x) = 0. Més formalment, posem

S={relU:g(x)=0}
Llavors volem trobar els extrems de la restriccié f; de f a S.

Teorema dels multiplicadors de Lagrange. Amb f i g com abans, suposem que f| té
un extrem local al punt a € S i que Vg(a) # 0. Llavors hi ha X € R tal que

Vf(a) = AVy(a).

Nota. Que f; tingui un maxim (minim) local al punt a € S vol dir que hi ha r > 0 tal
quesiz € S'i ||z —a] < r, llavors

f(@) < fla) (f(x) > f(a)).

Exemple. Trobeu els extrems de f(z,y) = zy amb la condicié 2% + y? = 1. Plantegem
el sistema de 3 equacions en les incognites z, y A

Vf(r,y) = AVg(z,y)
2+’ =1
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que és
Yy =2\x
xr=2\y
2?2+ =1.
Fixem-nos que ni x ni y poden ser zero. Llavors podem eliminar A
on=2=7
r oy
Obtenim y? = 22 i per la condicié
222 =1
1
r=+—

Obtenim els 4 punts

@) &7 Ga) @3
En el primer i 'altim la funcié val % ien els altres dos —%. Com que els extrems absoluts

existeixen perque f és continua i la circumferencia unitat és compacta, el maxim de f
és % i el minim —% i es prenen en els punts indicats.

Demostracio informal del teorema dels multiplicadors de Lagrange. Ja hem vist que Vg(a)
és un vector ortogonal a S en el punt a. Sigui ¢: (ty—¢,to+¢) — S una corba diferenciable
tal que c(tg) = a i d(ty) # 0. Llavors la funcié f(c(t)) té un extrem local al punt ¢y i,
doncs,

d /
0= % (C(t)) = <Vf<0(t0)), ¢ (t0)>a

t=to
que diu que V f(a) és ortogonal a (). Doncs V f(a) és ortogonal a S. Concloem que
Vf(a)i Vg(a) estan sobre la mateixa recta i, per tant, un és un multiple de l'altre. [

Nota. No queda justificat per quina raé existeix la corba ¢(t) que passa pel punt a = ¢(t)
i té vector tangent ¢/ (tg) # 0.

Exemple. Trobeu la caixa de sabates de volum maxim que té superficie 10. Si z, y, z
sén els costats, volem maximitzar f(x,y,z) = zyz amb la condicié xy + zz + yz = 5.
Considerem el sistema

Vf=AVyg
TY+r24+Yyz=>5
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que és
yz = My + 2)
rz =Nz + 2)
ry = M + )

Y+ 2+ Yyz = 9.

Si z = 0 la segona equacié déona z =0 0 A = 0. Si A = 0 la primera equacié déna yz = 0
i 'altima 0 = 5. Per tant A # 0 1 ha de ser z = 0, pero 'iltima donaria 0 = 5 una altra
vegada. La conclusié és que = # 0. Com que el sistema és simetric concloem que també
y # 01 z # 0. Llavors elimino A fent

I y+z x+z x+y

A yz xz xy

De la segona igualtat obtinc x = y. Per simetria x = y = z. Ara la condicié déna

3
r=y =2z = \/é i el valor maxim hauria de ser ( g) . Pero en cap moment hem

demostrat que el maxim existeix i, per tant, I'inica cosa que podem concloure és que el

3
maxim si existeix és ( g) . Per veure que el maxim existeix raonem de la forma segiient.

. Igualment y < g Doncs zyz <

Noteu que zz < xy + 2z +yz = 5 i doncs ¢ < g
58 1. Concloem que el maxim de xyz a S

2z = 2 de manera que si z > 25, tenim zyz <
zZz z
es pren al quadrat

Q={(r,y,2) eR*: 2 <25 y<25iz< 25}

Ara Q NS és un compacte i, per tant, zyz té un maxim a Q N S. Aquest maxim és el
maxim de xyz a S.
També hi ha un teorema dels multiplicadors de Lagrange quan hi ha més d’una con-

dicié. Suposem que f i gi,...,9m, 1 < m < n, sén funcions de classe C'(U), U obert
C R™. Posem

S={zxeU:g(x)=--=gn(x) =0}
Sigui a un punt de S on f|; té un extrem local i suposem que els vectors Vg (a), ..., Vgn(a)
son linealment independents. Llavors hi ha Aq,...,\,, € R tals que

Vf(a) = MVagi(a) + -+ A Vgnm(a).

Exemple. Trobeu la distancia de la recta z +y =1, 2 —x —y = 0 a l'origen. Prenem la
funcié (quadrat de la distancia a 'origen) f(z,y,z) = 2% + y* + 2? i fem-la minima amb
les condicions x +y =1, 2 — x — y = 0. Calculant els gradients trobem

(22,2y,22) = A1 (1,1,0) + Ao(—1,—1,1),
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o sigui
2r = )\1 - )\2
2y = /\1 — /\2
2z = /\2.

Doncs © = y i, de la primera condici6, x = % La segona doéna z = 1. Aixi que tenim

I'tinic candidat a extrem (%, %, 1). Aquest candidat és un minim absolut per consideracions
3

geometriques. Aix{ que la distancia es fa minima en aquest punt i és 4/3.

2.5 El teorema del valor mitja

Sigui f: B — R una funci6 de classe C' a una bola oberta B (de fet, tot el que farem
val si B és un obert convex). Prenem dos punts z,y € B i apliquem el teorema del valor
mitja a la funcié ¢g(t) = f(z +t(y — 2)), 0 < t < 1. Tenim que, per un cert punt z del
segment [z, y],

fy) = f(@) ={Vf(2),y —x) = Df(2)(y — ).
Aix0 no val si la funcié f pren valors vectorials.
Exemple. Sigui f: R? — R? f(x,y) = (e®cosy,e®siny). Llavors f(0,0) = (1,0) =

£(0,2m).
La diferencial de f al punt (z,y) és

Df(x,y) = (

e*cosy —e¥siny
e*siny e*cosy

que té determinant e?* # 0. Doncs, la identitat

0= f(0,2m) — £(0,0) = Df(x,y)((0,2))
no pot valdre perque D f(x,y) té nucli zero en qualsevol punt (z,y).

Per funcions vectorials el teorema del valor mitja s’ha d’enunciar en forma de desigual-
tat i per fer-ho amb precisié necessitem la nocié de norma d’una aplicacié lineal. Sabem
que una aplicacio lineal L: R™ — R™ és continua. Definim

(2.14) IL]l = sup [[L(z)].

llz]l=1
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Aquest suprem existeix perque la funcié x — ||L(x)]| és continua i doncs és fitada a I'esfera
unitat de R™ que és un compacte. De fet el suprem és un maxim.

2 ()] < et

Fixem-nos que si x # 0

i@l = [z (hell 2 )| = e

Si C' és una constant que compleix

(2.15) L) < Cllzll, xR,

lavors ||L|| = sup ||L(z)| < C, i, per tant, ||L| és la minima constant que com-
llz]|=1

pleix ([2.15)):

(2.16) |L|| = min{C : val (2.15)}.

La caracteritzaci6 (2.16)) de ||L|| és tant 1til com la definicié ([2.14)).

Lema. L’aplicacid L — ||L|| és una norma a l’espai vectorial L(R™,R™) de les aplicacions
lineals de R™ en R™.

Demostracio. Es un exercici.

En particular val la segiient conseqiiencia de la desigualtat triangular
WL = IMI[| < |1L = M|, L, M e LR"R™),

que diu que L — ||L]| és una funci6 continua a L(R™, R™), dotat de la distancia ||L — M||
determinada per la norma. Observem que si L = (a;;) és la matriu en les bases canoniques
de R™ i R™ tenim

NI

1] < (Z aij>

j7k
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En efecte,

IN

per la desigualtat de Schwarz. Llavors, si dues matrius L = (a;;) 1 M = (b;;) tenen tots
els coeficients propers, diguem |a;; — b;;| < €, per qualssevol 4, j, les aplicacions lineals L
i M sén properes en la metrica de L(R™ R™) perque

IL— M| < <Z<akj - bkj)2>

(2.17) ik

< ev/nm.

Reciprocament, si L i M sén aplicacions lineals properes en la metrica de L(R"™ R™),
llavors aj, i b;, sén propers per a tots els indexs j i k. Aix0 es veu notant que

L(ex) = (a1gy - - -, Qg

1 donces

m 2
|aj| < (Z ai) = [1LCex)l] < LI

Jj=1

Aplicant-ho a la diferencia L — M obtenim

laj, —b;.| < ||L— M]|, peratotjik. L
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Teorema del valor mitja. Sigui B C R" una bola oberta (de fet, B pot ser un obert
convex) i f: B — R™ una funcié de classe C*(B). Llavors, si x,y € B, tenim

1) = F@) I < Df )y — |

per cert z € [z,y].

fly) — f(x)
1f(y) — f(2)]

Demostracié. Posem b = (si f(y) = f(z) no hi ha res per demostrar).

Llavors

1f () = F@)l = (Fy) = F(2),0) =D (frly) = fi(x))bs

k=1
Aplicant el teorema fonamental del calcul obtenim

Rl = @) = [ Gttty =a)dt =[S 0uf(e bl = )5 )

- / Dfile +t(y — 1)y — ) dt.
Per tant L
1) — F(@)]] = / Df(x+ ty — 2)(y — 2)|ibe dt.

on hem indicat per [Df(x + t(y — x))(y — x)]x la component k-ésima del vector de R™
Df(z+t(y—x))(y — x). Doncs

1) — F(@)l] = / (Df @+ ty — 2)(y — ), b) dt

< [ 1ps+ ity - oo - 201

< (Per Schwarz)
/01 IDf(x 4 t(y — )y — )| [0l dt

< (Per la definicié de norma d’una aplicacié lineal)
[ 105t + it =iy — ol

< sup [|Df(z+t(y — )l ly — |
0<t<1
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Com que t — ||Df(z + t(y — x))|| és continua a [0, 1],

sup [|Df(z +t(y — )| = [[Df(2)]]

0<t<1

per cert z € [z, y]. ]

2.5.1 El teorema de la funcio inversa

Necessitem dos lemes.

Lema 1. Sigui f: U — R™, U obert C R*, f € CY(U). Donatsa € U ie > 0 hi ha
B(a,r) C U tal que

1) = f@) < UIDf(@)l +e)lly —=l, 2y € Bla,r).

Demostracio. Pel teorema del valor mitja, si z,y € B(a,r)

1 () = F@)l < [IDf ) My — =]
per cert z € [x,y]. Si prenem r > 0 prou petit
IDf(z) = Df(a)ll <e, [z—al <
per la continuitat de les derivades parcials i per (2.17]). O

Lema 2. Sigui f: U — R™, U obert C R™, f € CY(U). Suposem que per cert a € U el
jacobia de f al punt a no s’anulla:

Jf(a) =det Df(a) # 0.
Llavors hi ha una bola B(a,r) C U i una constant ¢ > 0 tals que
1f(y) = f@) =z clly—=ll, y = e Bla,r).
En particular, f és injectiva a B(a,r).

Demostracid. Sigui L = D f(a). Per hipotesi L té una inversa L~! que també és lineal.
Tenim

(2.18) lw = vll = L7 (L(u) = L) < JLTHHIL(w) = L)
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Posem
f(x)= f(a)+ Df(a)(x —a) + R(z), xe€U.
Llavors
fy) = f(x) = Df(a)(y — z) + R(y) — R(z)
i, per ,

1) = F@) | = [Df(a)(y = )| = [|R(y) — R(=)]

(2.19) 1
> WHH — x| = |[R(y) — R(x)]|
Ara
R(z) = f(z) — f(a) = Df(a)(x — a)
i, doncs,
DR(x) =Df(x) — Df(a) i DR(a)=0.
Pel Lema || aplicat a R(x), donat € = W hi ha una bola B(a,r) C U tal

IR(y) ~ R(@)|| < elly—all, =y € Bla,r).
Aixf que, per (2.19),

1
1f ) = f@) =2 orm v —=ll, =,y € Bla,r),
2|Df(a)~1
i definint ¢ = W la demostracié queda completa. O

Teorema de la funcié inversa. Sigui f: U — R", U obert de R", f € C*(U) ia €U
amb Jf(a) # 0. Llavors hi ha una bola B = B(a,r) C U tal que

(1) f és injectiva a B.
(2) f(B) =V és un obert de R™.
(8) La inversa de f a B, g: V — B és diferenciable amb continuitat a V.

Cal fer uns comentaris i considerar uns exemples. Suposem que la funcié f de I’enunciat
del teorema de la funci6 inversa compleix que Jf(z) # 0, x € U. Llavors f és una
aplicacié oberta (és a dir, si W és un obert contingut a U, llavors f(W) és obert), com es
veu facilment pel teorema, perd f no és necessariament invertible globalment (és a dir, f
no és injectiva). Aixo és sorprenent perque en una variable, si una funcié diferenciable té
derivada no nulla a un interval, és injectiva en aquest interval. Aix0 és pel teorema del
valor mitja.
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Exemple 12. Sigui la funcié

Posant z = x + iy trobem que
f: R? — R?
(z,y) — (2% — 9%, 22y).

La diferencial és

o = (5 1)

i el jacobia
Jf(z,y) = 42® + 4y* # 0 a R\ {(0,0)}.
Ara f no és injectiva a U = R?\ {(0,0)} perque
f(l,O) = f(=1,0) = (1,0).
Comprovem que f té una inversa a B((1,0),1). Posem
2

uw=z*—y? v=_2axy.

Operant trobem

1
r=—=\/Vut+v:—-u
V2
1 v
Yy=— ;
V2 VVe + 0 —u
que és la inversa.
Exemple 13. Sigui la funcié
c-Lc
z— €
0
f: R? — R?

(x,y) — (e® cosy, e*siny).
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e* cos —e” sin
Df(z,y) = ( Y y)

e’siny e*cosy

Jf(z,y) =e* #0, (x,9) € R

La funcié f no és injectiva perque

f(xay‘i‘Q’/T) = f(xay)

A Tobert {(x,y) : |y| <7/2}, f té una inversa, perque posant

trobem u? + v? = e%*

u=-e"cosy, v=e"siny

x = log vVu? + v?

v v
— =tgy, Yy = arctg <—> .
U U

Observem que f({(z,y) : [y| < 5}) = {(v,v) : u > 0}.

Exemple 14. Posem

Llavors

f(z,y) = (cos h(z) cosy, sin hxsiny).

Jf(z,y) = sin h®x + sin®y.

Al semipla de la dreta {(z,y) : > 0} el jacobia no s’anulla, perd f no és injectiva.

Demostracid del teorema de la funcid inversa. (1) és el lema 2]
Per (2) prenem yy € V = f(B). He de veure que hi ha una bola B(yo, p) C f(B). Sigui
xo € B tal que f(xg) = yo 1 sigui ro > 0 tal que B(zg,79) C B. Llavors si || — x¢|| = r el

lema 2] déna

| f(x) = f(zo)|| = cllz — xo|| = cro =0 > 0.

Veiem que

(de manera que p = 2).
Agafem y € B(yo, g)

B (y()ag) C f(B)
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La funcié h(z) = || f(z) — y||* pren el seu minim a la bola B(zg, 7o) en un punt de la
bola oberta B(xzg, 7). En efecte si ||z — x¢|| = ro tenim que

1 () =yl = N[ (x) = fxo)ll = [1f (x0) — wll
)

>6—llyo—yl|>6—2="2
>0 — |lyo — ¥ 57 %

> llyo = yll = [1f (o) = yll

Aixi que el minim de h a Uesfera 0B(zg, 1) és estrictament més gran que el minim de h
a B(xg,rg). Sigui x € B(xg,ry) un punt on es pren el minim de h a la bola B(xg,ro).
Doncs x és un minim local de h i

0= Vh(x ( Qka — i) 0 fr(T), . )

o sigui

n

(2.20) D (fulx) —ye)difu(z) =0, 1<j<n

k=1

Ara, (2.20) és un sistema lineal en les incognites 2z, = fip(x) — yg, 1 coeficients 0; fi(x),
1 < j, k < n. Puc agafar el radi r de la bola B = B(a,r) tan petit que Jf(z) # 0 a B.
Per tant el sistema té determinant no nul i I'inica soluci6 és

0=z = ful) —yp, 1<E<n.
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Doncs y = f(z) i

B (yo,g> C f(B).

Veiem ara (3): lainversa g: V' — B de f és diferenciable amb continuitat a V. Veurem
que D(g)(yo) = D f(x)" si f(zo) =yo € V. Posant L = Df(z0) i = g(y) obtenim

9() = 9(wo) = L7y — wo) =z — 20 — L™ (f(2) = f(20))
= LML — 20) — (f(2) — f(x0)))
= —L7'(f(x) = f(xo) — L(z — ).

Pel lema 2
cllz — zoll < [[f(z) — f(zo)ll

lz = @ol| < e Hly — woll,

i, per tant, x — x( si y — yo. Doncs

lg(y) = 9(yo) = L~y —yo)ll _ 1L 1/ (2) = flao) = Lz — wo)|

ly — yoll c |l — @ol|

té limit 0 si y — yo. O

2.6 La funcié implicita
Si tenim una equacié del tipus
fle,y) =0, z,yeR,
esperem que, en condicions favorables, el conjunt de solucions
{(z,y) € R*: f(z,y) = 0}

sigui una “corba” i que sobre aquesta corba es pugui aillar y en termes de z, y = g(x),
o x en termes de y, x = h(y), per certes funcions g i h.

Exemple. Considerem I’equacié

(2.21) ?4+y*=1, z,yeR.
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Sigui (g, yo) una solucié de amb —1 < zy < 1,1iposem § = 1—|zg|. Llavorssi (z,y)
és una solucié de (2.21) amb 2y —§ < 2 < g + §, tenim que y = V1 — 22 si gy > 0i
y = —V1—a2siyy < 0. Per tant, independentment del signe de 3o, podem aillar y en
termes de = a

B((x9,10),0) NS, on S = {(z,y) € R* : 2> + ¢* = 1}.

Si el punt de S és (1,0), llavors (z,y) € B((1,0),1) NS siinomés si z = /1 — y2.
Si el punt de S és (—1,0), llavors (z,y) € B((—1,0),1) si i només si z = —/1 — y2.

La conclusié és que sempre puc aillar una variable en termes de l'altra a un entorn
d’un punt (zo,y0) € S donat.

Exemple. No sempre es pot aillar una coordenada en termes de 'altra. Per exemple si
S={(z,y) eR*:ay = 0}

i el punt és l'origen.

El teorema de la funcié implicita déna una condicio suficient per tal que d’una equacié
del tipus

f(i[)l,...,l'n) =0

es pugui aillar una variable en termes de les altres n — 1.

Teorema de la funcié implicita. Sigui U obert C R", f: U — R una funcié de clas-
se CYU) ia €U tal que f(a) =01 %(a) # 0. Llavors hi ha una bola B(a,r) C U, un
obert W C R"™ que conté el punt (ay,...,a, 1) i una funcié g: W — R, g € CH(W),
tals que

x € Bla,r) i f(x)=0
81 1 només si

(X1, ..y Tp1) EW iz, = g(T1,. .., Tpo1).



66 CAPITOL 2. DIFERENCIABILITAT

W

Y
7

\/

((Ll-, R an—l) Rn71

P T

Nota. Naturalment que si f compleix les hipotesis del teorema excepte 1'tiltima (%(a) +

0), pero ngj(a) # 0,1 < j < n, llavors puc aillar z; = g(x1,...,2j_1,%j41,...,2;) €n

funcié de les altres n — 1 variables.

Demostracié. Definim

F:U—R"
T _>F(x> = (l’l,...7xn—17f(x))7

que és de classe C*(U) i té per diferencial

1 0 0 0
1 0 0
: : : 1 :
O f(x) Oof(x) ... ... Ouf(x)
i per jacobia
0
JF(z) = (‘35 ().

Com que JF(a) # 0 podem aplicar el teorema de la funci6 inversa i existeix una bo-
la B(a,r) C U tal que Fj,  té una inversa G definida a V' = F(B(a,7)).



2.6. LA FUNCIO IMPLICITA 67

Posem W = {(z1,...,%,1) ER" i (24,...,2,1,0) € V}. Es un exercici comprovar
que W és obert a R"™! (aixd és degut al fet que V és obert a R"). Si z € B(a,r)

r=GF(x)) = (Gi(z1, ..., Tn-1, f(2))...,Gn(x1, ..., 201, f()))
que dona
= Gp(xq,. .., 201, f(2)).
Aixi
xn, = Gp(x,. .., 2,.1,0)
six € B(a,r) i f(z) = 0. Definim
g(x1, ... 1) = Gy, ..., 2y-1,0)
de manera que si x € B(a,r) i f(z) = 0 llavors (xy,...,2,-1) € Wiz, =g(z1,...,25-1).
Ara cal veure que, reciprocament, si (z1,...,2,-1) € Wiz, =g(xy,...,2,1) llavors
(1, 1, 9(T1, -, Ta1)) € Bla,r) 1 f(#1, s @1, (21, ) = 0.
En efecte,
(x1,...,2p-1,0) = F(G(x1,...,2,-1,0))
= (Gi(x1, ..., 2y-1,0),...,Gp1(21,...,Tp_1,0),
f(Gi(z1, . xn1,0), ..., Grg (2, ..o, 2021,0), Gp(xy, ..., y-1,0)))
= (331, ey Ty, f(xl, R ,xnfl,g(fl?l, e ,-Tn—l)),
i, per tant,
flar, .. xpo1, (21, ..., 2p1)) = 0.
Noteu també que

(X1, oy Tpo1,9(x1, ..oy Tp1)) = G(21, ..., 20—1,0) € B(a,r). O
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Hi ha una férmula molt practica per calcular les derivades d’una funcié implicita. Com
que
flzy, oo a1, 9(x1, .o x0—1)) =0, (21,...,2,1) €W,

obtenim, per la regla de la cadena,

0
a—gj(xl,...,xn_l,g(xl,...,:z:n_l))

0 Og(x1,..., 2T, ,

+alil(x177$nlyg(x177xnl)) g( la$] 1>:O7 1§]§n_1
Doncs of
@(m ) )__a—xj(ml,...,xn_l,g(xl,...,xn_l))
8$] T af(:l:l...xqg(flfl...x,l))
axn 9 Y n 9 bl 9 n

Exemple. Sigui f(z,y) = 2? — y?, de manera que Vf(0,0) = (0,0). Fixem-nos que
podem trobar g(x) tal que f(z,g(x)) =0, x € R. Només cal posar g(z) = z. Perd no
podem trobar y = g(x) i r > 0 tals que

Z ={(z,y) € B((0,0),r) : f(z,y) =0} ={(z,9(x)) : =r <z <71},
simplement perque Z no és la grafica de cap funcio.

Exemple. Donada 'equaci6 2% + 222 + yz + 1 = 0, podem aillar z en funci6 de z, y al
voltant del punt (1, —3,1)7 Fixem-nos que I’equacié és cibica en z i, per tant, hi ha una
férmula que expressa la solucié en termes dels coeficients. Fem-ho aplicant el teorema de
la funcié implicita.

Posem f(z,y,2) = 2° + x2* + yz + 1. Tenim

g—]zc(x,y, 2) =32+ 212 +y
i, doncs,
of
—(1,-3,1) = 2—-3=2 .
S(1,-3,1)=3+2-3=2£0
Aixi que podem aillar z = g(x,y). També podem calcular les derivades
@(x ) = 2
oz Y T 322+ 2wz +y
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ag( ) z
—(x - @@
dy i 3224+ 2xz+vy
que en el punt (1, —3) valen
dg dg 1
291,-3 1,-3) = ——.
5, L 73) = ay( )=-3
Definicié. Una hipersuperficie és un subconjunt de R" del tipus
(2.22) S={zreR": f(z) =0}
on f € CYR") és tal que Vf(z) #0, x € S.

En particular la grafica d’'una funcié g(z, . .., z,_1) € C*(R""!) és una hipersuperficie,
perqueé només cal posar f(x) =z, — g(x1,...,2,_1) i notar que ai;f =1,z € R". Ja hem
definit el pla tangent al punt a = (aq,...,a,_1,9(a1,...,a,-1)) de la grafica d'una funcié
x, =g(x1,...,T,_1) com el pla

n—1
Tpn = g(al, Ce ,an,l) + Z a—j(al, e ,an,l)(xj — Clj).
j=1 "
Com es pot definir el pla tangent a la hipersuperficie (2.22)) al punt a € S? Suposant
que 3 8f ( ) # 0, pel teorema de la funcié implicita hi ha una funcié =, = g(z1,...,2z,-1)
deﬁmda aun entorn de (ay, ..., a,—1) tal que SNB(a,r) ésla grafica de g (per un cert r > 0

prou petit).
Definim el pla tangent a .S al punt a com el pla tangent a la grafica de g al punt a =
(a1,...,an-1,9(a1,...,a,-1)). Aquest pla és

;_n

n—

0
(2.23) Tp—g(ay,...,ap1) = a—g(al,...,an_l)(:ﬁj —aj).
J:
Sabem que
9 (o)
99 Oz
a ](ab '7an71) - af
Er )

i, doncs, (2.23)) es converteix en

(2.24)

Aixi que ([2.24]) és 'hiperpla tangent a S al punt a.
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Tornem al problema d’extrems condicionats per fer-ne un breu tractament rigords
amb el teorema de la funcié implicita. Prenem dues funcions f,g: U — R, U obert C R",
f,g € CY(U). Suposem que f té un extrem local al punt @ amb la condicié g(x) = 0 i
que Vg(a) # 0. Si posem S = {z € U : g(x) = 0} sabem que al voltant del punt a € S,
S és la grafica d’una funcié de n — 1 variables. Concretament si 6879”(&) # 0 llavors a prop

de a, S és la grafica de x,, = h(zy,..., 7, 1) on h és de classe C! a un obert W de R"!
que conté el punt (aq,...,a,_1). Com que la funcié
f(Ilv ey Tpn—1, h(fEl, e ,ZL‘n_l))
té un extrem local al punt (aq,...,a,_1) resulta que el gradient s’anulla al punt (a4, ...,
an—1). Derivant per la regla de la cadena
0
0= a—a‘i(al, ey Qp_1, h(al, PN ,an_l))
0 oh
+ a:;i (al, ey Qp1, h(al, ce ,an_l))a—xj(al, ce ,an_l).

Doncs o/ 9 o/

—(a) = —— e Qg , 1<j<n-—1.

89@- (a) 8xj <a1’ @ 1> 8xn (G) J "

Per altra banda per la regla de diferenciacié implicita tenim la mateixa férmula amb f
canviada per g. Per tant

29 ()
af .. oh of . ox; ) of —
a—x](a) ——a—xj(al,...,anfl)axn@w——ag (a) axn<a), 1 S] Sn 1
ox,,
1
Jg
o 2 B 01
oz,
Posant
of
-
Jg
a%fw

obtenim que

Vf(a) = AVy(a).
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Exemple. Considerem lequacié f(z,y,2) = 2*> +yz + x = 0. Sabem que podem aillar
z = 3(—y £ /y? — 4z) sempre que y* — 4o > 0. Clarament

of

—(x,y,2) =2z +

5, (Y 2) y
que no s’anulla precisament quan el discriminant y? — 4z # 0. Si y2 — 4z > 0, llavors el
teorema de la funcié implicita ens diu que podem aillar z en termes de z, y al voltant del

punt (zo,yo) i sabem que la funci6é que déna z en termes de x, y és

z=g(z,y) Z%(—yiﬂ)-

La bola centrada en (zg,yo) on es podra aillar z sera tal que valgui y? — 4z > 0.
Suposem ara que y3 — 4zy = 0. Llavors

2 2
z2+y0z+xo:z2+y0z+%: <z+%) )
2
Yo Yo
) ) e :07
f(4 Yo 2)

1 també

of yg Yo\
&(Z,yoa o =0.

Aixi que no podem aplicar el teorema de la funcié implicita. Per exemple, si g = yo = 0
tenim que
of

0= f(0,0,0) = %(0,0,0).

Ara, podria ser que existis una funcié z = g(x,y) definida a una bola centrada a (0,0) tal
que
9(@,y)* +yg(z,y) +2 =0

per qualsevol (z,y) d’aquesta bola. Aixo és impossible, com es veu considerant punts del
tipus (x,+/z) amb z > 0 petit.

Si y2 — 4z < 0, no hi ha cap punt z que compleixi 'equacié 2% + yoz + ¢ = 0.

Fem ara, per acabar, una breu incursié en el cas general del Teorema de la funci6
implicita. Tenim m funcions f; € CY(U), U obert C R", 1 < j < m < n i volem
considerar 'estructura del conjunt

S={zxeU: fi(z)="--= fm(x) =0}.
Per exemple, a R® podem prendre fi(z,y,2) =z +y+ 21 fo(z,y,2) =2 + 2y — 2.
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El sistema lineal

r+y+z=0
r+2y—2=0
té per matriu
11 1
12 -1
que té rang 2. Resolent trobem y = —%x iz= —%x. La conclusié és que podem expressar

dues variables en termes de la tercera i el conjunt de solucions és “l-dimensional”: una
recta en el nostre exemple.

Com a segon exemple prenem f(z,y,2) =z —2?> —y*ig(x,y,2) = 2*> +y> + 22 — 1.
Eliminant 22 + y? trobem z = #5
la circumferéncia a2 +y? = % aixecada a 'altura z = #5 Aixi que S és una corba
i la conclusié és que podem aillar dues variables en termes de la tercera. Per exemple,
en un entorn del punt (0,1, #5) tenim que (z,y,z) € S siinoméssiy =+1—2a2i
_1_5\/5.

i, doncs, el conjunt de solucions S en aquest cas és

Z =
Reprenem la discussio del cas general del Teorema de la funcié implicita. Tenim m
equacions

fl(l’l, e ,l‘n) =

fn(z1, .. xn) =0

i voldriem aillar m variables en termes de les altres n — m. LLavors el conjunt S de
solucions del sistema de m equacions de dalt tindra “dimensié” n —m. Per exemple, dues
equacions a l’espai donaran una corba, tal com hem vist en els exemples. Considerem la
matriu jacobiana de f = (fi,..., fm): U = R™, que és la matriu

o filx) ... Oufi(z)

Ofulz) - Ouful)

amb n columnes i m files. Suposem que al punt a € U la matriu precedent té rang m.
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En altres paraules, hi ha m columnes linealment independents, que sense perdua de ge-
neralitat, podem suposar que son les iltimes m. Per tant

anferlfl (Cl) s anfl(a)
(2.25) det : : # 0.

On—mi1fm(a) ... Onfm(a)
Demostrarem que hi ha una bola B(a,r) CU, un obert W a R*™" que conté (ai, . . ., Gp_m)
i funcions ¢,—m+1(), ..., gn(x) de classe C’l(W) tals que x € B(a,r) 1 f;(z) = 0 1 <j<
m és equivalent a (z1,...,Tp_m) E Wiz =gr(zy, ..., Zp_m),n—m+1<k<

Demostracio. Definim F': U — R"™ per F(z) = (z1,...,Tp-m, fi(x),..., fm(x)), de ma-
nera que

0 0
0 1 0 0
. 1 5 I
DE@ =1 9 nm) ... . mnhi(@) ... Oufi(x)
Ofn(2) - O @) oo O fonl()

El determinant de DF'(a) és ([2.25)) i, per tant, podem agafar r > 0 prou petit de manera
que F': B(a,r) — V sigui invertible. Sigui G la inversa. Definim

W={(z1,...,Zpn_m) ER"™: (x1,...,Zn_m,0,...,0) €V}
que és obert perque V' ho és. Com que x = G(F(z)) deduim que
= Gr(xy, .. Tpem, f1(2), o fin(2), n—m+1<k<m
iquesizeSnBa,r)
=Gz, Zym,0,...,0), n—m+1<k<n.
Definim
ge(x1, o Tpem) = Gr(xy, o T, 0,...,0), (21, .., Tpm) €W,

que té sentit per la definicié de W. L’inica cosa que falta per comprovar és que si
(-Tb s 7xn—m) eWw

(226) fk(wla s 7$nfmagnfm+1($17 e 7xnfm)7 s 7gn(x17 s 7-rnfm)) = 07 1 S k S m.
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Tenim, si (z1,...,Zp—m) € Wiposem X = (z1,...,Zp-m,0,...,0) € V|

(X1, s Tpem,0,...,0) = F(G(X))
= (G1(X), -, Goom(X), 1(G(X)), .., fin(G(X)))

= (xh s 7wn—m>f1(x1> cee 7xn—magn—m+1(x17 cee 7xn—m)> cee 7gn(l'1a .

e (@ Ty Gt (T, Tm)y e Gn(T

Igualant les m tltimes coordenades s’obté (|2.26)).

ey Tnem))

s Tpm))

~— >
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