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Introduccio

Aquests apunts van comengar com una adaptacié (i traduccié al catala) del llibre “Har-
monic Analysis; from Fourier to Wavelets” de Cristina Pereyra! i Lesley Ward? [PW12],
i estan basats en un curs de 4t del grau de matematiques de la Universitat de Barcelona,
que es va dur a terme entre febrer de 2022 i juny de 2022. El resultat final dista bastant
del text original, pero encara té algun fragment que n’és una traduccié directa. També
s’han afegit solucions a bona part dels exercicis proposats.

El llibre original treballa amb la integral de Riemann, de manera que he considerat que
convenia refer el text per treballar directament sobre la integral de Lebesgue, amb la que
els alumnes de la UB ja estan familiaritzats en arribar a quart.

La versié present és la final després de superar tot el curs multiples revisions, després
de posar-los a prova a classe. Vull agrair especialment la cooperacié dels alumnes Daniel
Fernandez Benitez, Joaquim Duran Lamiel, Marc Piquer i Méndez, Oriol Franco Morro,
Joan Domingo Pasarin, Nuria Jorba Pena, Ferran Marquez Martinez i Alba Mart{ Vives
per les seves aportacions, tant matematiques com ortografiques. També les observacions i
contribucions dels professors Quim Ortega Cerda amb qui hem debatut sobre el contingut
i Jordi Marzo qui m’ha subministrat part dels problemes inclosos.

Si us plau, no distribuiu cap copia del text. Moltes gracies.

1 Notes didactiques

El curs de 2022 va tenir un total de 26 sessions de 50’ de teoria i 26 més de resolucié de
problemes. La dedicacié d’hores de teoria va ser la seglient:

e Capitol 1 (introduccid) 4 sessions.

Capitol 2 (repas de cursos anteriors) 0 sessions.

Capitol 3 (convergencia puntual) 5 sessions.

Capitol 5 (funcions de quadrat integrable) 3 sessions.

(
(
(
Capitol 4 (metodes sumatoris, excloent el nucli de Poisson) 4 sessions.
(
Capitol 6 (DFT) 1 sessi6.

(

Capitol 7 (Transformada com a integral) 4,5 sessions.

'"Marfa Cristina Pereyra, (1964-).
’Lesley Ann Ward, (1963-)



Introduccié

e Capitol 8 (Distribucions temperades) 4,5 sessions.

Alguns alumnes van optar per presentar algun fragment de teoria a classe (entre deu i
vint minuts), ja que s’oferia I'opcié d’obtenir punts de la nota final fent aquesta activitat,
veure Capitol 9. Com que 12 alumnes van decidir fer-ho, les sessions van ser:

e Corollari 3.9 i teorema 3.10.
e Lema 3.17.

e Lema 3.23.

o Lema 4.8.

o Lema 4.9.

e Lema 5.23.

e Lema 7.3.

e Lema 8.11 i teorema 8.12.
o Teorema 7.24.

e Exemple 8.8.

e Teorema 8.50.

e Teorema 8.58.

Per altra banda, en les sessions de problemes es van anar resolent els exercicis proposats
al text, a vegades per part dels alumnes, normalment per part del professor. A més, algunes
sessions de problemes s’han utilitzat perque alguns alumnes presentessin el seu projecte.
Com que cada presentacié ocupava mitja hora, i se’'n van fer 8 en hores reservades per
parcials i finals, en van quedar 6 per fer en horari de problemes, ocupant un total de 3
hores. Per tant, es van fer 23 hores de resolucié de problemes.

De cara a futurs cursos, es recomana que a la segona setmana els alumnes decideixin
el metode d’avaluacié per poder calendaritzar com abans millor ’assignatura, procurant
que cap alumne tingui tots els treballs acumulats en un periode curt de temps.

vi



1 Series de Fourier

En aquests apunts explicarem tres tipus d’analisi de Fourier'. En primer lloc les séries de
Fourier ens permetran reescriure una funcié periodica com una serie de dues cues, on la
suma es fa sobre tot n € Z (Capitols 1-5). En segon lloc desciurem 1’analisi de Fourier
finita, on convertim un vector de longitud N en un vector d’igual longitud (Capitol 6).
Finalment la transformada de Fourier ens transformara una funcié de variable real en una
altra (Capitols 7-8).

En aquest primer capitol fem els primers passos cap a la teoria de les series de Fourier.
Comencem amb un exemple de processament i compressié del senyal a la Seccié 1.1.
Tot seguit, descrivim les principals qiiestions sobre ’expansié en series trigonometriques,
comparant-les amb les series de Taylor a la Seccié 1.2. Definim aleshores els coeficients i la
serie de Fourier de funcions periodiques a la Seccié 1.3 i finalment descrivim el problema
fisic de la propagacié d’una ona a la Seccié 1.4

1.1 Una trucada

La idea central de ’analisi de Fourier consiteix a descompondre una funcié o senyal com
a suma de funcions més simples. Aquestes funcions simples es poden pensar com les
components de la funcié inicial. Ens interessa poder reconstruir la funcié inicial a partir
de les seves components. Una analogia forca indicada és un prisma trencant un raig de
llum blanca per crear un arc de Sant Marti. De fet, els diferents colors corresponen a
les diferents longituds d’ona (o freqiiencies!) presents en el raig inicial. Superposant els
colors de I'arc de Sant Marti recuperarem la llum blanca inicial. Com veurem, les nostres
funcions simples corresponen a freqiiencies pures. El primer exemple que veurem sén el
sinus i el cosinus.

Si interpretem la funcié com a senyal actstica, és a dir com a una funcié que indica la
pressi6 de laire en funcié del temps, aleshores una funcié sinusoidal produeix un to pur (o
una nota) en una sola freqiiencia. El terme andlisi harmonica evoca precisament aquesta
separacio d’un so en els seus harmonics.

Exemple 1.1. Suposem que ’Amelia esta a Leipzig i truca al seu pare a Cornella de
Llobregat, i li diu ”"Hola pare, séc I’Amelia i em moro de ganes d’explicar-te tot el que
m’ha passat avui.” Que li passa al so? Mentre I’Amelia parla crea ones de pressié a laire,
que viatgen cap al microfon del telefon. El so té certa duracié, d’uns cinc segons en aquest
cas, i una intensitat o volum que varia al llarg del temps. El so de la seva veu aleshores es
converteix en un senyal que viatja a través del cable o de satellit i es reconverteix a senyal
acustic al terminal de Cornella.

! Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830



1 Séries de Fourier

senyal de veu falsa y =sin(t) i y = 0.2sin(16t)
A t W@ t

Figura 1.1: Senyal falsa i les seves components.

Intentem ara descompondre el senyal de I’Amelia en components més simples. Suposem
per exemple que el senyal és f(¢) tal i com apareix a la primera meitat de la Figura 1.1.
L’eix horitzontal representa el temps ¢ en segons i el vertical indica la variacié de pressio,
de manera que quan y = f(t) oscilla poc a prop de zero, el so és suau, mentre que si les
oscillacions sén més amples, aleshores el so és més fort.

En aquest senyal particular només hi ha presents dos moviments ondulatoris diferenciats.
N’hi ha un de més lent, que correspon a la component sin(¢) i un segon molt més rapid, que
podem reconeixer comptant les oscillacions com un multiple de sin(16t). Sén funcions de
frequiencies 1 i 16 respectivament. En altres paraules cada una d’elles realitza un total de
1 i 16 oscillacions completes respectivament, mentre el temps s’incrementa en 27 unitats
de temps.

Volem saber també en quina mesura cada una d’aquestes oscillacions és present dins el
nostre senyal. Les amplituds de les components sén 1 i 0.2 respectivament, i aixi podem
recuperar el senyal original sumant les dues components amb els pesos corresponents:

f(t) = sin(t) + 0.2sin(16t).

La ma dreta d’aquesta expressio és el primer exemple de descomposicié de Fourier: és la
descomposicié de Fourier del nostre senyal f.

Posem-nos ara a la pell de la companyia telefonica. Quan 1’Ameélia truca al seu pare,
cal fer arribar el senyal rapidament de Leipzig a Cornella. Com codificarem el senyal? Per
exemple, la companyia podria prendre mostres de la pressié en 100 moments equidistants i
enviar els 200 niimeros resultants a Cornella on reconstruirien el senyal interpolant aquestes
mostres. Pero en el cas del nostre senyal, n’hi ha prou amb enviar cinc nombres: les
frequencies 11 16 i les amplituds respectives 1 i 0.2, aixi com la durada total del senyal.
Si coneixem el codi, podem reconstruir el senyal completament amb aquests nombres.

Ara bé, un senyal acuistic és tipicament molt més complex que el cas anterior, i es ne-
cessitarien més funcions trigonometriques (sinus o cosinus) per tal de poder reconstruir el
senyal. De fet, podem esperar que es necessitin infinites funcions per tal que la recons-
truccié sigui exacta. La colleccio

{sin(nt) : n € N} U {cos(nt) : n e Nu {0}}

de totes les funcions sinus i cosinus amb freqiiencies enteres positives juntament amb la
funcié constant igual a 1 és un exemple de base. Més endavant del curs explorarem aquesta



1 Séries de Fourier

Figura 1.2: Senyal real corresponent a una veu dient ” Hola pare, séc I’Amelia i em moro de
ganes d’explicar-te tot el que m’ha passat avui”. L’eix horitzontal representa
el temps i el vertical I’amplitud del senyal.

idea; informalment es tracta d’una colleccié de components que és capa¢ de reconstruir
qualsevol funcié d’una classe donada. En la serie de Fourier s’utilitzen funcions sinusoidals,
pero altres conjunts de funcions també poden servir per al mateix proposit, com és el cas
de les ondetes.

Amb una mica més d’ambicié ens podem plantejar el segiient problema: per transmetre
el senyal rapidament ens hem d’oblidar de les infinites components, ens cal renunciar a
part de la informacié. A canvi de perdre qualitat podem enviar el senyal de manera més
economica. Per exemple, en la Figura 1.1 la component principal és la més ampla. Que
passara si només enviem l'amplitud i la freqliencia d’aquesta component? A Cornella
només reconstruiran el senyal de manera parcial, ja que I'ondulacié rapida no hi sera
present. De tota manera, el pare de I’Amelia, que li coneix perfectament la veu, potser
podria reconeixer-la sense problema. Aquest és un exemple de compressié del senyal.

Resumint: hem analitzat un senyal f, determinant quines components hi sén presents
i amb quina forca. Hem comprimit el senyal descartant algunes components. Hem re-
transmes la resta de freqiiencies i amplituds (també la podriem emmagatzemar). A l'altre
extrem de la trucada s’ha reconstruit el senyal comprimit.

Una vegada més, a la practica volem que el senyal reconstruit sigui similar a 1’original.
Hi ha moltes qiiestions interessants sobre quines i quantes components es poden descartar
mantenint un senyal recognoscible. La materia de tractament del senyal en enginyeria
electronica o telecomunicacions versa sobre aquestes.

Per mirar de compensar la falta de realisme de la Figura 1.1, la Figura 1.2 mostra un
senyal corresponent a la veu de qui escriu aquestes notes interpretant el paper d’Ameélia.
El patré complicat d’oscilacions demana moltes més components que el senyal fals que
hem estat comentant. O

La funcié f de I’exemple anterior és especialment simple. La intuicié que sinus i cosinus
serien suficients per descriure multitud de funcions es va aconseguir amb ’experiéncia dels
pioners de I'analisi de Fourier amb problemes fisics com la difusié de la calor o la corda
vibrant a principis del segle divuit, vegeu la Seccié 1.4. Aquesta intuicié porta a la idea
d’expressar tota funcié periodica f com a combinacié lineal infinita de sinus i cosinus,
altrament coneguda com a serie trigonometrica:

o0
~2 4 Z [by, sin(nf) + ¢, cos(nd)]. (1.1)
n=1
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Usem el simbol ~ per a indicar que el canté dret és la serie trigonometrica associada
a f. No usem el simbol = ja que en alguns casos la funcié i la série no seran iguals, tal
i com discutirem al llarg dels apunts. Hem usat la variable 6 enlloc de ¢ per remarcar la
idea que la variable esta definida com a angle, és a dir en Uinterval (0,27) o en un altre
interval de la mateixa amplada. A voltes usarem també la variable x.

Podem reescriure la banda dreta de (1.1) com a combinaci6 lineal de funcions exponenci-
als. Per fer-ho usem la Férmula d’Euler?: e = cos@+isin6, i les férmules corresponents
del sinus i del cosinus en termes de I’exponencial:

0 | ,—if i0 _ —i0
cos(f) = % sin(f) = %. (1.2)
Aixi, obtenim
w .
FO) ~ > ane™. (1.3)
n=—00

El canto dret s’anomena série trigonométrica. Més avall definirem una serie trigonometrica
depenent de f, que anomenarem seérie de Fourier. En aquest cas, el coeficient a,, s’anomena
coeficient enésim de Fourier i es denota per f (n) per emfasitzar la dependencia en la funcié
f- En general, a,, b, i ¢, s6n nombres complexos, i donats a, i a_, podem trobar de
manera univoca by, i ¢, (i viceversa).

Exercici 1.2. Dona a,, en funcié de b, i ¢,. 4

1.2 Qiiestions fonamentals
Aquesta primera introduccié suggereix una serie de preguntes:

e Com podem trobar els coeficients a,, donada la funcié f7
e Donada la successi6 {ay}nez, com podem reconstruir f?

e En quin sentit convergeix, si ho fa, la serie de Fourier? Puntualment, uniforme o en
algun altre sentit? Quina és la velocitat de convergencia?

e Si la serie de Fourier convergeix a una funcié limit, aquesta sera exactament la funcié
original f7?

e Quines funcions podem expressar com a serie trigonometrica (1.3)? Cal que f sigui
continua, per exemple, o n’hi ha prou amb ser integrable?

Abans de comencar a respondre aquestes preguntes, cosa que mirarem de fer al llarg
dels apunts, comparem el cas amb un problema ja conegut pels alumnes d’aquest curs: les

*Leonhard Euler, pronunciat “diler” (1707-1783).



1 Séries de Fourier

series de potencies. Una funcié infinitament diferenciable es pot expressar com a serie de
Taylor® centrada a x = 0 (o série de Maclaurin?):

fla)~ ) epa™ (1.4)
n=0

Els nombres ¢, s’anomenen coeficients de Taylor i venen donats per I'expressi
cn = F™(0)/n!.

Evaluada a = = 0, aquesta seérie convergeix a f(0) = co.

Al segle XVIII es va descobrir que les funcions tradicionals de calcul (sinz, cosz,
In(1 + z), vV/1+z, €%, ...) es poden expressar mitjangant séries de Taylor i que la con-
vergencia d’aquestes series és puntual en un interval obert comprenent x = 0, i a vegades
la convergencia també es déna als extrems de l'interval. La destresa que van desenvolupar
alguns matematics de I’época en la manipulacié d’aquestes series els va portar a creure
que el mateix seria cert per totes les funcions (infinitament diferenciables). Aquest somni
es va desmuntar amb el contreexemple descobert per Cauchy® el 1821:

Exemple 1.3 (Contraexemple de Cauchy). Considerem la funcié

)= 1€ w20
0 siz=0.

Aquesta funcié és infinitament diferenciable a tot arreu, i f (n) (0) = 0 per tot n = 0. Per
tant la seva serie de Taylor és identicament nulla. Aix{i doncs, la série conergeix a f(x) si
i només si x = 0. O

Exercici 1.4. Comprova que el contraexemple de Cauchy és efectivament una funcié
infinitament diferenciable. <

El polinomi de Taylor d’ordre N d’una funcié f diferenciable N vegades ve donat per
la férmula

"0 (V) 0
Pn(f,0)(x) = f(0) + f(0)x + fQ(')acQ +--- 4 fN'()acN. (1.5)
Exercici 1.5. Verifica que si f és un polinomi d’ordre menor o igual a N, aleshores el
polinomi de Taylor d’ordre N coincideix amb f. q

Definicié 1.6. Un polinomi trigonomeétric d’ordre M és una funcié

M
f(@): Z aneiw’
n=—M

on an € C per neZ. .

3Brook Taylor, 16851731
*Colin Maclaurin, 1698-1746
% Augustin-Louis Cauchy, 1789-1857



1 Séries de Fourier

Exercici 1.7. Comprova que

1/ eineefike do = 677, ks
2 '

—T7
on la delta de Kronecker® esta definida com

5~ 1 sin=k,
TV sin £k

Dit d’una altra manera, {em@}nez és un conjunt ortonormal respecte al producte escalar
{f,9) = % ffﬂ f(0)g(0) df, com veurem al Capitol 5. <

Comentari 1.8. Donada una funcié de variable real que pren valors complexos f : [a, b] —
C, diguem que f = u + v on w,v : [a,b] — R, aleshores la derivada, la primitiva i les
integrals definides es defineixen linealment: f' =« +iv', [ f= [u+i v, ... .

Exercici 1.9. Comprova que tot polinomi trigonometric f satisfa que
1 4 .
0w =5 [ SO ds
2 J_,

i els coeficients de Iexpressi6 analoga a (1.1) sén

™ 1 ™
en=—[ f(0)cosndd, b,=— [ f(0)sinnddo.
. T J)_»

s

<

En ambdés casos (series de Taylor i Fourier), el problema principal és saber com de
bé podem aproximar una funcié donada mitjancant uns polinomis ben especifics, els de
Taylor, o uns polinomis trigonometrics ben especifics, les sumes parcials de Fourier.

1.3 Séries de Fourier i coeficients de Fourier

Tal i com suggereix I'Exercici 1.9, el coeficient de Fourier enésim f (n) = ay ve definit per
la segiient identitat:

£ 1 " —in
f) = an() = 5 [ 0) 0 ao. (1.6)
En termes de les funcions sinus i cosinus, tenim
1 (7 1 (7
en(f) = / f(0)cosnbdb, by(f):=— f(0)sinnd db. (1.7)
T T

5Leopold Kronecker, 1823-1891



1 Séries de Fourier

A continuacié anem a explorar formalment (és a dir fent una deduccié mancada de
rigor matematic, sense justificar intercanvis de limits, per exemple) el perque d’aquesta

identitat. Suposem que
a0

f0) = Z ane™?. (1.8)

n=—a

Aleshores, multiplicant per una exponencial, integrant i fent un canvi d’ordre no justificat,
obtindriem

L[" k0 (VAR in0_—iko
— f(@)e™ d9=/ ane™ e db
2 J_, 27 _ﬂn;w "
O 1 [T . .
= Z an%/ eMle= R0 go = g,
—m

Cal remarcar que per donar sentit a la férmula (1.6) cal que la funcié f(6)e~™ sigui
integrable en el sentit de Lebesgue a l'interval [—m, 7]. Aleshores

1 4 . 1 g
|an| = ’ f(0)e~m? d9’ < /
2 J_,

2 )

. 1 [T
—inf _ _.
FO) ) o = 5 [ 1£O)] 0 = l110r) <
on hem usat la desigualtat triangular per integrals. En particular hem vist que

F) < 1] 11 ry- (L9)

Vegeu el Comentari 2.32 per recordar la definicié d’integrabilitat. Vegeu la seccié 1.3.1
per la definicié de T.

Exemple 1.10 (L’ona triangular). Considerem la funcié f(0) = |0] per —7 < 0 < 7.
Aquesta funcid, si s’estén periodicament a la recta real és continua perd presenta un
vertex a cada multiple de 7. El seu coeficient enesim de Fourier ve donat per

; [ . 1 0 4 L
f(n) = — / 0le= "0 dh = — (— e do + / fe—n? d0>.
2 J_, 2 o 0
Per tant (vegeu I'Exercici 1.11)
=2 sin és imparell,
fin)=17% sin=0,
0

si n és parell no nul.

Per tant, la série de Fourier de f ve donada per

—2 : % 1
0) ~ S | _ 2n — 1)0).
HOREDY T —1)2° 2 w@n =1 sl = 1)9)
neZ\{0} n=1
Com veurem més endavant, la funcié i la serie coincideixen exactament per tot 6. O
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Ona triangle Aproximacié finsa N =9

Figura 1.3: Ona triangular i successives aproximacions.

Exercici 1.11. Usant integracié per parts, completeu el calcul de f (n) de l'ona triangular.
<

Exercici 1.12. Representa les funcions f(6). Calcula els coeficients (1.7).
1. f(0) =6, (—m<0<mn)
2. f(O)=10], (—m <0 <m)
3. f()=m—6, (0<0<2n),

[0, (—m<6<0);
1 f(g)‘{e, (0<6<m),

-1, (-7 <6<0);
0. f(0)={ 1, (0<6<m),

[0, (—m<0<0);
v f(9)—{ 1, (0<6<m),
8. f(0) = |sind),
9. f(0) = [ cosd],

0, (—m < 6 <0);
sinf, (0<6<m),

10. £(0) =

0] < a);
a< |0 <),

{
A
12. f(e):{ 3 EI9—90|<a);

11. f(6) =

a<10—6y <),

L (|6l <a);
-1, (2a<0<4a); ona<Ti-mT<O<m.
0 altrament,

13. £(0) =
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{ 0, (6] < a);
14. f() ={ aZ=2, (a<8<m);
15. f(6) —{

16. f
17. f(6

(0)

(0)

18. f(0) =€ (—m <6 <),

19. f(6) = € (0 < 6 < 27),
(0)

20. f(6

Exercici 1.13. Sigui f € L(T).

~

1. Si f és una funcié parell, f(n) = f(—n) ib,=0.

~

2. Si f és una funcié senar, f(n) = —f(—n) ic, =0.

~

3. SiVOeR, f(0+m) = f(0), aleshores f(n) = 0 per a tot n senar.

4. Si f pren valors reals, aleshores f(—n) = f(n) <

Exercici 1.14. Donats f € L(T) i n € N, definim p(z) = f(nz) per a tot x € T.
Demostreu que per a m € Z tenim

en cas contrari.

pm) = { (Ji(?ﬁ) . sinjm,

1.3.1 Funcions 27-periodiques
Definicié 1.15. Una funcié f: R — C és 27 periodica si
flz+27m) = f(x) per tot z € R.
.

Donada una funcié f : [—m,7), la podem estendre de manera periddica a la recta real
usant la definicié anterior. Notem que les components e sén funcions 2m-periddiques.
Sovint a la literatura s’anomena T a la circumferéncia unitat:

{(zeC:|z|=1}={z=¢€Y: —m <0 <7} (1.10)
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Podem identificar una funcié 2w-periodica a R amb una funcié g : T — C definida a la
circumferéncia unitat de la manera segiient: per z € T existeix un tnic 0 € [—m, ) tal
que z = €. Aleshores definim g(z) := f(#). De fet, si escollim qualsevol § € R que
satisfaci z = €%, el valor sera el mateix degut a la periodicitat de f. També a la inversa,
si tenim g : T — C podem definir f(6) := g(e?) per tot 6 € R i resultara ser una funcié
2m-periodica. Aixi, abusant de notacié podrem anomenar ambdues funcions f.

Al llarg dels apunts, usarem la notacio
T :=R/(2nZ),

és a dir que es tracta d’un interval tancat d’amplada 27 i amb els dos extrems identificats,
aix{ que el podem entendre com [—m, ), [0,27), [7/2,57/2), ...indistintament. Es tracta
simplement de treballar amb la variable 6 enlloc de z = €™, que és més practic a I’hora
de fer segons quins calculs.

Notem que per tal que f sigui continua a T, ens cal que la seva extensié 2w-periodica
a la recta real sigui continua, és a dir, ens cal que f sigui continua a [—7, 7] i cal que a
més a més f(—m) = f(m). Si volem que g sigui diferenciable també haurem de demanar
que 'extensié a la recta real sigui diferenciable. Aixi, si diem que f: T — Ci f e C*(T)
amb k € N, volem dir que la funcié f estesa periodicament a la recta real és continua i té
k derivades continues. En particular, f@)(—r) = fU)(x) per 0 < j < k.

Observem que per una funcié 2m-periodica el valor de la integral en un interval de
longitud 27 no varia:

2m 3m/2
O IO

" poydo -
- —7/2

0

Exercici 1.16. Sigui f 27-periodica. Demostra que per tot a € R

s a+2m
- f(0)do = / £(6) de.

Exercici 1.17. Sigui f € L!(T). Demostreu que si f és decreixent a [0,27) aleshores
1 2w
bn(f) == — (x)sinnx dr >0,

™ Jo

peran = 1. 4

Exercici 1.18. Donada una funcié f € L!(T) tal que |f(z)| < 1 demostreu que
- jo)< 2.

Trobeu un exemple que compleixi la igualtat.
Pista: per calcular la integral et pot resultar util alguna férmula trigonometrica de
I’angle doble. <

10
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1.3.2 Funcions L-periodiques

Fins ara hem considerat funcions de periode 27 i les seves extensions. També és forca
habitual treballar amb funcions definides a 'interval [0, 1) i la seva extensi6é 1-periodica.
En general podem calcular seéries de Fourier per funcions definides a un interval [a, b) de
longitud L = b — a i la seva extensié L-periodica a R.

Diem que f és L-periodica si f(x + L) = f(z) per a tot = € R. Definim el L-coeficient
de Fourier com

b
fL(TL) _ 11-1/ f(e)e—Qﬂ'inG/L d@,

i la L-serie de Fourier X '
f(@) N 2 fL(n)e2mn0/L.
nez

Les components sén ara les funcions exponencials L-periddiques e2™%/L i els polinomis

trigonometrics L-periodics sén combinacions lineals finites d’aquestes components.

Exercici 1.19. Comprova que per cada n € Z la funcié e?™/L & L-periodica. <

El cas L = 1 sera

fl(n) = / bf(e)e—%”'"@ g, f(0) ~ D fHn)e .

nez

Al Capitol 7 utilitzarem les L-seéries de Fourier per relacionar les series i la transformada
de Fourier. Quan fem series de Fourier treballem amb funcions periodiques, mentre que
la transformada de Fourier s’aplicara a funcions de la recta real i funcionara de manera
optima quan hi ha un cert decaiment a infinit, és a dir que les funcions no sén periodiques.
De tota manera, prenent L-series de Fourier de la restriccié de f a Uinterval [—L/2,L/2) i
fent tendir L a infinit podem recuperar la transformada de Fourier com a limit de sumes
de Riemann obtingudes de les L-series de Fourier.

Exercici 1.20. Comprova que per a tot polinomi trigonometric L-periodic
N .
f(&) _ Z aneQﬂmG/L’
n=—N

tenim que a,, = f*(n), és a dir que el polinomi coincideix amb la seva L-série de Fourier.
<

1.4 Historia i motivacio

Al llarg dels darrers 200 anys I’analisi de Fourier ha estat d’una gran importancia practica,
tant per la seva importancia teorica (és l’embrié de la branca coneguda com a analisi
harmonica, perd també ha estat fonamental en teoria dels nombres, per exemple) i també

11
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per modelar, comprendre, predir i controlar el comportament de sistemes fisics. Les apli-
cacions més immediates que va tenir ’analisi de Fourier van ser en la solucié de models
matematics que descriuen la difusié de la calor en objectes solids, la vibracié d’una corda
o la de la membrana d’un pandero. Més recentment ha estat fonamental per les tele-
comunicacions, emmegatzamatge i retransmissié de dades (per exemple el format JPEG
d’imatges).

Podriem situar 'origen de ’analisi de Fourier en la discussio sobre la solucié de 'equacio
d’ona , )

é%u(x,t) = aQ%u(x,t) per (z,t) € (0,7) x [0, 0),

u(z,0) = ¢(x) x € (0,m)
ug(x,0) = () x € (0,7)
u(0,t) = u(m,t) = 0.

(1.11)

on a és un parametre que depeén de la tensié de la corda (amb un reescalament podem
assumir @ = 1), i w : [0,7] x [0,00) — R representa l'algada de la corda en el punt z.
Suposem que els moviments sén prou petits per negligir el desplacament horitzontal dels
punts.

Comentari 1.21. Per deduir 'equacié d’ona fem el segiient raonament: ’acceleracié és
un multiple constant de la forga, i aquesta la suposem unicament determinada per la
tensid de la corda, negligint gravetat, friccié i irregularitats en la densitat de la corda, que
suposem que no té gruix. Aleshores la tensié en cada punt segueix la direccié tangent a
la corda i a cada punt z i instant ¢ es representa per T'(z,t).

La component vertical genera la forca donada per la massa pAx multiplicada per I'ac-
celeracié:

T(x 4+ Az, t)sin(0(z + Ax,t)) — T(x,t)sin(f) = p Az uy(x,t).

Aixi, si escrivim V per la component vertical de la tensié obtenim

V(z + Az, t) — V(x,t)
Az

=P Ut (33, t)'
En el limit aixo esdevé
Vx = P Utt-

Com que la component vertical V' de la tensi6é dividida per la component horitzontal
H = T cos 6 és el pendent de la corba en aquell punt, obtenim que V' = H tan 6 = Huy(z,1)
i, per tant,

0
%(Hux) = P Utt-

Per altra banda, com que no hi ha desplacament lateral, la component horitzontal de la
tensié s’ha de cancellar:

H(x + Ax,t) — H(z,t) = T(x + Ax,t) cos(0(z + Az, t)) — T(x,t) cos(f) = 0.
Aixo es tradueix en que H és independent de x i, per tant, surt en forma de constant:

Hug, = p ug.

12
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Com que la component vertical és negligible per desplacaments petits, podem escriure
aproximadament T = H i, per tant,

T

—Ugy = Utt-
°

L’equacié d’ona es pot plantejar a l'interval (—m, 7) per antisimetria: escrivim u(—zx,t) =
—u(x,t) per x € (0,7). I encara es pot estendre periodicament a la recta R. (pregunta:
com hem de modificar les condicions ¢ i 17?)

D’Alembert” va demostrar el 1747 que qualsevol solucié de I’equacié de 1'ona a la recta
real tindria la forma

w(z, ) — %(f(ter) gt —1)). (1.12)

Dit d’una altra manera, es tracta de la suma d’una ona que es desplaca cap a la dreta i una
ona que es desplaca cap a ’esquerra, ambdues a igual velocitat. Utilitzant les condicions
inicials i una tecnica d’integracié es pot solucionar 1’equacié per aquesta tecnica.

Fent ts de la perioditzacid, descrita abans, aquesta descomposicié (1.12) és valida per
I'equaci6 a la recta real, pero en el cas derivat de I'equacié d’ona a I'interval (1.11) obtenim
f(t)+g(t) =2u(0,t) = 01, per tant, g = —f. A més, com que hem suposat que les funcions
sén antisimetriques, tenim f(z) = —f(—z) = g(—z), amb la qual cosa ¢(x) = f(x).

Notem que la perioditzacié no garanteix que la funcié u sigui C? a tot R x [0,00). En
particular la solucié de d’Alembert no garanteix que u(0,¢) = 0. Per obtenir compatibilitat
de les condicions de frontera amb la perioditzacid, ens cal que 1(z) = 0. Sabeu demostrar-
ho?

Daniel Bernouilli® va solucionar I’equacié mitjancant la separacié de variables, demos-
trant que hi ha infinites solucions amb la forma

¢j(x,t) = sin(jzx) cos(jt). (1.13)

D’aqui va conjecturar que totes les solucions de 1’equacié d’ona (1.11) amb ¥ (x) = 0 es
podrien expressar mitjangant la forma

0
u = Z a;sin(jz) cos(jt).
j=1

Comentari 1.22. Notem que per obtenir una solucié amb variables separades com a
(1.13) en una corda de guitarra ens caldria ¢(z) = sin(jx), és a dir que cal disposar la
corda en forma sinusoidal perfecta i deixar-la anar, i aixi obtindriem un so corresponent
a una freqiiéncia tnica, sense harmonics, cosa impensable en la realitat al disposar només
de cinc dits per ma. Al cap i a la fi, quan polsem una corda de guitarra, la forma és
més semblant a una ona triangle i, per tant, hi haurd més harmonics presents (vegeu
I’Exemple 1.10). El que conjectura Bernouilli és que qualsevol funcié continua que s’anul-
li als extrems de l'interval (0, 7) pot ser expressada com a suma de funcions sinusoidals.
Si aixo és aixi, aleshores cada component evoluciona de manera independent. .

"Jean Le Rond d’Alembert, 17171783
8Daniel Bernouilli, 1700-1782
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Exercici 1.23. Comprova que efectivament (1.13) soluciona l'equaci6 (1.11) amb a? = 1.
Demostra que donats nombres reals a;, aleshores Z;V: 1 aj¢; soluciona també (1.11).  «

La majoria de matematics contemporanis de Bernouilli donaven per fet que propietats
com la continuitat, la diferenciabilitat i la periodicitat es preserven en sumes infinites, de
manera que no esperaven que una funcié com 'ona triangle es pogués representar com a
serie trigonometrica. Als anys vint del segle dinou el problema de representar una funcié
“arbitraria” per una seérie trigonometrica va rebre una solucié satisfactoria de la ma de
Fourier, que va descriure un metode formal per trobar aital expressié. El 1828 Dirichlet
va obtenir condicions suficients (i forga generals) que garantien que la serie de Fourier de
f convergia puntualment a f, formalitzant les nocions de suma parcial i de convergencia
d’una serie per primera vegada, amb permis de Gauss® i Cauchy.

Projecte 1.24 (Equacié de la calor). Explica ’equaci6 de la calor en una barra de ferro
i la solucié que va proposar Fourier. 4

Projecte 1.25 (Els harmonics dels instruments de vent fusta). Planteja i soluciona les
equacions del clarinet i el saxofon tal i com hem fet amb I'equacié (1.11). <

Projecte 1.26 (Les funcions de Bessel). Explica les funcions de Bessel. <

Projecte 1.27 (Els harmonics dels panderos circulars). Planteja i soluciona les equacions
del pandero circular. <

9Johann Carl Friedrich Gauss, 17771855
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2 Interludi: conceptes d’analisi

2.1 Mesura de Lebesgue

Aquest text és un extracte dels apunts de 'assignatura de Calcul integral en diverses
variables d’en Xavier Massaneda.
2.1.1 La mesura exterior de Lebesgue

Volem donar sentit a la mesura d’un conjunt arbitrari A < R. EIl primer intent, que
funciona gairebé sempre, és utilitzar els intervals com a unitat de mesura, recobrint el
conjunt A.

Definicié 2.1. Sigui A < R. Diem mesura ezterior (de Lebesgue) d’A a I'infim:
0 Q0
|A* := inf{Z v(ly): Ac U It, on I, sén intervals oberts} .
k=1 k=1

Per tant, per tots els possibles recobriments d’A per intervals oberts, en calculem la
suma de volums dels intervals i prenem I'infim. .

Aix{ doncs, un conjunt E < R és de mesura zero (o nul) si per a tot € > 0 existeix una
familia numerable d’intervals oberts (o tancats) {Iy}x tals que:

(a) E< Uil In,
(b) XiZo Tl <6,
on |Ix| és la longitud de I'interval I.

Exercici 2.2. La mesura exterior d’un punt z € R és 0.
Demostreu que una unié numerable de conjunts nuls és un conjunt nul. En particular,
un conjunt numerable és nul. <

Definicié 2.3. Direm que una propietat es satisfa gairebé per tot g.p.t. (almost everyw-
here a.e. en angles) si el conjunt de punts on no es satisfa és de mesura zero. .

Exercici 2.4. Definiu una funcié continua que sigui igual a

f(@) = { b ree

g.p.t. zeR. <
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Exercici 2.5. Sigui f : U — R una funcié continua amb derivada continua a ’obert
UcR (ie. feCYU))i N cU un conjunt nul. Demostreu que f(N) és nul.

Pista: per acotar la mesura de la imatge d’un interval ens cal f’ acotada, perd aixd
no esta garantit. A més, pot haver-hi infinits intervals disjunts a U. Convé expressar
N com una unié de subconjunts formada per punts que estan a distancia controlada del
complementari de U, i assegurant que prenem una unié finita d’intervals (com?). Si tenim
una unié finita de conjunts tancats, aleshores la distorsié sera controlada pel suprem de
f' en aquests conjunts, que serd un maxim per Bolzano. Després pots usar que la unié
numerable de conjunts nuls és nulla. <

Lema 2.6 (Propietats elementals). 1. |J|* = 0.
2. Si Ac B c R, aleshores |A|* < |BJ*.
3. Si A és finit o numerable, aleshores |Al* = 0.
4. o-subadittivitat: Si A; < R per j € N, aleshores

[ee} 0
U4l <D 140"
j=1 j=1

*

5. Si I és un interval obert i I = A < I, aleshores |A|* = v(I).
Exercici 2.7. Demostra el lema anterior. <

Observacié 2.8. Esperem que una bona definicié de mesura m a R tingui també la
propietat de o-additivitat: Si {4;}72; és una familia numerable de A; = R disjunts dos a
dos (sense cap interseccié de cap mena), aleshores

m (U Aj> =Y m(4;).
j=1

Jj=1
Exemples més aviat complicats ! mostren que la mesura exterior que acabem de definir
no és o-additiva. Llastima... .

Projecte 2.9. Explica I'’exemple de Vitali de conjunt no mesurable. <

Per arreglar aquesta deficiencia, no definirem una mesura nova, si no que restringirem la
mesura exterior als subconjunts de R on aquesta es comporta amb les propietats que volem.
Aquests conjunts s6n quasi tots (costa molt trobar un subconjunt “dolent” en aquest sentit:
cal usar 'axioma de ’eleccid!), i permetran sobradament definir una integracié més robusta
que la de Riemann.

"https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
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2.1.2 Espais de mesura

Sigui X un conjunt ambient (habitualment X = R), i sigui P(X) el conjunt de parts de
X, és a dir, el conjunt que té per elements els subconjunts de X (incloent-hi ¥ i X).

Definicié 2.10. Una familia ¥ < P(X) és una o-adlgebra si:

e X e,
e és estable pel pas al complementari, és a dir, si E € X aleshores E€ € X, i

e la unié numerable d’elements de X també és a X: si Ej € X, j € N llavors U;O:1 E; e
3. o

Definicié 2.11. Donat un conjunt X i una o-algebra ¥ ¢ P(X), una funcié p : ¥ — [0, 0]
és una mesura (positiva) si:

e u() =0.

e 1 és o-additiva: si F; € ¥ sén disjunts dos a dos, llavors

p <G Ej> = i p(Ej).

J=1 J=1

Si p(X) = 1, també s’anomena probabilitat o mesura de probabilitat.
La terna (X, X, u) s’anomena espai de mesura. .

2.1.3 La mesura de Lebesgue

Definim tot seguit els subconjunts de R on la mesura exterior té les bones propietats que
calen per a integrar.

Definicié 2.12. Sigui F < R. Diem que E és mesurable de Lebesque si
VAcR |A*=|AnE|*+|An E°*
[ ]

Els conjunts mesurables de Lebesgue formen la o-algebra dels conjunts mesurables de
Lebesgue, denotada M(R) i que, com el seu nom indica, és una o-algebra. La mesura
exterior restringida a M(R) és una mesura positiva, anomenada mesura de Lebesgue:

=11 M(R) > [0,]
E — u(B) = || := |EJ*.

Per a tot E < M(R) denotarem |E| en lloc de |E|* (tot i que siguin el mateix valor).

Aix{ doncs, a la practica, la mesura de Lebesgue no és més que la mesura exterior pero
definida només en els conjunts “bons” (en un sentit molt lax, gairebé tots els conjunts sén
bons).

A partir d’aqui enunciem una seérie de propietats teoriques de la mesura de Lebesgue.
La majoria sén forga intuitives, sobretot si pensem que estem formalitzant la nocié de
longitud d’un conjunt.
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Teorema 2.13 (de Carathéodory). 1. M(R) és una o-algebra a R.
2. |-| és una mesura positiva a M(R).

3. La mesura | - | és completa: si Z < R té mesura exterior 0, aleshores Z € M(R).
Aizi, qualsevol Z' < Z també és mesurable de Lebesgue amb mesura zero.

Observacié 2.14. Els conjunts de mesura 0 s’anomenen nuls, i son invisibles per la
mesura (i, com veurem, invisibles per la integral). o

Observacié 2.15 (Propietats de la mesura de Lebesgue). 1. Si A, B e M(R)i A c
B, llavors |A| < |B|.

2. Si A,Be M(R), Ac Bi|A| < +w, llavors |B\A| = |B| — |A].

3. Si Ej € M(R) per a j € N formen una successi6 ascendent, és a dir, F; < Ej;1 per

a tot j € N, llavors ‘Ujozl E]-’ = lim; o0 | Ej].

4. Invariancia per translacions i simetria respecte a l'origen: si E € M(R), aleshores
e r+ F := {ac—i—y: ye E}e M(R) i ‘x—i—E‘ = ’E‘
o E={-a:zeEle MR)i|-E|=|E|

5. Si I és un interval, aleshores I € M(R) i |I| = v(I). .

Exercici 2.16. Demostra alguna d’aquestes propietats utilitzant els resultats i definicions
que hem donat fins ara. <

Exercici 2.17. Sigui {z,},>1 una numeracié del nombres racionals de [0, 1]. Donat € > 0
definim la unié d’intervals

Se=10,1] n (U (xn—;n,xnjt ;)) .

n=1

Comproveu que si € < %, el conjunt S té frontera a [0, 1] de mesura positiva. <

Observacié 2.18. Els conjunts oberts (i per tant els tancats) sén mesurables. Essent
M(R) una o-algebra, també sén mesurables les interseccions numerables d’oberts, i les
unions numerables de tancats.

De fet, tot conjunt mesurable es pot expressar com la unié d’un conjunt nul i una unié
numerable de tancats, o com una interseccié numerable d’oberts menys un conjunt nul.
Les mesures que compleixen aquestes dues propietats s’anomenen regulars. Aixi, la mesura
de Lebesgue és regular. .
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2 Interludi: conceptes d’analisi

2.1.4 Funcions mesurables

Per a definir la integral que hem esbocat a la introduccié necessitem reduir-nos a la classe
de les funcions per a les quals funciona bé I’esquema indicat. Aquesta és una classe molt
amplia, més que suficient per a poder calcular les integrals que apareixen de manera
habitual.

Suposem a partir d’ara que £ € M(R"), i.e. E és un conjunt mesurable i diem R =
[0, 00]. En general tindrem funcions f : E — R, i per ser rigorosos ens caldra estendre
la relacié d’ordre de R a tot R (de la manera obvia):

—0<a< o

per a tot a € R. També ens cal estendre-hi les operacions + i -, de la manera que ja
coneixem:

l.ato0o=4+0+a==+w0
+0o0 sia>0

2. a-(£0) =< Foo sia<0

indeterminat si a = 0.
3. 00+ 00 = 400, —00 — 00 = —00, perd 0 — o0 = indeterminat.
4. (400) - (+0) = (=) - (=) = 400 i (+0) - (—0) = —o0.
Proposicié 2.19. Sigui f : E — R. Sdn equivalents:

1. Per atotaeR, f~! x) > a} és mesurable.

a, +00

3. PeratotaeR, f7! x) < a} és mesurable.

(( ]
2. Per atot aeR, f~([a, +0]
([+00, )
(L

) = ()

)={zreE: f(z)=a} é mesurable.
) = ()

) = (

4. PeratotaeR, f7! x) < a} és mesurable.

+00, «]

Quan es compleizen aquestes condicions aleshores també se satisfa que per a tot a € R,
fHa)={xe E: f(z) = a} és mesurable.

Definicié 2.20. Una funcié f : E — R és mesurable si es compleixen totes les propietats
de la proposicié anterior. .

Exemple 2.21. 1. Funcions constants: Sigui f.: R™ — R donada per f.(z) = c € R.
Aqui, fixat o € R obtenim que

F sia<ec

g sia=c.

{er:f(m)—c>a}—{

En ambdés casos tenim un conjunt mesurable.
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2 Interludi: conceptes d’analisi

2. Funcions caracteristiques de conjunts mesurables Sigui A € E un conjunt mesurable.
Definim x4 : £ — R mitjancant

1 sizeA
x) = ’ 2.1
x4(@) {o sizg A 1)
Aleshores, fixat a € R,
g sia=1,
{reE:xalz)>a}=13A4 si0<a<l,

E sia<O.

En tots tres casos obtenim un conjunt mesurable.

3. Funcions continues: si f : E — R és continua aleshores f~1((a, o)) és 'antiimatge
d’un conjunt obert i és, per tant, obert. En particular és mesurable.

4. Funcions que coincideizen amb una funcié mesurable g.p.t.: Sigui f : E — R mesu-
rable, i sigui g : E — R tal que g = f llevat d’'un conjunt Z amb |Z| = 0 (és a dir,
g(x) = f(x) sempre que = ¢ Z). Llavors g també és mesurable.

O
Exercici 2.22. Demostreu que la funcié f : R — R definida per
fl) = {sine(ﬂ'x) si z e R\Z,
N ; 7
T sixe
és mesurable. <

Proposicié 2.23 (Propietats de les funcions mesurables I). Siguin c € R, E € M(R"), i
f,9: E — R funcions mesurables. Aleshores:

Cf: f +9, f g, maX{f:Q}? ’f‘a f+ = max{f,O}, f_ = max{—f,O}
son funcions mesurables. A més, si g(x) # 0 g.p.t, aleshores f/g també és mesurable.

Proposicié 2.24 (Propietats de les funcions mesurables II). Siguin E € M(R"), i f :
E — R funcions mesurables per a tot k € N. Aleshores:

inf fi, sup fg, liminf f3, lim sup fg, lim fz
k k k k k

son funcions mesurables (si aquests infims, suprems i limits existeizen g.p.t. x € E).

El resum de tot aixo és que totes les funcions que trobem habitualment sén mesurables.
De fet, com que és molt dificil construir un conjunt no mesurable, també és molt dificil
trobar-se una funcié no mesurable.
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2.2 Integral de Lebesgue

2.2.1 Funcions simples

Definirem la integral d’una funcié mesurable qualsevol per aproximacié mitjancant les
anomenades funcions simples, que sén combinacions lineals de funcions caracteristiques.

Definicié 2.25. Una funcié s : F — R es diu simple si és de la forma
N
s(z) = Z arxa,(r) peratotzekE,
k=1

on {agtr < Ri {Ax}r € M(R™). Suposarem sense perdua de generalitat que {Ag}y és
una familia de conjunts disjunts dos a dos.

Donada una funcié mesurable f : R” — R amb f > 0, diem que una funcié simple s
pertany al conjunt S(f) si 0 < s < f. .

Exemple 2.26. 1. La funcié f : [0,1] — R donada per

)1 sizeR\Q,
f(@_{o sizeQ.

és una funcié simple, ja que f = X[0,1]~(R\Q)-
2. Ala funci6 f:[-1,1] > R, f(z):= 22, prenem pera j=1,--- ,N

E;:= {we[—l,l]:N<$2<]‘i[}

i la funcié simple

Aquesta funcié dona una aproximacié per sota de f(x) que es va fent més precisa a
mesura que N creix.

O

Observacié 2.27. 1. Totes aquestes funcions sén mesurables per les propietats que
hem enunciat a ’apartat anterior.

2. Els possibles valors d’una funcié simple s(z) = chv:l arXxa,(r) sén 0,aq, -+, an,

sempre i quan els conjunts Ay, siguin disjunts dos a dos. A més, s !(ay) = Ay per
ak=1---,N,is1(0) = E\Ur_, As.

3. Segons les propietats que hem vist, tota funcié que sigui limit de funcions simples
també és mesurable. Es important que, reciprocament, tota funcié mesurable i no-
negativa és limit d’una successio creixent de funcions simples. .

21



2 Interludi: conceptes d’analisi

Teorema 2.28. Sigui f : R™ — [0,00] mesurable. La successié de funcions simples i

positives
m2™ E—1
Sm = Z “om XE(km) T MXF(m),  per a totm e N,
k=1
amb

E(k,m) = {:CE]R" : % < f(z) < 2];}
F(m)={zeR": f(x) > m},
és creixent 1
lim s,,(z) = f(z) per a tot x € R"

m—00

Demostracio. Es clar que s,, definides aixi sén funcions simples, formen una successio
creixent de funcions, i s, < f. Observem també que si z € E(k,m), aleshores

lf(z) = sm(x)] = f(x) —sm(z) < 2%

Per tant, s,,(x) / f(x) per a tot x. O

Definicié 2.29. Diem que una funcié mesurable f : E — [0,+00] és integrable en un

conjunt F siinomés si
/f(x)dac: sup /s < 0.
E seS(f)JE

Lema 2.30 (Propietats de la integracié de funcions no-negatives). Si f : E — [0, 0] és
una funcid mesurable, aleshores

1. si Ac E és mesurable llavors [, f = [p fxai [4f < [g [,

2. si Z < E és de mesura zero llavors fE\Z f = fE f,
si A € [0, +00] lavors [, Af = X [5 f,

si f < g llavors [ f < [p 9,

si [ | < 400 lavors |f~(+0)| =0,

AR

6. [ f =0 siinoméssif(x)=0gpt zekE.

Definicié 2.31. Donada f : E — R mesurable en general, descomposem f = f* — f~
com la part positiva menys la part negativa de f (i, per tant, |f| = f* + f7) i apliquem
'esquema anterior. Aixi, la integral (de Lebesgue) de f en E es defineix (si [ fT < 400
obési [ f~ < +m) com

/Ef_[Efdm_/Ef(@dm(w) :—/Ef+—/Ef—eR.
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Si f: E — R és una funcié mesurable, es diu que f és integrable (en el sentit de)
Lebesgue en E, abreujat f € LY(E), quan [, f* <+ i [, f~ < +00. Aixd equival a
dir [, |f] < +o0.

Quan f pren valors complexos s’usa el Comentari 1.8 per definir la integral. .

Comentari 2.32. Si dues funcions f i g coincideixen gairebé per tot, escrivim f ~ g, que
és una relacié d’equivalencia. Notem que f = g implica que [ |f(z) — g(z)|dz = 0. Per
tal que el conjunt de funcions integrables L'(A) estigui ben definit com a espai normat,
cal que la norma | f — gHLl(A) = 0siinoméssi f—g=0. Cal doncs treballar en 'espai
de funcions mesurables modul la relacié d’equivaléncia, és a dir que els elements de I'espai
LY(A) sén les classes d’equivaléncia de les funcions mesurables modul la relacié ~.

Al llarg dels apunts escriurem f € L'(A) per dir que la funcié f és integrable. Aixo és un
abus de notacié, ja que per tal de ser rigorosos hauriem de dir que la classe d’equivaléncia
de f pertany a L'(A)! o

Notem que f € L'(E) < |f| € LY(E).
Lema 2.33. Si f,g € L'(E) llavors:
1. si Ac E és mesurable llavors [, f = [5 fxa,

2. si Z < E és de mesura zero llavors fE\Z f= fE I,
si A€ [0, +00) lavors \f € L"(E) i [, A\f = X [, [,
si f < g llavors [ f < [z 9,

frgel (B)i[p(f+9) = [of+ [z9.

e £ < Je 1f1-

Comentari 2.34 (Relacié entre les integrals de Riemann i de Lebesgue en R). Siguin
a,be R, a <b. Sif:[a,b] > R és una funcié integrable segons Riemann, llavors també
és integrable segons Lebesgue i les dues integrals coincideixen :

/ab /= [a,b] /-

Sigui f : [a,b) — R una funcié localment integrable segons Riemann amb —o0 < a <
b < 400. S6n equivalents:

AR N

D

1. La integral impropia de Riemann f: f és absolutament convergent, és a dir, existeix
C tal que

/ lfl <C, a<z<b.

2. f és integrable segons Lebesgue en [a,b).
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En tal cas, la integral impropia segons Riemann de f en [a,b), ff f, 1 la integral segons

b
Lebesgue de f en [a,b), f[a ) f, coincideixen, i.e. / f= f- .
’ a [a,b)

Exercici 2.35. Demostreu les segiients propietats:

(a) Si fe LY(T) és tal que [y f(t)dt = C és constant per a tot € T aleshores f(z) = 0
gpt. xeT.

(b) Si f,ge C(T)1i f(z) = g(x) g.p.t. © € T aleshores f(x) = g(z) per a tot x € T.

Pista: Pel primer apartat cal un argument delicat. En primer lloc pots veure que C' = 0,
i que la integral en tot interval obert és zero. En segon lloc, dedueix que la integral sobre
un obert és sempre zero. En tercer lloc, suposant que hi ha un conjunt no nul on f és
positiva, aleshores per 'observacié 2.18 existeix un tancat de mesura positiva on f > 0.
Finalment, troba la contradiccié. <

2.2.2 Espais de Lebesgue

Tot seguit definim els espais de Lebesgue LP amb 1 < p < o i recordem algunes desigual-
tats ben conegudes d’aquests espais, propis del temari d’analisi funcional.
Donada una funcié mesurable f : R" - R i1 < p < o0, definim la norma

71y = s = [ 1P ae)

En el cas extrem, definim

[ Fl o ) := esssupyer | f(2)] = inf {C: [{z € R" : [f(x)[ = C}| = 0}.

De fet, per tal que LP(R) sigui un espai normat, cal que Hpr = 0siinoméssi f =0,
vegeu el comentari 2.32. Aix0 no és cert per funcions mesurables, ja que X(,—gy t€ norma
0 i no és la funcié nulla. Formalment diem que f ~ g si f = g g.p.t. arreu, és a dir que
existeix un conjunt £ < R amb |E| = 0 tal que f(z) # g(z) implica que = € E. Aquesta
és una relacié d’equivalencia i les funcions mesurables s’entenen sempre modul aquesta
relacié d’equivalencia. Per tant, si féssim estrictes, parlariem de classes d’equivaléncia en
lloc de funcions, pero en analisi és comi no mencionar aquest fet i escriure directament
f € LP(R) quan en realitat volem dir que la classe d’equivaléencia de f modul ~ pertany a
LP(R).

Recordem algunes desigualtats fonamentals:

Exercici 2.36. Donat p € [1, 0], definim I'exponent conjugat p’ € [1, 0] com el nombre
tal que 1/p+1/p = 1.

a) Demostra la desigualtat de Young quan 1 < p < o0: per a,b = 0, tenim ab < % + bpi,.
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b) Demostra la desigualtat de Holder: si f € LPige LY, aleshores
1£glly < 1£1,09],-
¢) Demostra la desigualtat de Minkowski per f,g e LP:

If +gll, < 1£1, + lgl,-

Estudia quan tenim igualtat en cada cas. <

2.3 Intercanvi de limits

Presentem tot seguit una serie de resultats fonamentals d’integracié que involucren 1'in-
tercanvi de limits i integrals. El dos primers resultats, lema de Fatou i teorema de con-
vergencia monotona, sén equivalents, és a dir que un cop es demostra un dels resultats,
I’altre segueix. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue és conseqiiencia del
lema de Fatou. Les demostracions es poden trobar en qualsevol llibre de text d’introduccié
a la teoria de la mesura.

Lema 2.37 (Lema de Fatou). Sigui {fn}nen una successié de funcions mesurables no-
negatives en un interval I, i definim f := liminf f,,. Aleshores f és mesurable i

/f:/hn%inffn <liminf/fn.

Teorema 2.38 (Teorema de la convergencia monotona). Sigui {fy,}nen una successié no-
decreizent de funcions mesurables no-negatives a un interval I, és a dir que per tot x € I
i tot n € N tenim

0< fn(w) < fn-i-l(w) S 0.

Definim f(x) := lim,, f,(x) per tot x € I. Aleshores f és mesurable i

lim fnz/limfnz/f.
n—w Jr " 1

Teorema 2.39 (Teorema de la convergencia dominada). Si {f,}nen = LY(I) és una
successio de funcions que convergeix a f en un interval I g.p.t. x € I, i si existeix una
funcié g € LY(I) tal que |fn(x)| < g(x) g.p.t. x € I aleshores f € LY(I), i n'és el limit
f =lim, f, a L'. En particular,

lim fnz/limfnz/f.

Una corollari del teorema de la convergencia dominada és el segiient:
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Teorema 2.40 (Integral d’un limit uniforme). Si {f,}nen © L és una successid de
funcions que convergeix uniformement a f en un interval acotat I, aleshores f també és

acotada i mesurable, i
lim fnz/limfnz/f.

Per poder canviar 'ordre d’integracid, només ens cal saber si la integral del valor absolut
és finita. Aquest és el resultat anomenat teorema de Fubini?-Tonelli®, que és la combinaci6
dels dos teoremes seglients:

Teorema 2.41. [Teorema de Tonelli] Donats A,B < R mesurables i una funcié f :
A x B — C mesurable, tenim que

A(/Jg\f(x,y)!dy> da::/B(/Ayf(x,yﬂdx> dyI/AXB|f(g;’y)|d(x7y)_

Teorema 2.42. [Teorema de Fubini/ Donats A, B < R mesurables i una funcid f : A x

B — C mesurable, tal que
[ ([ 15wtas)ay <.
B A

[ rear)ae= [ ([ senas)ar= [ s den

Notem que la definicié de la integral en A x B no I’hem donada, el lector la pot trobar
facilment en llibres de teoria de la mesura. El que ens interessa és que si una integral iterada
del valor absolut és finita, aleshores podem intercanviar ’ordre de la integral iterada de
la funcié sense el valor absolut.

aleshores

Teorema 2.43. [Criteri M de Weierstrass] Sigui { fr,}o_, una successio de funcions de va-
lors reals definides en un subconjunt X de la recta real. Suposem que existeir una successio
de nombres reals no negatius {a,}>_ tal que |fn(z)| < a, per tot x € X i >0 ap < 0.
Aleshores la série Y, | fn convergeiz a una funcié de valors reals uniformement en X .

. . ., . n—a0 .
Teorema 2.44. Sigui {f,}?_; = C! una successié de funcions tals que f, —— f uni-
. n—o0 . . i3 .
formement i fi "= g també uniformement. Aleshores f € C', amb f' = g, és a dir
que
/
lim f/ = (hm ) .
n—0o0 fn n—0o0 fn
En altres paraules, podem intercanviar el limit i la derivada quan la convergencia de les
funcions i de les seves derivades és uniforme.

Exercici 2.45. Reescriu els resultats de ’apartat en termes de series de funcions. <

2Guido Fubini, 1879-1943
3Leonida Tonelli, 1885-1946
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2.4 Densitat de funcions

Definicié 2.46. Diem que un subconjunt A < X d’un espai normat X és dens si per tot
element f € X i donat € > 0 podem trobar f, € A tal que |f — f-|x <e. o

Lema 2.47 (Lema d’Urysohn). Si X és un espai de Hausdorff localment compacte, donats
un obert U i un compacte K < U, existeir una funcid ¢ € C(X) de suport compacte tal

que Xk < ¢ < XU.

Observacié 2.48. La recta real satisfa les hipotesis anteriors. La demostracié del lema
d’Urysohn és una mica técnica i es pot trobar al llibre de Rudin? [Rud87]. En aquests
apunts només usarem el cas X = R. .

Exercici 2.49. Demostra el lema d’Urysohn per X = R.
Indicaci6é: Comenga pel cas U = (a,b) i després fes el cas general. <

Teorema 2.50. Les funcions continues son denses a LP(T) i a LP(R) per 1 < p < 0.

Demostracié. Per definicid, les funcions simples son denses als espais LP. Aleshores n’hi
ha prou amb veure que tota funcié caracteristica xg pot ser aproximada per funcions
continues. De fet podem suposar F acotat. Per la regularitat de la mesura de Lebesgue
(observaci6 2.18), existeixen un conjunt tancat F. < E i un conjunt obert U, D F tals que
|U:\F:| < €. Pel lema d’Urysohn, existeix una funcié i tal que xp. < ¢ < xp.. Aleshores

/|><E g = /U\F e — P < [UAF| <.

O]

Corollari 2.51. El modul de continuitat integral d’una funcié f € LP(T) es defineix com

wpf(0) := sup [f(- =€) = FO)l zo(m)-

[{E)

Aleshores si 1 < p < o tenim
%ir%wpf(é) = 0.

Demostracid. Sigui {f,}>_; < C(T) una successi6 de funcions continues tal que
nh_I)Igo Hf - fn”LP('ﬂ‘) =0.
Aleshores, escrivint 7¢ f := f(- — () obtenim

If = TCfHLp(T) <|f- anLP(T) + | fn— TCanLp(T) + e fn - TCfHLp(T)-

Per la periodicitat de les funcions, podem ajuntar el primer i el darrer termes i deduim
que
Hf - TCf”Lp(']r) < 2||f - anLP('H‘) + an - T(anLp(T)-

4Walter Rudin, 1921-2010
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Donat ¢ > 0 podem prendre ng tal que per tot n > ng tenim

If = fn“LP(']l‘) <e/3.

Per altra banda, com que f,, és continua, per || < J,, prou petit tenim

“f” - TganLP(’IF) < an - TganLoo(T) < 5/3

Notem que d,, depén de n i €, i n depén al seu torn d’e. Obtenim doncs que existeix un &
tal que

sup | f — TCfHLp(T) S E.
I¢|<d

O]

Exercici 2.52. El resultat anterior és valid també a la recta real: si el modul de continuitat
integral d’una funcié f € LP(R) es defineix com

wpf(0) := sup [f(- =€) = F ()l oo (w):

I¢<o
aleshores

lim w, f(8) = 0,
sempre que 1 < p < o0. <
Exercici 2.53. Si f € L}(T), aleshores ]f(k)] < swi f(m/|k]). q

Observacié 2.54. El teorema de compacitat de Kolmogorov diu que un subconjunt F de
LP(T) té clausura compacta si i només si F és acotat en norma LP, i tenen un modul de
continuitat uniforme, és a dir si existeix una funcié w : [0,00) — [0,00) creixent i amb
lims_ o+ w(d) = 0 tal que

supwp f(0) < w(9).

feF
Aix{, donada una funci6 f € LP(T), el corollari anterior és equivalent a dir que un conjunt
d’un element és compacte, cosa que ja sabiem. Evidentment en la demostracié del criteri
de compacitat Kolmogorov sol fer-se servir el corollari anterior.

El criteri es pot estendre a LP(R) pero aleshores cal demanar a més a més que les cues

estiguin uniformement acotades en norma LP (veure [HOH10]). .

Projecte 2.55 (La funcié de Weierstrass). Explica la definicié de la funcié de Weierstrass
i demostra que no és diferenciable enlloc tot i ser continua. <
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3 Convergencia puntual

En aquest capitol plantegem el problema de les convergencies puntual i uniforme de la
serie de Fourier. Discutirem la connexié entre el decaiment de la serie i la suavitat de
la funcié original i finalment donarem una panoramica dels resultats més importants del
camp.

3.1 Per qué ens preguntem per la convergéncia puntual?

En la conversa telefonica de I’Amelia amb son pare, quantes freqiiencies fara falta enviar
per tal que la reconstruccié del senyal sigui raonable? Les necessitem totes o podem
prendre’n un subconjunt finit? Quines freqiiencies sén les més importants per tal que la
frase es comprengui de manera adequada?

Una aproximacié simple i prou raonable seria prendre les freqiiéncies compreses entre
—N i N, obtenint aixi I’enesima suma parcial de Fourier

N
Swf(@)i= Y fmye,
n=—N

que és un polinomi trigonometric d’ordre N.

S’assembla Sy f a f?7 Quin tipus de convergencia tenim quan N — o0? Ens caldra
comprendre bé aquest comportament i decidir per on trunquem depenent de ’aplicacid
que estiguem fent.

3.1.1 EIl fenomen de Gibbs

Exemple 3.1 (L’ona de serra). Considerem la funcié f(0) = 0 per —m < 6 < w. Aquesta
funcio, si s’estén periodicament a la recta real, presenta una discontinuitat a cada multiple
imparell de 7. El seu coeficient enesim de Fourier ve donat per

R 1 @ )
f(n)==—1[ 6e ™ dg.
2 J_,

Per tant

; () L #0
n) = n )
fn) {0 sin=0.

Per tant, la serie de Fourier de f ve donada per
(_1)n+1 - 0 (_1)n+1 '
0) ~ —t " =2 - 0).
f(9) Z : e Z - sin(nf)

nezvfoy n=1
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3 Convergencia puntual

Aproximacions amb N € {1,3,5,7,9}
Ona de serra . .

Figura 3.1: Ona de serra i successives aproximacions.

Com veurem més endavant, la funcié i la seérie coincideixen exactament per tot —7m < 0 <
7. Sorprenentment, als extrems la seérie convergeix a 0. Aix0 és aixi perque sin(nw) = 0
per a tot n. Notem que 0 és el valor mitja entre els valors f(—m) i f(m), que correspon a
una discontinuitat de salt que es produeix a ’estendre la funcié f a la recta real de manera
periodica. Anem a estudiar-la.

Tenim
(_1)n+1 inf
In|<N;n#0

En primer lloc volem trobar els extrems locals. Derivant (i sumant i restant el terme
corresponent a n = 0) obtenim que

A L_N 2N o
(Swf (€)= 3] (e 11 =[] 5[]
In|<N n=0
. _ (_1)2N+1_,i0(2N+1) —i0(N+1/2) iO(N+1/2)
e e i =1 (-)° <
1+ e e—i6/2 1 ¢if]2

o ycos(0(N +1/2))
=1-(=) cos(6/2)

Igualant a zero, trobem que els extrems locals estan situats a
cos(B(N + 1/2)) = (—1)" cos(6/2).
Per simplificar suposarem N imparell. Aleshores tenim
cos(f(N +1/2)) = —cos(6/2).
Per tant, o bé sén angles suplementaris o bé tenen diferencia un multiple imparell de :

O(N +1/2) = (2k+1)m—60/2 o bé
O(N +1/2) = (2k+ 1)+ 6/2,
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3 Convergencia puntual

és a dir,
0 =3ty amb — N <2k+1<N, obé
0=2Hr amb —N<2k+1<N.

e 2k—1 _ 2k+1 _ 2k+1
Notem que per 2k + 1 positiu, 5= < F57 < 5, de manera que els valors de ¢ estan

ordenats alternativament, i el més gran de tots és Oy := NLHTF. Observem la Figura 3.1.

Els angles 6 on sembla que 'error d’aproximacié comes és més gran sén els més propers a
m, és a dir per § = +0y. Estudiem doncs la diferéncia f — Sy f en aquests punts.
Anem a comprovar quin és ’error comes en 'aproximacié en el punt 6.

N (— )n+1
Oy — 2 Z — sin (nfy)

n=1

N
(-t nNrm
-2 .
7 ngl et

|f(On) — Snf(On)| =

| N
N +1
Observem que

niNwT nmw nmw nmw
. _ . _ _ _1 n . _ _ _1 TL+1 . )
sm<N+1> sm<n7r N—I—l) (—1) sm( N—i—l) (—1) sm<N+1>

Aixi doncs, lerror és

N & nm
N sin (1)

|f(On) — Snf(On)| = N1 -

Si expressem el darrer sumatori en forma de suma de Riemann de f(z) = Sin(xm) (al ser f
decreixent a (0,1) deduim que es tracta de fet d’'una suma inferior) obtenim una integral
en el limit:

N sin (N—) N+1 n 1 1 T oo
N—ow sin(mz) sin(x)
2 =2 2 dr =2 dz.
Z n nZ::l / (N + 1> N +1 /0 T v /0 z

Aquesta funcié es coneix com a sinus integral, definida com Si(t) = fo sin(z)
per t > 0. Aixi, Perror convergeix a

dx 1 és positiva

|f = SN Flsery = [F(On) = Sn F(On)] == 28i(r) — 7 ~ 0,562281.

Per tant,
limsup | f — SNfHLw(T) > 2Si(n) —m,
N—©
aixi que la convergencia no és uniforme. O

Exercici 3.2. Estudieu el comportament de la suma parcial de 'ona de serra amb ordre
N parell. <
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3 Convergencia puntual

A I’Exemple 3.1 hem vist com la serie de Fourier d’una funcié discontinua g pot convergir
puntualment pero no fer-ho de manera uniforme. En el cas concret de la funcié ona de
serra f, la serie convergeix puntualment a f per tot 6 € (—m, ), perd convergeix a 0 quan
0 pren de valor un multiple imparell de m. A més, als extrems locals de Sy f més propers a
0 = +m, la diferencia |Sn f(0) — f(0)| > 1/2. Aquest fet, conegut com a fenomen de Gibbs
es repeteix sempre que tinguem una discontinuitat de salt: i si g té una discontinuitat de
salt a 29 (i g — f(- — xo) compleix algun dels criteris de convergencia uniforme!), aleshores
Ierror asimptotic és lineal respecte a ’alcada del salt. En I'ona de serra el salt és 2¢ = 27,
és a dir £ = w. En general 'error asimptotic que podem esperar en l'aproximacié per
sumes de Fourier d'una discontinuitat de salt de magnitud 2¢ és

2SI(W)_7T£:
v

-
( Si(r) _ 1> 0~ 0,178979744L.
7T

Veient el fenomen de Gibbs, hom podria esperar que la condicié que implica convergencia
uniforme de les sumes parcials de Fourier sigui la continuitat de la funcié f. De fet, aixo
és fals tal i com va mostrar el 1876 du Bois-Reymond® amb el seu contraexemple (vegeu la
secci6 3.3): existeix una funcié continua la serie de Fourier de la qual divergeix en un punt.
Aixi doncs ens cal demanar una mica més regularitat a f si volem obtenir la convergencia
puntual.

3.1.2 Les mitjanes de Cesaro

Hi ha maneres alternatives d’obtenir millors resultats de convergencia si hom combina els
coeficients de Fourier diferentment. Per exemple, calculant la mitjana de les sumes parcials
fins a ordre N obtenim un metode de truncament més suau: les mitjanes de Cesaro

on f(0) = Sof(0) + Slf(e)]:fr s SN—1f(9)’

que estudiarem a la seccié 4.4. En particular es compleix el segilient resultat:

(3.1)

Teorema (Teorema de Féjer?). Sigui f € C(T). Aleshores les mitjanes de Cesaro oy f
convergeixen uniformement a f:

N
|f —onfl, —=0.

Si, en canvi, f € LP(T) amb 1 < p < o0, aleshores | f —on f], N=o, .

Aquest resultat, que demostrarem a la secci6é 4.4 (vegeu el teorema 4.34), implica en
particular la unicitat de la série de Fourier: donades f,g € L(T), tenim

f(n) =g(n)¥n — f=gy g.p.t. arreu.

Una direccié és trivial, mentre que l'altra s’obté observant que les mitjanes de Cesaro de
les funcions o f = ong coincideixen i en fer tendir IV a infinit convergeixen en norma a
f 1a g respectivament, que per tant han de coincidir g.p.t. arreu.

'Paul David Gustav du Bois-Reymond, 18311889
2Lipét Féjer, 18801959
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~ ~

Exercici 3.3. Sigui f € L}(T). Aleshores f pren valors reals, si i només si f(—n) = f(n)
(vegeu exercici 1.13). <

La mitjana de Cesaro oy f és un polinomi trigonometric d’ordre N igual que la suma
parcial de Fourier. El teorema de Féjer implica que els polinomis trigonometrics sén densos
en les funcions continues amb la norma uniforme:

Teorema 3.4 (Teorema d’aproximacié de Weierstrass per polinomis trigonometrics). Tota
funcio continua en T es pot aproximar uniformement per polinomis trigonometrics.

Comentari 3.5. Hi ha una versié del teorema de Weierstrass per funcions continues en
un interval tancat i polinomis estandards. Ambdds resultats sén casos particulars d’un
resultat més general. Es tracta del teorema de Stone-Weierstrass, que pot ser localitzat
en llibres més avancats com ara [Fol84, secci6 7 del Capitol 4]. .

En resum, tota funcié continua a la circumferencia es pot aproximar uniformement per
polinomis trigonometrics, pero aquesta aproximacié a vegades no coincideix amb la serie
de Fourier. Dit d'una altra manera, els coeficients a de cada component del polinomi

N _inf : : . )
Zlnl <N @, €™ poden canviar al canviar N, de manera que no es pot deduir d’aquest fet
una identitat com (1.8).

3.2 Suavitat i convergéncia

Comencem doncs per estudiar quina relacié hi ha entre el decaiment dels coeficients de
Fourier i la suavitat de la série. Com veurem, si la funcié és prou suau aleshores els
coeficients decauen i podem garantir la convergencia de la série. A la vegada el decalment
dels coeficients implica un cert grau de suavitat.

3.2.1 Un primer resultat

Considerem f € C?(T), és a dir una funcié periodica de perfode 27 i dues vegades diferen-
ciable en qualsevol interval de la recta real. Veurem que Sy f(#) convergeix i a més a més
ho fa a la funcié original f(6) per tot 6 € T.

Lema 3.6. Sigui f € C*(T), amb k = 1. Aleshores

FB ) = (in) f(n). (3.2)

Demostracio. Integrant per parts tenim

f(0)e~™ap.

oy AT o —ing gy [f(®)e ™", —in [T
Fin) = o | )00 - = _ 27T/

Com que f és periodica obtenim
Fin) = 5= [ £(0)e™do = inf(n),

o o

que és el que voliem veure quan k = 1. El cas k > 1 s’obté per induccié. O
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Observacié 3.7. Notem que el calcul és valid per n = 0. De fet, el teorema fonamental
del calcul ens diu que la mitjana d’una derivada és zero:

L f(m) = f(=m)
=2W/wfwm9=fh:0

La identitat (3.2) ens diu que els coeficients de Fourier transformen derivades en poli-
nomis. Aquest fet és fonamental per entendre la importancia de 'analisi de Fourier, ja
que les equacions diferencials lineals es transformen en equacions algebraiques. El mateix
fenomen aparaixera també quan parlem de transformades de funcions a la recta real. e

Exercici 3.8. Demostreu que per n € N tenim
1/”W:ewmm:”
Zol - (2 _ 61’:):)2 n

Corollari 3.9. Sigui f € C*(T). Pern # 0 tenim que

. C
[f(n)| < lF

Demostracio. Efectivament,

\f(n)| < |k|f k)( )< |n|ka(k ‘

|n LI(T) \n|kH HLDO(T)

(vegeu (1.9), recordant que hem definit la norma L'(T) en mitjana, és a dir, dividint per

la longitud del periode). O

Teorema 3.10. Sigui f € C?(T), aleshores per cada 0 € T, el limit de les sumes parcials

hm Snf(0 Z f et = Sf(0)

n=—0o
existeir. A més a més la convergéncia és uniforme en T i Sf és també continua en T.
Demostracié. Pel Corollari 3.9 tenim que
il <
n
per n # 0.

Pel criteri de comparacié per series, obtenim que la serie de Fourier »} ., f(n)e
absolutament convergent ja que

inf és

1 2
3 7:%<w (3.3)
nez\ {0} ¥

De fet, el criteri M de Weierstrass (vegeu el teorema 2.43) implica que la convergencia de
Sn f al seu limit puntual Sf és uniforme en T.

Com que la convergencia és uniforme i les parcials sén polinomis trigonometrics i, per
tant, funcions continues, deduim que el limit ha de ser continu també. ]
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3 Convergencia puntual

Observacié 3.11. Al resultat anterior podem canviar la hipotesi f € C?(T) per la hipotesi
> 1f(n)] < oo i obtenim les mateixes conclusions.
Notem pero que encara no hem demostrat que Sf = f. .

Lema 3.12. Sigui {a,};_, una successio de nombres reals convergent. Aleshores la suc-
cessio de les seves mitjanes convergeix al mateix limit:

.aptax+---+ay .
lim = lim a,,.
n—a0 n n—ao0

Exercici 3.13. Demostra el lema anterior. Troba una successio divergent les mitjanes de
la qual convergeixin. <

Quan demostrem el teorema de Féjer (vegeu teorema 4.34), haurem conclos que les
mitjanes de Cesaro convergeixen uniformement a f quan aquesta és continua. Utilitzant
I’exercici anterior, per qualsevol funcié continua amb serie de Fourier absolutament con-
vergent, el limit ha de ser necessariament f pel teorema de Féjer, i en particular aixo sera
aixi per tota f € C?(T). En resum, hem vist el segiient:

Teorema 3.14. Si f € C(T) i . |f(n)| < o, aleshores

lim Sy f(0) = f(6).

N—o0
A més a més la convergencia és uniforme en T. En particular aixo ocorre per tota f €
C?(T).

L’argument que hem donat no ens permet demostrar la convergencia puntual de la serie
de Fourier en el cas f € C1(T), tot i que per altres metodes es pot demostrar convergencia
uniforme, de fet. En aquest cas, en el criteri de comparacié (3.3) trobariem la serie
harmonica, que és divergent, i no podriem inferir la convergéncia de la série. Per obtenir
la convergencia de la serie ens cal un argument més subtil. De tota manera, un cop obtenim
I’existencia de limits puntuals, el mateix argument mitjangant les mitjanes de Cesaro ens
permet afirmar que el limit és precisament f.

Teorema 3.15. Si f € CY(T), aleshores la seva série de Fourier convergeir a f unifor-
mement en T.

(vegeu [Str00, teorema 12.2.2 del Capitol 12]).

3.2.2 Suavitat i decaiment dels coeficients

Exemple 3.16. Considerem la funcié caracteristica x[o1) de l'interval [0,1] (definida a
(2.1)). Els seus coeficients de Fourier sén:

1 4 . 1 1 . 1 . 1— e—in
— _ 0 —inf do = — —inf do = —inf 1l _ )
X[o,1](n) /_7r X[0,17(0)e 27r/0 € 7_1.”[6 lo i
Se segueix que

- 2
|X[0,1] (n)] < o

35



3 Convergencia puntual

Per tant, al Corollari 3.9 no tenim una condicié necessaria i suficient: El decreixement

f(n < —

Fol < =
no és equivalent a la diferenciabilitat de la funcié f. Es natural preguntar-se quines
condicions de decaiment poden implicar diferenciabilitat. Tot seguit intentem donar una
resposta a aquesta pregunta.

Lema 3.17. Sigui f € L(T) tal que Y,° |f(n)| < oo. Aleshores existeiz una funcié
continua S f limit uniforme de les sumes parcials, i es compleix que

Sf(n) = f(n) VneZ.

Demostracio. Igual que en la demostracié del teorema 3.10 podem inferir que existeix una
funcié continua Sf := limy_,o Sy f 1 que la convergencia és uniforme en T.

Fixats n,N € N amb n < N, com que Syf(0) = ZéV:_Nf(j)e_Ue és un polinomi
trigonometric sabem que

f =5 [ e mswr)as
Per tant,
5Fn) - ' [ e (550) — 550)) 0| < 55— Sl

N—00
<|[Sf=5Snflpe ——0
ja que la convergencia de la serie és uniforme. Per tant, tenim necessariament §} (n) =
f(n). O

Teorema 3.18. Sigui f € L'(T) tal que Zfz_m|f(n)| < o0. Aleshores f coincideix
amb una funcio continua gairebé per tot arreu i la seva serie de Fourier hi convergeix
uniformement.

Demostracid. Pel Lema 3.17 existeix una funcié continua Sf := limy_ Sy f, la con-
vergencia és uniforme en T i tenim igualtat dels coeficients

Stn) =f(n) VneZ.

Pel Corollari 4.35 que veurem més endavant, els coeficients de Fourier determinen una
funcié integrable, aixi que f = Sf. O

Anant una mica més enlla, el resultat anterior ens garanteix una condicié suficient en
el decaiment de la série de Fourier que implica que la funcié és C*(T).

Teorema 3.19. Sigui f € L'(T) tal que >, |f(n)||n|k < o0 per un cert valor k € N.
Aleshores f € C*. A més les derivades fins a ordre k de les sumes parcials de Fourier
convergeixen a les derivades de la funcio respectives.
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Projecte 3.20 (Decaiment dels coeficients de Fourier implica més regularitat). Utilitzant
el teorema 3.18 i argumentant per induccié demostra el teorema 3.19. <

Corollari 3.21. Per tot k € N i ¢ > 0, donada f € L'(T), si ]f(n)| < Oln| k1=
aleshores f € CF(T).

Exercici 3.22. Sigui f € L'(T) tal que existeixen a, C > 0 satisfent ‘f(n)’ < Ce Il per
a tot n € Z. Demostreu que f és infinitament derivable i existeixen constants M, R > 0
tals que per a tot k =0

sup ‘f(k)‘ < MRFE!
T

Deduiu que f és analitica, és a dir, que es pot desenvolupar en serie de poteéncies en tot
punt. <

En aquesta seccié hem vist que els coeficients de Fourier convergeixen a 0 per funcions
diferenciables i que com més ordre de diferenciabilitat té la funcié més rapid convergeix
a zero. Que passa si la funcié f és només continua? Quedara una sucessié acotada o
convergira a zero? La resposta és que convergira a zero. Quan una successio de nombres
complexos {ay,}nez convergeix a zero en els dos infinits, escriurem {a,}nez € Co(Z).
Lema 3.23 (Riemann-Lebesgue per funcions continues). Sigui f € C(T). Aleshores

~

{f(n)}nez € Co(Z).

Demostracié. Recordem que ™ = —1. Aleshores, mitjancant un canvi de variable podem
escriure
~ 1 [ - 1 [ (60— /n)
- 9 —1n desz 9 —1in —7r'n,d0
fy =5 | e 5 | 1o
1 T—7/n

= f(¢+ W/n)efmc dc¢.

_ﬂ —m—7/n

Com que l'integrand és periodic, podem canviar els extrems d’integracioé per escriure
~ 1 [T .
Fin) = — - / F(O + 7 /n)e™ do.
27 J_,

Prenent la mitjana entre la representacié original i aquesta que hem obtingut aqui, ens

queda que
7T

n 1 —in
Foo = o [ (50— 16+ m/m)e @,
i acotant per la integral del valor absolut deduim que

~

1< 0 = S+ n gy < G150 = e+ /)l *25 0
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Exercici 3.24. Donada una funcié f : I — C, podem definir el seu modul de continuitat

wo f(8) = sup sup |f(z +0) — f(x)].

|h|<0 el

Demostra que si f és uniformement continua a I'interval I, llavors lims o weo f(t) = 0.
Pista: Per veure aixo0 cal relacionar wy, f(0) amb ’eleccié optima d’e tal que § compleix
la condicié de continuitat uniforme... una bona manera és argumentar per contradiccid. «

Exercici 3.25. Demostra que donada una funcié continua f € C(T) es compleix que

Pista: cal veure primer que f és uniformement continua. <

Exercici 3.26. Diem que una funcié f : T — C és Lipschitz amb constant K si per tot
0,C € T tenim que

1£(0) = (O] < K6 —¢].

~

Demostra que tota funcié Lipschitz f satisfa que |f(n)| < C/n, on la constant C' depén
només de K. <

Lema 3.27 (Riemann-Lebesgue per funcions integrables). Sigui f € L'(T). Aleshores

~

{f(n)}nez € Co(Z).

Demostracio. La demostracié és la mateixa que en el cas de les funcions continues (Lema
3.23), pero cal usar el Corollari 2.51 en el darrer pas, que ens diu que

lim 1£() = fC+7/n)|py ) < lim ‘S;'lg% IFC=¢) = fOlpaery = limwi£(3) =0,

n—+0o0

(vegeu l'exercici 2.53). El cas n — —o0 es fa analogament. O

Exercici 3.28. Sigui £ < (0,27) mesurable. Sigui {a;,}, una successié qualsevol de
nombres reals. Demostra que

E
lim [ cos®(nz + ay)de = u
n—xo /g 2

Pista: Mira d’obtenir expressions on I'integrand no depengui d’cw,. Aleshores mira d’apli-
car el teorema de Riemann-Lebesgue. <
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3.2.3 Diferenciabilitat i velocitat de convergeéncia

De la mateixa manera que 'ordre de diferenciabilitat determina el decaiment dels coefi-
cients, també determina la velocitat de convergencia de les sumes parcials de la segiient
manera:

Teorema 3.29 (veure [Str00, teorema 12.2.2]). Si f € C*(T) i k > 2 , aleshores existeizx
una constant C > 0 independent de 0 tal que

1Sn1(0) — F(0)] < C/N*1.
Si fe Cl(’]I'), aleshores podem obtenir
SnF(0) — F(6)] < /N2

Aquesta velocitat de convergencia no determina el grau de diferenciabilitat. Efectiva-
ment, existeixen funcions no diferenciables que convergeixen com 1/N.

Exercici 3.30. Demostra que per I'ona triangle f ¢ C1(T) se satisfa que

C
S f(0) — FO)] <
i a Uorigen
S I0) ~ FO)] > .
N +2
Vegeu Exemple 1.10.
Pista: comproveu que % - n%rl < n% < ﬁ — % <

3.3 Una panoramica dels teoremes de convergeéncia

Tot seguit farem un repas historic dels principals resultats de convergencia de series de
Fourier per funcions continues i integrables. Veurem com els resultats que es van obtenir
en aquesta recerca van fer trontollar algunes idees preconcebudes i van ser claus en el
procés de maduracié de ’analisi matematica.

Teorema 3.31 (Dirichlet, 1829). Sigui f : T — C continua excepte, potser, en un conjunt
finit de punts i tal que en aquests punts els limits laterals existeizen; i tal que la derivada
f! és continua i acotada a T llevat d’aquest conjunt. Aleshores per tot 0 € T tenim

. 1 _
im Snf(0) = E[f(9+) + f(07)],
—00
on hem denotat els limits laterals a 0 per f(60%). En particular Sy f(0) — f(0) als punts

de continuitat de f.

Notem que estem suposant que f € CL_(T\E), amb #FE < oo. Podriem tenir I'esperanca
que aquest resultat s’estengués immediatament a tota funcié continua, pero aixo no és

possible:
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Teorema 3.32 (Du Bois-Reymond, 1873). Ezisteix una funcié continua f : T — C tal
que limsupy o, [Sn f(0)| = 0.

Aixi, existeix una funcié continua on les sumes parcials no només no convergeixen a f
sind que, a més a més, divergeixen.

Projecte 3.33 (Contraexemple de Du Bois-Reymond). Demostra el teorema de Du Bois-
Reymond. <

Teorema 3.34 (Jordan, 1881). Si f és una funcid de variacié acotada (és a dir, si
V(f) := supp 25:1 |f(0n) — f(0n—1)| < 00, on el suprem es pren respecte a les particions
P = {Gn}gzo tals que —m = 0y < 01 < --- < Oy = =), aleshores la série de Fourier
CONVergeix a

. 1 _
lim Sy f(0) = S[f(0F) + f(67)]
N—0 2
a tot arreu. La convergéncia és uniforme en intervals tancats on hi hagi continuitat.

Notem que el teorema anterior implica que la serie de Fourier convergeix a f(#) als punts
de continuitat # quan la funcié és de variacié acotada. Perqueé una funcié sigui continua
pero no tingui la variacié acotada, cal que la funcié oscilli fortament en acostar-se a 6.

Exercici 3.35. Demostra que f() = 0sin(6~!) per —m <0 <mi6 #0, f(0) =0, és una
funcié continua a T pero no té variacié acotada. <

Les condicions del teorema 3.31 impliquen que f té variacié acotada, aixi que el teorema
de Dirichlet és conseqiiencia del teorema de Jordan (diem que el segon és una generalitzacio
del primer). Podeu trobar una demostracié del teorema de Dirichlet a [K6r88, capitol 16,
p.h9], i el teorema de Jordan es pot demostrar analogament. El segiient criteri es pot
utilitzar per demostrar els resultats anteriors als punts de continuitat:

Teorema 3.36 (Criteri de Dini, 1878). Sigui f : T — C. Suposem que existeiz 0 tal que
dt
[ U605 <
[t|<é

per algun 6 (en particular f és continua a ). Aleshores limy_,o Sy f(0) = f(0).

Sigui 0 < a < 1. Una funci6é f : T — C és de Hélder d’exponent o (o a-Hélder) si
existeix una constant C' tal que |f(0 +t) — f(0)| < C|t|* per tots t,0 € T. La classe de
funcions que satisfan aquesta propietat es denota CO’O‘(T). Tenim que

C(T) c C¥%(T) « C%*(T) < C(T)

per 0 < a < B < 1. Es pot comprovar que la condicié f € CY(T) és equivalent a
woo f(0) < Co% i que f satisfa la condicié de Dini uniformement en 6, que és equivalent a

/ Woof(t)@ < 003
It| <6 t

i, pel criteri de Dini tenim convergencia puntual.
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3 Convergencia puntual

Exercici 3.37. Comprova detalladament totes les afirmacions del paragraf anterior. <«

Aquests darrers resultats depenen només del comportament de la funcié f en un entorn
del punt. Aquest és un principi basic (i sorprenent!) de l’analisi de Fourier, conegut com
a principt de localitzacio de Riemann

Teorema 3.38 (Principi de localitzacié de Riemann). Siguin f i g funcions integrables.
Si f i g coincideizen en un interval obert, aleshores Sy(f — g) convergeiz uniformement
a 0 en subconjunts compactes de l'interval.

Demostrarem aquest teorema a ’exercici 4.31.

A finals del XIX, com hem vist, es va descartar la convergencia puntual arreu de les
series de Fourier de funcions continues. Malgrat aixd hem vist que es poden obtenir bons
resultats amb petites millores a la continuitat (condicié C?, condicié Dini,...). Podem
garantir la convergencia en algun conjunt de funcions més gran? On es troba exactament
la limitaci6?

El 1913 Luzin® va conjecturar que es podia tenir convergéncia gairebé per tot arreu
sempre i quan la funcié fos de quadrat integrable. Al cap de deu anys Kolmogorov? va
descobrir una funcié integrable en el sentit de Lebesgue les sumes parcials de la qual

divergeixen gairebé per tot arreu.

Projecte 3.39 (Contraexemple de Kolmogorov). Existeix f € L!(T) tal que

limsup |Sy f(0)] = o

N—0
gairebé per tot 6 € T. <
Tres anys després va obtenir un resultat encara més estrambotic:

Teorema 3.40 (Kolmogorov, 1926). Ezisteiz f € L'(T) tal que limsupy_,, |Sn f(0)] =
per tot 6 € T.

Cal recordar que f € L'(T) és el requisit indispensable per poder calcular els coeficients
de Fourier. La seva funcié no és continua, és clar, i de fet no és acotada en cap interval.

Exercici 3.41. Defineix una funci6 f € LP que tingui una singularitat del tipus | log |¢ —6||
acadaf8eTnQ. <

Després de coneixer I’exemple de Kolmogorov, hi havia qui pensava que tard o d’hora
podrien trobar una funcié continua amb un comportament analeg. No obstant, al cap de
cinquanta anys Carleson® va demostrar la conjectura de Luzin, que implica que les séries
de Fourier de les funcions continues convergeixen gairebé per tot arreu.

Teorema 3.42 (Carleson, 1966). Sigui f € L?(T). Aleshores Sy f(0) — f(0) quan N —
o gairebé per tot 0 € T.

3Nikolai Nikolaevich Luzin, 1883-1950
4 Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 19031987
Lennart Carleson, 1928
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3 Convergencia puntual

Fem aqui un petit incis. Al capitol 5 veurem que Sy f(6) — f(6) convergeix en L?(T) si
f és de quadrat integrable. Aix0 garanteix I’existéncia d’una parcial convergent gairebé per
tot arreu. Per tant, és relativament senzill veure que hi ha una subsuccessié de les sumes
parcials de Fourier que convergeix a f gairebé per tot. Carleson veu que no cal prendre
cap parcial, ja que la serie ja és convergent g.p.t., un resultat que de fet és sorprenentment
dificil!

Segons el teorema de Carleson, el contraexemple de Kolmogorov no pot ser de quadrat
integrable. El contraexemple de Du Bois-Reymond no contradiu el teorema anterior, ja
que només divergeix en un punt i un punt té mesura nulla.

El conjunt de divergencia pot ser tant gran com vulguem mentre tingui mesura nulla:

Teorema 3.43 (Kahane®, Katznelson”, 1966). Si E T té mesura zero, aleshores existeix
una funcio continua f : T — C tal que

limsup |Sy f(0)| = per tot x € E.

N—0

La demostracié es pot trobar a [Kat68, capitol II, seccié 3]. També s’hi inclou una
construccié del tipus Kolmogorov. L’any segiient Hunt® va demostrar una extensié del
resultat de Carleson:

Teorema 3.44 (Hunt, 1967). Sigui f € LP(T) amb 1 < p < o0. Aleshores Sy f(0) — f(6)
quan N — o gairebé per tot 6 € T.

Es pot trobar una demostracié relativament assequible del teorema de Carleson-Hunt a
[Gra08].

Taula 3.1: Resum dels resultats de convergencia

Espai Absoluta Uniforme Puntual | G.p.t.
Ck k=1 St St St Si
C*®, Dini a > 1/2 ([SS03]) | Si (segons [Duo03]) Si Si
C No No No Si
IP,1<p< No No No Si
L' No No No No

Exercici 3.45. Discutiu la convergencia de la serie

€o

(f) + Z (cn(f) cosnl + by (f)sinnd).

2 n=1

i la igualtat (o0 no) amb f(#) de les séries de Fourier de l'exercici 1.12. a

5Jean-Pierre Kahane, 1926-2017
"Yitzhak Katznelson, 1934
SRichard Allen Hunt, 1937-2009
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3 Convergencia puntual
Exercici 3.46. Fent servir el problema anterior proveu les segiients formules:

) i 11 iﬁ—D“liw—Q
'11m2—1_2’ - 4n2—1 4

(_1)n+1 7.‘_2
- —

1 o0
24@22M22’22:m'

<

Exercici 3.47. Donat a € R\Z, calculeu la serie de Fourier de la funcié 27-periodica

definida per 6 € [0, 27| per
f(@) _ T ei(wa)a'

sin o

Es f una funcié continua a [—m, 7|? Deduiu que

Z 1 . T
a+n tanma

nez

Exercici 3.48. Demostreu que tenim la segiient igualtat per a tot n € N :
1 [T dsinz 1
— ———— i dr = —.
us /_7T 17 —8coszx sin(n)dz 4n

<
Exercici 3.49. Sigui f € LY(T), i definim g(f) := f(0 + a). Demostreu que g(n) =
e f(n), Sng(0) = Sx f(8 + a). Deduiu que les propietats de convergencia de la serie de
Fourier sén invariants per translacions. 4

Exercici 3.50. Donades dues successions de nombres complexos {a,}n>0 1 {bn}n=0, defi-
. N )
nim Sy := >,;_oaiby. Demostreu la férmula de suma per parts:

N-1

Sn = anBy — ), Brlaki1 — ax),
k=0

N
on BN = Zk:O bk
Apliqueu la férmula anterior per veure que
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3 Convergencia puntual
1. Suposem que A, > 0 amb A, > A, .1 ilim, A, = 0. Aleshores
o0
Z Aneinx
n=0

és convergent si x # 0.

2. Demostreu que la serie

Z sin nx
M
= logn

és convergent per a tot z. Que podem dir de ) cos i 9

n=2 logn °
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4 Metodes sumatoris

La convergencia puntual de la seérie de Fourier per funcions continues va quedar com-
pletament descartada pel contraexemple de Du Bois-Reymond. Malgrat aixo, alguns
matematics van disenyar metodes alternatius per recuperar la funcié coneixent els seus
coeficients de Fourier: els métodes sumatoris.

En aquest capitol analitzarem que falla en la serie de Fourier i com podem treballar amb
aquesta per crear noves successions de polinomis trigonometrics que ens donin millors
resultats de convergencia, pagant el preu de perdre l'estructura de serie que teniem al
principi on les freqiiencies pures estaven perfectament aillades.

Per obtenir aquests resultats ens convindra entendre el que és una aproximacio de la
identitat i, abans, haurem d’entendre la convolucid. Aquests conceptes sén de per si
fonamentals en I'analisi harmonica, més enlla de I’analisi propiament de Fourier.

4.1 Convolucié

g 9(0 1¢) £
AN o TN o N ¢
0

fxg(0)

Figura 4.1: La convolucié d’una funcié f amb la caracteristica de linterval (—1/2,1/2)
avaluada a 6 és la mitjana de f en un interval centrat a 6 i de longitud 1.

Comencem per definir la convolucié de dues funcions 27-periodiques:

Definicié 4.1. Siguin f,g € L'(T). Definim la seva convolucié (veure Figura 4.1) com

(290 = 5 [ 1090~ 0.

Exercici 4.2. Demostra que si

f(0) =0+ 1)x—1,00(0) + (=0 + Dxjoy(@) 1 9(0) = x[=1/2,1/2)(0),
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4 Meétodes sumatoris

aleshores

4
(veure Figura 4.1). .
Exercici 4.3. Donada f = x[o,1], calcula f = f i f= f= f. <

Amb aquests dos exercicis, podem observar que la convolucié tendeix a “suavitzar les
funcions”.

Analitzem primer la definicié. D’entrada no esta clar que es puguin convolucionar dues
funcions integrables.

Exemple 4.4. Considerem la funcié f(6) = |0|~/2. Tenim que

T

1 T do 1 /™ db 2
e \/5} “ o
Voo =5 | =7 % B

Ara bé,
1 [7 1 (7 1
£t @) = o [ H0-05Q = o [ e
o ) 2 )« - 0)c]
pren valor oo quan 6 = 0. Ara bé, per altres valors de 6 la integral és finita. %

Hem vist que la convolucié de funcions L' podria no estar ben definida puntualment.
En canvi, si les funcions f i g fossin de quadrat integrable, aleshores si que podriem aplicar
la desigualtat de Cauchy-Schwartz per veure que la convolucié f = g() esta definida per
tot 0 € T:

1f(-)g(0 — ')HLl('H‘) S HfHL2(1r)H9HL2(T) (4.1)

i, per tant, la integral es pot calcular sempre. Kl cas és que en la nostra definicid la
convolucié estd definida gairebé per tot arreu demanant només la integrabilitat L!(T)!
Aix0 és una conseqiiencia directa del teorema de Fubini:

Lema 4.5 (Desigualtat de Young). Donades dues funcions f,g e L'(T), f*g(6) esta ben
definit gairebé per tot @ € T i

If *gHLl(’]I‘) < ”f”Ll(T) ”gHLl(’]I‘)‘ (4.2)

Demostracio. Vegem que la funcié F(0,¢) := f({)g(6 — () és integrable a T x T i satisfa
que, amb la normalitzacié adequada a l'espai producte, |F|pipyr) = |fpem)lglpim
usant el teorema de Tonelli (vegeu el teorema 2.41). Efectivament,

1
Pllosceer = gz | 15©00 -0l dc a0

1 s ™
< [ [ s -0t ans ol = lp ol @)
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4 Meétodes sumatoris

Per tant F' és integrable i podem aplicar el teorema de Fubini (vegeu el teorema 2.42),
obtenint com a conclusié que les integrals iterades ffﬂ F(6,)d( estan ben definides gairebé
per tot 6. A més a més, la integral del valor absolut respecte a 6 es pot acotar per la
norma de % a T x T, que esta acotada com ja hem vist:

1 ™
IF *sloren = 5 |

RS dc' 40 < || psrry = 1flLpsem 9l s oy

—Tr

4.1.1 Propietats de la convolucié

Lema 4.6. Siguin f,g,h e LY(T) i sigui ¢ una constant. Aleshores:
i) frg=g=f.

i) fx(g+h)=fxg+f=h.

ii) (cf)xg=c(f=g)=[x(cg).

w) fx(gxh)=(fxg)*h.

Demostracio. Aquestes propietats se segueixen de la definicié amb petits matisos, com
veurem tot seguit:
1 (7 1 (7
Feg0) =5 | FQoO0-dc = [ 10-0g(Q)d = g 0)
L —— (L
on hem fet un canvi de variable i hem usat la periodicitat de les funcions involucrades.
Matis: Notem que la primera igualtat és certa g.p.t., és a dir per § € T\E amb |E| = 0.
La tercera igualtat també és certa per § € T\F amb |F| = 0. Per tant la igualtat és certa
per § € T\(E u F). Perd |E U F| < |E| + |F| = 0. Per tant hem demostrat la igualtat
gairebé per tot 0 € T!
Les propietats i) i iii) es deriven de la linealitat de la integral i de la commutativitat
de la convolucié gairebé per tot arreu. La propietat iv) és conseqiiencia de Fubini:

frlgen)® = 5= [ 1Qgho-)d [ R@Qa©me - ¢ - acac
1 T ™ ™
(F+9)+h0) = 5= [ Foal@n0 -0 e = g / [ 1(©9(c - ono - ¢)agac.
Utilitzant el teorema de Fubini i fent el canvi ( — & = ¢ a la segona integral obtenim la
primera g.p.t. 6 € T. O

~

Lema 4.7. Siguin f,g e L'(T). Aleshores m(n) = f(n)g(n).
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4 Meétodes sumatoris

Demostracié. Tenim que

—

oot =5 [ rea@ean = o [7 ([ #Qat0 - 0ac) o

Utilitzant el teorema de Fubini (aqui usem (4.3)) deduim
oot = o [ 1@ ([ g0 - 0ya0) ac.
(2m)? J_r -

Finalment, multiplicant i dividint I'integrand per ¢, obtenim

7o = o [ 0@ ([T o090 - 0 a0)

Fent el canvi de variables £ = 6 — (, concloem que

P

Frg(n) = f(n)g(n).

4.1.2 La convolucié com a suavitzant

La convolucié és un operador suavitzant. Veurem que la suavitat de la convolucié s’obté
combinant la suavitat de les dues funcions.
Primer veurem com afecta la convergencia:

Lema 4.8. Siguin f,g € L*(T) i considerem funcions {fi}ren, {gktxen © C(T) tals que
fr — f igy— g en norma L?. Aleshores fi * g — f * g uniformement en T.

Demostracio. Ens cal mirar les seves diferéncies puntuals, que recordem que estan ben
definides arreu ja que les funcions sén de quadrat integrable:

fe90(0) = T2 90) < 5 [ 1R8O ~ FQ)gl6~ Q)] .

Sumant i restant fi(¢)g(0 — ¢) i aplicant la desigualtat triangular obtenim

910)— 1+ 90)) < 5 [ 150 -0 — 900 — )l ¢

1 ™
+ o [ 16O - FEglo - Ol dc
Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwartz deduim que

|fi# gk (0) — fx g(O)| < il 2emllgr — 9ll 2y + 1fk = fl2m 9] L2 (my-
Notem que la cota és independent de 6. Aixi,

k—o0

| £ % gk — f * gl poory < 1 fillpz2emyllor — 9l 2y + 1f6 = Flrzem 902y — 0.
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4 Meétodes sumatoris

Lema 4.9. Si f € O(T) i g e L'(T), aleshores f » g€ C(T).

Notem que en el producte de dues funcions com aquestes només aconseguim integrabi-
litat. La convolucid, en canvi, manté la millor de les condicions, que és la continuitat!

Demostracié. Recordem que la funcié f, identificada amb una funcié periodica, és continua
a [—2m, 2] i, per tant, uniformement continua. Es a dir que

woo f (1) == sup | f(- + h) = () ooy > 0

h|<t

(veure Exercici 3.24). Tenim doncs usant la commutativitat de la convolucié que

f*g(9+h)—f*g(9)=1/W(f(9+h—<)—f(9—C))g(<)d<-

2 J_,

Prenent valors absoluts obtenim

O+h—)—F0—) o0 ™
MO +h =) - 50—, (’IF)/ 0(0)]d¢

|fxg(0+h)—fxg(0)] < o

—T

o, en el llenguatge del modul de continuitat (recordem que f és periodical), obtenim per
tot |h| <t
|fxg(0 + h) = [ g(0)] < wuf(E)gl (-

Prenent suprem en 6 i en |h| <t trobem

woo(f % 9) () < wan f (1) g 1 oy > 0,

és a dir que f * g és uniformement continua. O
Teorema 4.10. Si f, g € L*(T), aleshores f + g e C(T).

Demostracid. Les funcions continues sén denses a L2(T) (veure teorema 2.50). Es a dir
que existeixen successions {fx}ren, {gr}tkeny < C(T) tals que fy — f i gr — ¢ en norma
L?. Aleshores fi, * g, — f * ¢ uniformement en T pel lema 4.8.

Pel lema anterior fy * gy sén en realitat funcions continues. Per tant tenim una successié
convergent de funcions uniformement continues que convergeix uniformement a un limit.
Aquest ha de ser necessariament una funcié continua. O

Exercici 4.11. Demostra que el teorema anterior és valid per f € L? i g € L? on
1<p<ooi%+z%:1.

Pista: Pots fer servir la desigualtat de Hélder ||fg|;: < |f[»l9l,» & (4.1). Amb aixo
has de donar sentit a la definicié puntual de la convolucié. Després et caldra adaptar el

lema 4.8 al cas f € LP i g € L¥ i, finalment utilitzar la densitat de C(T) a LP. <
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N
Exercici 4.12. Sigui f € LY(T) i sigui P(t) = Z a;e'" un polinomi trigonomatric.
J=——N
Calculeu els coeficients de Fourier de la funcié f * P. Demostreu que

(Pxf)@) = . a;f(j)e’™.

li|l<N

Es a dir que la convolucié f * P d’una funcié f € L'(T) amb un polinomi trigonometric P

és un polinomi trigonometric. <
Temps 0 € T Freqiiencia n € Z
Derivada Polinomi
f'(0) f'(n) =inf(n)
Convolucid circular Producte
(f*9)(0) fxg(n) = f(n)gn)
Translacid Modulacié
T f(0) = f(O—h) | Taf(n) = e f(n)

Taula 4.1: Diccionari temps-freqiiencia

Hem vist que els coeficients de Fourier converteixen la convolucié en un producte. Ante-
riorment haviem vist que la derivacié es converteix en multiplicacié per polinomis. Aques-
tes sén propietats que resumim en el diccionari temps-freqiiencia de la Taula 4.1 (temps
es refereix a la variable 6, freqiiéncia a la variable n dels coeficients de Fourier).

Observacié 4.13. Aquesta estructura de grup subjacent que s’intueix a la taula 4.1
permet estendre ’analisi de Fourier a grups abelians finits, per exemple, vegeu [SS03]. e

4.2 Aproximacions de la identitat

Suposem que existis una funcié f € L'(T) que fos la identitat per 'operacié de convolucid,
és a dir que per tota g € L' (A']I‘) es tingués fxg = g. Aleshores tindriem que fﬁ = !ﬂ\g =g.
En particular caldria que f(n) = 1 per a tot n € Z, la qual cosa contradiria el lema de
Riemann-Lebesgue (veure lema 3.27).

Aix{i doncs, la identitat sota la convolucié només es pot obtenir mitjangant aproxima-
cions. Tot seguit definirem families de “nuclis” que compleixin propietats suficients per

garantir que en fer convolucié amb els nuclis s’obté la identitat per pas al limit.

Definicié 4.14. Una familia {K,}*_; < L!(T) de funcions reals integrables K, : T — R
és una familia admissible de nuclis si satisfa les segiients propietats:

a) Per tot n € N tenim 5= [ K, (0)df = 1.
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4 Meétodes sumatoris

b) Existeix M > 0 tal que | Ky 1) < M per tot n e N.

c) Per cada § > 0 tenim f5<\0|<7r | K,(0)| df n=%0 0.

Exemple 4.15. Sigui K, (0) = nﬁx[il?;](e). La seva integral és sempre 27, i les normes

L', al ser K,, positiu, també estan acotades. La tercera propietat és també prou clara, per
1/n < 6 tenim que la integral f5<|9|<ﬂ | K (0)] do = 0!

N

Figura 4.2: Nucli K, () per 1 < n <5 a l’exemple 4.15.
Intentem entendre que significa f = K,,(0). Tenim

1 n

FrBu®) =5 [ HOnmy 0= =5 [T fcyan

27 _1
és a dir que f * K, (0) és el valor mitja de f a l'interval [0 — %, 0+ %] Si f és continua, a
mesura que concentrem l'interval fent créixer el valor de n, acabem trobant precisament

el valor f(#) al limit. O

Exercici 4.16. Demostra que efectivament si f € C(T) aleshores el valor mitja de f a
Vinterval [# — 2,60 + 1] convergeix a f(6). <

Reflexionem ara sobre la Definicié 4.14. La primera propietat ens garanteix que al
calcular f = K, (0) estem fent una mitjana ponderada de la funcié en un cert entorn de 6.
La segona condicié és una acotacié uniforme de les normes L' dels nuclis i ens garanteix
que no acumulem més i més oscillacié al créixer n i al passar al limit la convolucié es
comportara correctament. La tercera condicié ens diu que aquestes mitjanes ponderades
cada cop donen més importancia a entorns més petits de 0: la massa es concentra entorn
de lorigen. Aixi, al calcular la convolucié trobem mitjanes cada cop més localitzades
entorn del punt 6.

Una forma canonica de construir families admissibles de nuclis és al segiient exercici:

Exercici 4.17. Suposa que K és una funcié continua amb suport a (—m, 7). Suposa que
JT K(0)df = 2r. Definim K,(0) := nK(nf) per —m < 6 < 7. Verifica que {Kp}nen és
una familia admissible de nuclis. <

Tot seguit enunciem el teorema principal d’aquesta seccid, que dona sentit al nom
d’aproximacid de la identitat per tota familia admissible de nuclis.
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Teorema 4.18. Sigui {K,}*_; = L(T) una famdlia admissible de nuclis. Si f € L*(T),
aleshores

Tim [« K, (0) = /(0)

a tots els punts @ € T on la funcié f és continua. Si la funcié f € C(T) la convergéncia
sera uniforme en T. Si, en canvi, f € LP(T) amb 1 < p < o0, aleshores

nh—I}olo If = K — f”Lp(']I‘) = 0.

Demostracio. Sigui 8 un punt de continuitat de f, és a dir

e£(8,0) = sup |f(0 + h) — £(8)] =% 0.
|h|<d

Utilitzant la propietat a) de la Definicié 4.14, obtenim que

LTk 0f0 - dc— 1) 2 2 [T K0 — o) — reydc

T or - 27 J_,

K+ f(0) — f(0)

(aquesta manera d’utilitzar que una funcié té integral 1 és un truc classic d’analisi!).
Prenent valors absoluts deduim que

Ky £(6) — 1(6)] < — / KL QNFO — ¢ — £(B)]dC.

2 J_,

Tot seguit trenquem la integral en dos trossos: el proper a 6 (integral local) i el llunya
(integral no local):

Ko f6) = SO < 5= [ 1KuOIF0 ) =~ FO)]de
T JIC<s
1

+ -
27 Js<|c|<n

[En(OI1£(0 = ¢) = f(O)] dC.

Per cada part treballarem de manera diferent.
Per la part local utilitzem que la funcié f és continua i I’acotacié uniforme de les normes
L' de K,:

/CI KA —0) = FO)1dc < £1(6.0) [ 1K (O1dC < Me(3.0),
i per la part no local,
[ RSO =0 = FONde < 2oy [ 1Ol
<<

I<lClsm

Tot plegat, obtenim

K £0) — (0)] < M0

1 £ 1l oo
K, dcC.
+ 2L /KW ()] dc
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4 Meétodes sumatoris

Donat € > 0 escollim n tal que || f| () fK\CKW | K, (¢)|dO < we/2 (per la propietat ¢)) i
escollim § perque Me¢(6,0) < emr. Amb aquestes eleccions obtenim

[ K+ f(0) — f(O)] <,

tal i com voliem veure.

Notem que hem controlat la velocitat de convergencia per la suma de ¢(d, 0) i la propi-
etat ¢), que és uniforme en 6. Si la funcié f és continua arreu, aleshores és uniformement
continua i deduim que €¢(6,6) < wy f(4) de manera uniforme.

El cas f € LY(T) es pot fer pels mateixos meétodes:

1 s
VK= Tl = o |

—T

™

Kn(QLf(0 = ¢) — f(9)]dC| db.

—T

Aleshores usant la desigualtat triangular per integrals i el teorema de Tonelli obtenim

K= Tl < gz | [ 1010 =0 = @) e

A la part local tenim
1 s

— K, 0—C)— f(0) dod
ey Ll USSR OIRRS

™

< s £~ O = Oy [ KalO)l .

I¢|<é

Dit d’una altra manera, escrivint el modul de continuitat integral
wi f(0) == sup |[f(- =) = FC) o>
I¢]<d
hem obtingut
1 / T
ey [ Kn(Q)]
2m)? Jie<s " -

Pel corollari 2.51 sabem que

1£(0 =) = f(O)] df dC < w1 f(6)M.

lim w; f(9) = 0.

A la part no local procedim com abans:

1 s
(2m)? /6<IC|<7T (O J 170 =) = 7)) dbdc

1 s
<2 flprm 5 /5<|<< | K ()] d¢ === 0.

Per tant, donat € > 0, prenent § prou petit i n prou gran obtenim

1
[ K f = [l < w1 f(0)M + le(T)/ [Kn (O] dC <&
i o<l
Deixem el cas f € LP(T) com a exercici (vegeu ’exercici 4.19). O
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Exercici 4.19. La desigualtat integral de Minkowski diu que donada una funcié mesurable
f: T xT — C es compleix que

[ o

< [ 16O e

LP(T) -

Utilitzant aquesta desigualtat demostra el teorema anterior en el cas 1 < p < co. <

Exercici 4.20. Sigui una famflia {K,}*_; = L!(T) de funcions reals integrables parelles
tal que

a) Per tot n € N tenim 5 [7 K, (0)d0 = 1.
b) Existeix M > 0 tal que HKnHLl(’E) < M per tot ne N.

c¢) Per cada ¢ > 0 tenim SUPs<|g|<r |Kn(0)] =55 0.

Notem que la familia és admissible. Demostra que si f € L'(T) i # € T tal que existeixen
f(6%) 1 f(67), aleshores

lim f » Ko() = L0 EIE)

n—0o 2

Observacié 4.21. Notem que donada f € L i una familia admissible de nuclis K, € C(T),
les funcions f % K, sén continues pel lema 4.9. Hom podria pensar que el resultat anterior
demostra la densitat de les funcions continues a LP per 1 < p < c0. Notem pero que a la
demostracié hem utilitzat el corollari 2.51, i que per demostrar aquest corollari ja hem
utilitzat aquesta densitat! .

Exercici 4.22. Demostra que C(T) no és dens a L*(T).
Pista: Mira qué passa entorn de I'origen si intentem aproximar de manera uniforme la
funci6 caracteristica xo,1)- <

Projecte 4.23 (El teorema de diferenciacié de Lebesgue). Si f € L1(T), aleshores

g.p.t. 0eT. 4
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4.3 EIl nucli de Dirichlet

Tot seguit calculem una representacio integral per Sy f. Ens fixem que podem intercanviar
Iordre de la suma i la integral ja que hi ha un nombre finit de sumands. Recordem que

SxO) = 3 fwe, foyi= o [ e ay

In|<N

Ajuntant ambdues expressions, obtenim

1 T —iny+in
SxfO) = 3, 5= | flwe ™y
<N <7 =
= 1 fly) Z e™0=Y) qy.

2w
- In|<N

Ara escrivim

Dy(6) := Z e

Inl<N

que anomenarem el nucli de Dirichlet. Aleshores

1

Sw0) = 5 [ SN0 ~y)dy = 1+ Dx(0)

Notem que el nucli de Dirichlet no depén de f. De fet, és un polinomi trigonomeétric
d’ordre N amb coeficients igual a 1 per — N < n < N. Tot seguit n’estudiem les propietats.

Figura 4.3: Nucli de Dirichlet Dy (0) per N = 1,4,7,10.

4.3.1 Férmules pel nucli de Dirichlet
Comencem per expressar el nucli amb funcions trigonometriques. Usem que 2cosf =
e + e per escriure

N
Dn(0) =e N0 o g0 1 o0 il oy N0 1—1—22 cos(nf).
n=1

En particular es tracta d’una funcié parella de valors reals.
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Vegem com escriure el nucli de Dirichlet sense usar sumatoris. En primer lloc tenim que

N 2N "
Dn(8) = Z oinb _ —iNO Z (ew) '
n=0

n=—N

Tot seguit usarem ’expressio de la serie geometrica per obtenir una expressié alternativa,
tal i com vam fer a I’Exemple 3.1: per tot 8 # 0 tenim

i0\2N+1 i i
Do (6) — e-it0 (e ) 1 o ¢ @N+1)8/2 _ (2N+1)6/2. w3
o0 _ 1 0i0/2 _ o—i0]2
)

Usant D’espressi6 del sinus 2isin 6 = e’ — e~ trobem

sin((2N +1)6/2)
sin(6/2)

Observem que la singularitat que es troba a l'origen és en realitat evitable: Dy (0) =
2N + 1. No hi farem esment d’ara endavant. De fet, per la primera definicié del nucli de
Dirichlet sabem que, en realitat, Dy € C*(T).

A la Figura 4.3 observem que com que —1 < sin((2N + 1)0/2) < 1, la funcié Dy esta
acotada per sota i per sobre per im. També veiem que Dy pren valors positius i

negatius, és una funcié parella i assoleix el seu valor maxim 2N + 1 a l'origen.

Dy (0) = (4.6)

Exercici 4.24. Denotem Py 'espai de polinomis trigonometrics de grau < N. Demostreu
que la funcié Dy (z —y), és el nucli reproductor de Py, aixo vol dir, que per a tot P € Py
izeT

P.Dyle =) = 5 [ PN~ y)dy = P(o).

Pista: Podeu usar 'exercici 4.12 q

4.3.2 Propietats del nucli de Dirichlet

Teorema 4.25. El nucli de Dirichlet té les segiients propietats:
(i) f+* Dx = Snf per tota funcié f e L'(T).
(ii) Dy és parella.
(iti) Dy té mitjana 1 per tot N: 5= [* Dy(6)d6 = 1.
(iv) Malhauradament la integral del valor absolut depén de N i, de fet, tenim l’estimacid
% fﬂ |Dn(0)]dO ~ log(N + 1).

Aqui hem fet servir la notaci6 Ay =~ By per dir que existeix una constant C' > 1
independent de N tal que C~'Ay < By < CAn.

El fet que la mitjana sigui sempre u mentre que la massa total creix com el logaritme de
N pot ser sorprenent, i es deu a la forta oscillacié del nucli a mida que incrementem N.
Aixi, ’area compresa entre 'eix 6 i la grafica de la funcié creix cap a infinit mentre que la
part situada sobre l'eix es cancella amb la situada per sota I’eix obtenint una diferencia
constant igual a u independentment de N!
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Demostracid del teorema 4.25. Ja hem demostrat (7)1 (ii). Per la tercera propietat notem

que
DN de_/ 2 e dqp = 2/ e 4o = 2,

ja que la integral de € a un interval de longitud 27 és zero llevat del cas n = 0, quan la
integral és exactament 27.

Per veure la darrera propietat, notem que quan (2N + 1)0/2 = (2k + 1)7/2, aleshores
|sin((2N + 1)0/2)] = 1. De fet, si (2N + 1)8/2 € ((2k + 1)7/2 — §,(2k + 1)7/2 + ),
aleshores |sin((2N + 1)0/2)| > ? i, per tant,

V2 V2

D ON= grnr)] = o

—T

Aleshores

2k+1

SN 38D SN+17 T 3ENTT) \2
/ |Dn ()| do = QZ/ZM |Dn ()| d6 = 22/“1 ||d6.

™
INFIT 2(2N+1) 2N+17 T 2@@N+1)

Si acotem pel valor minim de I'integrand a cada interval, obtenim

Dy ()| df =
/,T|N ) Z%H Tt o 2N+1 Z2k+1+2

k=0 2NF+17 T 22N +1) k=0
N+1
> Z ~ log(N +1).

Hem vist doncs que
/ D (0)]d6 2 Tog(N + 1).

—T

Exercici 4.26. Demostra que

/7r |Dn(0)]dO < log(N + 1).

—T

Observacié 4.27. Acabem de veure que els nuclis de Dirichlet no satisfan la propietat
b) de la Definicié 4.14 i, per tant, no formen una familia admissible de nuclis i, per tant,
no donen lloc a una aproximacié de la identitat. Per tant, no podem deduir que

Jim Sy (8) = lim Dy = £(6) = £(6)

quan la funcié f és continua, vegeu el teorema 4.18. Aixo violaria el teorema 3.32! o
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Exercici 4.28 (Test de Dini). Sigui f € L'(T), Ae R iz e T. Demostra que si
™
J
y

aleshores Sf(z) = A. Pista: la mesura %' es pot canviar per

faty)+ =y [y _

2 |yl

dy
[tan(y/2)]"

Exercici 4.29. Si f satisfa que U(L(TO)' < C per tot x, aleshores Sf(xo) = f(xo) (de

|lz—z0

fet és suficient que sigui per tot = € Is(xg) = (9 — d,29 + 0), amb 6 > 0). <

Observacié 4.30. La condicié anterior s’anomena condicié de Lipschitz. Una funcié que
compleix la condicié de Lipschitz a tot xg € T s’anomena funcié de Lipschitz, i es denota
amb f e COY(T). Es clar que C*(T) ¢ C%(T) ¢ C(T). La inclusi6 és conseqiiencia del
teorema del valor mitja i la no inclusi6 es pot veure considerant el cas f(x) = |z|. )

Exercici 4.31 (Principi de localitzacié de Riemann). Sigui f una funcié integrable. Si f
s’anulla en un interval obert, aleshores Sy f convergeix uniformement a 0 en subconjunts
compactes de l'interval.

Pista: demostra que Sf(x) = 0 usant el test de Dini. L’exercici interessant és veure que
la convergencia és uniforme. <

4.4 El nucli de Féjer i la successio de mitjanes de Cesaro

Vistos els resultats anteriors, podem recuperar els valors d’una funcié integrable del co-
neixement dels seus coeficients de Fourier? Potser ho podem fer almenys als seus punts
de continuitat?

El contraexemple de Du Bois-Reymond ens demostra que, en general, no és possible
recuperar una funcié continua usant directament els limits de les sumes parcials de Fourier
Snf fent N — co. Nogensmenys, Lipét Féjer va demostrar que sempre podem recuperar
una funcié continua f a partir dels seus coeficients si fem servir el metode sumatori de
Cesaro. Si la funcié f és acotada, aleshores es recupera la funcié als punts de continuitat.

El metode de Féjer consisteix en calcular les sumes parcials de Cesaro onf que cor-
responen a convolucionar f amb una familia admissible de nuclis anomenats nuclis de
Féjer, amb la qual cosa podem aplicar els resultats d’aproximacions de la identitat (veure
teorema 4.18).

Les sumes parcials o mitjanes de Cesaro es defineixen com

N-—
o f(6) = Sof(9)+51f(9)N ~+Sn-1f(0 iZSf %Z Z Pk,

Es clar que oy f(6) és la mitjana dels primers N valors de la successié de les sumes
parcials de Fourier i, en particular, es tracta d’un polinomi trigonometric d’ordre N — 1.
Canviant 'ordre dels sumatoris i comptant el nombre d’aparicions de cada terme de Fourier
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f (k)e™ ¥ obtenim una representacié com a mitjana ponderada dels coeficients de Fourier
de freqiiencies menors que N, on els coeficients de freqiiencies baixes tenen més pes que
les freqiiencies altes. Concretament,
N — k|~ .,
onf(0) = — L (k)ek?,
NfO) = > k)

|k|<N-1

El nucli de Féjer Fn(6), seguint la mateixa logica, es defineix com la mitjana integral
dels N primers nuclis de Dirichlet:

Do(0) + D1(0) +--- + DN71(9)‘

Fn(0) := N

Amb els mateixos calculs que abans deduim que el nucli de Féjer és una mitjana ponderada

de les funcions trigonometriques de freqiiencies |k| < N, donant més pes a les freqiiéncies
baixes. Per ser precisos,

N —|n| .

FN (0) _ Z | | inf

In|<N

Potser és menys evident que se’n deriva una férmula tancada:

. 2
Fy(8) = % (W) . (4.7)

Exercici 4.32. Comprova que aquesta férmula és correcta.
Pista: usant l'expressié (4.5) pots escriure el nucli de Féjer com una suma parcial d’una
serie geometrica. <

Compara la férmula tancada dels nuclis de Féjer (4.7) amb la dels nuclis de Dirichlet
(4.6). Observa que els nuclis de Féjer no prenen valors negatius.

o dka

Figura 4.4: Nucli de Féjer Fy(0) per N = 2,4,7,10.

Exercici 4.33. Els nuclis de Féjer formen una familia admissible de nuclis. <
Pel teorema 4.18 deduim el segiient resultat:

Teorema 4.34 (Teorema de Féjer). Sigui f € C(T). Aleshores les mitjanes de Cesdaro
onf convergeixen uniformement a f:

N—
If = onfly, = 0.
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Si f € L*(T), aleshores
lim o £(6) = £(6)

a tots els punts 0 € T on la funcid [ és continua.
Si, en canvi, f € LP(T) amb 1 < p < o0, aleshores

Jim |f = on flpeery = 0-

Aixi podem recuperar qualsevol funcié continua si sabem els seus coeficients de Fourier.
De fet, podem recuperar qualsevol funcié integrable gairebé per tot arreu (recordeu que
per funcions integrables no podem aspirar a res més).

Observem que oy f és sempre un polinomi trigonometric (vegeu 'exercici 4.12). Aixi,
les sumes de Cesaro donen un metode per aproximar qualsevol funcié continua en T
per polinomis trigonometrics, és a dir que hem demostrat el teorema d’aproximacié de
Weierstrass per polinomis trigonometrics (teorema 3.4). De fet hem vist que els polinomis
trigonometrics sén densos a C(T) amb la norma uniforme i sén densos a LP(T) amb la
norma de l’espai sempre que p sigui finit.

El teorema de Féjer dona com a corollari la unicitat dels coeficients de Fourier:

Corollari 4.35 (Principi d’unicitat). Siguin f,g € L'(T) tals que f(n) = g(n) per tot
n € Z. Aleshores f(0) = g(0) g.p.t. € T.

Exercici 4.36. Demostra el corollari. N

4.5 El nucli de Poisson i les mitjanes d’Abel

Els nuclis de Poisson formen una altra familia admissible de nuclis que estudiarem a con-
tinuacié. La convolucié amb un nucli de Poisson dona lloc a una nova quantitat coneguda
com a mitjana d’Abel, de la mateixa manera que un nucli de Féjer genera una mitja-
na de Cesaro. Algunes diferéncies fonamentals sén que el nucli de Poisson esta indexat
continuament en lloc de ser un conjunt numerable de nuclis, i que no sén polinomis trigo-
nometrics (per tant, involucren una quantitat infinita de freqiiencies).

Figura 4.5: Nucli de Poisson Fi(0) per r = %, %, %, %, 190

Definicié 4.37. El nucli de Poisson P, () esta definit per
P.(0) = Z pnleind — L per r € [0,1)
" 1—2rcosf + r? T

nez
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Exercici 4.38. Demostra que les dues férmules coincideixen si r # 0.
Quan r = 0 quin problema hi ha en la definicié? Queé s’obté al calcular la convolucié de
f amb la segona expressio del nucli de Poisson en aquest cas? <

Observem que el nucli esta indexat pel parametre continu r € [0,1). En aquest cas,
doncs, estarem interessats en el comportament quan » — 1 en lloc de N — co. El nucli
de Poisson és positiu, i la série que el defineix és absolutament convergent (i, per tant,
uniformement convergent).

Exercici 4.39. Demostra que els nuclis de Poisson formen una familia admissible (caldra
modificar la definicié per prendre r en lloc de N). <

Definicié 4.40. Suposem que f € L1(T) i considerem la seva serie Y., F(n)eim?. Ales-
hores per r € [0,1) definim la mitjana d’Abel r-ésima com

A f(0) = Z Fn)rinleind,

neZ

Vegem que la mitjana d’Abel es pot obtenir per convolucié amb el nucli de Poisson.

Exercici 4.41. Demostra que per tota funcié f € L'(T) tenim

Arf(e) :Pr*f(e)

Exercici 4.42. Demostra que per tota funcié f € L'(T) obtenim A, f € C®. <
Pel teorema 4.18 deduim el segiient resultat:

Teorema 4.43 (Mitjanes d’Abel). Sigui f € C(T). Aleshores les mitjanes d’Abel A, f
convergeixen uniformement a f:

r—1-
If =P = flle —— 0.

Si f € L*(T), aleshores

r—1-
a tots els punts 0 € T on la funcid f €és continua.
Si, en canvi, f € LP(T) amb 1 < p < o0, aleshores

Tlir{l_ If = P = f”Lp(’]T) =0.

Projecte 4.44 (Problema de Dirichlet). Explica com solucionar el problema de Dirichlet

al disc unitat
{Au(z) =0 per z € D,

u(e®) = f(#) per HeT,
mitjancant el nucli de Poisson. <

Projecte 4.45 (Metodes sumatoris i mitjanes). Demostra que si una successié és con-
vergent aleshores les seves mitjanes de Cesaro i les d’Abel convergeixen al mateix limit.
<
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5 Funcions de quadrat integrable

En aquest capitol tanquem un parell de temes. Veurem la convergéncia a L?(T) de les
sumes parcials de Fourier cap a f (Seccié 5.1) i també la completesa de les funcions
trigonometriques a L?(T) (Seccié 5.3). Sén dos problemes intimament relacionats, com
mostra una revisié de la geometria de L?(T) (Secci6 5.2).

En el capitol previ hem discutit la convergencia puntual i uniforme de les sumes par-
cials a f. Hem vist en particular que la continuitat no és suficient per garantir aquesta
convergencia. Necessitem alguna cosa més, com per exemple que la funcié tingui dues
derivades o que utilitzem les sumes de Cesaro en lloc de les parcials. Qualsevol d’aquestes
condicions ens garanteix la convergencia uniforme.

En aquest capitol estudiem la convergéncia en mitjana quadrdtica o convergencia en
L?(T). Si f € L*(T), veurem que Sy f és el polinomi trigonometric de grau menor o igual
a N que millor aproxima f en la norma L?(T), és a dir que és la projeccié ortogonal de
f al subespai de L?(T) format pels polinomis trigonometrics de grau menor o igual a N.
L’energia o norma L? de f es pot recuperar dels seus coeficients de Fourier mitjancant la
identitat de Parseval', que és una versié en infinites dimensions del teorema de Pitagores?.
Darrera de tota aquesta parrafada hi ha una frase que ho resumeix tot: les funcions
trigonometriques {€?},cz formen una base ortonormal de L?(T).

Que les funcions trigonometriques sén ortonormals és immediat (veure Exercici 1.7).
El que cal tenir en compte aqui és que la familia {¢%},cz és completa, en el sentit que
generen L?(T) amb les seves combinacions lineals.

5.1 Resultats basics a L?(T)

A la Seccié 2.2 hem introduit 1’espai L?(T) de funcions de quadrat integrable en T com
I'espai de funcions f : T — C tal que tenen energia (o norma L?(T)) finita:

1 [ >
1f 2y = <27T/_ |f(0)|2d9) < 0.

De fet, en aquest espai identifiquem funcions que coincideixen g.p.t. arreu, tot i que
sovint ometem aquesta definicié com a quocient i identifiquem una funcié amb la seva
classe d’equivalencia.

Abans de centrar-nos en les propietats geometriques d’aquest espai de funcions fem un
resum dels resultats relacionats amb les series de Fourier.

!Marc-Antoine Parseval de Chénes, 17551836
2Pitagores de Samos, 570-495 a.C.
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5 Funcions de quadrat integrable

Els coeficients de Fourier de f € L?(T) estan ben definits ja que L?(T) < L*(T) per la
desigualtat de Cauchy-Schwartz, aixi com les seves sumes parcials

SNf Z f mG

In|<N

Teorema 5.1 (Convergéncia en mitjana quadratica). Si f € L*(T), aleshores les seves
sumes parcials de Fourier convergeixen a f en energia:

N—
|f = Snfll 2 —— 0.

De fet, podem recuperar el quadrat de Ienergia d'una funcié f € L?(T) simplement
calculant el sumatori dels quadrats dels seus coeficients de Fourier, com mostra la identitat
de Parseval:

Teorema 5.2 (Identitat de Parseval). Si f € L?(T), aleshores

1£1Z2er) = D 1F ()P

neZ
Exercici 5.3. Demostra que Y7 - oy = %ﬁ usant la identitat de Parseval amb f(0) = 0.
Obtén identitats similars per f(6) = 6% i f(0) = <

Observacié 5.4. A lexercici anterior pots veure que la funcié zeta de Riemann ((s) =
> n—ls pren valors (2j) = pjm% on p; € Q per j € {1,2,3}. En general aixo és cert per tot
j € N, pero no se sap que passa pels imparells 2j + 1. Se sap que ((3) és irracional (Apéry,
1978), que hi ha infinits valors irracionals (Rivoal 2001) i que almenys un dels valors ((5),

¢(7), C(9) o ¢(11) ho és. .

Demostrarem aquests resultats al llarg del capitol. El Lema de Riemann-Lebesgue per
aquestes funcions se segueix immediatament de la identitat de Parseval.

L’espai de successions ¢?(Z) (ela dos petita dels enters) es defineix com la colleccié de
successions {an }nez < C tals que

H{an}neZHp(Z (Z |(In|2> < O

nez

Aixi doncs, la identitat de Parseval diu que f +— { 1 (n)}nez és una isometria entre L2(T)
i (2(Z).

Observacié 5.5. Una conseqiiencia important de la taula 4.1 i de la completesa de la
base trigonometrica és que tot operador acotat T : L?(T) — L?(T) que commuti amb les
translacions, és a dir, que per tota f € L?(T) i tot h € R tinguem que 7,(Tf) = T(74f),
diagonalitza al canté de Fourier. Tot seguit intentarem donar un sentit a aquesta afirmacio.
La moral de la historia és que sempre que tinguem un problema invariant per translacions,
la transformada de Fourier pot ser una eina 1til per resoldre’l.
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5 Funcions de quadrat integrable

Un operador lineal a L?(T) queda determinat per la imatge dels elements de la base
en(0) = e si T(e,) = > m bnmém, aleshores donada una funcié f = )| ane, tindrem
que Tf =3 . bypmanem. Podem entendre que a,, sén les coordenades d’un vector i by, m,
la matriu (inﬁnita) de l'aplicaci6 lineal.

Suposem que l'operador commuta amb les translacions. Per un cantd, tenim que
Th(en)(0) = e™0=h) = ¢=inhe (9. Aixi

T(mh(en)) = Z bmme*mhem.

Per altra banda 7,(Te,)(0) = 3, . bpme™0M) és a dir que

n,m

h(Ten) = Z bn,mefimhem.
n,m

Per la unicitat dels coeficients de Fourier, deduim que

—inh _ b —imh

bn,me n,m€

per tots els valors possibles de h,n,m. Per tant, o bé n = m o bé b, ,,, = 0: aix{ doncs,
Ioperador T actua com una matriu diagonal al costat de les freqiiéncies. Per tal que
I'operador sigui acotat, caldra que la matriu tingui els coeficients uniformement acotats.

5.2 Geometria dels espais de Hilbert

5.2.1 Definicié i propietats elementals

Recordem que un espai de Hilbert? és un espai vectorial H equipat amb un producte
escalar (-,-) : H x H — C que és complet amb la norma induida pel producte escalar
Al = <A, h>%, és a dir que si tenim una successié de Cauchy {h,}°_, en la norma
induida, aleshores la successié convergeix a un limit ~ € H en aquesta mateixa norma.
Diem que h és el limit de h,, en el sentit de H quan aix0 ocorre, és a dir, quan

lim | Ay, — k|| = 0.
n—0

Recordem també que un producte escalar {-,-) : H x H — C és una forma lineal en la
primera variable, hermitica i definida positiva: per tot f,g,h € H i o, 8 € C tenim

(af + Bg,hy = alf,hy + Blg, k),  {f.gp={g.fy i (f.fy>0sif=0.

Exercici 5.6. Demostra que les condicions anteriors impliquen que el producte escalar és
una forma sesquilineal (lineal en la primera variable i antilineal en la segona):

lon f1 + aafa, B1g1 + Bogz) = a1 Bilf1, g1) + a1B2{f1, g2) + a2B1{f2, g1) + 2Bl f2, g2,

3David Hilbert, 1862-1943
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5 Funcions de quadrat integrable

Exercici 5.7. Siguin f,g € H. Demostra que se satisfa:
L. La regla del paratlelogram 2| f|; +2lgl3; = |f +glf + |f — glli-

2. El teorema de Pitagores | |3 + |gl3 = | f + |3 sempre que f i g siguin ortogonals,
és a dir, tals que (f,g) = 0.

3. La desigualtat de Cauchy-Schwarz |{f, ¢)| < ||fllz 9] -

4. La desigualtat triangular ||f + gl < |z + |9/ -

<

L’espai L?(T) és un espai vectorial amb la suma habitual i el producte de funcions per
escalars. La norma L? estd induida pel producte escalar

1

G =5 [ @0 @,

en el sentit que | £ 2 = (f. f)2.
Teorema 5.8. L’espai L%(T) és un espai de Hilbert.

Exercici 5.9. Demostra el teorema anterior. N’hi ha prou amb veure que tota successié
de Cauchy en la norma L?(T) té limit al mateix espai de funcions. Per fer-ho, fes els
segiients passos:

1. Tota successié de Cauchy {fn}nen té una parcial {f,, }ren tal que ank — f"jH]ﬁ <
27™M 81 4,k > m.

2. Pots suposar doncs que aquesta condicié es compleix d’entrada. Prova que f, — f
és equivalent a >, " o gn = f, on g = fn — fn_1 (prenem f_; := 0).

3. En aquest cas tenim >, [gn ;2 < 0.

4. Usant la desigualtat de Minkowski

0 0
Z |gn| < Z HgnHL2>
n=0 n=0

. N o0 , .,
dedueix que la serie Y ; gn és convergent g.p.t. arreu a una funcié f.

L2

_]V__’EO_>0.

5. Pel teorema de convergencia dominada demostra que H f- Zivzl 9n|,,
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5 Funcions de quadrat integrable

Observacié 5.10. L’espai L?(T) coincideix amb la complecié de C(T) respecte a la norma
L3(T). Es a dir que L?(T) esta format per les funcions continues i els limits de successions
de Cauchy modul una relacié d’equivalencia (dues successions de Cauchy sén equivalents
si “juntes” formen una successié de Cauchy), de la mateixa manera que R es pot construir
com a complecié de Q. Dit d’una altra manera, les funcions continues sén denses a L?(T).

Exercici 5.11. Demostra que ¢?(Z) és un espai de Hilbert amb el producte escalar

<{an}n€Za {bn}n€Z> = Z ana.

nez

Pista: Cal veure que donada una successié de Cauchy de successions de ¢?(Z), cada
coordenada defineix una successié de Cauchy a C i aixi es pot definir la successié candidata
a ser el limit de manera univoca. Faltara veure que la successié generada pertany a ¢2(7Z)
i que efectivament n’és el limit. 4

A continuacié provem que el producte escalar és continu en un espai de Hilbert:

Proposicié 5.12. Sigui {fn}_y < H una successio de Cauchy i g € H. Aleshores
nh_{%o<fmg> = <nh_r,%o Jn>9)-

Demostracié. En primer lloc observem que efectivament existeix un limit f = lim, o fr
ja que l'espai és complet. Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz i la linealitat tenim

(S 9) = D < U = Fliallgllr == 0.
O
Exercici 5.13. Siguin g, hy, f € H amb k € N tals que f = >;° ; hj en el sentit de H.
Demostra que > ;2 {g, hxy = {g, f). Pista: {>}_; hx}®°_; és una successié de Cauchy. <

Exercici 5.14. Sigui e,(f) := €. Suposem que {a, }nez, {bn}nez < C, i suposem també
que f = >, sanen i g = >, 5 bne,, on les igualtats les entenem en sentit de L?(T).

Demostra que
<f7 g> = Z anbn-
nez

En particular, demostra que | f ||%2 (T) = Dnez, lan|?. q

Exercici 5.15. Suposa que {f\}xea és una familia ortogonal de funcions no nulles de
L?(T), amb un conjunt arbitrari d’indexs A. Demostra que per qualsevol subconjunt finit
J < A la familia {f\}xecs és linealment independent. a
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5 Funcions de quadrat integrable

5.2.2 Families ortonormals i bases

A I’Exercici 5.15 hem vist que l'ortogonalitat d’una familia implica la independeéncia lineal
dels seus membres. La intuicié ens diu que un conjunt ortonormal és en certa manera el
maxim de linealment independent possible. Si en un espai vectorial amb producte escalar
de dimensié finita N trobem una colleccié de N funcions ortonormals, aleshores tenim
una base ortonormal de I'espai.

A VExercici 1.7 hem vist que les funcions trigonometriques {€},,cz formen un conjunt
ortonormal de funcions a L?(T):

<ein-’ eik'> = 5n,k~ (51)

Com que n’hi ha una quantitat infinita, deduim que L?(T) és un espai de dimensié infinita.
De moment, perd, no podem garantir que no hi hagi alguna funcié de L?(T) que sigui
ortogonal a les funcions trigonometriques. En altres paraules, encara no sabem si el
sistema de funcions trigonometriques és complet. Resulta que la completesa del conjunt
de funcions trigonometriques a L?(T) és equivalent a la convergencia de la serie de Fourier
en mitjana quadratica, i també és equivalent a la Identitat de Parseval.

Definicié 5.16. Sigui {f,}neny © H una familia ortonormal. Diem que la familia {f,},en
és completa (o que és un sistema ortonormal complet, o que {fy}neny forma una base
ortonormal) si tot element f € H es pot expressar com a serie dels elements de la base
convergent en la norma d’H. Es a dir, si per cada f € H existeix {an}neny < C tal que

N
f= Z an fn Ao, 0.
n=1 H
També escrivim que f = Y. | a,f, en el sentit de H. .

Els coeficients a,, queden univocament determinats pel producte de f amb els elements
de la base:

Lema 5.17 (Unicitat dels coeficients). Si {fy}nen €s una base ortonormal de H i si f € H,
aleshores existeir {an}neny < C tal que f = Z;O:l anfn en el sentit de H, i els coeficients
han de ser a, = {f, fn) per tot n € N.

Demostracid. Sigui f = 22;1 Gn fr. Aleshores

o0

okuy = Qg antfss fy =" Y arlfn fn) = an.
k=1

k=1

5.2.3 Projeccié ortogonal

Definicié 5.18. Sigui { f, }nen © H una familia ortonormal. Aleshores definim la projeccié
ortogonal

N
7TNf = Z<f7 fn>fn
n=1
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5 Funcions de quadrat integrable

Notem que en el cas de H = L?(T), aleshores la familia {€™},cz és ortonormal i
indexant fo, = € i fo,41 = e ™, obtenim que {fr}ren és un sistema ortonormal i

SN = mon és també una projeccié ortogonal.

Lema 5.19. Sigui {fn}nen © H wuna familia ortonormal. Donada f € H, la funcid
(f —7nf) és ortogonal a Uespai generat per {fn}N_.

En particular, donada f € L*(T), la funcié (f — Snf) és ortogonal als polinomis trigo-
nomeétrics de grau menor o igual que N.

Demostracio. Vegem primer que és ortogonal als elements de la base, és a dir, que per
n < N tenim
0, dit d’una altra manera, que

<fafn>::<ﬂNj:fn>

Notem que per la linealitat del producte escalar

N N N
ANy ) = QS Fid e uy = D X f ) = s Fi)Onke = <F fus
k=1 n=1 n=1

i se segueix (5.2).
Ara per qualsevol combinacié lineal quzvzo Cn fn, tenim

N N
F=7nF D enfay =D @lf —anf fay = 0
n=0 n=0
O
Lema 5.20. Sigui {fn}nen © H una familia ortonormal. Si f € H, llavors
1£13 = 1f —mnf T+ 35 KF fadl
n<N
En particular, si f € L*(T), aleshores
122y = If = Snflamy + Y, 1f().
In|<N
Demostracio. Pel Teorema de Pitagores només cal comprovar que
lanfll = 35 KF ol
n<N
Efectivament,
lmn g = v foan ) =" 30 3 fadlFo fixlfus foy = D (s XX Fs Fu-
n<N k<N n<N
(]
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5 Funcions de quadrat integrable

Observacié 5.21. El lema anterior demostra que per tota familia ortonormal {f,},eny ©
H, és equivalent que la familia sigui completa (i, per tant, una base de H) i que se satisfaci
la identitat de Plancherel

1£15 = D5 KF )l (5.3)

Notem que la identitat de Plancherel en el cas de H = L?(T) i f, = ¢™? és precisament
la identitat de Parseval.

Hi ha una tercera condicié equivalent: {f, #eN = {0}, és a dir, per tota f € H, si
fL{fn}nen aleshores f = 0. Vegeu [PW12, Teorema 5.31]. .

Una conseqiiencia immediata de ’anterior lema és la desigualtat de Bessel:

Lema 5.22 (Desigualtat de Bessel). Sigui {f,}neny © H una familia ortonormal. Si f € H,
aleshores

Y KE P < 113

neN

Notem que la igualtat en el darrer lema (Identitat de Plancherel) s’assoleix precisament
quan el sistema és complet. En el cas H = L?(T), aquesta identitat s’anomena identitat
de Parseval, i quedara demostrada quan veiem que els “monomis” trigonometrics formen
un sistema complet.

La suma parcial de Fourier Sy f és la projeccié ortogonal de la funcié f en el subespai
Pn(T) de polinomis trigonometrics de grau menor o igual a N. En particular, de tots els
polinomis de grau menor o igual a NV, la suma parcial N-ésima és el que millor aproxima
f en la norma L?(T):

Lema 5.23 (Lema de la millor aproximacid). Sigui {fn}neny € H una familia ortonormal
1 sigui f € H. Aleshores per cada N = 0 ¢ per tot P = Zflvzo Cnfn tenim

If =anfla < |f = Pl

La igualtat és equivalent a P = nn f.
En particular, si f € L?>(T). Aleshores per cada N = 0 i per tot P € Px(T) tenim

If =S8 Flrzery <1 = Plezn.-
La igualtat és equivalent a P = Sy f.

Demostracio. Efectivament,

2 2

If = Pl = Hf = Y enfn—anfranf| = f—anflh +|mnf— D enfn
n<N H n<N H
> |f == fl
Notem que la igualtat només s’assoleix si
2
NS — Z cnfn =0,
n<N H
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5 Funcions de quadrat integrable

és a dir, si i només si
2

Z (<f7 fn>fn - Cnfn)

n<N

= DI fd b —enfulis = Y (s ey = )l

H n<N n<N

La darrera suma s’anul'la si i només si tots els coeficients sén zero, és a dirsi P = oy f. 0O

5.3 Completesa del sistema trigonometric

5.3.1 Convergencia quadratica per a funcions de quadrat integrable

Tot seguit, combinant el teorema de Féjer amb el lema de la millor aproximacié obtenim
la completesa del sistema trigonometric:

Demostracio del teorema 5.1. Pel Lema de la millor aproximacié 5.23 tenim que

17 = SnFlacry < If = ol g2y e 0.

5.3.2 Identitat de Parseval

A continuacié demostrem la identitat de Parseval:

Demostracié del Teorema 5.2. Pel Lema 5.20, si f € L?(T), aleshores

1£17 2y = If = S flZaemy + 25 TP

In|<N

La seérie de la dreta és convergent ja que els termes sén positius i esta acotada per || f H%Q(T).
Obtenim que

S\ = Jim, 3 1 = im, (e =15 = Sw7am) "= 15l
ne n|<N

O]

Projecte 5.24 (El problema isoperimetric). Demostra que el cercle és la figura amb un
perimetre fixat que cobreix més superficie. <
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6 Un passeig per la transformada de Fourier
discreta

En aquest capitol posem en solfa els coneixements adquirits en els capitols anteriors per
desenvolupar la teoria de Fourier en un context de dimensié finita, molt més senzill.

En aquest cas, la base trigonométrica discreta de CVN és un conjunt particular de N
vectors ortonormals, que formen una base automaticament. La transformada de Fourier
discreta (DFT per les seves inicials en angles) és la transformacié lineal que assigna a cada
vector v € CV els seus coeficients en la base trigonometrica. Moltes de les propietats de les
series de Fourier seguiran estant presents en aquest context, pero ens estalviem els detalls
i reptes dels espais infinit-dimensionals. Ja no hi ha ni integrals ni sumes infinites, siné
transformacions lineals d’espais de dimensié finita. Aixi, ens calen només eines basiques
d’algebra lineal.

Per aplicacions practiques, aquesta teoria finita és la més indicada, ja que els ordinadors
treballen amb vectors finits. La DFT d’un vector donat s’obté aplicant una certa matriu
N x N a v, ila DFT inversa consisteix en aplicar la matriu invertida.

Un algorisme és bo si pot ser executat de manera eficient. Reduir el nombre d’operacions
necessaries pot reduir drasticament el temps de computacié necessari per executar 1'algo-
risme, incrementant-ne l’eficiencia. Sorprenentment, la DFT es pot implementar amb un
algorisme anomenat transformada rapida de Fourier (FFT per les inicials en angles) que
té ordre N logy N operacions, mentre que el calcul directe donaria ordre N2.

6.1 Séries de Fourier i base de Fourier discreta

Tot seguit recordem els ingredients de la teoria de les series de Fourier.

6.1.1 Repas de seéries de Fourier

~

a) A cada funcié integrable f : T — C li podem associar la successié {f(n)}nez < C.
Aquests nombres coneguts com a coeficients de Fourier de f venen donats per la
férmula

f(n) : L f(0)e"™ qg per n € Z.

T on _7r

b) Les components de les series de Fourier sén les funcions trigonomeétriques e, : T — C
donades per
en(0) = e, onneZifeT.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

S’anomenen trigonometriques en lloc d’exponencials per a emfasitzar la connexié amb
sinus i cosinus donada per la férmula d’Euler ¢™? = cosnf +isinnf. Aixi, el coeficient
de Fourier n-ésim es pot escriure en termes del producte escalar de L?
~ 1
f(n) = f( Jen(0) d6 =: (f, en).
27
c) La serie de Fourier associada a f és la série doblement infinita (sumada de —o0 a o)
formada sumant els productes dels n-esims coeficients de Fourier amb les n-esimes
funcions trigonometriques:
0

S e = 3 (frenden(d).

n=—o n=—a

Usem el simbol ~ en lloc de la igualtat per remarcar que en un punt donat 6 la serie
podria no convergir i, de fet, pot no convergir enlloc.

d) El conjunt {e,}nez de les funcions trigonometriques constitueix una base ortonormal
per l'espai L?(T) de funcions de quadrat integrable a T. Aqui ortonormal es refereix
al producte escalar de L?(T). En particular tota funcié f € L?(T) coincideix amb
la seva seérie de Fourier a L?(T) o equivalentment les sumes parcials de Fourier Sy f
convergeixen a f en la norma de L?(T), on Sy f(6) = 2iln|<N f(n)eme:

Jim [[f = SN fllpaery = 0.

També ’energia, o norma L?(T), coincideix amb la norma ¢?(Z) de la successié dels
coeficients de Fourier, és a dir que es compleix la identitat de Parseval:
a0

1f1Z2my = 2 1F)P.

n=—aw

Es més, la suma parcial de Fourier Sy f és la projeccié ortogonal al subespai tancat
Pn(T) dels polinomis trigonometrics d’ordre menor o igual a N. En particular, Sy f
és la millor aproximacié de f al subespai Py (T) en la norma L?(T).

6.1.2 Base de Fourier discreta

A continuacié presentem els resultats analegs en el context discret. Al llarg del capitol
considerem un enter positiu N fixat, i escrivim w := e2™/N. Recordem que Zy =
Z/(N) :={0,1,--- , N — 1}, on estem identificant els nombres enters amb les seves clas-
ses modul N. Recordem que el superindex T indica transposada. Per exemple escrivim
v =[z0,-+,2y_1]7 per denotar que v és un vector columna.

a) A cada vector v = [zp,---,2yv_1]7 € CV li podem associar un segon vector ¥ =
[ag, - ,an_1]T € CN. El vector ¥ s’anomena transformada discreta de Fourier de v.
Les coordenades de la transformada discreta de Fourier venen donades per la férmula

1 Tikn
an =0 7ﬁ22kw HZTszesz per n € Zy.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

b) Les components de la DFT sén les N funcions trigonométriques discretes e, : Zy — C
donades per
L %
en(k) i= —w"" er ke Zy,
n(k) i p
on n € Zy. Aixi el coeficient n-ésim de Fourier de v es pot escriure en termes del
producte escalar a CV com

N-1 o
an =B(n) = . zren(k) = (v,en).
k=0

c) El vector original es pot determinar sabent la seva DFT. La coordenada k-ésima de v
ve donada per

N-1

N-—
v(k) =z, = Z B(n)wk™ = > (v, enyen(k).

n=0

d) El conjunt {ey}nez, constitueix una base ortonormal per l'espai CN respecte al pro-
ducte escalar estandard, i es compleix el teorema de Pitagores

N—-1

2 2 ~
HUHe2(ZN) = |vligy = Z o(n)[?
n=0

En aquest sentit la norma d’un vector v a CV és la mateixa que la de la seva transfor-
mada discreta de Fourier v(n).

Notem que considerar els indexs a l'espai Zy té tot el sentit, ja que donats n,j € Z,
aleshores, per exemple, tenim

N-1 N—
~ . 1 1 B B
v(n+jN) = \/, E zpe 2k +iN)/N Wi E: o—2mikn/N ,—2rijk
k=0

1 N—-1
2k 6—27rzkn/N a(n)
- R

Ens hem referit a l’espai de Hilbert CV amb el producte escalar estandard com espai
(?(Zy) per emfasitzar la similitud amb l’espai de Hilbert L?(T). De fet, £2(Zy) es pot
entendre també com un espai de funcions de quadrat sumable, sempre que identifiquem
els vectors v € CV amb funcions v : Zy — C que a cada index n li assignen el valor v(n)
de la seva coordenada corresponent. Aquesta identificacié ja 'hem feta implicitament en
la notacié introduida més amunt.

Al canviar la dimensié el nombre w canvia, aixi com els vectors e,. Seria més correcte,
perd farragés, escriure wy i €)Y, perd no ho farem per mantenir el paper net i ordenat, que
no és un detall menor. Es feina del lector tenir present aquesta subtilesa.

Tot seguit presentem un parell d’exemples.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Exemple 6.1 (Base ortonormal de Fourier per C%). Sigui N = 5, és a dir que w = €27/,
Aleshores tenim els vectors ortogonals dos a dos

1 1 1 1 1
1 w w? w3 wt
fo=11], A=, fo=|w'|, fa=|w]|, fi=]|u’
1 w3 w w? w?
1 w? w3 w? w

Dividint per la longitud +/5 obtenim la base ortonormal {ej}}_:

1
e = —=Jk-
NG
O
Imz Imz
w! w? L
w? o’ ~
W0 W0
Rez w? Rez
w3 5 w’
wt w 6
Figura 6.1: Arrels de la unitat per N =51 N = 8.
Exemple 6.2 (Base ortonormal de Fourier per C%). Sigui N = 8, és a dir que w = ™4,

Aleshores tenim els vectors ortogonals dos a dos

1] e o 2 w0 w0 w0 w0

1 wl w? w3 w? w? W w’

1 w? w? W W w? w? W

1 w3 W wh w? w’ w? w?

1|’ wh|’ WO |7 wh|’ WO |7 wt|’ WO |7 W]’

1 w? w? W’ w? wh W w3

1 W w? w? w0 W w? w?

[ 1 | _w7_ _w6_ _w5_ _w4_ _w3_ _w2_ _wl_

és a dir

(1] 1] [ 1 ] 1] [ 1 ] 1] [ 1 ] 1]
1 w ) w3 —1 w® —1 w’
1 ) -1 —1 1 i -1 —1
1 w3 —1 w -1 w’ w?
1|’ -1’ 1]’ -1’ 1]’ -1’ 1]’ -1
1 w? 1 w’ -1 w —1 w3
1 —1 -1 1 1 —1 -1 1
| 1] | W7 ] | —7 | | W | | —1 | | w3 | | 7] | w |
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Dividint per la longitud +/8 obtenim la base ortonormal {ek}Z:O:

1
e = —=[k-
V5
Notem que en aquest cas que IN no és primer, surten patrons que en el cas anterior no es
donaven. O

Exercici 6.3. Verifica que {ek}g:_ol és una base ortonormal a C.

Pista: Els nombres wy, = e2™*/N s6n les N arrels de la unitat, és a dir, les solucions
de 2V = 1. Com que 2V —1 = (z — D)(zVN"! + .- + 2 + 1), deduim que per k # 0
w,iv_l+-'~+wk+1=0. :

Fem unes quantes observacions. En primer lloc, en el context discret trobem una si-
metria que en el cas de les series de Fourier no existia, i és que la transformada discreta
de Fourier esta en el mateix espai vectorial que el vector original. Als propers capitols
desenvoluparem la transformada de Fourier, que transforma funcions de quadrat integrable
f € L?(R) en funcions de quadrat integrable. Ens trobem doncs que el senyal transformat
és del mateix tipus que el senyal original. De fet es pot dir el mateix de la classe de
Schwartz i de les distribucions temperades, com veurem.

En segon lloc, com deéiem, podem identificar els vectors com a funcions v : Zy — C.
Amb aquesta notacié, la DFT es pot escriure com

N-1
@\(m) _ L 2 U(n)efQﬂ'inm/N_
qu’n:O

En tercer lloc, no hi ha cap problema de convergencia de series ja que tots els sumatoris
sén finits. Aix{, totes les subtileses dels capitols anteriors es poden aparcar.
En quart lloc, en el cas discret també tenim la identitat de Plancherel (o de Parseval)

N-1 N-1
D )P = B,
n=0 n=0

és a dir
2 A2
vy = 1012z
Aqui la norma és la norma euclidiana induida pel producte escalar complex, és a dir

I’arrel quadrada de la suma dels quadrats dels moduls de les coordenades del vector, que
coincideix amb l’arrel del producte escalar de v pel seu conjugat.

Exercici 6.4. Demostra la identitat de Parseval discreta. <4

De la mateixa manera que passava amb els coeficients de Fourier, la identitat de Parseval
ens revela que la DF'T preserva I'energia del senyal original. Quan treballem transformades
de Fourier a R veurem que es compleix el mateix principi.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Observacié 6.5. Alguns autors utilitzen la base ortogonal {foy, -, fy—_1} definida per
fi= v/Ne; en lloc de la base ortonormal {er}iez, - Aixo presenta I’avantatge computacional
de no haver d’utilitzar una arrel quadrada cada vegada, cosa que alenteix els calculs.
Aleshores apareix un factor % en la definicié dels coeficients i a la identitat de Parseval
(pero no a la férmula de reconstruccié). Podriem entendre que {fi}ez, €és una base
ortonormal pagant el preu d’utilitzar el producte escalar normalitzat

1 N-1 7
(U, Whner 1= N Z v(n)w(n).
n=0

Aquesta convencié és similar a la que hem agafat al tractar L?(T), on hem afegit el factor

% en la definicié de producte escalar. En aquests apunts farem ts del producte escalar

estandard en lloc del normalitzat. El lector queda advertit de la importancia de comprovar
sempre la normalitzacié que s’esta fent servir en tractar amb ’analisi de Fourier. .

6.2 Bases duals a CV

Abans de discutir la transformada discreta de Fourier amb més detall, anem a repassar
alguns resultats d’algebra lineal sobre bases.

Definicié 6.6. Una base és un conjunt de N vectors {vy,--- ,vn} tal que cada vector
v e CN pot ser escrit de manera unfvoca com a combinacié lineal dels elements de la base:
podem trobar nombres a; € CN tals que

v =aiv; + -+ anvn. (6.1)
[ ]

Notem que comptar de 1 a NV o de 0 a N — 1 és el mateix. En el cas de la DFT preferim
usar normalment la segona notacié perque se simplifiquen algunes férmules.
Sigui B la matriu N x N que té per columna j-ésima el vector j-esim. Escrivim

B=]v -+ on|. (6.2)

Amb aquesta notacié podem representar la combinaci6 lineal (6.1) com
=B _ T
v = Ba, on a = [ay,as, - ,an]" .

Notem que a és un vector columna ja que hem usat la T per denotar transposicio.

Teorema 6.7. Els segiients enunciats son equivalents:

1. Un conjunt de N wvectors {v; }é\le és una base de C.

2. Els vectors {vj}j-vzl son linealment independents. Es a dir que si Ba = 0 aleshores
a=0.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

3. La matriu B definida a (6.2) és invertible. Per tant podem trobar els coeficients

a; € CN mitjancant la formula a = B~ 'w.

Donda una base {vj}é-v: , de C¥ definim la matriu invertible B amb l'equacié (6.2) i
denotem wj; el conjugat complex de la fila i-esima de la matriu B~!, és a dir que

— wil —
B! = : : (6.3)

- wy —

Les linies horitzontals serveixen per emfasitzar que w; sén vectors i no escalars. Obtenim
doncs

— wr —| [ @) (v, wi)
B~ = : =
— wy —] [v(N) (v, wn)
quan v = [v(1),---,v(n)]T.
Exercici 6.8. Verifica la férmula anterior. <

Com hem vist abans, els coeficients de v en la base {v;}¥; sén exactament les coordena-
des del vector B~'v. Per tant, no només estan univocament determinats, siné que tenim
un algorisme per trobar-los:

a; = (v, wj).
El conjunt de vectors w; s’anomena la base dual de {v;}Y ;. Per tal de calcular els

coeficients d’un vector v en la base original n’hi ha prou amb calcular-ne els productes
escalars amb els elements de la base dual.

Exercici 6.9. Demostra que qualsevol base {v;}}Y.; amb dual {w;}Y¥, compleix la condicié
d’ortonormalitat

(U, wi) = O -

A més a més, demostra que v = Z;V:l@, wiHvj = Z;y:1<v,vj>wj. <

En particular, si la base és ortonormal, aleshores la base dual coincideix amb la base
original. Equivalentment, B~! = BT

Definicié 6.10. Una matriu N x N que té per columnes una base ortonormal s’anomena
matriv unitaria. .

Les matrius unitaries sempre sén invertibles. La inversa d’una matriu unitaria U, com
hem vist, coincideix amb la conjugada de la transposada d’U, és a dir

Ul =UT.

Exercici 6.11. Sigui U una matriu unitaria. Demostra que U conserva el producte escalar
de C¥ i la norma ¢?(Zy). En particular, U és una isometria. <
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

6.3 Transformada de Fourier discreta i la seva inversa

No és massa complicat de veure que l’aplicacié que transforma v en v és lineal. L’anome-
nem transformada discreta de Fourier.

Definici6é 6.12. La matriu de Fourier Fiy és la matriu d’entrades

e?mmn/N

Fy(m,n) = per m,n € Zy.

Les columnes de Fi s’anomenen vectors ortogonals de Fourier (que no ortonormals) i els
denotem com {fo, f1,---, fn—1} .

La matriu de Fourier és simetrica, en el sentit que FJE = Fn.

Exemple 6.13. Heus aqui la matriu de Fourier per N = 8:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 w i owd -1 W —i W
1 ¢« -1 —i 1 i -1 —i
o 1 W —i w -1 W i W
8701 -1 01 -1 1 -1 —1
1 W i W -1 w =i W
1 — =1 1 1 — -1
(1 W’ —i W -1 WP w |

La DFT esta completament determinada per la matriu de Fourier. Concretament,

U= —=Fnv.
v N
. 1 = - ciN . .
Notem que la matriu WF v és unitaria, ja que les seves columnes formen una base orto-

normal. Per tant
1 1 1

—1 o
—F = ——FI = —Fy,
(x/N N) VN NN
i podem recuperar v sabent v de la seglient manera:

1 ~
v=—=Fnv.
VN
Aixi doncs, en el context de dimensié finita, la transformada de Fourier és un canvi de
base ortogonal de la base estandard a la base de Fourier!

Exercici 6.14. Demostra que 1 FxFy = +FxFy = Iy, on Iy denota la identitat en les

matrius N x N. q

Exercici 6.15. Demostra que donats v,w € CV, aleshores (3, W) = (v, w). Recorda que,

en notacié matricial, (v, w) := v’ w. q
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Exercici 6.16. Definim la convolucié de v, w € CV com

1 N1
vxw(n) = 7N kZ:O v(k)w(n — k).

Demostra que v = w(k) = 0(k)w(k). Notem que els indexs estan definits com a classes de
Zn i, per tant, estem usant la convencié v(—n) := v(N —n) quan 0 < n < N. <

A Thora de computar el nombre d’operacions significatives que implica un algorisme,
les addicions, les permutacions i les multiplicacions per 1 o per 0 no compten (pero les
multiplicacions per —1 sf). Com que les matrius Fiy i Fy sén matrius sense zeros (i amb
relativament pocs uns), multiplicar un vector per una d’aquestes matrius representa fer un
total d’aproximadament N? operacions significatives. Diem que ’algorisme té ordre N?2.

No obstant, es pot fer el mateix calcul d’'una manera molt més eficient: amb ’algorisme
FFT.

6.4 La transformada rapida de Fourier (FFT)

Els anys seixanta de la decada passada (mentre la humanitat arribava a la lluna i a
Espanya la dictadura comengava a donar timides mostres d’obertura, com la creacié de
les universitats autonomes de Madrid i Barcelona) Cooley! i Tukey? van idear I’algorisme
transformada rapida de Fourier (FFT per les inicials de Uangles Fast Fourier Transform).
Aquest algorisme fa s d’un mecanisme enginyés de factoritzacié de matrius explotant
I’estructura particular de la matriu de Fourier que redueix el nombre de multiplicacions
necessaries de N2 a N log, N. Aquesta millora va revolucionar el camp del processament
digital del senyal. De fet el seu article és un dels articles matematics més citats de la
segona meitat del segle XX.

Es interessant observar que a principis del segle XIX Gauss ja havia trobat un algorisme
molt similar per calcular els coeficients dels polinomis trigonometrics. En aquella epoca
ni les matrius ni el processament digital del senyal es podien anticipar...

Matematicament, la FF'T es basa en factoritzar Fr com a producte de matrius esparses,
és a dir matrius que tenen molts zeros. Illustrem aquest principi en dimensié N = 4:

Exemple 6.17. El conjugat de Fj es pot escriure com a producte de matrius esparses de
la segiient manera:

10 1 0]t 1 0o o[t o000

— lo1 0 —ilf1 =10 of]loo0o 10

Fa=1y 0 1 ollo o 1 1 01 0 o PBY
01 0 4|]lo 0o 1 —1]]0o 001

Observem que la primera matriu, D, esta formada per quatre matrius diagonals 2 x 2,
dues de les quals son la identitat. La segona matriu, B, esta formada per dues matrius

! James Cooley, 1926-2016
2John Wilder Tukey, 1915-2000
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

2 x 2 que sén, de fet, copies de F,. La tercera matriu, S, és una matriu de permutacid: al
multiplicar SA per una matriu quadrada A, en resulta una matriu A amb la segona fila i
la tercera permutades. O

La idea de la FFT queda completament dibuixada amb I’exemple anterior. Es tracta
d’un metode recursiu per obtenir Fy com a producte d’una matriu B{V amb dues copies
de Fly o per una matriu DY formada per quatre blocs diagonals i una tercera matriu Sf¥
de permutacions:

Fy = DYBYSY.

Aixi, en aquest pas s’hauran de fer N productes (els corresponents a la matriu formada
per blocs diagonals). Aplicant recursivament aquesta factoritzacié, en cas que N sigui
una potencia 2* de dos, obtindrem un total de k matrius de blocs diagonals on només
N coordenades seran diferents de 0 o 1, i la resta seran matrius de permutacié (que es
poden ajuntar per crear una tnica matriu de permutacié). Aixi, en lloc de multiplicar
per Fy, multiplicarem pels seus factors d'un en un, resultant un total de kN = N log, N
multiplicacions. Tot seguit donem més detalls d’aquest argument recursiu. Notem que si
N no és una potencia de 2, aleshores podem afegir les coordenades necessaries als vectors
per arribar a aquesta dimensié, omplint de zeros les coordenades creades. Aixi doncs
suposarem sempre que N és una potencia de 2
Per donar sentit a la reduccié anterior, comencem per reescriure

5(m 2 e (6.4)

com a combinacié lineal de dues sumes A,, i B, amb la mateixa estructura que la suma
inicial. Per fer-ho, separem els termes parells i imparells:

R 1 V&t Smimen 1S el
o(m) = 7 v(2n)e N + N Z (2n+1)e
n=0 n=0
N/2_1 —2mimn i N/2_1 —2mimn —mim
_ v(2n e 21\1/2 4 6_217{7”” (2n + 1)6 21\’/2 =:A,, +e N2 B,,. (6.5)
n=0 \/N n=0 \/N

El punt clau és adonar-se que v(m) i v(m + N/2) presenten una certa simetria en termes

de A,, 1 B,
N/2-1 N/2-1
N N 727r7,(m+N/2)(2n) 1 —2mi(m+N/2)(2n+1)
v<m+2> Z N +\/T Z v(2n + 1)e N
N/2—1 N/2— .
_ Z e—27rinv(2n> e_Qﬁgm 72"”” 2 —27i( n+1/2) (27’L + 1)6_%7%”"
n=0 v N n=0 \% N

= A, - efﬁ/z;an’ (6.6)

on hem usat que e~ 2™ = 1 i ¢=2m(n+1/2) — o=7 — _1 per tot n € N.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Aixi hem reduilt a la meitat el nombre d’operacions necessaries, ja que calculant A,, i
B, obtenim dos termes de la DFT en lloc d’'un. Passant al llenguatge de matrius, el que
hem fet és primer reordenar les coordenades del vector posant primer les parelles i després
les senars. Aix0 es correspon a multiplicar per una matriu

GN . [ParellN/g]

L Senary 2,

on Parelly; és la matriu M x 2M corresponent a eliminar les files senars a la identitat i
Senarys és la matriu M x 2M corresponent a eliminar les files parelles a la identitat. Tot
seguit notem que A,, correspon a la transformada de Fourier de dimensi6 N /2 aplicada
a les coordenades parelles i By, correspon a les senars. Aixi doncs obtenim una segona

BN ._ [FN/Q ON/Q]
! Onj Fnpl’

matriu

on 0p; és una matriu nulla M x M. Finalment, el resultat A,, de les coordenades senars
se suma tant a les posicions 0 < m < N/2 (freqiiencies positives) com a les N/2 <m < N

(freqiiencies negatives, si pensem en Zy!!!), mentre que el By, cal multiplicar-lo per e N/2

en les freqiiéncies positives i per —e M2 en les negatives. Aix0 es correspon a multiplicar

per la matriu
DN ._ [IN/2 Do ]
! Inp  —Dpyyj,

on Iy és la matriu identitat M x M 1 Dj; és la matriu diagonal M x M que pren
coordenades Dy (m,m) = e~ ™™/M _ Dit d’una altra manera, els termes de la diagonal s6n
les arrels M-esimes de la unitat.

Exercici 6.18. Assegura’t que les equacions (6.5) i (6.6) es tradueixen en

Fy = DVBNsSY. (6.7)

Exercici 6.19. Escriu la descomposicié de Fg com a producte de matrius
FB = D{VB{VS{V7
fent servir (6.7). Aplicant (6.7) de manera recursiva, mira d’aconseguir una descomposicié

Fy = DYD3B3 8557,

on [ oN/2
= |5 o
= N2 |
BN ._ B{V/Q On/2
5 = N2 |
| Onje By
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

DN ._ D{V/Q On/2
9 = N2 |-
Oy D

<

Projecte 6.20 (Algorisme FFT). Crea un algorisme FFT amb el llenguatge de progra-
macié que prefereixis. Utilitza’l per multiplicar dos polinomis. <

Projecte 6.21 (Dibuixar amb epicicles). Crea una animacié amb epicicles per generar
una illustracio. <

Projecte 6.22 (Espectrograma). Crea una interficie amb Processing.org o algun progra-
mari similar per generar un espectrograma. <

Projecte 6.23 (Grups abelians finits). Explica I’analisi de Fourier en grups abelians finits.

<
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7 La transformada de Fourier com a integral

La idea clau de I’analisi harmonica consisteix en expressar una funcié o senyal com a
superposicié de funcions més simples i ben conegudes. Hem vist ja com dur a terme
aquesta idea en el cas de funcions definides a T i en el cas de vectors de dimensié finita.
Tot seguit desenvoluparem el tercer i tltim bloc del curs, on parlem de I'analisi de Fourier
per funcions de variable real f : R — C. Es tracta de la transformada de Fourier, que
expressa funcions no periodiques com a integral de funcions trigonometriques.

Definirem la transformada de Fourier a I’espai L!(R), i n’explorarem la teoria fins que
ens trobem amb les limitacions que té en aquest espai.

Al segiient capitol canviarem el focus d’atencié cap a un context favorable, on totes
les funcions tenen un comportament exemplar, una mena de paradis. Definirem la classe
de Schwartz de funcions suaus amb decaiment superpolinomial. Farem també l’extensid
a L?(R) i fins i tot a una classe de funcions generalitzades anomenades distribucions
temperades, 1 estudiarem diverses propietats de la transformada de Fourier en aquests
espais.

7.1 De les series de Fourier a les integrals de Fourier

Com hem vist, les series de Fourier tradicionals expressen funcions periodiques suficient-
ment regulars com a suma d’harmonics purs:

fw) = 3 Fonyerrine. (7.1)

nez

Notem que aquesta expressio és valida per funcions de periode 1, en lloc de les funcions
de periode 27w que hem estudiat majoritariament als primers capitols. Escrits aixi, els
coeficients de Fourier sén més semblants a la transformada de Fourier tal i com la farem
servir en aquest capitol.

A principis del segle XIX, les matematiques es van revolucionar amb ['afirmacié de
Fourier que “tota funcié periodica” es pot expressar com una d’aquestes series, on el
coeficient (o amplitud) de freqliencia n es calcula amb la férmula

f(n)={f,eny:= /0 f(z)e 2™ gy per n € Z.

Van caldre 150 anys per entendre exactament que significava exactament aquesta afirma-
ci6. Parlem de Darticle de Lennart Carleson on es demostra que les funcions de quadrat
integrable a [0, 1] tenen serie de Fourier convergent g.p.t. arreu. Com a conseqiiencia, les
funcions continues també presenten aquest comportament (cosa que no era sabuda abans
de l'article mencionat).
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7 La transformada de Fourier com a integral

Al Capitol 5 hem establert que les funcions trigonometriques {e*™"*}, 7 formen una
base ortonormal per L?([0,1]). Es a dir que la identitat (7.1) té sentit com a série en
12([0,1]).

També hem discutit la transformada discreta de Fourier (DFT) en espais vectorials de

dimensi6 finita CV. En aquest cas, els vectors trigonometrics {en}fy;ol amb coordenada
k-esima e (k) = \/Lﬁe%””k/ N formen una base ortonormal de CV. Per tant, la DFT inversa

ve donada per

N—-1 ‘
U(k) Z 6(n)627rznk/N’
n=0

~ 1
=@ =

i el coeficient enesim de Fourier ve donat pel producte escalar

N-1
1 ,
o(n) ={v,epy = —— v(k)e 2mRn/N,
(1) = Coren) = 2 35wt
En el cas no-periodic, definim la transformada de Fourier de f € L'(R) com

fie) = [ fa)ei e (7.2)

La transformada inversa de Fourier sera ara

5(x) = /R 9(6)¢>E de. (7.3)

Hi ha molt a discutir sobre quines funcions satisfan (i en quin sentit) la segiient formula
d’tnversio de Fourier:

f(z) = /R Fle)ermien ag, (7.4)

o més sinteticament f = f

Heuristicament hom pot arribar a les férmules (7.2) i (7.4) calculant les series de Fourier
en intervals cada vegada més grans, fins a cobrir tota la recta real. Vegem-ho.

Per funcions f : [-L/2, L/2) — C suficientment bones, tenim que

fl@) =Y ap(n)e*™™/t  per we[-L/2,L/2), (7.5)

neZ

on el L-coeficient de Fourier enesim ve donat per la identitat

L/2 ’
st = 7 [ Sy

Si prenem §,, := 7, aleshores podem reescriure la identitat (7.5) com

fa)= Y Fule)y  pere[-L/2 L2) (76)

nez
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7 La transformada de Fourier com a integral

on Fr(§) := e*mite ffﬁQ (y)e™2™Y dy.

Aquesta expressié recupera f(x) per x € [—L/2, L/2) i té la fila d’'una suma de Riemann
per la integral impropia | EOOO Fr(§) d€, llevat que el parametre L apareix també a la funcié a
integrar. Ara bé, si f és de suport compacte, aleshores per L prou gran f estara suportada
a|—L/2,L/2)1 FL, = Fy, no dependra ja de L. Obtenim en aquest cas que

Fo(6) = & / Fly)e e gy — P f(e),

on f és la transformada de Fourier de f tal i com I'hem definida a (7.2). Per tant,
heuristicament, esperem que quan L — o0 la suma de Riemann (7.6) convergeixi per
relRa

BERT 1 * _ “ Tifx 7
)= Jim S a6y ~ [ o= [ emeieac

Aquest argument es podria arreglar una mica per fer-lo rigorés sota certes condicions,
perd no ho farem ja que només ens interessava entendre la intuicié darrera com una serie
de Fourier es converteix en una integral quan l'interval del domini de la funcié “esdevé
infinit”. Fem-ne una descripcié de broc gros: Al calcular el coeficient de Fourier ar(n),
el que abans anomendavem freqiiéncia enésima en realitat correspon a la freqiéncia n/L.
Al prendre intervals cada vegada més grans, els termes de fregiiencia més baira, n = 1,
corresponen a la freqiéncia 1/L, aixi que prenem freqiiencies cada vegada més baizes (és a
dir funcions trigonometriques amb periode cada cop més llarg, concretament L) i, de fet,
prenem infinites freqiiencies separades pel pas 1/L. D’alguna manera, al fer gran linterval
necessitem més i més resolucid a l’espai de freqiiencies. Quan linterval esdevé infinit, hem
necessitat resolucid infinita.

7.2 La transformada de Fourier de funcions integrables

Definicié 7.1. La transformada de Fourier d’una funcié integrable f es defineix per £ € R

com
T

G /R f2)e ™80 dp = lim [ f(x)e 2™ da. (7.7)

T—o0 -T

Exercici 7.2. Aquesta tltima igualtat és certa sempre que f € L'(R) (pel teorema de
convergencia dominada). q

Tot seguit demostrarem el lema de Riemann-Lebesgue a L!(R), comprovant que la
transformada d’una funcié integrable decau a l'infinit.

Lema 7.3 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f € L*(R), aleshores

lim f(¢) = 0.

|§]—00
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7 La transformada de Fourier com a integral

Demostracio. Igual que vam fer amb les funcions periodiques, multiplicant i dividint per
—1 introduim una translacié a I'integrand que ens permet fer un canvi de variable per
reescriure la transformada de Fourier:

f(f) /OO f(x)e 2™ g — —e™ /oO Fla)e 2w gy — _/OO f(x)e_%ig(m_i) "

1 ‘
<[ (o) e

Fent la mitjana entre aquestes dues expressions, obtenim

Fo-5 [ (101 (o4 5))e™ean

~ 1 [ 1 1 1
|f(§)‘<2/w‘f(m)—f<m+2£>’d$<2W1f(2|§|>.

Per l'exercici 2.52 obtenim que

~

lim [f(§)[ = 0.
|§|—00
O
Exercici 7.4. Sigui f € L'(R). Demostra que fe Co(R). Es a dir, demostra que la
transformada d’una funcié integrable és continua. <

Exercici 7.5. Demostra que

<

De 'exercici anterior en deduim que la transformada de Fourier d’una funcié integrable

pot caure fora de L'(R) i, per tant, ]? no esta definida a priori. Per aquest motiu ens cal
treballar en una classe de funcions més bona, ho farem a la seccions 7.5 1 8.1.

Exemple 7.6 (La campana de Gauss). La campana de Gauss

juga un rol fonamental en analisi de Fourier, probabilitats i fisica. Té la propietat poc
comuna que

G(€) = G(9). (7.8)

Vegeu 'exercici 7.9. O
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7 La transformada de Fourier com a integral

7.3 El diccionari temps-freqiiéncia

La transformada de Fourier interactua molt bé amb un seguit d’operacions. En parti-
cular, la derivacié esdevé multiplicacié per polinomis i viceversa, la qual cosa explica la
importancia fonamental de I'analisi de Fourier en la resolucié d’equacions en derivades
parcials. Les convolucions es converteixen en productes i viceversa, cosa que illustra la
importancia de les tecniques aqui descrites en processament del senyal, per exemple en
el filtrat de sons. En aquesta seccié presentem un diccionari temps-freqiiencia que llista
totes aquestes interaccions.

La transformada de Fourier és lineal, és a dir que per tot parell de funcions f, g € L*(R)
i tot parell de nombres a,b € C tenim que amg(f) = af + b.

La transformada de Fourier també interactua amb translacions, modulacions, dilatacions
i simetria central de manera prou senzilla. A la Taula 7.1 llistem aquestes propietats i
algunes més, en el que anomenem diccionari temps-freqiiéncia. Aqui el terme temps es
refereix a la variable z de fA ja que en el cas del so, per exemple, la variable x representaria
el temps, i la variable £ de f representaria les freqliencies presents al senyal. Les operacions
que fem a f diem que les fem al domini temporal o al cantd del temps, mentre que les
operacions que fem a f les fem al domini de les fregiiéncies, al cantd de les freqiiencies o,
tot sovint, al cantd de Fourier.

Llegim per exemple la tercera fila de la taula. Modulacié significa multiplicar pel factor
e?mihr i gescriu My, f(xz) = ¥ f(x). Aquesta operacié provoca un desplacament o
translacié al canté de les fregiiencies que es sintetitza com Mp, f &) = 1 (&—h) = Thf(f ).
Es a dir que fer una modulacié al cant6 del temps correspon a fer una translacié al cantd
de les freqiiencies.

Només les propietats g), h) i j) requereixen alguna hipotesi suplementaria a f, g € L' (R),
vegeu els exercicis 7.7, 7.8, 7.13 1 7.25.

La propietat a) ens resumeix la linealitat de la transformada de Fourier. Les propietats
b)-e) ens parlen de la interaccié de la transformada de Fourier amb el grup subjacent,
en aquest cas (R, +), en el cas de les series de Fourier seria (T, +) en el domini temporal
i (Z,+) en el canté de Fourier i en el cas de la DFT seria (Zy, +) en ambdds casos.
Les propietats f)—j) parlen de la interaccié de Fourier amb la conjugacio, la relacié entre
derivar i multiplicar per un polinomi i la relacié entre la convolucié i el producte.

Les demostracions de la majoria de les propietats es deixen com a exercici. Funcionen
de manera molt similar a les demostracions de les propietats de la Taula 4.1.

Exercici 7.7. Comprova les propietats a)-f) per f € L', i comprova g) per f € L'(R)
derivable tal que f' € LY(R) amb f’ € Rioc(R). q

Les propietats de la convolucié i) i j) les deixem per la Seccié 7.4. Demostrem tot
seguit la propietat h): si multipliquem una funcié per 2miz i tot seguit en calculem la
transformada de Fourier, obtenim la derivada de la transformada de Fourier original.
Aquesta propietat no té cap analoga al cas de series de Fourier i per aixo la demostrem
aqui.

Demostracié de la propietat h). Suposem que f e L® i x3f(z) € LY(R).
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7 La transformada de Fourier com a integral

Temps z € R Freqiiencia £ € R
a) Combinaci6 lineal Combinacié lineal
af +bg af +09(&) = af + b3
b) Translacié - Modulacié/\
mnf(®) := f(z — h) (&) = M_pf(§)
c) Modulacié /\TranslaciéA
My f(z) := > f(x) Mpf(€) = T f(§)
d) Dilatacié amb s > 0 /Izﬂatacié inveria
Dsf(w) = Sf(SQ?) Dsf(g) - SDsflf(g)
e) Simetria central Sir{l\etria csntral
flz) = f(~) f©=F©
f) Conjugacio (Eonjugacié reflectida
F@):=f(@) F©) =70 = 1©
g) Derivada Producte per un Ilolinomi
f'(x) == £ f(x) f'(€) = 2mig f(§)
h) Producte per un polinomi /\Derivada
—2rix f(x) —27i - f(-)(€) = &£ f(E)
i) Convolucié - Produgte
frg@) = [ fWalx—yldy |  f+g(&) = (&)
j) Producte AConvolAucié
(f9)(x) := f(z)g(x) f9(&) = =4

Taula 7.1: Diccionari temps-freqiiéncia a L'(R).

Utilitzant la definicié de la transformada de Fourier tenim

/ f(x)ef%ri(£+h)x _ f(x)ef%mfx
d
R h

do o flEvn)—fE)
e/ (&) = Jim h =

Z.

Intercanviant els limits, obtindriem immediadament la propietat h), perd cal justificar bé
els passos.
Per definicié també tenim

—27i - f(-)(&) = —/RQTrixf(x)e%iéx dx.

Volem veure doncs que

—2mi(é+h)x _ —2milx )
lim/ f(@)e . f(x)e dx = —/ omix f(x)e 2T da.
R R

h—0

N’estudiarem doncs la diferéncia.
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7 La transformada de Fourier com a integral
Cal veure que el segiient limit és zero:
) e—2mihe _ q
lim / f(x)e2mie < + 27T’il’> dr = lim @ + lim .
h—0 JRr h h—0 h—0

Donat M >> 0 (és a dir M molt gran), separem la integral en la part acotada @ ila

cua @ i prenem valors absoluts dins de la integral. La part acotada és

6—27Tihac _
@::/ |f(2)] + 2mix| dz.
| <M h
Per |h| < hg = m, tenim que si |z| < M aleshores
e~ 2mihe _q o ‘—2m’hx + O(|hz|?) o €
mix| = mir| < ————),
h h AM | f
ja que "
€
O(|hz)?) < CM?h? < CM?*|h|hg = ——. (7.9)
AM || £l

Aixi doncs,

g g
(W) < T /|x|<M F@lde < 3.

Per la cua prenem |23 f(z)| < C com a hipotesi, de manera que

@) o (@) | Casnae

= 2w lim zf(x ‘—i—i d:c<27r/ —(1+1)de < —.
h—0 |z|>M 2whx |z|>M |I|2 M

Aqui hem fet servir que per € R tenim |e? — 1| = |cosf + isinf — 1| < |f|. Prenent M

prou gran tenim que

()<

A la demostracié anterior hem suposat f € L* i 23f(z) € L*(R), pero de fet és sufi-
cient amb f € L'(R) i zf(x) € L'(R), que de fet sén condicions necessaries perque les
transformades de Fourier estiguin ben definides com a integrals:

| ™

O]

Exercici 7.8. Demostra que si [ (1 + [z])*|f(2)| dz < o, aleshores f és k vegades dife-
renciable, i

@ o (i)~
@f(é) = ((=2mi)" f()) " (6).
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7 La transformada de Fourier com a integral

Exercici 7.9. Sigui a > 0. Calcula la transformada de Fourier de la funcié f,(x) :=

e*ﬂ'all|2.

Pista: pots utilitzar que tant G(z) := e~™ com G satisfan I’equacié diferencial or-
dinaria f/(z) = —272f(z), amb condicions inicials f(0) = 1. ! 4
Exercici 7.10. Calcula la transformada de Fourier de la funcié g, (z) := =27 amb
a>0.2 4

Exercici 7.11. Donat a > 0, definim I'(a) := [“e %29 'dr. Donat a > 1, iz € R

0
definim .

Fo(§) = (1 + 4n2e2)or2’

que és la transformada de Fourier del potencial de Bessel Gy (z) := F;é(az), almenys quan
«a > 1, garantint que F}, és integrable.
Dedueix que

]. © x 2
F - - 75(1+47r§ ) 04/271d )
) G )y o
Prova que
(4m)~1 /OO _y_2? a-adt
G = t 2z —.
O rep T
Pista: demostra que I'(a) = t* fooo e 2=t dx per t > 0. <

7.3.1 Convolucié de funcions integrables

Definicié 7.12. La convolucié f * g de dues funcions f, g € L*(R) es defineix com

fg(x):= /f(fﬂ—y)g(y) dy. (7.10)

Aquesta convolucié esta ben definida gairebé per tot z, i és també integrable per la desi-
gualtat de Young (vegeu el lema 4.5). Amb un canvi de variables, veiem que fxg = g = f.

La convoluci6 és fonamental en analisi harmonica. En els capitols sobre series de Fourier
ja vam veure com definir la convolucié de dues funcions periodiques. També vam parlar
de la convolucié de vectors en el capitol anterior. A la seccié 7.4 parlarem del cas de les
funcions integrables i a la seccié 8.1.1 aprofundirem en la convolucié de funcions de la
classe de Schwartz.

Tal com vam estudiar al cas de la circumferéncia unitat T, la convolucié és una operacio
suavitzant, vegeu l'exercici 8.9. El resultat conserva la millor propietat de derivabilitat
d’entre les dues funcions d’entrada.

17 —1/2 &
Falg) = a7V
90(8) = atten
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7 La transformada de Fourier com a integral

Les convolucions donen lloc a operadors lineals acotats invariants per translacions i als
multiplicadors de Fourier. Aquests operadors i les seves generalitzacions sén objecte d’un
estudi intens i donen lloc a branques de I'analisi harmonica molt actives a dia d’avui.

Exercici 7.13. Demostra la propietat i) de la taula 7.1: si f,g € L'(R), aleshores m =
fg. a

7.4 Aproximacio de la identitat

Comentari 7.14. La convolucié es pot entendre com una operacié binaria a les funcions
integrables. Malhauradament, manca un element neutre per la convolucié. Aixo és facil de
veure un cop hem demostrat la propietat i) de la taula 7.1: si existis una funcié dy € L!(R)
tal que f *dp = f per tota f € L'(R), aleshores passant al canté de les freqiiencies tenim
féo = f. Com que aixo0 seria aixi per tota funcié f, en particular seria cert per la campana
de Gauss G, la transformada de la qual és ella mateixa per (7.8) i no s’anulla enlloc. Per
tant, la identitat C:'(So =G implica que dg = 1 a tot arreu. Pel lema de Riemann-Lebesgue,
deduim que & ¢ L'(R). Aleshores, L'(R) no pot ser un grup amb la convolucié.

Seguim un moment més amb aquesta ficcié: suposem que hi ha una funcié &y € L'(R)
tal que f = dg(z) = f(x) per tota f i tota x. Pel que hem vist abans,

/ So(w) dz = 5(0) 1.
R

A més a més, donada qualsevol funci6 ¥ = 0 amb ¥ (x) = 0, tindriem que

0= () = ¢ » bo(x) = /R Bz — y)do(y) dy.

Aixd només és possible que passi per tota funcié ¢ amb ¥ (x) = 0 si §p s’anulla a R\{0}.
Es a dir que tenim una suposada funcié §g que té integral 0 tot i que només pot tenir un
valor (infinit) a z = 0. Evidentment aix0d no és possible i, per tant, dp no pot ser una
funcié integrable. .

Hi ha dues maneres de paliar aquesta manca d’element neutre. La primera és definir
aquesta delta de Dirac g, que té massa unitaria situada a 'origen. La delta, pero, no és
una funcié tal com hem discutit, sino una distribucié. De fet, es tracta d’'una mesura de
Radon, que és un tipus particular de distribucions. Estenent la definicié de convolucié de
manera natural a les distribucions, obtindrem que la delta de Dirac definida a la secci
8.4 és ’element neutre.

La segona manera d’obtenir un substitut per la delta de Dirac és aproximar-la mitjancant
funcions suaus tal i com hem fet a la seccié 4.2 en el cas de funcions definides a T, de
manera que la convolucié per aquestes funcions convergeixi a la identitat en algun sentit.
Aquestes families s’anomenen aprorimacions a la identitat.

Definicié 7.15. Una aprozimacio de la identitat en R és una familia {K;}ep = L'(R) de
funcions integrables, on A R és un conjunt d’indexs juntament amb un punt d’acumu-
lacié ty € A amb les seglients propietats:
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7 La transformada de Fourier com a integral

i) Les funcions K tenen integral unitaria: [, K;(x)dx = 1.

ii) Les funcions K; tenen massa uniformement acotada: existeix una constant C' € R tal
que [p |K¢(z)|dx < C per tot t € A.

iii) La massa de K es concentra a prop de x = 0 a mida que el parametre s’acosta a t:
limy_, f‘$|>5 |K¢(x)| dz = 0 per tot 6 > 0. .

Els exemples a continuacié mostren quin hauria de ser el punt d’acumulacié ty. A
vegades tenim ty = 0 < t, i aleshores la massa es concentra a l'origen quan t — 0, o
podem tenir ¢y = oo i aleshores seria t — o0 (notem que a la definicié, I'adherencia es
pren en la recta real compactificada R U {400, —o0}). En el cas de T es podria deduir la
concentracié de la massa a l'origen de la condici6 que K, (z) — 0 de manera uniforme a
d < |z| < 7. En la recta real aix0o no és possible ja que part de la massa es podria estar
escapant a infinit.

Tot i que no ho estudiarem aqui, les condicions anteriors impliquen que K,, — dy en el
sentit de les distribucions, de manera que el nom aproximacio de la identitat pren tot el

sentit. Dit d’una altra manera, f K 1o, f en un cert sentit (depenent de les propietats
de f), vegeu el teorema 7.18.

Exercici 7.16. Una manera senzilla de produir aproximacions de la identitat és comencar
amb un nucli no negatiu K (x) > 0 amb massa unitaria, [, K(z)dz = 1, i definir la familia
de dilatacions

Ki(z) =t K (t 1),

amb ¢ > 0. Demostra que {K;};~o és una aproximacié de la identitat amb ¢y := 0. <

Exemple 7.17. Les campanes de Gauss sén bons nuclis. Donant un escalament correcte,
obtenim una aproximacié6 de la identitat: Sigui G(z) = e~™" Aleshores

322
Gi(z):=t"te ™ pert>0.

9:2
Com quee "2 >01i fR e ™ dy = 1, aquesta familia és una aproximacio de la identitat
amb tg = 0, vegeu 'exercici 7.16. A la figura 7.1 es pot copsar com aquests nuclis es van
aproximant a la delta de Dirac. O

Aix{ doncs, 'aproximacié de la identitat serveix per obtenir bones aproximacions d’una
funcié. El segiient teorema es demostra de la mateixa manera que vam fer amb ’analeg
en T:

Teorema 7.18. Sigui {Ki}iep una aprozimacio de la identitat quant — to. Si f € L*(R)
i x és un punt de continuitat de f, aleshores la convolucido f + Ky convergeix puntualment
enx a f quant — tg. Si, a més, f és uniformement continua, aleshores la convolucio
f = K; convergeix uniformement a f quan t — ty, €s a dir

st
If * K¢ — fll o — 0
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>

Figura 7.1: Nucli de Gauss G¢(0) per t = 1, %, %, %.

Demostracid. Sigui x un punt de continuitat de f, és a dir

/(6,3) = sup |f(@ -+ h) = f(z) 2250,

Utilitzant la propietat i) de la Definicié 7.15, obtenim que
Kox f(@) = 1(0) = [ K)o =)y~ f@) = [ Kwlie— o)~ f@)]dy
Prenent valors absoluts deduim que
Ko» 1)~ S@) < [ KISt =) — @)l dy

Per la part local utilitzem que la funcié f és continua i I’acotacié uniforme de les normes
L' de K;:

/ KW@ —y) — f@)]dy < £1(5,2) / Ku(y)| dy < Ce (6, ),
ly|<d
i per la part no local,
/ KW — ) — F@)]dy < 21 f] o / Ko (y)] dy.
ly|>6 |ly|>6

Tot plegat, obtenim

[Ki» J(2) = 1) < C216.0) + 21|y | il

ly[=

Donat € > 0 escollim 0 perque Ce¢(d,x) < €/2 i escollim ¢ tal que

1o / K\ ()] dy < /4
ly|=6
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(per la propietat ii)). Amb aquestes eleccions obtenim

Ko+ fz) = f(z)] <e,

tal i com voliem veure.

Notem que hem controlat la velocitat de convergencia per la suma de £¢(d,z) i la
propietat i), que és uniforme en x. Si la funcié f és uniformement continua, tenim que
£f(0,7) < we f(6) de manera uniforme. O

El teorema de diferenciacié de Lebesgue (vegeu el projecte 4.23) diu que si f € L'(R),
aleshores gairebé per tot punt x € R tenim que f(z) = limy_,¢ ffj: f(y) dy. De fet es pot
obtenir una millor cota i és que gairebé per tot x € R tenim que

z+h

lim - |f(y) — f(x)|dy =0,

vegeu [EG15, teorema 1.33]. Els punts on aixd passa s’anomenen punts de Lebesgue per
f. Aleshores tenim

x+h
5(0.0) = sup f1(0) ~ fa)ldy S0
|h|<d Jz—h

pels punts de Lebesgue de f.
Si tenim un millor control dels nuclis, podem garantir convergencia puntual de ’apro-
ximacié a la identitat als punts de Lebesgue de tota funcié integrable:

Definicié 7.19. Una aprozimacid de la identitat bonissima en R és una familia { K;}ep ©
L'(R) n L®(R) de funcions integrables i acotades, parelles i decreixents a R que compleix
les condicions 7) i ) de la definici6 7.15 1 a més, A < R és un conjunt d’indexs juntament
amb un punt d’acumulacié ty € A que

iii’) el suprem de K; disminueix lluny de x = 0 a mida que el parametre s’acosta a tg:
limy—, SUP|4|~5 [Ki(z)| dz = 0 per tot § > 0. .

Notem que els nuclis de Gauss de 'exemple 7.17 constitueixen en realitat una aproxi-
macié de la identitat bonissima.

Teorema 7.20. Sigui {K;}iep una aproximacié de la identitat bonissima quan t — to.
Si f e L'(R) i x és un punt de Lebesque de f, aleshores la convolucié f * K; convergeix
puntualment en x a f quant — tg.

Exercici 7.21. Demostra el teorema 7.20. 4
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7.5 Transformada de Fourier inversa i identitat de Plancherel

En aquesta subseccié presentem ingredients fonamentals de la teoria de les transformades
de Fourier: la féormula de la multiplicacié, la féormula de la inversié i la identitat de
Plancherel. Finalment farem una petita mostra d’aplicacié d’aquestes eines a equacions
diferencials lineals.

Tot seguit estudiem la formula de la multiplicacic que relaciona el producte escalar de
dues funcions:

Exercici 7.22 (Férmula de la multiplicacié). Comprova que donades f, g € L'(R), tenim

/ £()(s) ds = / F(0)g(¢) dc. (7.11)
R R

Pista: Pots usar el teorema de Fubini. q

Es interessant observar que no hi ha cap analeg a la formula de la multiplicaci6 per series
de Fourier. Efectivament, els coeficients de Fourier d’una funcié periodica no constitueixen
una funcié periodica, sind que formen una successio, aixi que no es pot aparellar alegrement
f amb g en aquest context. En canvi en el cas discret si que podria tenir un sentit.

Exercici 7.23. Conjectura una férmula de multiplicacié raonable per la DFT i demostra-
la o refuta-la. <

Ajuntant els resultats previs obtindrem la transformada de Fourier inversa en un sub-
conjunt de les funcions integrables.

Teorema 7.24 (Transformada de Fourier inversa). Sigui f € L'(R) i tal que f € L*(R).

Aleshores gairebé per tot x € R tenim

f(z) = /R Fleyermie .

En particular, f té un representant continu i aleshores la igualtat val per tot x € R.

Donada f € L*(R), definim la transformada de Fourier inversa com

~
~

f(2). (7.12)

Fl) = /R F(€) e de = F(—a)

El teorema anterior ens diu que per funcions integrables de transformada integrable, efec-
tivament ~ és la inversa de "

~ ~

flz)=f(z) = f(x) gptazeR. (7.13)

Notem que la definicié de la transformada inversa de Fourier és practicament identica
a la de la transformada de Fourier, llevat que intercanviem els rols de les variables per
convencio, i sobretot, que la inversa té el signe canviat a I’exponent. Per tant, totes les
condicions necessaries per calcular la transformada de Fourier ho sén també per calcular
la inversa, i per aquest motiu hem de demanar a priori que f sigui integrable.
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Demostracid del Teorema 7.24. Sigui f € L'(R) i sigui  un punt de Lebesgue de f.
Aplicarem la férmula de multiplicaci6 (7.11) a una funcié arbitraria f i una funcié g que
dependra d’un parametre ¢t de manera que

(z—35)2

gls) =t P = Gy(x —5) = Gi(s — x) = (D1 G)(5).

Tornant a la taula 7.1, cal definir
9(0) = M (t7 DG (Q) = > G(1¢) = TP,

Aplicant ara la férmula de la multiplicaci6 (totes les funcions sén integrables), obtenim

flz) = hm/f )Gi(x — s) = hm/f 27”4”5 o () ¢

t—0 50
/Rf(erﬂC:E}ii%ew t¢)? dC:/Rf(C)GQMdeC.

El teorema de la convergencia dominada que hem fet servir al peniltim pas es pot usar ja
que

F(Qermiere= 07| < | (o)
i aquesta darrera és integrable per h1p0t681

Ara hem demostrat que f = f f En particular, f coincideix gairebé per tot amb
la transformada d’una funcié integrable, que és continua. Per tant, f té un representat
continu com a funcié mesurable, i en aquest cas tots els punts sén punts de Lebesgue. [

Exercici 7.25. Demostra la propietat j) de la taula 7.1: si f,g € LY(R) amb f, g,fg €
L'(R), aleshores f*g = fg a

Exercici 7.26. Troba una funcié de Cy(R) que no sigui la transformada de Fourier de
cap funcié integrable. Pots seguir els passos segiients: Demostra que

B .
/ sin x o
a T

per 0 < a < 8 < 0. Demostra que si f € L'(R) és senar, aleshores

<C (7.14)

(;) d€| < Clfl 1)

Busca una g senar que no ho compleixi. 4

La identitat de Plancherel diu que tota funcié f € L'(R) amb transformada al mateix
espai té la mateixa norma L? que f , dit d’una altra manera, la transformada de Fourier
preserva la norma L2.
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Teorema 7.27 (Identitat de Plancherel). Si f € L'(R) amb fe L'(R), aleshores

171, = |,

Demostracio. Només cal encadenar tot el que sabem fins ara:
Jise= [ [ [ [Fl [ 77

Exercici 7.28. Demostra que

/ ab gt — T
R (2 +a2)(t2+02)  a+b

Exercici 7.29. Sigui f € C*(R?) una funcié infinitament diferenciable amb suport com-
pacte. Definim la seva transformada de Radon Ryf(t) d’angle 6 i parametre ¢ com la

integral de f a la recta —zsinf + ycosf = t, és a dir

Rof(t) := / f(—=tsinf + pcosh,tcosf + psinb) dp.
R

Trobeu una expressi6 de la transformada de Fourier 1-dimensional E;f (€) en funcié de la

transformada de Fourier 2-dimensional de f:

frz(61,8&) = /R? fx)e ™ dg,

on & = (&1,&) € R? i la darrera integral es calcula respecte la mesura de Lebesgue de dues

dimensions. Notem que - representa el producte escalar.
Com podem recuperar f a partir de les tomografies Ry f amb 0 < 0 < 277
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de Fourier

8.1 La classe de Schwartz

La férmula d’inversié (7.4) és certa quan f pertany a l’espai vectorial anomenat classe de
Schwartz S(R). Recordem que C*(R) denota la classe de funcions infinitament diferen-
ciables. La classe de Schwartz es defineix com els subespai de C® format per funcions
que decreixen més rapid que qualsevol polinomi i tals que totes les seves derivades tenen
aquesta mateixa propietat:

S(R) := {f € C*(R) : | llim z|F|f9) ()| = 0 per tots j, k € N}.
T |—00

Aqui entenem que 0 e N, i (O = f.

Exercici 8.1. Aquesta definicié equival a dir que els productes |z|*|f©)(z)| sén funcions
acotades, és a dir que

pre(f) = sup |z fO ()| < 0.
zeR
Demostra-ho. <
Notem també que les funcions de la classe de Schwartz sén integrables.
Exercici 8.2. Demostra que S(R) = L'(R). q

Observem que si f,g € S(R), aleshores totes les funcions que apareixen a la Taula 7.1
son de la classe de Schwartz, vegeu l'exercici 8.10 per la convolucié. Pero les propietats
son valides en conjunts més grans de funcions, tal i com hem vist.

Definici6é 8.3. Una funcié f : R — C és de suport compacte si hi ha un interval tancat
[a,b] tal que f(x) = 0 per tot = ¢ [a,b]. Escrivim f e CP(R). .

Exercici 8.4. Demostra que C(R) < S(R). q

Es clar que les funcions C sén de Schwartz, pero en podem trobar cap que no sigui
nulla? Efectivament, podem trobar-ne:

Exemple 8.5. La funcid
1 1

B(x) == e mae” b= x(q)(7),
és de CL(R), amb a < b. O
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Exercici 8.6. Demostra que la funcié B de 'exemple anterior és efectivament de C'®.
Només cal comprovar la derivabilitat (infinita) a z =aix = b. <

També existeixen funcions de Schwartz que no tenen el suport compacte. L’exemple
canonic de funcié de Schwartz suportada a la recta real és la campana de Gauss

2

G(z):=e ™.

Exercici 8.7. La classe de Schwartz té estructura d’espai vectorial sobre el cos dels nom-
bres complexos. Pots comprovar que, de fet, és tancat sota les operacions de multiplicacié
entre funcions de Schwartz, multiplicacié per polinomis, multiplicacié per funcions trigo-
nometriques i derivacié. En canvi, no és tancat sota 'operacié de calcular la primitiva!

<

Notem que l'integrand en la definicié de la transformada de Fourier segueix sent una
funcié de Schwartz.

Exemple 8.8 (Una aplicacié a equacions diferencials). Busquem una funcié f: R — R
que satisfaci 'equacio diferencial

FO (@) + 3f"(x) — 2f'(x) — 6f(x) = e ™.
Formalment, podem prendre la transformada de Fourier als dos costats i tenim que
FlO)[(2mig)? + 3(2ri€)? — 2(2mig) — 6] = e €.

Sigui P(t) = 3+ 3t> — 2t — 6 = (t + 3)(t*> — 2), polinomi amb tres arrels reals no nulles.
Aix{ doncs, el polinomi dins els claudators és Q(§) := P(27i€) i no té cap arrel real. Per
tant, aillant f(&), tenim

~ 6_7r§2

1) = 5@

Per tant, almenys formalment hem obtingut que

flz) = <Q<5)> |
g2

De fet, tenim la sort que % € S(R) perque el denominador no té cap zero real. Hem

trobat doncs una solucié f € S(R), de manera que els calculs formals que hem fet sén
perfectament rigorosos per aquesta solucié, que depen només del terme independent i dels
coeficients de 'EDO. O

En general, com en l'exercici anterior, si P(z) = >}_,axz® és un polinomi de grau
n amb coeficients complexos a; 1 Q(§) = P(27mif) no té zeros reals, aleshores per tota
u € S(R) 'equacié diferencial

P(D)f = i arDF f = u
k=0

té solucié f = (u/Q)”. La solucié trobada sera de la classe de Schwartz tal i com hem
argumentat a ’exemple.
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8.1.1 Convolucié a la classe de Schwartz

La convolucié f * g de dues funcions f,g € S(R) es defineix puntualment com

fgla) = / f(x - 1)g(y) dy.

Aquesta convolucié esta ben definida puntualment al ser les funcions de la classe de
Schwartz. Veurem a continuacié que f * g € S(R).

La nova funcié f # g definida a (7.10) és rapidament decreixent per la suavitat i el rapid
decreixement de les dues funcions inicials:

|z|/2
*g(x)| < T — d xr — d
e gla)] < / vty + /y|>|z|/2|f( W)l dy
< lgl 20Dy gy, Pr0ld) (8.1)

(|=]/2)* (lz]/2)*”

on hem usat que f(z —y) < pro(£)/le — yl*, que g(y) < pro(g)/Iyl* i després que [y| <
|z|/2 implica | — y| = |z|/2. Com veurem, resulta que les seves derivades també sén de
decreixement rapid, i aixi ocorre que la convolucié de funcions és una operacié tancada a
la classe de Schwartz. L’observaci6 clau és que

L@ =T egwy=r+ D) per fgesm).

La segona identitat és conseqiiencia de la commutativitat de la convolucié un cop haguem
demostrat la primera identitat.

Exercici 8.9. Considera dues funcions integrables f, g € L'(R) amb f € C! tal que f’ és

uniformement continua. Demostra que %( f=g) = % * (. q

Exercici 8.10 (La classe de Schwartz és tancada sota la convolucié). Verifica que donades
fyg € S(R) tenim f = g € S(R). <

Es poden convolucionar funcions amb menys regularitat amb una funcié de Schwartz.
Per exemple funcions integrables o encara pitjor, “funcions” (segons alguns fisics) com ara
la delta de Dirac, que en realitat no sén funcions (segons els matematics i les persones amb
una mica de seny). En aquests casos la funcié resultant esdevé infinitament diferenciable,
tot i que no hereta el decaiment rapid, vegeu les seccions 8.2 i 8.3.

8.1.2 Invariancia de la classe de Schwartz sota la transformada de Fourier

No tots els espais son invariants sota la transformada de Fourier, de manera que les
condicions es poden perdre pel cami i aleshores perilla la formula d’inversié... En el cas
de les funcions integrables, per exemple, hem requerit el coneixement a priori que la seva
transformada també és de L'. La simetria de la classe de Schwartz sota 'accié de la
transformada de Fourier és doncs clau per tenir una teoria bonica i auto-continguda.
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La propietat g) de la taula 7.1 illustra un principi fonamental de I’analisi de Fourier
que hem anat veient al llarg del curs: la suavitat d’una funcid esta correlacionada amb
el decaiment de la seva transformada de Fourier a Uinfinit. En altres paraules, com més
vegades es pugui derivar una funcié f, més rapidament la seva transformada f anira cap
a zero quan & — +00. Si ens parem a pensar en el significat de les freqiiencies, el que ens
diu aquest principi és que tenir moltes derivades implica tenir poques freqiiencies altes, o
el que és el mateix, les oscillacions més rapides sén menys presents a la funcié, sempre
entes de manera asimptotica. I viceversa.

Tot seguit demostrarem que les transformades de Fourier de les funcions de la classe de
Schwartz sén de la mateixa classe (vegeu el teorema 8.12). Volem doncs comprovar que f
és infinitament diferenciable i que les seves derivades decauen rapidament.

Per 'exercici 7.8 sabem que si f € S(R), aleshores f € C*(R). El mateix exercici ens
dona una recepta per calcular-ne les derivades. Tot seguit deduirem que el decaiment és
rapid per funcions de la classe de Schwartz.

Lema 8.11. Si f € S(R), aleshores f decau rapidament.

Demostracio. Donat k = 0, volem veure que tenim

dim J¢*IF (€)1 = 0.

Per la propietat g) de la taula 7.1, tenim ﬁ;)(f) = (27Ti£)kf(§). Com que f € S(R),
aleshores f(*) € S(R) també, i aplicant el lema de Riemann-Lebesgue (vegeu lema 7.3) a
la derivada k-esima obtenim

~

lim (2ri€)*f(6) = lim f®(g) =0,

|§|—o0 |§|—00

Teorema 8.12. Si f € S(R) aleshores fe S(R).

Demostracio. Aplicant la propietat h) de la Taula 7.1 (veure exercici 7.8), obtenim que
f e C®(R). Ens falta veure que les seves derivades sén rapidament decreixents. Aquestes
derivades hem vist que es poden calcular com

& N FT
& (&) = [(=2mi-) fF()I(E)-

Com que (—2miz)’ f(z) € S(R), deduim pel lema 8.11 que %f és rapidament decreixent,
i se segueix el teorema. O

8.2 Distribucions temperades

Un funcional lineal sobre S(R) és una aplicacié lineal S(R) — C.
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Definicié 8.13. Una distribucié temperada T és un funcional lineal continu

T: S(R) — C.
e = T(p)

L’espai de les distribucions temperades es denota S'(R). Notem que dues distribucions
temperades 7' i U sén iguals si per tota ¢ € S(R) tenim T'(¢) = U(yp).

Una successio {Ty, neny © S'(R) es diu que convergeix en el sentit de les distribucions a
T si per tota ¢ € S(R) tenim que lim, o T () = T (). .

Comentem aquesta definicié. La notacié S'(R) no és casual, es fa servir per denotar
el dual. El dual d’espais vectorials finits s’estudia a algebra lineal, i el dual d’espais de
Banach sol ser part del temari d’analisi funcional. La classe de Schwartz no és un espai
de Banach, pero si que és un espai vectorial topologic, és a dir un espai vectorial amb una
topologia compatible, en el sentit que la suma de vectors i la multiplicacié per escalars sén
continues. En aquests espais es pot definir un dual tal i com hem fet, i es pot definir una
topologia (i, per tant, una nocié de continuitat per operadors que actuin sobre el dual) de
manera natural.

Un funcional T' és lineal si T'(ap + bg) = aT(p) + bT(¢) per tot parell de nombres
a,b e C i tot parell de funcions ¢, € S(R).

La continuitat és una mica més complicada. Primer requerim una topologia. Si ¢ €
S(R), aleshores per tots k, ¢ € N tenim que les seminormes

piee() := sup [z]*|p® (2)]

zeR

sén finites. Se les anomena seminormes perque py ¢ = 0, perque sén homogenies py, /(Ap) =
IX|pke(p) 1 satisfan la desigualtat triangular. No s6n normes ja que py¢(¢) = 0 no implica
necessariament que ¢ = 0!

Cada seminorma defineix una topologia. Aleshores podem prendre la topologia minima
que conté totes les anteriors. Dit d’'una altra manera:

Definicié 8.14. Una successié {¢n, }nen convergeix a ¢ a S(R) si i només si

lirrgo Pie(on — ) =0 per tots k, £ € N.
n—

Ara ja podem definir la continuitat de les distribucions temperades.

Definicié 8.15. Un funcional lineal 7" a S(R) és continu a ¢ € S(R) si per tota successié
{on}neny © S(R) convergent a ¢ € S(R), la successié {T'(¢n)}neny < C convergeix a T'(y).
Diem que T és continu si ho és per tota ¢ € S(R). .

Exercici 8.16 (La continuitat a ’origen és suficient). Demostra que si un funcional lineal
és continu a g € S(R), aleshores és continu. q
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Exercici 8.17. Demostra que si ¢, — ¢ a S(R), aleshores les derivades @% ) convergeixen

uniformement a ¢, <

L’exemple canonic de distribucié temperada és el funcional Ty donat per integrar contra
una funcié localment integrable f: si f € L'(K) per tot compacte K < R, aleshores podem
definir

Ty(e)i= [ f@lpla)da  per g€ SR) (52)
Quan aquest funcional és continu, diem que la distribucié és una funcié.

Exercici 8.18. Demostra que si f és acotada o f és un polinomi, aleshores T és una
distribucié.

Dona condicions suficients per assegurar que T (¢p) esta ben definit com a nombre com-
plex. En aquests casos, demostra que efectivament T és una distribucié. Aquestes condi-
cions han d’incloure les funcions acotades i els polinomis per ser 1tils! <

En particular, T és una distribucié temperada si f € S(R). L’exercici anterior, doncs,
ens mostra que hi ha una aplicacié canonica ¢ : S(R) — S’(R) donada per e(f) = T¥.
Aquesta aplicacié és continua, en el sentit que si f,, f € S(R), i f, — f a S(R), ales-
hores Ty, — Ty en el sentit de les distribucions, és a dir que per tota ¢ € S(R) tenim
Ty, (p) = T¢(p). Aquestes aplicacions continues i injectives s’anomenen immersions (en
angles embeddings).

Exercici 8.19. Demostra que € és injectiva i continua. <

Algunes funcions no acotades també poden induir distribucions temperades, com és
el cas dels polinomis o de les funcions de LP. Pero no totes les distribucions s’obtenen
d’aquesta manera. N’hi ha que no corresponen a cap funcid, com és el cas de la delta de

Dirac o la transformada de Hilbert a l'origen Hy(p) = (—zé—@) 7(0).

Adverténcia 8.20. Els funcionals lineals continus que actuen en I’espai de funcions infi-
nitament diferenciables i amb suport compacte D(R) = C(R), s’anomenen distribucions
i es denoten D'(R). Es important no confondre-les amb les distribucions temperades. De
fet, com que D(R) = S(R), se segueix que §’'(R) < D'(R), és a dir que les distribucions
temperades sén efectivament distribucions. Notem que ’accié de les distribucions tempe-
rades sobre les funcions de D(R) esta perfectament definida. En canvi, la funcié f(x) = e*
defineix una distribucié T’y que no és una distribucié temperada. .

Projecte 8.21 (La transformada de Hilbert). Demostra que la transformada de Hilbert
a lorigen Hy és una distribucié temperada. Defineix la transformada de Hilbert d’una
funcié. <

8.3 El diccionari temps-freqiiéncia

Tot seguit estendrem les operacions fonamentals discutides a la classe de Schwartz a les
distribucions temperades per dualitat: translacid, dilatacid, derivacio, la transformada de
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Fourier i la seva inversa, multiplicacié per funcions de Schwartz i per polinomis i convolucié
amb funcions de Schwartz.

Per definir aquestes operacions sobre les distribucions, mirarem de respectar la immersio
e de la secci6 anterior, és a dir que si f € S(R), voldrem que per exemple 7,(Ty) = T, .
Aixi les definicions seran coherents amb la identificacié natural de f amb la distribucié
Ty. En aquest cas, caldra

Tt (p) 1= Thf(so)—/Rf(fE— /f p(@+h) =Tr(t_nep).

Aleshores, per coheréncia definim la translacié per tota distribucié amb el darrer terme,
que no depen de si la distribucié és una funcié:

ThI(#) := T(7-np)-

Procedint analogament, trobem les segiients definicions naturals:

Operacié a S(R) Operacié a S'(R)
a) Translaci6 The(z) = p(z —h) T () :=T(T—np)
b) Dilatacié Dsp(x) = sp(sx) DT (p) :=T(sDg-1¢)
¢) Derivacit 90’(56) = o(x) T'(p) == =T(¢)
d) Transformada de Fourier (&) = [pe ™ () T(p) := T(P)
) TF inversa 6 — Jp ¥ (2) Tlg) = T(3)
f) Producte amb g Mgo(z) = g(x)p(x) M T (o) :=T(Mgp)
g) Simetria central o) = p(—x) T(p) :=T(3)
h) Conjugacié @(m) = @ T(p) :=T(p)
i) Convolucié = p(z—y)ey)dy | ¥*T(p):= T( * )

Taula 8.1: Operacions a S'(R). Suposem que p,9¥ € S(R), T € S'(R), he R, s >0, g és
una funcié amb M, : S(R) — S(R). TF significa transformada de Fourier.

Convé remarcar que la funcié g de lapartat f) pot ser una funcié C* acotada o fins
i tot un polinomi. En particular, si g(x) = e?™%®  aleshores My = M és la modulacio,
vegeu la taula 7.1. Notem que en les definicions a), b), ¢) i i) de la taula 8.1 Paccié
actua sobre la distribucié de manera no coincident amb 1’accié sobre la funcié test ¢. En
canvi a les definicions d)-h) la definicié és més senzilla. Aquestes darreres sén operacions
autoadjuntes.

Exercici 8.22. Comprova que a la taula 8.1 les definicions en distribucions de tipus T’
sén coherents, és a dir que

DTy =Tpy,  Tf =Tp,  Ty=T;  Tp=Tf
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MyTy=Tryps  Tp=Tp  Tp=Tp Ty =Tpy
En el cas de la derivada, per exemple, et convindra usar la integracié per parts. <
Exercici 8.23. Demostra que per ¢ € S(R) i T € S'(R), si definim f(y) := T(r,%),
aleshores Ty = 1)  T' (vegeu [Gra08, pp.116-117]). q

Exercici 8.24. Demostra que 7,1 és efectivament un funcional lineal i continu. Fes el
mateix amb la resta de definicions de la taula 8.1. <

Com que la transformada de Fourier és una bijeccié en S(R), podem deduir de d) i e)
que també és una bijeccié en S'(R).

Tot seguit construim a la taula 8.2 un diccionari temps-freqiiéncia per les distribucions
temperades seguint la taula 7.1.

Temps z € R Freqiiencia € € R
a) Combinacié lineal al + bU aT +bU = aT + bU
b) Translaci6 T () :=T(T-pp) T =M_,T
¢) Modulacié MpT (o) := T (M) ]\Y;ﬁ1 =T
d) Dilatacié DT (p) :=T(sDs-19) DT = sDy T
e) Simetria central T :=T(3) T=T
f) Conjugacié T(p) :=T(p) T— 1:7 —7
g) Derivada T (p) == =T(¢) T = 2mieT = MorieT
h) Producte per un polinomi | M_oqiT(p) := T(—2mizp) M _gpixT =T
i) Convoluci6 Y xT(p) := T (1 ) T = MsT = 4T

Taula 8.2: Diccionari temps-fregiiencia a S'(R).

Exemple 8.25. Per illustrar la taula 8.2 deduirem la férmula i). Donades ¢ € S(R) i

T € §'(R), volem veure que ¢ T = M@f = Qz;f, és a dir que per tota ¢ € S(R) tenim

que

Apliquem la definicié de transformada de Fourier d’una distribucio i la definicié de con-

volucié amb una distribucié:

¥ xT(p) = MyT(p).

paT(p) = p=T(@) = T@=p)
Per altra banda, e
MT(p) = TWe) =" T(pp)
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Aixi, n’hi ha prou amb veure que {/; * (P = gmz.
Calculem tot seguit el valor de la convolucié ¥ * @ per £ € R:

3+ 3(E) = /R Qe - e "L /R $(=C) /R ¢~2mEO2 (1) dar

L / / P(—C)e 20T dee2miEr o (4) i / Da)e € o(x) da
/]R;R R
= ().

Exercici 8.26. Dedueix la resta de formules de la taula 8.2. q

8.4 La delta de Dirac

Com deéiem, hi ha objectes a S'(R) que no sén distribucions. Un exemple tipic és la
distribucié delta de Dirac, que de fet es pot entendre com una mesura. Informalment, la
delta és una funcié que s’anul'la a tot arreu llevat de I'origen i té valor infinit a ’origen, de
manera que al calcular-ne la integral el resultat és u, vegeu el comentari 7.14. Amb rigor,
aix0 no és una funcid, perd podem obtenir els resultats desitjats usant una distribucié.
Computacionalment, el que fa la distribucié delta sobre una funcié és avaluar-la a ’origen.

Per I'exercici 8.18 sabem que la funcié constant f(x) = 1 indueix una distribuci6 tem-
perada Ty = T7:

Tie) = [ p@)de  per peSR).

La seva transformada de Fourier és
Tie) = mi@) - [ e =30 = w0

Notem que la darrera igualtat és la formula d’inversié per funcions de Schwartz.

Definicié 8.27. La distribuci6 delta de Dirac dp : S(R) — C esta definida per

—~

do() := T1(p) = ¢(0).

Tot i que ja ho podem deduir usant els exercicis 8.18 i 8.24, tot seguit verifiquem que
efectivament dy és una distribucié aplicant les definicions. Primer cal veure que és lineal.
Efectivament,

(a1 + bp1)(0) = ap1(0) + b1 (0).
Per veure la continuitat a l'origen, assumim que ¢, — 0 a S(R). Aleshores en particular
po.0(pn) = supr e — 0. Aixi doncs |p,(0)] < supg ¢ — 0 i deduim que do(¢p,) — 0 =
00(0). Per Iexercici 8.16, trobem que dy és continua a tota la classe de Schwartz.

109



8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

La seva transformada de Fourier és

~

Bol2) = 60(@) = B(0) = / o = Ti(%).

Notem que la formula d’inversié per distribucions és conseqiiencia immediata de la formula
d’inversié per funcions de Schwartz:

T(p) = T(§) = T(¢) = T(3) = T(p). (8.3)

Aixi doncs, la identitat 69 = T} és coherent amb la férmula d’inversié per distribucions,

ja que la funcié constant és parella i, per tant, 1=1=1. Com hem dit, identifiquem les
funcions f amb les distribucions Ty, de manera que diem que

So=1 i 1=4dp.

Exercici 8.28. Comprova que la distribucié dy, := 1,00 envia dy,(¢) = ¢(h). Verifica que

la transformada de Fourier de &, és la distribucié temperada e_j(¢) = e~27hE, <

Es interessant observar que la delta de Dirac té el suport més petit possible, que és
un sol punt, mentre que la seva tranformada de Fourier té el suport més gran possible.
Compara aquesta idea amb el principi d’incertesa de la seccié 8.6.3.

Exercici 8.29 (Derivades de la delta de Dirac). Troba les derivades 6(()k) per k > 1 de
la distribucié delta de Dirac. Comprova que les seves transformades de Fourier es poden
identificar amb certs polinomis. Comprova també que &g és la derivada de la funcié esglad
de Heaviside!, definida com H(z) := Yz>0. <

Comentari 8.30. Notem que, tot i que la distribucié delta no és una funcid, es pot obtenir
com la derivada d’una funcié. En general, tota distribucié temperada T es pot obtenir
derivant una altra distribucié i en aquest procés d’obtencié de primitives, en un nombre
finit de passos obtenim una funcié, encara que 7' sigui ben salvatge! Vegeu [Str94] )

Al comentari 7.14 lamentavem la inexisténcia d’un element neutre per la convolucié a
la classe de Schwartz, i asseguravem que la delta de Dirac és de fet ’element neutre que
buscavem.

Exercici 8.31 (La identitat de la convoluci). Demostra que per tota 1) € S(R) tenim
que
P x 0y = Ty

1Oliver Heaviside, 1850-1925
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Exercici 8.32 (Delta de Dirac i aproximacions de la identitat). Sigui {Kj}}tep una apro-
ximacié de la identitat amb punt d’acumulacié tg. Demostra que

A, Ko =00

en el sentit de les distribucions. Es a dir que per tota ¢ € S(R) tenim que limy_,;, Tk, (¢) =
do() = ¢(0). <

Si el lector esta familiaritzat amb la teoria de la mesura, potser sabra que tota mesura
finita de Borel p a la recta real defineix una distribucié temperada T}, via integracio:
T.(¢) == [ pdu. Aixi, la mesura

M(B):{mmeB

0 en cas contrari,

és efectivament una mesura finita de Borel i satisfa que T}, = dp. Podem dir, doncs, que la
delta de Dirac és en realitat una mesura. Hi ha distribucions que no sén mesures, com per
exemple la derivada de la delta de Dirac. Ara bé, tota funcié de Schwartz f defineix una
mesura iy per integracié: py(B) := [ f(x)dz, i tenim que Ty = T),,. Aixi doncs, tota
distribucié es pot obtenir com a derivada d’ordre finit d’una mesura pel comentari 8.30.

8.5 Espais de Lebesgue i distribucions

En aquesta seccié fem un repas a la teoria de Fourier en els espais de Lebesgue LP(R).
Per I'exercici 8.2 i la invariancia de la classe de Schwartz sota la transformada de Fourier,
podem aplicar la formula d’inversid, que ens garanteix que la transformada de Fourier és
de fet una bijecci6 de la classe de Schwartz en ella mateixa. Encara es pot dir més: la
transformada de Fourier perserva l’energia, és a dir que és una isometria de S(R) amb la
distancia induida per la norma de L?(R).

Aquesta afirmacié és la identitat de Plancherel a la recta real. Primer hem de definir
aquesta nocié de mida. Equipem S(R) amb el producte escalar definit com

Sy~ [ f@alalde =Tyla)  per totes f.g € S(R).
amb norma L?(R) associada donada per ||f[2 = (f, f). Es a dir que

2 = < / |f<x>\2da:)2 |

que coincideix amb la norma introduida a la seccié 2.2.2. Per funcions de Schwartz f i g
la integral que dona el producte escalar és un nombre complex ben definit, evidentment.

Exercici 8.33. Demostra que si f € S(R), aleshores | f| ;) < o0 per tot 1 <p < 0. «
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Usant 'exercici 2.36, podem veure que de fet la classe de Schwartz és un espai normat
amb la norma LP.

Veurem tot seguit que la convergencia del teorema 7.18 també es dona en les normes
LP per 1 < p < . Si f € LP(R) per algun nombre real 1 < p < 0o, aleshores el funcional
Ty de (8.2) és una distribucié temperada. La linealitat de la integral garanteix que T és
lineal sobre S(R). La desigualtat de Holder (vegeu l'exercici 2.36) es pot fer servir per
demostrar-ne la continuitat, ja que les normes LP estan controlades per les seminormes de
Schwartz.

Exercici 8.34. Demostra que si f € LP, aleshores T és continu a S(R). <

Com veurem a continuacié, la classe de Schwartz és densa en LP(R) sempre que 1 < p <
o0, vegeu el teorema 8.40. Dit d’una altra manera, donada una funcié f € LP(R) podem
aproximar-la per ¢, € S(R) de manera que

cosa que escrivim
lim ¢, = f a LP(R).
n—o0

Teorema 8.35. Sigui {K;}ien = L' (R) una aprozimacio de la identitat quan t — to. Si
f e LP(R), aleshores

i K+ [ = f1, = 0.

Exercici 8.36. Seguint la demostracié del teorema 7.18 i les indicacions de 'exercici 4.19,
demostra el teorema anterior. Cal justificar també que f * K; esta ben definit! <

Teorema 8.37. La classe de Schwartz és densa a LP per 1 < p < 0.

Demostracio. Vegem la densitat de S a LP. Sabem que les funcions continues de suport
compacte sén denses a LP, perdo com podem veure que també la classe de Schwartz ho
és? Podem usar el teorema 8.35, pero, de fet, si ¢ € S(R) i f € LP(R), aleshores no
necessariament tenim f # ¢ € S(R) (sabries trobar un cas on no hi ha prou decaiment?)

Sigui € > 0. Com hem dit, les funcions continues de suport compacte séon denses a LP,
és a dir que existeix f; € Cc(R) tal que [ f — fe[|, < e. Pel teorema 8.35 si prenem ¢ € C°
amb integral 1, 'aproximacié de la identitat ¢; definida com a l'exercici 7.16 satisfa pel
teorema 8.35 que existeix un ¢ tal que [¢; * fo — fgup < € per t prou petit.

Per la desigualtat triangular a LP (o desigualtat de Minkowski) tenim

If = o1 = fell,, < 2e.
Notem que (o * o)) = gogg) # fo (vegeu exercici 8.9), de manera que ¢y * f. € C°. A
més a més té suport compacte per construccié, com a convolucié de funcions de suport
compacte. Concloem que ¢; * f. € C¥ < S(R), i per tant, hem demostrat la densitat de
S(R) a LP(R). O
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Una manera equivalent de definir LP(R) és la complecié de S(R) respecte a la norma
LP(R). Aquesta definicié té I'avantatge que implica directament la densitat de la classe
de Schwartz a LP(R), perd potser és una mica menys manejable.

Els funcionals Ty per f € LP(R) amb 1 < p < 00, no només poden actuar sobre funcions
de Schwartz, siné que es poden estendre a tota ¢ € L (R), on % + ]% = 1. Diem que
aquests sén exponents conjugats. Aixo es deu a la desigualtat de Holder. Aixi doncs,

Tt(g) = [ f(2)g(z) dz esta ben definida per g € L' (R).

8.5.1 Transformada de Fourier als espais de Lebesgue

Ara que ja podem identificar f € LP(R) amb la distribucié temperada T, podem definir-

ne la transformada de Fourier en el sentit de les distribucions. Podem identificar 1/“} amb
alguna funcié raonable? De moment sabem que si f € S(R), aleshores

e si p =1, aleshores Hf” < |Ifl;, ja que
o0

F©1 =

/ f(56)6_27rm5 dx
R

< [ If@)]de.

e si p =2, aleshores la identitat de Plancherel (teorema 7.27) diu que
7], = 111
Considerem primer les funcions integrables. Donada f € L'(R), definim provisionalment

Fuf(€) = /R f(@)e2moE g

amb la idea de distingir-la de la definicié distribucional. Tot seguit veurem que aquestes
dues maneres de definir la transformada de Fourier coincideixen:

Exercici 8.38. Demostra que Fif esta ben definit i és una funcié acotada. Demostra
que Tr p=1Ty. <

La transformada de Fourier d’una funcié de L' podria no ser una funcié integrable. Aixo
dificulta I'obtencié d’una férmula d’inversié: només podem aconseguir aquesta inversio en
el sentit distribucional. Es per aquest motiu que hem presentat la teoria a S’'(R).

Estudiem ara les funcions de quadrat integrable. Com que la classe de Schwartz és
densa a L2, sabent que la transformada de Fourier preserva la norma L? també podrem
estendre per densitat la transformada a tot L?(T):

Fof := L* —lim fo.

Aquesta definicié coincideix amb la definicié com a L?-limit a L? n L', i també coincideix
amb la definici6 en el sentit de les distribucions.
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Teorema 8.39. La definicid distribucional i la defincio per densitat son equivalents per
funcions f € L*(R).

Demostracié. Hem de comprovar que donada una successié {f,}, < S(R) tal que

Hf - anL2 m’ O)

n—o0 0

aleshores tenim H f — ﬁ

L2
Efectivament, si f,, és una successié de Cauchy, aleshores

Fa= Tl = 1n— fmlly <

si n,m > ng, és a dir que {ﬁ}n també és de Cauchy i té, per tant, un limit g. Vegem que
Ty = Ty. Donada ¢ € S(R), per tot n € N tenim

Ty(p) - Tr(p) = /(W _1p) = /w o)+ /(?;so @)+ /(fnsﬁ— 1),

Notem que [ (ﬁgp — fn®) = 0 per lexercici 7.22. Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz,

tenim

el 2= 0

‘/@%mﬁék—ﬁ

[0~ | <17 = abaliol =20
Deduim que N
Ty(p) = Ti(p) =0
i, per tant, fés el limit en L? de ﬁ O

Teorema 8.40. La identitat de Plancherel s’estén a L*(R).

Demostracié. Vegem primer la férmula d’intercanvi de barrets per funcions de quadrat
integrable. Siguin f,g € L?(R). Aleshores ja hem vist que f,:q\ e L?, on la transforma-
da s’entén en el sentit de les distribucions, i existeixen {f,}n,{gn}n = S(R) successions
convergents a f i g respectivament en la norma L?. A més, com hem vist, les seves
transformades convergeixen a la transformada respectiva. Aixi, com que tenim

/ﬁ%=/h%

al ser les funciones de Schwartz, deduim de la desigualtat triangular que

‘/ﬁ%ﬁﬂ<k/ﬁ—ﬁb+ﬁ/ﬁg—ﬁ%

+‘/fn@—fn§

+)/fn§—f§
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Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, obtenim

’/fg—fﬁ

Com que els quatre sumands es poden fer tan petits com es vulgui prenent n prou gran,

deduim que

[Fo-[ 13
per tot parell de funcions de L2.

Finalment demostrarem la igualtat de Plancherel: per fer-ho, recordem que la férmula
d’inversi6 (8.3) és valida a S’'(R). Aixi,

cﬂﬁ=/ﬁ:/ﬁ=/ﬁ=/ﬁ=/ﬁ

Exercici 8.41. Donats a,b > 0, demostra que

/ sin(at) sin(bt)
R

t2

<Hf—ﬁ fa

Nalz | Faf g = gnlls + [ fall2lgn = Gl + 1 = fall519,-

demostrant que

dt = m min{a, b}.

Observacié 8.42. La taula 8.2 explica, entre altres, que la mateixa estructura de les
series de Fourier apareix en el cas de les transformades. Com deiem a 'observacié 5.5,
tot operador acotat a L?(T) diagonalitza al canté de Fourier, és a dir que actua com un
multiplicador per les freqiiencies. El mateix podem dir a L?(R): si un operador lineal
acotat T : L?(R) — L?(R) és invariant per translacions, aleshores al canté de Fourier
actua com la multiplicacié per una funcié acotada. En aquest cas el podem expressar al
cantd del temps com un operador de convolucié amb una distribucié temperada definit
com en l'exercici 8.23 a les funcions test i estés per densitat, vegeu [SW71, teoremes 1.3.16
i1.3.18]. o

Com hem vist, la transformada de Fourier és una bijeccié a I’espai L2(R) (de fet, n’és una
isometria). A més a més, usant el lema de Riemann-Lebesgue, la transformada de Fourier
envia L' ala classe de funcions Cp(R) (funcions continues amb limit zero a I'infinit), vegeu
I’exercici 7.4. De tota manera, aquesta aplicacié no és exhaustiva: existeix una funci6 de
Co(R) que no és transformada de Fourier de cap funcié de L*(R), vegeu l'exercici 7.26.

Notem que L'(R) ¢ L*(R) i L'(R) $ L?*(R). Aquest fet contrasta amb la situacié a
LP(T), on els espais estan sempre inclosos uns en els altres.
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Exercici 8.43 (LP i L? no estan encaixats). Siqui 1 < p < ¢ < 0. Troba una funcié que
estigui a L? i no a LP. Troba també una funcié que estigui a LP i no a LY. Nota: mira
que passa amb |x|~® entorn de l'origen i entorn de Uinfinit. <

Sil < p < 2, la transformada de Fourier és un operador acotat de LP(R) a L” (R), on p i
p’ sén exponents conjugats, és a dir, on % + z% = 1. Aquest fet es coneix com a desigualtat
de Hausdorff-Young:

17, <1f1- (8.4)

Observaci6 8.44. Aquesta desigualtat és en realitat un corollari del fet que H i H <|fly
e @]

i H 7 H2 < || f]5. Aleshores el teorema d’interpolacié de Riesz-Thorin diu que si escrivim 1/p

com a combinacié lineal convexa de 1/1 i 1/2, concretament % = ¥ + % =1- % amb
0 <t <1, aleshores
~ A\ 1t PN
A (. VL LY .
rervgoy 1, rernvoy 11 rer2vgoy [z
jaque%z%ntézé. °

De la mateixa manera que hem fet a L?, podem definir la transformada de Fourier per
densitat a LP sil <p < 2: .
Fpf =LV —lim f,.
n

Teorema 8.45. La definicio distribucional fi la defincié per densitat F, f son equivalents
per funcions f € LP(R).

La demostraci6 és analoga a la del teorema 8.39, substituint Plancherel per la desigualtat
de Hausdorff-Young i la desigualtat de Cauchy-Schwarz per la desigualtat de Holder.

Malgrat tot, quan p > 2 la transformada de Fourier ja no envia LP(R) a cap espai
funcional familiar. Si f € LP amb p > 2, aleshores f és una distribucié temperada, pero si
no tenim més informacié de f, poc podem afegir. Que és tan especial del cas 1 < p < 27
Doncs que en aquest cas LP < L' + L?, és a dir que podem expressar f com a suma de
dues funcions, cada una d’elles en un dels dos espais.

Exercici 8.46 (L < L' + L?). Sigui f € L?(R) amb 1 < p < 2. Sigui

A@) = {ﬂx) si [ £(x)] < A

0 en cas contrari .

fr. Aleshores demostra que fy € L2(R) i f* € L'(R). Conclou que

Defineix f* := f —
+ L? (R) <

LP(R) c L'(R)
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Fins i tot per funcions de Schwartz, si volem tenir una desigualtat del tipus
1], <ai, (8:5)

per tota f € S(R), ens cal que ¢ sigui ’exponent conjugat de p, vegeu I'exemple segiient.
Tot i que no és evident amb aquest exemple, aixo només podra océrrer amb 1 < p < 2.

Exemple 8.47. Considera la familia de funcions
€—7r£2/t
Vit

Aquestes funcions sén gaussianes, les transformades es poden comprovar usant els capitols
anteriors. Com que [g; = 1, fent un canvi de variable obtenim que [g; = 1/v/t. Se
segueix que les normes de les funcions sén

1—q
1 . g Vit
HgtHﬁ = ﬁ 1 HgtHZ = 7

Per exemple, si p = ¢ = 2, aleshores [g¢|, = [g:],, tal i com ens assegura la identitat de
Plancherel. Si (8.5) s’ha de complir per tota funcié de Schwartz, cal que

gi(a) =™ Gi(6) =

Igil _

lgell, =

1=q 1 1
i ens cal que la constant C no depengui de t, aixi que /t ¢ +/fp»/ Va9 < C. Reescrivint-
ho, tenim

1

1,1 P
\/Zq-i_z? 1Q < C’

Vae
i ens cal que % + % — 1 = 0 per mantenir el terme depenent de ¢ acotat ja sigui quan t — 0
o quan t — 0. O

)

8.6 Aplicacions de la transformada de Fourier

A continuacié presentem tres aplicacions classiques de la transformada de Fourier. Aquests
resultats tenen aplicacions famoses a la teoria de nombres (férmula del sumatori de Pois-
son), a processament del senyal (formula de mostreig de Whittaker-Shannon) i a mecanica
quantica (principi d’incertesa de Heisenberg). Les demostracions sén boniques i elegants.
Per veure altres aplicacions, podeu consultar [Str94, Koér88, SS03] o les altres referéncies

de [PW12, Seccié 8.5].
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8.6.1 La férmula del sumatori de Poisson

Considerem una funcié f : R — C. Com podem construir una funcié periodica? El primer
impuls és fer-ho replegant la recta sobre una circumferéncia i anar sumant el valors cada
vegada. Per exemple, si volem una funcié de periode 1, podem calcular

:Zf(gg+n)= hm Z f(z +n).

nez |nk<N
Aquesta funcié, en cas d’estar ben definida, sera periodica.

:)22
Exemple 8.48. Sigui H; el nucli de la calor definit per Hy(x) := ﬁeiﬂ amb t > 0.

La seva perioditzacio és el nucli de la calor periodic

(I+n)2
PH(z) = (4mt)~ Ze o

ne’
O

Un altre metode seria prendre els valors de la transformada de Fourier a les freqiiencies
naturals i crear una serie de Fourier ad-hoc:

Sl f Z f 27rzn:c

neZ

sempre que aquesta suma tingui sentit.

Exemple 8.49. Si f € L?[-1/2,1/2] i f(z) = 0 per || > 1/2, aleshores les dues pe-
rioditzacions estan ben definides, i coincideixen gairebé per tot arreu. Efectivament,
Pf(x) = f(x) per tot x € (—1/2,1/2), i per altra banda

~ 1/2 . —
fOﬂ-—/!me%m?ﬂxﬁh*-me%

aixi que

Sif(x) = S(Pf(x)) =" Pf(x).

Aquest fenomen no és accidental. La férmula del sumatori de Poisson ho concreta:

Teorema 8.50 (Férmula del sumatori de Poisson). Si f € S(R), aleshores

x) = Z flx+n)= Z f(n)e%im = S1f(x) per tot x € R. (8.6)

neZ nez

En particular, per x = 0 obtenim

M fn) =Y Jn). (8.7)
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Demostracio. Al ser f una funcié de decalment rapid, la convergencia de S1f i de Pf és
uniforme i, per tant, ambdues funcions estan ben definides puntualment.
Analitzem els seus coeficients de Fourier. Per una banda,

Slf / (Z f 27rzma: ) e—27rin:c der < Z f / 27rima:e—27rina: dr = _]?(TL)

meZ MEeZ

Igual que en '’exemple anterior tenim

/<me+m>€2”mda: = Z/f37+m ~2mine g,

mEeZ meZ

Pf(n)

m+1
e 2miny g _ e 2miny g, _ N n).
> iw v=[ 1) y = fin)

meZ Y™

Aixi, les dues perioditzacions tenen exactament els mateixos coeficients de Fourier i, per
tant, coincideixen gairebé per tot arreu.

Al ser f de decalment rapid, tenim que Pf és també infinitament derivable i, en par-
ticular, continua (vegeu l'exercici 7.8). El decaiment rapid de f(n) també garanteix que
S1f és continua. Per tant, les funcions hauran de coincidir per tot arreu. O

Exemple 8.51. Tornant al cas del nucli de la calor periodic, en ser el nucli de la calor
una funcié de Schwartz, podem aplicar la férmula del sumatori de Poisson i obtenim que

(96+n)2 —~ . 2, 9 .
(4mt)™ Z e 4t = Z Hy(n)e2™ne = Z e 4m?tn® 2minz

neZ neZ ne”

que és una suma de funcions amb variables separades. O

Definicié 8.52. Diem que una funcié f € C(R) és de decreixement moderat si existeixen
constants C' > 01 e > 0 tals que

¢
1+ |z|i+e

()] <

per tot = € R.

Les funcions de decreixement moderat sén sempre integrables, acotades, de quadrat
integrable, vegeu [PW12, secci6 8.1].

Exercici 8.53. Demostra que la férmula del sumatori de Poisson 8.6 segueix sent valida
per funcions f tals que f i f sén continues de decreixement moderat gairebé per tot z € R,
i de fet és certa a tot arreu si donem condicions per la convergencia de la serie de Fourier,
per exemple f € C?. Utilitza aquest resultat per demostrar que les perioditzacions del

01 del li de Fé F = R sin(m Rz) 2
,T(x2+y2) per y > 0 i del nucli de Féjer Fr(z) := B

per R > 0 coincideixen amb els nuclis periodics de Poisson i Féjer definits al capitol 4. «

nucli de Poisson Py(x) :=
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Exercici 8.54. La funcid theta de Jacobi es defineix com

I(t)= > et

n=—00
per t > 0. Demostra que 9(t) = t~29(1/t). q
Exercici 8.55. Demostra que

i 1 _ml+ e 2t

o on? e+t Ct1—e2mt’
a partir de la funcié e~ 2%t Troba la igualtat que resulta en fer el limit per t — 0. <

Anem a rellegir la férmula del sumatori de Poisson en termes de distribucions. A
I’exercici 8.28 hem introduit la translacié de la delta de Dirac §p, := 73,00, i hem vist que
satisfa que 0p,(¢) = ¢(h). Aleshores (8.7) es pot escriure com

> 0u(f) = X 0ulf)-

neZ neZ
Dit d’una altra manera,
PEDILE
nez nez

és a dir que la suma de translacions de la delta de Dirac amb longituds enteres és la
transformada de Fourier d’ella mateixa.

Per altra banda, com que 0, = T 2xins, podem dir, almenys formalment, que la pinta
infinita ;00 = Dy e2™nT tot i que no sabem ben bé que significa aquest darrer
sumatori. A [Str94, seccié 7.3] pots trobar una aplicacié de la férmula del sumatori de
Poisson de dues dimensions a quasicristalls.

8.6.2 La férmula de mostreig de Whittaker-Shannon

La férmula de mostreig de Whittaker?-Shannon® ens diu que les funcions de banda limita-

da, és a dir, aquelles que tenen transformada de Fourier amb suport compacte, es poden
reconstruir completament prenent-ne només algunes mostres. Per enunciar-lo, ens cal la

funcié sinc, definida per
sin(7x) .
—= s 0,
sinc(z) = . s
1 siz=0.

Teorema 8.56 (Férmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Per tota funcid continua
de decreizement moderat f tal que suppf < [—L/2,L/2], els valors de f(n/L) determinen
la funcio sencera mitjancant la formula

@) = 3 fln/ysine (Z)-

?Edmund Taylor Whittaker, 1873-1956
3Claude Elwood Shannon, 1916-2001
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Notem que com més gran és el suport, més mostres cal prendre.
Projecte 8.57 (Férmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Demostra la férmula de
mostreig de Whittaker-Shannon per funcions de la classe de Schwartz. <
8.6.3 EI principi d’incertesa de Heisenberg

Es impossible trobar una funcié que estigui simultaniament ben localitzada en temps i en
freqiiencia. El principi d’incertesa de Heisenberg? és una desigualtat que expressa aquesta
nocio. Encara es pot anar més enlla: no hi ha cap funcié de quadrat integrable amb suport
compacte i de banda limitada.

Teorema 8.58. Sigui ) € S(R), amb ||, = 1. Aleshores

([ atwarzas) ([ erdor) > 1

Demostracié. Per hipotesi, f1j)2 = 1. Procedim a integrar per parts, amb u = v (x)? i
dv = dx. Notem que

d d  — — - _ _
6 = — (W) = ¢4 + Py = P + Py = 2Re ($).
dx dx
Usant el decaiment rapid de la funcié per obviar els termes de frontera, obtenim

1= / (@) do = [} () 2]% / Re (P(2)/(2)) da

/W el = 2 (/‘“f' V(= |2dx>;<4|¢/(x)|2dx>;
(/ |w|2|¢(m)|2dx>2 (2] |s|2|«Z(s>|2dg)5

Notem que al darrer pas hem usat la identitat de Plancherel i la propietat g) de la taula 7.1
que relaciona la transformada de Fourier d’una derivada amb la multiplicacié pel polinomi
2mi€. O

El principi d’incertesa es pot estendre a funcions de quadrat integrable per un argument
de densitat.

Exercici 8.59. Comprova que la igualtat en el principi d’incertesa s’obté si i només si
P(x) = 4/ %e_BIZ per algun valor B > 0.

Pista: la igualtat s’assoleix a la desigualtat de Cauchy-Schwarz si i només si una funcié
és multiple de l'altre g.p.t. arreu. <

4Werner Heisenberg, 1901-1976
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Exercici 8.60. Comprova que sota les condicions del teorema 8.58, tenim que

([ i) ([ - ombord) > g

per qualsevol parell xg, &y € R.
Pista: pots aplicar el principi d’incertesa a les funcions e~270q)(z + x0) i usar el
diccionari temps-freqiiencia. 4

Anem a fer una demostracié per esport. Suposem que f té suport compacte a [—a,a] i
f té suport a [—b,b]. Com veurem aix0 no és possible, perd de moment suposem que és

veritat. Aleshores,
/;1:2]”(33)2 dz < aQ/f2 = a’

De la mateixa manera obtenim b? > [ &2 ]? (€)2d¢. Pel principi d’incertesa aixo implicaria
que ab = ﬁ.

A Texercici 8.61 veurem que, de fet, aix0 és impossible. Pero es podria obtenir un
resultat similar per funcions que tenen quasi tota la norma L? concentrada a un interval
i el mateix per la norma de la transformada.

Exercici 8.61. Sigui f € L?(R). Demostra que f i f no poden tenir simultaniament el
suport compacte, excepte si f = 0. R

Pista: Suposa que f té suport a [0, L/2] i que f té suport compacte. Expressa f com a
serie de Fourier a [0, L], i observa que f ha de ser un polinomi trigonomeétric, que no pot
anullar-se en cap interval. <

Les funcions trigonometriques no sén de quadrat integrable. Pero com a distribucions
si que tenen transformada de Fourier.

Exercici 8.62. Comprova que la transformada de Fourier de ej(£) = €™ en el sentit
de les distribucions és la delta traslladada d5, : ¢ — @(h). a

L’exercici precedent illustra també el principi de localitzacié: quan una funcié té el
suport concentrat sobretot en un interval de longitud d, aleshores la transformada de
Fourier esta concentrada en un interval de longitud almenys d—!. Aixi, el suport en el pla
temps-freqliencia és essencialment un rectangle d’area major o igual a 1.

Observaci6é 8.63. El principi d’incertesa té una interpretacié en mecanica quantica, de
la qual se’n deriva el nom. No es pot mesurar amb precisié el moment d’una particula
lliure i la seva posicié simultaniament. Com més bona és una mesura, pitjor sera 'altra.

Matematicament, ’estat d’una particula lliure es descriu com una funcié 1) de norma
[1]l, = 1. La densitat de probabilitat que aquesta particula estigui situada al punt x és
2.

th(2)|2. La densitat de probabilitat que el seu moment sigui £ és |4 (€)[2. La localitzacié

mitjana v i el moment mitja w de la particula, es troben com

u—éﬂﬁ@?m i w—éaao%w
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

La variancia o2, que mesura la dispersié entorn de la localitzacié mitjana, i la variancia
og del moment, venen donades per

2 z — u)2|(x)|? dx 7 o2 = —sz 2 qe.
ox—/R< Pl () d 2 /R@ Pl (©)[? de

Aquests nombres mesuren com de lluny podem esperar que es trobi la posicié i el moment
reals de la particula de la seva posicié i moment mitjans. Com més gran sigui o, més
gran sera la incertesa sobre la seva posici6. Com més gran sigui o¢ més gran sera la
incertesa sobre el seu moment. El principi d’incertesa de Heisenberg diu que 032302 =
de manera que no poden ser ambdues arbitrariament petites simultaniament.

Una caiza de Heisenberg, o caiza de temps-freqiiéncia per una funcié ¢ amb [¢], = 1
és un rectangle centrat a (u,w) i de dimensions o, x o¢, és a dir que sempre té area
superior a ﬁ. Tot i que no hi ha funcions amb suport compacte en temps i freqiiencia
simultaniament, si que hi ha funcions amb caixes de Heisenberg acotades, cosa que ens

parla de la localitzacié de la funcié en mitjana. o

_1
1672
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9 Avaluacié

L’assignatura s’avaluara utilitzant una diversitat d’inputs.

3 punts de l'assignatura s’avaluaran mitjancant entrega de problemes fets a classe o
presentats a classe. Les dates es diran a classe i s’avisaran també a través del campus
virtual.

Els altres 7 punts es poden obtenir mitjangant els examens parcial i final (que farien
mitjana) o bé mitjancant I’elaboracié de treballs de menor o major envergadura:

1. Presentar la demostracié d’un teorema dels apunts a classe, a acordar amb el pro-
fessor. [1 punt]

2. Escriure un resum de Paplicacié de ’analisi harmonica en alguna altra area. [1 punt]

3. Escriure un resum d’un article rellevant de ’area d’analisi harmonica a acordar amb
el professor, incloent un esquema de la demostracié del resultat principal. [2 punts]

4. Elaboracié d’un projecte, vegeu més avall. [2-5 punts]
a) La redaccié d’un petit treball. [2 punts]
b) Exposicié oral. [2 punts]
c) Poster expositiu. [1-2 punts]
5. Muntar un estand a la Matefest-Infofest, la festa de la facultat on es convida a

alumnes de secundaria a passejar per la facultat. Cal que estigui pensat per alumnat
d’entre 14 i 18 anys d’edat.

6. Trobar errors als apunts i avisar al forum del campus virtual. [fins a 1 punt)]

Durant el febrer cal decidir per quina avaluacié s’opta, si per examens o per treballs.
També es pot fer intermitja, pero cal decidir per endavant quants punts es faran per
treballs (Thax) 1 quants es decidiran als examens (7 — Tax). La puntuacié final és

03P+ (0,7—0,1%Tipax) * £+ T.

Si 'alumne opta per fer treballs amb Ty, > 4, aleshores la nota d’examens no incloura
el parcial.

Per fer recerca d’errors als apunts no cal avisar ni acordar-ho. Quan ’alumne trobi
errors, ho ha d’escriure al campus virtual. Si és la primera persona en detectar ’error,
tindra la compensacié. Aquesta se suma a T i incrementa el valor de Ty, €n cas que
Thax < 7. SiThax = 7, se sumen els punts a T'. Si finalment 1" és superior a 7, es truncara
ar.
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9 Avaluacié

Projectes de treball:

Una part important de ’avaluacié de ’assignatura consisteix en fer projectes. A con-
tinuacio hi ha una llista de projectes. Els projectes inclouen la revisié de la literatura, i
alguna de les segiients accions a escollir:

1. La redaccié d’un petit treball (d’entre cinc i deu pagines). [2 punts]
2. Exposicié oral de 30°. [2 punts]
3. Poster expositiu per fer el dia del tancament del curs. [1-2 punts]

Es poden fer les accions 112 o bé 11i 3, o només una de les accions, a raé de dos punts
cada una. es poden fer les tres accions, i en aquest cas el poster contaria un punt.

Quan diem revisié de la literatura, vol dir que a part de les referencies que es donen
al treball, cal cercar i consultar com a minim una referéncia no inclosa a ’explicacié. El
llibre [PW12] no compta com a referéncia no inclosa. Es positiu fer sempre una petita
recerca historica sobre el problema plantejat.

Cal concertar amb el professorat els projectes per tal de no solapar-se. En cas de fer
un projecte en equip, la puntuacié es repartira a parts iguals entre els seus membres. Es
convenient fer una reunié de tutoria quan ja tinguis el treball plantejat, amb la literatura
revisada.

9.1 Projectes del capitol Series de Fourier

Projecte (1.24: Equacié de la calor). Llegeix “Fourier’s point of view” a [Kra99, pp.
34-39], on s’explica 'equacié de la calor en una barra de ferro i la solucié que va proposar
i exposa’n el contingut. Pots consultar també [PW12, pp. 16-18]. <

Projecte (1.25: Els harmonics dels instruments de vent fusta). Llegeix els capitols 3.4 i
3.5 de [Ben06]. Planteja i soluciona les equacions del clarinet i el saxofon tal i com hem
fet amb l’equacié (1.11). q

Projecte (1.26: Les funcions de Bessel). Explica les funcions de Bessel. Pots consul-
tar [Ben06, seccions 2.8 a 2.10]. Soluciona alguns dels exercicis proposats als capitols
mencionats. <

Projecte (1.27: Els harmonics dels panderos circulars). Planteja i soluciona les equacions
del pandero circular. Pots consultar [Ben06, seccié 3.6]. Et caldra comprendre primer
[Ben06, seccions 2.8 a 2.10] sobre les funcions de Bessel. <

9.2 Projectes del capitol Interludi: conceptes d’analisi

Projecte (2.9: Un conjunt no mesurable). Explica I’exemple de Vitali de conjunt no
mesurable. Descriu la relacié amb ’axioma de l’eleccié. Descriu també funcions no me-
surables de grafica densa a R2. Pots consultar [Her06, seccions 5.1, 7.2]. També pots
complementar el treball amb la paradoxa de Banach-Tarski. <
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Projecte (2.55: La funcié de Weierstrass). Explica la definici6 de la funcié de Weierstrass
i demostra que no és diferenciable enlloc tot i ser continua. Pots consultar [Bre(07, capitol
6]. <

9.3 Projectes del capitol Convergencia puntual

Projecte (3.20: Decaiment dels coeficients de Fourier implica més regularitat). Utilitzant
el teorema 3.18 i argumentant per induccié demostra el teorema 3.19. Fes primer el cas
k = 1. Et caldra demostrar que Sy f convergeix uniformement a f i que (Sy f)" convergeix
uniformement a h. Aleshores hauras de veure que f és diferenciable amb f’ = h. Aquest
darrer pas és conseqiiencia d’un teorema d’intercanvi de limits i derivades (que hauras de
demostrar) que diu que si {f;}jen = C*(I) convergeixen uniformement a f en un interval
tancat [ i les seves derivades convergeixen uniformement a h, aleshores

/
i () = (Jim 1)
j—o j—0

Exposa altres resultats que relacionin el decaiment dels coeficients de Fourier amb la
regularitat de la funcio. <

Projecte (3.33: Contraexemple de Du Bois-Reymond). Llegeix [Pin02, seccié 1.6.1],
[SS03, capitol 3, secci6 2.2] i/o [K6r88, capitol 18, teorema 18.1] on es demostra el te-
orema de Du Bois-Reymond. Escriu una explicacié de la construccié per un alumne del
teu mateix estadi. <

Projecte (3.39: Contraexemple de Kolmogorov). Existeix una funcié integrable f € L'(T)
tal que limsupy_,, |Sn f(#)| = o0 gairebé per tot 6 € T. <

9.4 Projectes del capitol Méetodes sumatoris

Projecte (4.23: El teorema de diferenciaci6é de Lebesgue). El teorema de diferenciacié de
Lebesgue diu que: “Si f € L'(T), aleshores

g.pt. 0T,

Aquest teorema és fonamental en analisi harmonica. Ens diu que, en certa manera, les
funcions integrables tenen un comporament en mitjana similar al de les continues, gairebé
per tot arreu.

Demostra el resultat per f € C(T) sense ajuda. Escriu també la demostracié del re-
sultat general. Pots consultar [Ste70, teorema 1 b), Corollari 1 i lema 1.6, pag. 5-10]
(pots ometre quasi tota la pagina 7). Un cop demostrats el teorema 1b i el lema 1.6, la
demostracié del corollari 1 (teorema de diferenciacié de Lebesgue) també es pot trobar a
la wikipedia forca ben presentat. <

127



9 Avaluacié

Projecte (4.44: Problema de Dirichlet). Sigui f € C(T). Aleshores definim uy(re) =
P, x f(6). Demostra que uy és continua fins la frontera i el seu limit radial és f(6#). Dedueix
que

Au(z) =0 per ze D

u(e®) = f(#) perfeT

té com a solucié us (en particular cal deduir que el limit no és només radial). Pots
consultar la bibliografia de ’assignatura o mirar de fer-ho sense ajuda.

Explica que és una funcié de Green per dominis infinitament diferenciables i relaciona-ho
amb el nucli de Poisson del disc, consulta per exemple [Fol95, seccions 2.E i 2.H]. <

Projecte (4.45: Metodes sumatoris i mitjanes). Sigui {b,};_; una successié de nombres
reals. Les seves mitjanes de Cesaro es defineixen com o, := Z?:l %. Les mitjanes d’Abel
es defineixen per 0 < 7 < 1 com A, := (1 —7r) > °_, 7"b,. Demostra que si una successi6
és convergent aleshores les seves mitjanes de Cesaro o, i les d’Abel A, convergeixen al
mateix limit. Troba exemples de successions divergents amb mitjanes de Cesaro i/o d’Abel

convergents. Pots aconseguir totes les quatre combinacions possibles? Notem que el limit

d’Abel és en realitat un limit iterat lim,_,;- limy_, (1 — 7) Zgzl r"b,. Que passa si
invertim l'ordre dels limits? Pots trobar pistes a [PW12, secci6 4.8]. <

9.5 Projectes del capitol Funcions de quadrat integrable

Projecte (5.24: El problema isoperimetric). El cercle és la figura amb un perimetre
fixat que cobreix més superficie. Demostra-ho seguint els passos de Steiner (demostracié
geometrica) i de Hurwitz (usant analisi de Fourier). Consulta les referéncies proposades a
[PW12, seccié 5.5]. q

9.6 Projectes del capitol Un passeig per la transformada de
Fourier discreta

Projecte (6.20: Algorisme FFT). Crea un algorisme FFT amb el llenguatge de progra-
macié que prefereixis. Utilitza’t per multiplicar dos polinomis. Cal que el codi estigui
tot escrit i comentat per tu. Pots inspirar-te amb https://youtu.be/h7ap07q16V0, per
exemple.

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pagines explicant I’aplicacié de
I’algorisme FFT a la multiplicacié de polinomis. <

Projecte (6.21: Dibuixar amb epicicles). Crea un programa amb Processing.org (o algun
programari similar) que donada una corba tancada, determini els radis necessaris per
dibuixar una aproximacié mitjancant epicicles. Idealment I'inici ha de ser una finestra en
blanc on 'usuari hi pugui fer un dibuix a ma algada d’una corba. Un cop generada la
corba, el programa ha de fer els calculs d’aquests radis per freqiiencies de rotacié entre
-200 i 4200, per exemple. Aleshores I'usuari ha de poder afegir i treure freqiiéncies i que
el programa mostri el dibuix amb epicicles animat. Pots considerar també escriure un codi
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capag d’extreure una corba d’una imatge en blanc i negre (on els pixels negres representen
el dibuix que volem reproduir).

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pagines explicant el problema del
venedor ambulant (traveling salesman problem). Pots inspirar-te amb https://youtu.
be/r6sGWTCMz2k, https://youtu.be/qS4H6PECCCA, https://youtu.be/1pmBjIZ20pE o
https://youtu.be/SC5CX8drAtU. <

Projecte (6.22: Espectrograma). Crea una interficie amb Processing.org o algun progra-
mari similar per generar un espectrograma que analitzi el so d’un microfon connectat a
l'ordinador usant la FFT per finestes. Cal que el codi estigui tot escrit i comentat per
tu. Processing ja té una FFT implementada. Pots comengar per entendre aquest codi:
https://processing.org/reference/libraries/sound/FFT.html.

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pagines explicant el fenomen de
I’aliasing i la freqiiencia de Nyquist. <

Projecte (6.23: Grups abelians finits). Explica 'analisi de Fourier en grups abelians
finits. Demostra que els caracters formen una base ortonormal i prova la identitat de
Plancherel. Pots consultar [SS03, capitol 7], i resoldre algun exercici o problema del final
del capitol. <

9.8 Projectes del capitol Més enlla del paradis

Projecte (8.21: La transformada de Hilbert). Demostra que la transformada de Hilbert

Hp(x) = 1 lim oY) dy.

T 20 jg—y|>e T — Y

defineix una distribucié temperada per cada x. Explica que és el valor principal i per que
és necessari per definir la transformada de Hilbert. Comprova que es pot definir també
com Hf = (—isign(f)f(f ))"i que defineix una isometria a L?(R). Pots consultar [Duo01,
capitol 3] o bé [PW12, seccions 8.7, 12.1 1 12.2]. q

Projecte (8.57: Férmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Demostra la férmula de
mostreig de Whittaker-Shannon per funcions de la classe de Schwartz. Pots trobar una
demostracié a [PW12, secci6 8.5.2]. <

9.9 Projectes sobre analisi harmonica més enlla de Fourier

Projecte 9.1 (Transformada de Fourier en finestres i bases de Gabor). Explica la trans-
formada de Fourier en finestres i les seves limitacions, aixi com la definicié de les bases de
Gabor. Demostra el teorema de Balian-Low.

Pots consultar [PW12, secci6 9.2] i les referencies alla contingudes. <

Projecte 9.2 (Ondetes). Defineix base d’ondetes (wavelet basis en angles). Demostra que
londeta de Haar h(z) := —X[0,1/2)(Z) + X[1/2,1)(%) 1 les seves translacions i reescalaments
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hjk(z) = 22/2h(272—Fk) per j, k € Z formen una base d’ondetes. Fes el mateix amb I'ondeta
de Shannon definida com

~

D(€) = €™ X1 _1/2)0[1/2,1))X-

Demostra que 'ondeta de Shannon és infinitament diferenciable.
Explica 'ondeta de Daubechies i la seva importancia. Pots consultar [PW12, secci6 9.3]
i les referencies alla contingudes. <

9.10 Projectes d’analisi harmonica avancada

Projecte 9.3 (Funcions maximals). L’operador maximal de Hardy-Littlewood d’una fun-
ci6 localment integrable f es defineix com

r>0

M () == sup f Wy

Demostra que aquest operador és acotat a L*. Demostra que és acotat feblement a L',
és a dir que

c
{z - M)l > A} < L[]

per tota f € L'(R) i tot A > 0.
Utilitzant el teorema d’interpolacié de Marcinkiewicz, demostra que I'operador maximal
és acotat a LP per 1 < p < c0. Demostra també aquest resultat. <

Projecte 9.4 (BMO i la desigualtat de John-Nirenberg). Donada una funcié localment
integrable f, la seva funcié maximal ajustada es defineix com

# .
M#f(z) : C;g@f\f ]éf(Z)dZ\dy,

on el suprem es pren sobre els cubs de costats parallels als eixos.

Notem que aquesta funcié mesura com oscilla f al voltant de la seva mitjana en boles
centrades en z. Diem que f € BMO (bounded mean oscillation) si M# f € L® i definim
la seva norma com |f|, := HM#fHOO. Cal dir que no es tracta d’'una norma ja que les
funcions constants tenen mesura zero. Aix{ doncs és una norma si entenem les funcions
modul constants additives. Demostra la desigualtat de John-Nirenberg

{zeQ:|f(z)— fol > A} < Cre=CMIfl|Q).

Demostra que aleshores les normes

Il o= s (é ) - ]2 £(2) dz\pdy) "

s6n totes equivalents per 1 < p < 0. Pots consultar [Duo01, capitol 6]. <
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Projecte 9.5 (Espais de Lebesgue amb pesos). Esbrina que sén els pesos de Muckenhoupt
i quina és la seva relaci6 amb l'operador maximal. Demostra també que satisfan una
desigualtat de Holder invertida. Pots consultar [Duo01, seccions 7.1 1 7.2]. <

Projecte 9.6 (Lema de Cotlar). El lema de Cotlar diu el segiient: Sigui H un espai de
Hilbert i considerem una successi6é d’operadors lineals i acotats {T}}; amb adjunts {T}};;
de manera que

|77y

on {an}nez és una successié. Aleshores per n < m tenim

m

2T <af-
j=n L(H) i€
Demostra el lema i utilitza’l per comprovar que les transformade de Hilbert truncades

Hjpp(z) = 1/ Mdy.

™ 20 <|z—y|<2k r—y

N

son uniformement acotades.
Pots consultar [Duo01, Seccié 9.1]. <

9.11 Articles aptes per fer resum i esquema

Podeu trobar una pila d’articles interessants i classics a la bibliografia del llibre d’Elias M.
Stein [SM93]. Us afegeixo alguns articles que sén majoritariament moderns amb els que
m’he topat els darrers anys i que crec que poden ser també interessants.

9.11.1 Ondetes

1. Daubechies, I. (1988). Orthonormal bases of compactly supported wavelets, Comm.
Pure and Appl. Math. 41, 909-996.

EDP’s

1. Caffarelli, L.; Silvestre, L. (2007). An Extension Problem Related to the Fractio-
nal Laplacian. Communications in Partial Differential Equations 32(8), 1245-1260.
(https://doi.org/10.1080/03605300600987306). El resum seria sobre la demos-
traci6 de (3.1) a la secci6 3.2.

2. Kiselev, A.; Nazarov, F.; Volberg, A. (2007). Global well-posedness for the critical
2D dissipative quasi-geostrophic equation. Inventiones mathematicae 167.3, 445-453.
(https://arxiv.org/pdf/math/0604185.pdf). L’esquema seria sobre el teorema.

3. Astala, K.; Iwaniec, T.; Saksman, E. (2001). Beltrami operators in the plane. Duke
Math. J. 107(1), 27-56. (https://tinyurl.com/aech2ek8). L’esquema seria sobre
el teorema 1.
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4. Alessandrini, G.; Gaburro, G. (2009). The local Calderon problem and the determi-
nation at the boundary of the conductivity. Communications in Partial Differential
Equations 34(8), 918-936. (https://tinyurl.com/nhf9vcuv. L’esquema seria so-
bre el teorema 2.

5. Astala, K.; Paivarinta, L. (2006). Calderén’s inverse conductivity problem in the
plane. Annals of Mathematics, 163, 265-299. (https://tinyurl.com/2p8khmay).
L’esquema seria sobre la proposicié 7.4.

6. Alt, HW.; Caffarelli, L.A.; Friedman, A. (1984). Variational Problems with Two
Phases and their Free Boundaries. Transactions of the American Mathematical
Society 282(2), 431-461. (https://www.ams.org/journals/tran/1984-282-02/
80002—9947—1984—0732100—6/80002—9947—1984—0732100—6.pdf).Ifesquenuise—
ria sobre el lema 5.1, o férmula de monotonia.

Espais de funcions

1. Dorronsoro, J. (1985). Mean oscillation and Besov spaces. Canad. Math. Bull.
28(4) 474-480. (https://tinyurl.com/bdzf47£9). L’esquema seria sobre el teore-
ma 1.

2. Hajlasz, P.; Liu, Z. (2017). A Marcinkiewicz integral type characterization of the
Sobolev space. Publ. Mat., 61(1), 83-104. (https://doi.org/10.5565/PUBLMAT_
61117_03). L’esquema seria sobre el Teorema 1.4.

3. Alabern, R.; Mateu, J.; Verdera, J. (2012). A new characterization of Sobolev
spaces on Rn. Mathematische Annalen, 354, 589-626. (https://link.springer.
com/article/10.1007/s00208-011-0738-0). L’esquema seria sobre el teorema 1.

Calderén-Zygmund

1. Verdera Melenchon, J. M. (2001). L2 boundedness of the Cauchy Integral and Men-
ger curvature. Contemp. Math., 277, 139-158. (https://tinyurl.com/2cmd4xp5)
L’esquema seria sobre 'estimacié (4.1) de l'article.

2. Tolsa, X. (2000). Principal values for the Cauchy integral and rectifiability. Proc.
Amer. Math. Soc., 128(7), 2111-2119. (https://www.ams.org/journals/proc/
2000-128-07/S0002-9939-00-05264-3/30002-9939-00-05264-3.pdf). L’esque-
ma seria sobre el teorema 2.2.

9.11.2 GMT

1. Weiss, G. S. (1999). Partial regularity for a minimum problem with free boundary.
The Journal of Geometric Analysis, 9(2), 317-326. (https://link.springer.com/
content/pdf/10.1007/BF02921941.pdf). L’esquema hauria de cobrir el teorema
1.2 o formula de monotonia.

132



9 Avaluacié

0.11.3 Mesura harmonica

1. Aikawa, H. (2004). Characterization of a uniform domain by the boundary Harnack
principle. Harmonic analysis and its applications, Yokohama Publ., Yokohama 117.

9.12 Possibles aplicacions a estudiar

A continuacié trobareu una llista no exhaustiva de possibles aplicacions de I’analisi har-
monica a resumir.

1. Fisica quantica i principi de la incertesa.

2. Fisica quantica i equacié de Schrodinger.

3. L’s de distribucions i de derivades distribucionals i febles a fisica.

4. Disseny de filtres (vegeu [OS10, Capitol 7], per exemple).

5. Transformades de Hilbert discretes (vegeu [OS10, Capitol 12], per exemple).

6. Cristalls, quasicristalls i la férmula del sumatori de Poisson (vegeu [Str94, Seccié
7.3]).

7. Sampleig de funcions (vegeu [Sha49]).
8. Compressié d’imatges usant analisi harmonica.

9. Tecniques de marcat d’imatges (o watermarking) al canté de les freqiiéncies.

10. ...
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10 Solucions

Solucié de I’exercici 1.12

altrament, n

R i — _1\n+1
f(n)={?(_1)n dn=0 g =2 -0

5 sin =20, T sin=0,
f(n) = % si n és imparell, b,(f) =0, c,(f) = ﬂ_—é si 21n,
0 altrament, 0 altrament.

3. f()=m—06, (0<0 <2n),

n(f);lbn(f) sin > 07 ( 1)n+1 % sin = 0,
f(n) = C"éf) sin=0, by(f)= _n en(f) = ﬂig si21n,
C*”(f)gib*"(f) sin <0, 0 altrament.
5. f() =sin?6 = 1= C;S(%),

1 sin=0,
bn(f)zo cn(f): %1 sin=2,
0 altrament.

4 . ;.
— sin és imparell,
{ en(f) =0.

0  sin és parell,
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2 . J .
=~ sin és imparell, 1 sin=0,
by (f) = { en(f) = {

0  sin és parell. 0 altrament.

f(0) = [sinb),
% sin =0,
bun(f) =0 cp(f) =<0 si n és imparell,
7r(n+4—1) si n és parell no nul.
f(0) = | cosb],
% sin =0,
bu(f)=0 cpn(f)=+0 si n és imparell,
ADTH G és parell 1
Zmr—1) Sin és parell no nul.
— 0, (—7'[' <f< 0)7 B _ sinf+|sinf| |
10) = { sinf, (0<6<m), aixt que f(0) = 2 :
2 .
L sin=1 ™ sin=0,
bu(f) = (2) ’ en(f)=<X0 si n és imparell,
altrament, _2 |
oy o S trament.
1
_ oz (0l <a);
0= 5
() =0 eald) = { gy T
n = Cn = 3 sin(na
ngm ) altrament.

_ ia? (|9—00]<a);
'ﬂ”‘{é, (a < 10— 6] < m),

sin(nfp) sin(na) 1 sin=0,
bn = n =9 ros i
(£) nam en(/) 7%5("632;11(”“) altrament.

L (0] < a);
S fO)=1 -1, (2a<0<4a); ona<Fi-nr<O<m

0 altrament,

—2sin(3na) sin(na) 0 sin=0,
bn = n = si —
(f) ni G (f) 251n(na)(71mcos(3na)) altrament.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

+

aZ %
a—m

Com que a < 7 tenim

{ 0, (6] < a);
f(0) = a;—:g, (a <0 <m);
(

f(0) =¥ (—r <6 <),

B 2n(_1)n+1

() = s gy S

f(6) =" (0 <6 <2n),

10 Solucions

és a dir f(0
-1 <0< —a),

_ 2sin(na)
(m —a)n?’

272
Cn(f) = {4(3—1)"

n?2

si n és parell,

si n és imparell,

0,
) { =1

en(f) =0.

sin =0,

altrament.

sin =0,

altrament.

cn(f) =0

2 sinh(bmr)

br)  cn(f) = { 2b(f1)n

m(n2+b2%)

b
sinh(br)

2l77r_1

() =~ un(om) enlf) = { 2
n(f) = —5——<sinh(br) ¢, (f) = .
7(b? + n?) W(%gi’nz) sinh(brr)

f(0) =sinhf (-7 < 0 < ),

bn(f) =

2n(—1)"*lsinh 7

w(n? +1)
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Solucioé de I’exercici 1.13

Si f és parella, aleshores fem el canvi t = —6 i queda
femy = oo [ s@emtds = o [ pene e = o [ pwea = fn)
27 o). o). - '
Si f és senar, aleshores fem el canvi t = —6 i queda

_ % /ﬂf(a)em@da _ 217r/,, F(—t)e~ Mt = % /Tr —f(t)e"dt = —f(n).

Si f és m-periodica, aleshores fem el canvi ¢t = § — 7 a la integral de 0 a 7 i queda

0 0
27Tf(n) _ f(@)e_mede + Ft+ ,n_)e—int—i'rwrdt

—T —T

0
— [ )+ e as <o

—T

Si f pren valors reals, aleshores f = f. Per tant

£ 1 zn
fo) = 5 [ F@ea0 = o [ p0)emas = fin)
T
Notem que si f (—n) = A(n), aleshores podem veure que

= flen) = Fn) = 5 [ (100~ F@) ea,

és a dir que per tot n € Z tenim f — f(n) = 0. Quan veiem la unicitat dels coeficients de
Fourier podrem deduir que es tracta d’'un “si i només si”.

Solucio de ’exercici 1.14

.. , . . . 24
Per resoldre aquest exercici convé utilitzar un canvi de variables t = 6 — =% a cada

. 27 20+ . . R .
interval [=2%, %], i veure com en cas que n|m les integrals coincideixen mentre que hi

ha una suma d’arrels de la unitat en cas contrari. Fem-ho:

R 1 n—1 /2(j+1)7r/n 0 n=1 r27/n 2jm ) 24
p(m) = — 0)e ™ dp = / (t + ) e~ MUt dy
(m) 27 jgo 9 (6)e 21 Z

JT/n

Ens ara que la funcié p és 2%—periédica, ja que p(x + 2#) = f(nx + 27) = f(nz) = p(x).

Aixi doncs
R 1 n—1 i 2m/n )
pm) = - (Z ) | e mar
T j=0 0
1 27

=5 p(0/n)e™ "0 do <Z 2mm>

0
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2mgm

Separem ara els dos casos. Si n|m, aleshores tenim e~ ""n =11, per tant,
Bm) = — K p(6/n)e"" b Z l=— f( Je 50d0 = f(m/n)
2nm 2nw J ’

tal i com voliem veure.
Si, en canvi, m no és un multiple de n, aleshores tenim una suma de potencies d’arrels de
la unitat. Per demostrar que la seva suma és zero convé usar que (1 z)(1+z+---+a" ) =

1 — 2" Alser x # 1, se’'n deriva la suma geometrica 1 +z + --- 4+ 2" 1 = 11— Tenim
doncs

1 [ myg 1 T 1 [ 1-1
pim) = —— 0/n)en% do = 0 Hdei = 0.
pm) = g [ w0/ a0 = — [ piomye ~—m

Solucio de I’exercici 1.17

Pern>1i0<j<n-—1, tenim que la integral
(j+1)2m/n
/ sinnx dx = 0.
j27/n

Per tant,

(j+1)27/n 25+ 1)7/n
/ f(x)sinnx dx = / (f(x) — f((25 + 1)7r/n)) sinnx dx

j2n/n 2jm/n

(2j+2)7/n
[ ) = (@ ) s da
(2j+1)7/n

Notem que hem pogut afegir una constant multiplicant al sinus degut a la cancellacié
esmentada.

Ara en les primeres integrals multipliquem dues funcions positives ja que per x €
(2j7/n, (25 + 1)7/n) tenim f(x) = f((25 + 1)w/n) i sin(nz) = 0. Per altra banda,
en les segones integrals tenim el producte de dues funcions negatives, ja que per x €
(2 + 1)mw/n, (25 + 2)m/n) tenim f(z) < f((2§ + 1)7/n) isin(nz) < 0. Aixi

2(j+1)7/n
/ f(x)sinnxdx > 0.
2jm/n

Sumant en j, obtenim

1 n=1 r(j+1)27w/n
— Z f(z)sinnx dx = 0.
™ ]:0 27r/n
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Solucioé de ’exercici 1.18

Escrivim les definicions i usem ’acotacié del valor absolut de f(x):

~ ~ 1 i —iz 1 T —iT
F) =50 = 5= | [ @@ - sanas] < o [ e 1] 1@l
™) —r T J—m
1 s
< 2#/_”\/2(1 — cosz)dx.
Per la férmula del sinus de ’angle doble, tenim que sin?(z/2) = I_C%, aixi que
~ ~ 1 (7 x 4
H-fo)<=[ s —‘d _ 2
foy-fol< [ fing|a

Per trobar f que satisfaci la igualtat, ens cal

1 4 —q 1 4 —1.
p /_W(e T —1)f(x)dx =27T/_7r|e $71||f(m)|d:n
Provem doncs amb f(x) = @Z%h En tal cas,

f(1) - f(0) = 1/ﬂ(e”—1)6m_1dm< ! /7r e — 1| dz

or . leie —1] o |,

I 4
— V2(1 —cosz)dr = —.
2 J_, T

Solucio de I’exercici 2.5

Un conjunt obert a R és una unié d’intervals oberts disjunts. Com que cada interval
obert conté un racional, aquesta unié és numerable. Aixi, com que la unié numerable de
conjunts nuls és nulla, podem suposar d’entrada que U és un interval.

Fem encara una segona reduccié: sigui I un interval obert i f : I — R continua amb
derivada continua. Donat un interval tancat J < I, volem veure que f(N n J) és nul.
Aleshores tindrem que f(N nI) = [Jf(N nJy) on J, := {z € I : dist(x,I¢) > 1/n}.
Aplicant el nostre resultat i la subadditivitat de la mesura, obtindrem que |f(N n I)| <
SN A )| = 0.

Procedim a demostrar el resultat per J tancat. En tal cas, en ser f’ continua en .J,
deduim que f’ té un maxim en J. Es a dir que |f/(z)| < Cy. Com que N n J és un
conjunt nul, existeix un recobriment per intervals I,, tals que Y] |I,,| < ¢/C. Aleshores
f(I,) recobreix f(N nJ) i tenim

POV DI < Y1 ()] < sup ||| < Coe/Cy =&

Com que ¢ és arbitrari, deduim que f(N n J) és un conjunt nul, tal i com voliem veure.
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Solucio de I’exercici 2.17

Tenim que S, és interseccié numerable d’oberts i per tant és mesurable. L’interval també
ho és i, per tant, U, := [0, 1]\Se és mesurable.

En primer lloc observem que U, és precisament la frontera de S, llevat dels punts 0 i 1.
N’hi ha prou amb veure que si x € U, aleshores x € 05, la implicacié contraria és obvia
ja que Se\{0,1} és un obert. Sigui x € U.. Aleshores per tot § existeix un racional
tal que |x — z5| < d. Pero els racionals sén inclosos en Se per definicié. Per tant, podem
trobar una successié de punts de S. convergint a x € S¢, és a dir que x € 0S. tal i com
hem observat.

Com que S, i U, = 05, s6n mesurables, disjunts i la seva unié és [0, 1], obtenim que

08 = 1[0, 1] = 1S 1= S 2 _1-2¢>0
€ ) el = on .

n=1

Solucié de l’exercici 2.35
Sigui f € L'(T) tal que [; f(t)dt = C per a tot « € T. En particular C' = foo f(t)dt =0.
Per tant la integral és sempre nulla.

Donat un obert U < T es pot expressar com a uni6é numerable (o finita) d’intervals oberts
U =J;Ij, on I; = (aj,b;) (identifiquem com és habitual T amb R/(27Z)). Aleshores

/Uf(t)dt:;/[jf(t)dt:;(/objf(t)dt_/oajf(t)dt) = 0.

Per tant, la integral s’anulla en tot obert.
Ara argumentem per contradiccié. Suposem que f > 0 en un conjunt de mesura positiva
(el cas f < 0 és analeg). Com que

fo: f@)> 0} = Jfa: f(2) > 1/n)

i tots aquests conjunts sén mesurables, la mesura de la unié és menor que la suma de
les mesures i, per tant, existeix un n > 0 tal que {x : f(z) > 1/n} té mesura positiva.
Aleshores existeix un tancat 7' de mesura positiva tal que f > 1/n en T, per la regularitat
de la mesura de Lebesgue (vegeu observacié 2.18). Aleshores tindriem
T
n

2T
ﬂwﬁ_éj@ﬁ+ ﬂwﬁ_éj®ﬁ>>0

0 T\T

Hem arribat a una contradicci6 i, per tant, el conjunt {z : f(x) > 0} és nul.
Solucié de ’exercici 2.36

Apartat a): Sia =00 b = 0, la desigualtat és trivial, i la igualtat només es déna si
ambdds sén nuls.
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Suposem que ab # 0. Aleshores

Els extrems locals de f en (0,+00) es troben quan f'(t) = 0, és a dir quan

/

p—1 _p —p,—l ’ p-‘rpl / —p L[ ;Pl
P~ aP — ¢t ¥ =0 — t =baq — t = brto gr+o .

Es clar que limy_ f (t) = limy—o f(t) = 400, de manera que I'inic extrem local ha de ser
el minim absolut de f. Per tant,

<bp/ —p_ >p
p+p’ qpr+p’ , op’ %
o _—p bP b) p+p’ b)r+p
f(t) > f (bp+p’ap+p’> = + = (a ) 4 (a )/ .
p ' =p \P p p
p <bp+p’ ap+p’>
Ara notem que
p I
p+y  Up+1lfp
Per tant,
b b
p p
i, en particular,
a? b
— + — = f(1) = ab.
p 7

Com que la derivada només s’anulla al minim absolut, en qualsevol altre punt la desi-

/

P E— U
gualtat sera estricta llevat que 1 = br+¢’ ar+¢’, és a dir quan

/
/

' P
br+r’ = qp+v — P = aP.

Apartat b): Si || f||, = 0, aleshores f = 0 g.p.t. arreu. Per tant, |fg[; = 0. El mateix
passa si [g], = 0. Per altra banda, si una de les dues normes és infinit, no hi ha res a
demostrar. Per tant, podem suposar que 0 < | f|, <2010 < |g|,, < 0. De fet, dividint
per la norma de f i g respectivament, podem suposar que | f|,, = [g[, = 1. Per simplificar,
suposarem a més que f,g = 0, cosa que podem fer sense perdua de generalitat.

Sip=1ip = oo, utilitzem que

f@)g(z) < f(2)]g]., g.p.t. zeR.

Integrant, i usant la monotonia de la integral de Lebesgue, trobem que

[ 1@ ds < lgl,, [ 1) da.

144



10 Solucions

Sip=oip =1, procedim analogament. Per obtenir igualtat ens cal igualtat gairebé
per tot, és a dir que g és constant.
En cas que 1 < p,p’ < o0, sabem per la desigualtat de Young que

LIy gty
p p

/

g.p.t. zeR.

Aleshores integrant, i usant la monotonia de la integral de Lebesgue i la desigualtat tri-

angular, trobem que
P P’
/j@m@mx</f%)m+/”f?da

és a dir que

B fE 1 1
HmmgHHpﬁlh:7+/
p q p D

Per obtenir igualtat en aquest cas, es requereix que la desigualtat de Young sigui una
igualtat gairebé per tot arreu, és a dir, que

/

f(@)P = g(x)".

Si traiem les simplificacions | f||, = [gl,, = 11 f,g = 0, aleshores la igualtat es déna si i
nomes si
alf(x)|P = blg(x)[? gpt. zeR,

per alguns valors de a,b € R. Notem que el cas a = 01 b = 0 corresponen als casos g =0
i f = 0 respectivament.

Apartat ¢): El cas p = 1 s’obté mitjancant la desigualtat triangular |f + g| < |f| + |¢]
combinada amb la monotonia de la integral de Lebesgue. El cas p = oo també s’obté
usant la desigualtat triangular i restringint-se al complement de la unié dels conjunts
excepcionals Ef := {x : |f(z)| > ||fll,} 1 Eg := {= : |g(z)| > ||lg]l,,}, que sén de mesura
nulla.

Suposem doncs 1 < p < 0. En primer lloc, la convexitat de la funcié = — 2P quan
p>1ixz >0 implica que )

Ll

‘f+g
2

1 tenim
If +glP <27 (IFPP + |glP) -

Integrant concloem que || f + g/, < 0.
Per demostrar la cota, suposem que || f + g » > 0. Usant la desigualtat triangular i que
p—1= 5, obtenim

Hf+g||§;=/|f+g|”=/|f+9||f+g|p‘1 < /|f|f+g|5+/rg|f+g|5.
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Per la desigualtat de Holder

P » L
I£ +ally < W17+l |, + Loy |1f + 017 = (151, + ol ) 15 + 1

i la desigualtat de Minkowski s’obté en aillar la norma | f + g|,.
La igualtat es dona si i només si

If+gl=1fl+19] gpt zekR,

alf[P=blf +g"  gpt zeR,

clgP =d|f +g|° gpt zeR.

Perque ocorrin les tres coses, cal que af = bg, amb a,b > 0.

Solucié de ’exercici 2.53

Fent un canvi de variable i usant la férmula d’Euler, tenim

2w ) 2w
f(z)e e gy =

2w
fz+ W/k:)e—ik(z+7r/k) dx = / flz+ 7['/]{:)6_“” de.
0 0 0

Aleshores, fent la mitjana de les dues expressions, obtenim

fi - = [ @) = fa+ mpp e an,
Prenent valors absoluts
=R 2
Fl < g [ 17@) = 1o+ /0] do < G (/)

tal i com voliem veure.

Solucié de I’exercici 3.3

- —_—

Vegeu la solucié de l'exercici 1.13. Alla veiem que si f| (—n) = 1 (n), aleshores f — f(n)

0 per a tot n. Pel Teorema de Féjer i 'observacié que el segueix, aixo implica que f— f
és a dir que f = f. L’altra implicacié ja esta demostrada a ’exercici 1.13.

0,

Solucio de I’exercici 3.8
ix “~

Sigui f(x) := (2_67)2 Volem demostrar que 2f(n) = n2~" per tot n > 0.Veient
(3.2) sembla que podem provar de treballar amb la seva primitiva g(x) := ﬁ, ja que
efectivament ¢'(z) = f(z). Per tant, com que g € C*(T), el Lema 3.6 diu que és equivalent
veure que

g(n) = (n) = 27" pertot neN.
in
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Notem que g(z) és precisament una suma geometrica:
—i/2 —i & e\
Ul ey ) 2 (2) '
n=0

A més, com que ’%‘ = 1/2, podem aplicar el criteri M de Weierstrass (vegeu el teorema

2.43) per concloure que la convergencia és uniforme en z. Aleshores podem aplicar el
teorema 2.40 sobre la integral d’un limit uniforme per veure que per n > 0 tenim

~ 1 T —inx T i'x —mr
g(n) = / g(z)e dr = — Z 57 dx

. 00 .
—1 11 (™ 0 —1i
I _ JT —1nx o
- 5 Z 5 27r/ e%e dr = on il

Solucio de ’exercici 3.13

Suposem que lim,,_,o, a,, = ¢. Aleshores existeix n. tal que |a, —¥f| < €/2 per tot n > n..
Tenim

1
ar+az+---+ap lay — €] + -+ |an, — ] & ]aj |a]
— | <

g | el
J=ne

Per tant, si escrivim C, := Zn‘_l |a; — €|, aleshores tenim que

a1+a2+...+an _g‘ < %4_ E(H—Tle-‘rl) n—oo 6/2
n n 2n

Es a dir que per n prou gran

Solucio de I’exercici 3.22

Sigui k > 0. Notem que
Z f )|n* < Z Ce="nk < o0,
nez nez

Pel teorema 3.19 la funcié és infinitament diferenciable i les séries de Fourier de les deri-
vades convergeixen a les derivades respectives, i pel lema 3.6 tenim

[ (n) = (in) f (n).
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Aixi doncs,
f(k Z f m@ _ Z (Zn)kf(n)emw
nez nez

Prenent valors absoluts, tenim que

P @) < D Il f(n)] < C ) [nfFealn,

neZ neZ

Com que aquesta cota només depen del valor absolut en la serie doble, podem simplificar

a
|F®)(2)| < 2C Z nke=om,

n=0

Ara usarem el criteri integral. Per n < x < n + 1 tenim nFe=® < ghe~a(n—2)g—ar <

ke el Aix{ doncs,

0] k‘
(k) k- — :
lf (;U)|<2C'ea/0 xve azd:ﬂ—QC’e“akH,
és a dir que podem prendre R = a~! i obtenim la cota demanada, amb M = 2Ce%/a.
Per veure que f és analitica usem el teorema del residu del polinomi de Taylor centrat

1
'supMRNN'|x t|N

1 N
NVl — o <

N

Aquesta cota convergeix a zero si |x —t| < R

Solucio de I’exercici 3.24

Sigui f uniformement continua, és a dir, suposem que per tot € > 0 existeix d > 0 tal
que
|f(x+h)— flx)] <e per tot z,x + hel, |h| <6

Notem que wqy f és creixent per definicié i, en particular, té sempre limits laterals.
Argumentem per contradiccié. Suposem que lims\ gwe () = C' > 0. Aleshores prenent
e = C'/2 en la definicié de continuitat uniforme, existeix un J tal que

|f(x +h)— f(x)| < C/2 per tot x,x +hel,|h| <o

En particular,

C < W f(d) = sup sup |f(x +0) — f(x)| < sup C/2 < C,
h|<6 zel |h|<é

i arribem a contradiccié. Amb aixo acaba 'exercici.
Notem que en realitat es tracta d'un si i només si: si limy\ gwe f(t) = 0, aleshores per
qualsevol € > 0 existeix § > 0 tal que

wo f(t) <€ per tot ¢t < 6,
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icom que |f(x + h) — f(z)| < wef(|h]), obtenim que

|f(x+h)— f(@)] Swsf(lh]) Swsf(t) <e per tot x,x + he I, |h| <t <.

Solucié de I’exercici 3.25

Del teorema de Bolzano-Weierstrass es deriva facilment que f és uniformement continua
jaque f s’estén de manera periodica a R i, per tant, és uniformement continua en [—2m, 27].
Obtenim de I'exercici anterior que

1FC) = FC+7/n) e (ry < woo f(/[n]) = 0

Solucié de I’exercici 3.26

La condicié Lipschitz es pot traduir per
woo f(0) < K.

A la demostracié del lema de Riemann-Lebesgue hem vist que

~ 1 1 Kmd
[f(n)] < §Hf(') — fC+7/n)|oer) = iwoof(ﬂ'/”) S o
Solucié de I’exercici 3.28
Per les formules trigonometriques sabem que
2 2 1
/cos2(nx+an)dm =/ cos(2nz + 2a5) + dz
E E 2
cos(2nz) sin(2nx) |E|

= cos(2ay,) /E — dx — sin(2ay,) /E —5 dx + 5

En termes de Fourier, aixo és

12|

/ cos? (nx + oy, )dx = g (cos(2an)can(xE) — sin(2a,)ban(XE)) + 5
E

Pel lema de Riemann-Lebesgue, els coeficients de Fourier convergeixen a zero, i els sinus
i cosinus romanen acotats.

Soluci6 de ’exercici 3.35

N’hi ha prou amb veure que no té variacié acotada a [0, 7]. Es a dir que podem trobar
una particié amb variacié arbitrariament gran.
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. N
Sigui Py = {0} u {Hn = m}nzo' Aleshores

N N
D1 (0n) = F(On1)| = }]\9nsnme;1>—-en_1snme;31n
n=1

in(m/2 + 2nm)  sin(m/2 4+ 2(n — 1)m)
7T/2~|—2n7r /24 2(n—1)x

Traient (—1)™ de factor comu, obtenim

n (_1)71—1
7'('/2 + 2n7r 124 2(n—1)x

N

N 1
Z ’f(en) - f(enfl)’ = Z
n=1 n=

V| m/2 + 2nm 7r/2+2 (n—1)m

N
1
~XLT

Deduim que la variacié no és acotada.
Solucié de l’exercici 3.45

1. f(0) =0, (-7 <0 <mn).

La funcié és discontinua a 7 pero la seva derivada és constant a (—m, 7) i, per tant,
té limits laterals a la discontinuitat. Pel teorema de Dirichlet la serie de Fourier
convergeix a tot arreu. En Uinterval (—m, 7) convergeix a la funcié i a 7w convergeix
al punt mig que és (7 —m)/2 = 0.

2. £(0) = 0], (-7 < 6 < ).

La funcié és continua i la seva derivada és constant a (—m,0) i a (0,7) i, per tant, té
limits laterals als vertexs de la grafica. Pel teorema de Dirichlet la serie de Fourier
convergeix a tot arreu. Pel teorema de Jordan la convergencia és uniforme.

Efectivament, notem que pel teorema del valor mitja

N N
V() =5 31 On) = fOni)| < e 50 3 100 = sl = 2] 1] e
1 1

Aixi, en les condicions del teorema de Dirichlet la funcié és de variacié fitada i
el teorema de Jordan es pot aplicar. De fet, si la funcié f és Lipschitz, es pot
argumentar de la mateixa manera.

3. f(0)=m—0, (0<8 <2m).

La funcié és discontinua a 0 perod la seva derivada és constant a (0,27) i, per tant,
té limits laterals a la discontinuitat. Pel teorema de Dirichlet la serie de Fourier
convergeix a tot arreu. En linterval (0,27) convergeix a la funcié i a 0 convergeix
al punt mig que és (7 —m)/2 = 0.
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10 Solucions

0, (—m<80<0);

'f(g):{ 0, (0<6<m),

La funcié és discontinua a 7 pero la seva derivada és constant a (—m,0) i a (0,7)
i, per tant, té limits laterals tant a la discontinuitat m com al vertex de la grafica
situat a 'origen. Pel teorema de Dirichlet la serie de Fourier convergeix a tot arreu.
En linterval (—m,7) convergeix a la funcié i a 7 convergeix al punt mig que és
(m+0)/2 =m/2.

1 — cos(20)

—

Es tracta d’un polinomi trigonometric. Podriem dir que hi ha convergencia uniforme,
pero en realitat és directament una igualtat a partir del grau 2, Sof = f.

(—m <0 <0);

-1,
'f(e):{l, (0<6<m),

La funcié és discontinua a 0 i a 7 pero la seva derivada és nulla alla on existeix i,
per tant, té limits laterals a les discontinuitats. Pel teorema de Dirichlet la serie de
Fourier convergeix a tot arreu. En els intervals (—m,0) u (0, 7) convergeix a la funci6
ia01im convergeix al punt mig que és (1 —1)/2 = 0.

0, (—m<80<0);

.f(0):{ 1, (0<6<m),

La funcié és discontinua a 0 i a 7 pero la seva derivada és nulla alla on existeix i,
per tant, té limits laterals a les discontinuitats. Pel teorema de Dirichlet la serie de
Fourier convergeix a tot arreu. En els intervals (—m,0) U (0, 7) convergeix a la funcié
ia0im convergeix al punt mig que és (1 +0)/2 = 1/2.

. f(0) = |sinf|, La funcié és continua i la seva derivada és continua a (—m,0) u (0, 7).

A més, la derivada té limits laterals en els dos vertexs de la grafica 0 i w. Pel teorema
de Dirichlet la serie de Fourier convergeix a tot arreu a la funcié. La convergencia
és uniforme pel teorema de Jordan.

f(0) = |cosf|, Es tracta d’una translacié de anterior i, per tant, té les mateixes
propietats de convergencia.

f(0) = w. Es la suma d’un polinomi trigonomeétric i una funcié que com hem
vist té serie absolutament convergent. Per tant, la seérie convergeix uniformement.
L 0| < a);
foy— {2 (01 <a)
0, (a<lf] <m),
La funcié és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergencia als intervals oberts
i convergencia al valor mitja als punts de discontinuitat.
s 60—y < a);
f(9) _ 2a° (’ 0’ )?
0, (a<|0—00 <m),
La funcié és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergencia als intervals oberts
i convergencia al valor mitja als punts de discontinuitat.
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Lo (8] <a);
f(#)=1 -1, (2a<0<4a); ona<Fi-m<0<m.
0 altrament,

La funcié és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergencia als intervals oberts
i convergencia al valor mitja als punts de discontinuitat.

0, (10] < a);
1(9) :{ =0 (a<6<2r—a),

a )
mT—a

Es tracta d’una funci6 continua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la serie convergeix
uniformement a tot arreu.

(a—10]) :
F(0) = aZ (10] < a);

0, (a <[] <m),
teorema de Jordan la serie convergeix uniformement a tot arreu.

Es tracta d’una funcié continua i Lipschitz. Pel

f(0) =6 (-7 <6 <n),

Es tracta d’una funcié continua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la serie convergeix
uniformement a tot arreu.

fO) =0(m —10]) (= <0 <m),

Es tracta d’una funcié continua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la serie convergeix
uniformement a tot arreu.

f(0) =€? (—r <6 <),

La funcié és continua a (—m, ) i presenta una discontinuitat de salt a 7. A la resta
té derivada continua i acotada i aquesta té limits laterals al punt de discontinuitat.
Pel teorema de Dirichlet, la serie convergeix a tot arreu. El limit és f en l'interval
obert i al punt mitja (e®™ + e~™)/2 = cosh(br).

f(0) = e (0 < 0 < 27), La funci6 és continua a (0, 27) i presenta una discontinuitat
de salt a 0. A la resta té derivada continua i acotada i aquesta té limits laterals al
punt de discontinuitat. Pel teorema de Dirichlet, la série convergeix a tot arreu. El
limit és f en l'interval obert i al punt mitja (™ + 1)/2 = €™ cosh(br).

f(0) =sinh§ (—7 < 6§ < 7), La funcié és continua a (—m,7) i presenta una discon-
tinuitat de salt a w. A la resta té derivada continua i acotada i aquesta té limits
laterals al punt de discontinuitat. Pel teorema de Dirichlet, la serie convergeix a tot
arreu. El limit és f en l'interval obert i al punt mitja (sinh 7 + sinh(—m))/2 = 0.

Solucio de I’exercici 3.46

. L’apartat 8 ens diu que per tot —m < 0 < 7 tenim

sind| = 1(6) = $£(0) = 2+ 3, T
1
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& 1

1 n+1
Avaluant I'expressié a = 0ia 6 = 7 obtenim que Z

i(
- An? —
T—2

1

. L’apartat 16 ens diu que per tot —7 < 6 < 7 tenim

62 = £(0) = S£(6 % Z " cos n9)‘
1

1 2 0 (_1)n+1 -
Avaluant I'expressié a § = wia 6 = 0 obtenim que Z o , Z A
1 1

. L’apartat 17 ens diuen que per tot —7 < 6 < 7 tenim

b(n —16)) = £16) = 51(6) = > 3, =2 )

1

e}
-1 n+1 3
Avaluant I'expressié a § = 5 obtenim que le ((27111)3 = %

. L’apartat 18 ens diuen que per tot —m < § < 7 tenim

e — £(6) = Sf(0) = sinh(bm) (1 N i 2(—1)™(bcos(nb) — nsin(n@))) ‘

b - n? 4 b2
Avaluant 'expressié a 8 = 0 obtenim que Z i i csch b !
A% X = ~ 57 T 52
P d 2402 20 202

. Avaluant als extrems ’expressié de 'apartat anterior, obtenim per la discontinuitat
de salt la identitat

el 4 et sinh(br) (1 <& 2(—1)"(bcos(nw) — nsin(nw))
—_— =5 =—7| - .
5 f(m) - ;T 21: pORE
= 1 T
Avaluant I’expressié obtenim que ; o i %coth br — 2

Solucié de 1’exercici 3.47

La funcié f és continua (i infinitament diferenciable) per 6 € R, tot i que al perioditzar-
la, apareix un salt a ’extrem de l'interval [0, 27]. Es pot comprovar que
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eznG

Aixi, pel teorema de Jordan (vegeu teorema 3.34), la serie Sf(0) = >, . convergeix a
%ﬂ%) a l'origen. Per tant,
Z 1 fO)+f@2r) €T+ g
~ a+n 2  sinma 2  tanma
Solucié de l’exercici 3.48
Sigui f(z) = 174_%%. Volem veure que

bn(f) = 1/7r &sin(nx)daz = i

mJ_r 17T —8cosx

Sabem, de fet, que S, f convergeix uniformement a f a T ja que és infinitament diferenci-
able a T. Com que f és imparella, tenim ¢, (f) = 0. Es a dir que f(z) = 3.7 by (f) sin(nz)
uniformement en z € T.

Considerem

o) e & sin(naz).
g(@) : ; I

Aquesta funcié és suma de funcions infinitament diferenciables i en particular continues
a T, i la convergencia és uniforme, ja que es pot acotar per una suma geometrica. Aixi
doncs g és una funcié uniformement continua. Pel teorema 2.40 obtenim que
1
bn(g) = qn”

Per altra banda, per la férmula d’Euler (1.2) i usant I'expressi6 de la série geomeétrica,
per tot z € T tenim

0 inz O _inx i —iz
o) = ; 9i4n +; 2idn  2i <41 —eir/d 41— 6”/4) '

Calculant la suma, obtenim

1 4 — 1 —4e ™ 41 4sinx

. - (@)

g(z) = 2 16 — dei® — de—ir 4+ | 17 — 8cosz

Solucié de ’exercici 3.49

Sabem que

~ _ —inf _ —ind _ —in(t—a) g4 _ ina g
g(n) Ag(@)e df /Tf(ﬁ +a)e """ do /11‘f(t)6 dt = e f(n).
Per tant,

Sng(0) = Y. Gm)e™ = > f(n)em*) = Sy f(0 + a).

In|<N In|<N
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En particular,

9(0) — Sng(0)] = [f(0 + a) — Sng(0 + a)

i la convergencia de 'una implica la convergencia de 'altra, tant puntual com uniforme
en intervals o en norma LP.

Soluci6 de ’exercici 3.50

Eonades dues successions de nombres complexos {an}n>0 1 {bn}n>0, definim Sy :=
D ko @kbr. Volem veure que la férmula de suma per parts:

N-1

Sy =anBy — Y. Br(ars1 — ax),
k=0

on By = Z,JLO by se satisfa.

Raonarem per induccié. Si N = 0, aleshores Sy = agbg i la férmula es compleix trivial-
ment.

Suposem que la férmula és certa per N, és a dir que

N-1
Sy =anBy — Z By(ag+1 — ag).
k=0
Aleshores
N-1
Sn41 = ans1byir + Sy = ani1(Byy1 — By) + anBy — Y Bilagr — ax)
k=0

N
= an11BN11 — )| Bilags — ax),
k=0

tal i com voliem veure.
Procedim amb el primer apartat: sigui {4,}, una successié de termes positius tal que
A, > A,iqilim, A, = 0. Aleshores veurem que

00 N
S A = fim 3 A
0 N—oo ~=

és convergent si x # 0. Per la férmula de suma per parts i la férmula de la suma geometrica,
tenim

N ‘ N ‘ N-1 k 3
Z A, e = A, Z etne _ Z Z ezym(Ak+1 _Ak)
n=0 n=0 k=0 5=0
1 — ofWN+Dz  N=1q i(k+1)a
=T T A o e A
=0
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Ara bé, com que

Pl

és absolutament convergent, obtenim que la série convergeix. De fet, notem que si prenem
z lluny de 0, obtenim convergencia uniforme mitjancant el criteri M de Weierstrass.
L’altre apartat demana veure que que la serie

N—-1

| Apyr — Ak < )]
k=0

k+1)x 2 )

1_ ¢ix (Ak - Ak+1) < W(AO - AN)

és convergent per a tot x. Usem que el logaritme és creixent per definir A,, bén, satisfent
les hipotesis del primer apartat. Ara usem la férmula d’Euler per escriure sin(nx) =

Im(e"*). Obtenim
Z sin nx Z
= logn logn

que és convergent per x # 0 per I'apartat anterior. Sl, en canvi z = 0, aleshores sin(nz) = 0
per tot x i la suma és nulla i, per tant, convergent.

Pel mateix argument veiem que ), o Cffg’f convergeix fora de l'origen, pero a l'origen

ens queda la serie divergent )’ loén = 0

Solucio de I’exercici 4.2
Tenim f(0) = (0 + 1)x[-1,01(0) + (=0 + L)x[0,1)(6) i 9(0) = X[-1/2,1/2)(), aixi que

1

fg(0) = o /X[—1/2,1/2](9 — ) ((0 + 1)x[-1,01(0) + (=0 + 1)x[0,17(0)) dt.

Donat 0 € [—3/2,—1/2], tenim 6 —1/2 < —1 <0+ 1/2 < 0, i per tant

1

0+1/2 0+1/2
£+ 9(0) = QW/Q Fyde= o [ )= o[+ DR = 04322

—1/2 27 -1 ™

Donat 6 € [—-1/2,1/2], tenim —1 <0 —1/2<0<6+1/2 <1, i per tant

0 0+1/2
f*g(0) % (/@1/2(t+1)dt+/0 (—t+1)dt>

% ([(t + 1)2/2]8_1/2 —[(—t + 1)2/2]84_1/2)
(1 —(0+1/2)%— (1/2—0)2 + 1) e ”

1
4 2 2

Si 8 > 0 podem usar que

- 217T/f(9 —t)g(t) dt = 217T/f(—0 +t)g(—t)dt
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ja que les dues funcions sén parelles, i fent el canvi s = —t obtenim

/f —s)g(s)dt = f = g(—0).
Per tant, f * g és també una funcié parella i 'exercici queda completat.

Solucio de I’exercici 4.3

En primer lloc, volem calcular

1 I
£ 10 = 5= [ xonOxon® =0t = 5- [ xou@-na

Si 0 < 1, aleshores per t € [0, 0] tenim x[o1](0—t) = 1iper ¢ € (6, 1] tenim x[,11(6 1) = 0,

és a dir que
1 /? 0
— dt = —.
Fop®) =5 [

Si 1 <6 < 2, aleshores per t € [0,0 — 1) tenim x[o1)(0 —t) = 01 per t € [ — 1,1] tenim
X[0,1](0 — t) = 1, és a dir que

1

1
f*f(e):%/g_1dt_

2—10
o

En segon lloc, volem calcular
1
Fe(r O =5 [(FeN@IE-1d

Si escrivim f per la funcié f de lexercici anterior, f * f(f) = ! (9 L

, gairebé per tot (al

punt 8 = 1, la funcié f val 2, pero el valor a un punt no modlﬁca la integral). A més a
més, amb la notacié de l'exercici anterior tenim f(6) = g(0 — 1/2). Aixi,

Pl DO) = Gz [ Fe=Dg0—t=1/2)as
Prenent s = ¢ — 1 obtenim

fxg(0—3/2)

Fr(fe )0 (0 —s—3/2)ds = =2,
s

i aplicant I’exercici anterior obtenim

0%X10,17(0) +2(30 — 62 — 3/2)x(1,2)(0) + (0 — 3)*x[2,3)(0)

I (f * f)(@) = 2(27.‘-)2
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Solucié de I’exercici 4.11

Per la desigualtat de Holder, la convolucié esta definida puntualment quan f € LP i
gE i

1£C)9(0 = Mpsmy < 1oy 9l ooy (4.4)

Donades f € LP(T), g € L (T), per densitat existeixen funcions { f; }xen, {gr treny © C(T)
tals que fr — f1igr — ¢ en les normes LP i LY respectivament. Vegem que fr*gr — f*g
uniformement en T.

Ens cal mirar les seves diferéncies puntuals, que recordem que estan ben definides arreu
ja que les funcions sén dels espais duals LP i LY

00 = 1290 < o= [ 1590~ 0 — F(Q)g(0 - Ol c.

Sumant i restant f5(¢)g(0 — () i aplicant la desigualtat triangular obtenim

2

+ 27100 — £(©)a0 — )l de.

2 J_,

i # 9(8) — f #9(0)] < 1/_” (O (gr(6 — O) — g8 — Q)] dc

Aplicant la desigualtat de Holder deduim que

[Fi % 94(0) = £ % 9O < |Fel ey 9 — 9l my + 1 = Fliney 9l oy
Notem que la cota és independent de 6. Aixi,

k—o0

[ % gk = F * gl oy < 1kl Lomyllge = 9l o oy + 1% = FllLoemyl9l o7 () — O

Pero el limit uniforme de funcions continues és continua, de manera que f * g € C(T),
tal i com voliem veure.

Solucioé de ’exercici 4.12

Sabem que

— ~ ~

[ P(n) = f(n)P(n)

Per tant, si [n| > n, aleshores f/@(n) =01isi|n| < N tenim f/@(n) = anf(n). Pel
teorema 3.14 sabem que

N

(f# P)@) = S(f« P)(@) = ) anf(n)e™,

n=—N

tal 1 com voliem demostrar.
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Solucioé de I’exercici 4.16

Pel teorema fonamental del calcul, tenim que per z < 0 + 7

F(z):= (: f(t)dt

és una funcié derivable amb F'(x) = f(z). Pel teorema del valor mitja existeix un punt
com €0 — 1,0+ 1] tal que

F(6+1/n) ~ F(0—1/n) = F'(eo.) > = fleo) -

Com que |f(0) — f(con)| < weof(2), obtenim que la mitjana de f és

0+1 n o
]g SO dt =5 (FO+1/n) = F(0 —1/n)) = fleon) — F(0) + f(8) — [(0).

Solucié de I’exercici 4.17

La primera propietat es demostra amb un canvi de variable { = n#:

T w/n

K (6) do = / nK (nf) do = /ﬂ K () % _om

-7 —7/n —m

En segon lloc, al ser K continua, existeix una cota M tal que |K| < M. Aixi,
w/n T d¢
| i@l = [l = 2m
—7/n -7 n
Per acabar, donada § > 0 existeix ng tal que nlo < 6. Per tot n > ng tenim
K, (0)do =0,
|0|>6

ja que el suport de K, esta contingut en [—Z, 1] < [*l l] c {|0] > d}°.

no’ no

Solucioé de ’exercici 4.19
El cas f € LP(T) tenim

1 ™
| K f — fHLP('Jl‘) = (27r/

—T

1 ™

2n )

Kn(QLf(0 = ¢) = £(0)] dC

o\
)"

[ it -c - s de) " dc.

—T

Aleshores usant la desigualtat integral de Minkowski obtenim

1

1 v
It 5 = Tluoeny < 5= [ K@) (5
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A la part local tenim

-1kl (57 150 -0 - 10 ap) ac

21 Jig<s —

< sup £~ O = FOlmgy [ 1KalQ)l dC < wpd M.

[¢]<éd -

on hem escrit el modul de continuitat integral

wpf(0) := sup [f(- =€) = FO)l zo(r)-

I¢|<d

Pel corollari 2.51 sabem que
gin% wpf(6) = 0.

A la part no local procedim com abans:

: 5,01 (5 [ 106-0 - 0P de); i

27 o<¢l<m -7

1 n—s
<limgy [ KalOlde 50

Per tant, donat € > 0, prenent § prou petit i n prou gran obtenim

1
ot £ = Fliogry < 0pd OM + LSy [ |EalOlde <

o<|Clsm

Solucio de I’exercici 4.20

Notem d’entrada que, respecte al teorema 4.18, estem relaxant dues condicions: I en-
lloc de demanar continuitat, estem demanant l'existencia de limits laterals, cosa que es
compensa demanant que els nuclis siguin parells. I enlloc de demanar que la funcié sigui
acotada essencialment, només demanem integrabilitat, i aixo fa que necessitem la condicio
c) alternativa.

Sigui # un amb limits laterals de f, és a dir

eF(6,0) = sup [£(0+h) — f(0F) = 0.
O<h<d

e7(8,0) = sup [F(0—h)— F(67)] =50,
O<h<d

Com que les funcions K,, sén parelles, tenim que Utilitzant la propietat a) de la Definicié
4.14, obtenim que

0 1 s

Kn(Q)dC =5 | Ku()f(0—¢)d=m.

—T
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Aixi doncs

f(67) + f(67)

Kn*f(g)_ 9
0 ™ + -
o [ mso-0dc o [ Kn(C)f(H—C)dC—W
0
:% KO0 =)~ f(6* dg+/ Ko =) — f(07)]d¢

Prenent valors absoluts deduim que

e 0 T I0)

1 N I _
=5 | |ExQIfO—¢)— f(O )IdC+27T/ [En(OIf(0 = ¢) = f(07)]dC
0

—Tr

Per la part local utilitzem que la funcié f té limits laterals i ’acotacié uniforme de les
normes L' de K,,:

[, Q0 =€) = o) < Mef.0),

/ VOIS0 =0 = 167 dC < M7 0.6),

i per la part no local, demanem que 7/n < §, de manera que

/ o QIO = 0) = £ < Kl seiem?l I

Prenent § prou petit acotem la part local per £/2 i prenent n prou gran en funcié de §
acotem la part no local per £/2.

Solucio de I’exercici 4.22

Suposem que fp, — X[o,1] de manera uniforme. Aleshores g 1] seria continua. Perd no
és aixi.

Alternativament, sense fer servir el resultat “limit uniforme de funcions continues és
continu”, n’hi ha prou amb veure que si existeix k tal que H X[0,1] — kaOO < €, aleshores
IX[0,11(1 +6) — fe(1 +6)| < ei |xjo,1)(1+) — fx(1)| < € per tot § > 0. Aleshores

|fe(1+6) — fe()] = Ixj0,11(1 +0) — Xq0,11(1)] = Ix[0,17(1 + ) — fir(1 + 0)]
— |xjo,y(1+) — ( )l
>1—2e¢

i arribem a una contradiccié amb la continuitat de f.
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Solucio de ’exercici 4.24

Notem que

(P,Dy(x—)y=PxDy(z) =" > a;Dy(j)e’.
lil<N

Com que Dy és un polinomi trigonometric amb coeficients a,, = 1, deduim que

(P,Dy(x—))= ), a;e¥" = P(x).
ljl<N

Solucio de ’exercici 4.26

Recordem que
sin((2N + 1)6/2)

Dy (0) = sin(6,/2)

Aleshores

e SRET
+
| i@l -2 |
- 0

Per 6 < 7 tenim que sin(6/2) = 6/x. Per tant,

27
/2N+1
0

Per altra banda,

sin((2N + 1)6/2)
sin(0/2)

de.

27
2N+1

sin((2N +1)6/2) T
sn(0/2) %”+2/

: _2m
sm((Q'N +1)0/2) i < /2N+1 (2N +1)6/2 i < 2r2(2N +1) 52,
sin(6/2) 0 0/m 2N +1

T Isin((2N +1)60/2) /7r 1 -
< I
/ - sin(6/2) W< |, g 20 <Irloe®)] e
2N+1 2N+1
2m
= 7mlog(m) — mlog (2N n 1) .

Hem vist doncs que

/ |Dn(6)] df < 27% + wlog(m) — mlog(27) + 7log (2N + 1)
= 272 — 1log(2) + mlog (2N +1).

Per N prou gran, aixo implica

/ |Dy(6)]df < 27 log (2N +1).
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Solucié de I’exercici 4.28
Per |y| < 7, tenim |y| < |tan(y/2)|. Aixi, la condicié de I'enunciat

I

implica en particular que
/” flaty) + fle—y
0 2

Volem veure que Sf(z) = A, és a dir que

flaty +fle—y) ,|dy _
2 |yl

) dy
A‘ tan(y/2)] ~

lim (Dy * f(z) — A)

N—o

lim (S f(z) = 4) = 0.

Escrivint aquesta convolucié explicitament, com que el nucli té integral 1 podem escriure

Dy x f(r) A= /7r Gl —y)— 4)S2(CN + Dy/2)

. dy
-7 sin(y/2)
L (™ (flx—y)+ flx+y) sin((2N + 1)y/2)
T /0 < 2 - A) ()

Utilitzant I’expressié del sinus de la suma tenim

sin((2N + 1)y/2) = sin(Ny) cos(y/2) + cos(Ny) sin(y/2).
Aixi,

Dy = f(x)— A i/oﬂ <f(:v—y);f(x+y) A> cos(Ny) dy
1

+7T/O” (f(:v—y);rf(ery)_A)m "

La primera integral és immediata, ja que

/7r (f(a: —y)FflEty) A) cos(Ny)dy = mey (o f(—) + 7= f)/2 — A) Moo
0 2

Eh ey
pel lema de Riemman-Lebesgue.

Pel que fa a la segona integral, com hem vist, la condicié de I'’enunciat implica que

oy) = (f(:v —y) -2F flz+y)

1
> tan(y/2)
satisfa que g € L1(0, 7). Aix{ doncs, pel lema de Riemann-Lebesgue altra vegada, obtenim

/” <f(x—y);f(ﬂf+y) —A> S0NVY). g -
0

N—
m y = bn(g) — 0.
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Solucié de I’exercici 4.29

Només cal veure que f satisfa el test de Dini. Usant la desigualtat triangular i la condicié
Lipschitz, obtenim

(zo +y) + f(zo — ¥y)
2

< Cm.

- steg| W < [T M0t 2 S0 ) 20l

ly| = 2 Iyl =

Aix{ doncs, f satisfa la hipotesi del test de Dini i concloem que S f(xzg) = f(xo).

0

Solucié de I’exercici 4.31

Es clar que f satisfa la condicié del test de Dini en conjunts compactes K de l'interval
I: per x € K tenim

@ty +fla—y) |dy _ /" fle+y)+flx—y)|dy _ C|f1L(T)
2 ’y‘ dist(z,1¢)

2 ly| ~ dist(z, I¢)’

0

i concloem que Sf(z) = 0. Falta veure que la convergencia és uniforme.

Per fer-ho, seguirem la demostracié del teorema 4.18. Notem que el nucli de Dirichlet no
satisfa la propietat (b) ni la propietat (c), aixi que ens haurem d’espavilar per substituir-
les. En primer lloc, suposem que f s’anulla en (a, b), i volem demostrar que la convergencia
és uniforme en [a + J,b — §].

Tenim
Dy +1(6) = 5 [ Dy(©)f(0 =) dc.
Sigui 6 € [a + §,b — ¢]. Seguint el raonament de 1'exercici 4.28, obtenim
1 sm( ()
< -~ - .
Dy« £(68)] < 5 ] 0= eos(NQ) dq‘ - ‘/ 10 =) e
A la demostracié del lema de Riemann-Lebesgue, hem comprovat la cota
~ 1
Fin) < S fx/Inl) =
per tota funcié integrable f. Aleshores
1 g c 0—- ~ ~
|| 100~ cyeostveyac| = EE=IN 25700y 4 =) < Con /)

que convergeix uniformement a 0 independentment de 6.

Per controlar el terme corresponent a sin(/N(¢), al tenir la tangent al denominador ens
cal anar més amb compte. Necessitem controlar el modul de continuitat integral d’un
producte: donades f € L', g € C(T), tenim

wi(fg)(h )—lslup |7t freg — fallpim \|S|up \7efreg — freglprem +|S|up | freg — fallprem
<h <h <h

< gl o gmyr F(R) + 1 s mycg ().

164



10 Solucions

Aplicant aquest argument al producte de f amb t;ﬁé‘g), ens trobariem que la dis-

continuitat ens posa un problema. Per sort, com que f s’anulla (0 — 6,0 + ¢§), podem
agafar una versié suau de la funcié caracteristica: sigui 1/1 R — R continua tal que
X5 (1<) < ¥(0) < X372 (IC])- Aleshores definim g(¢) = 2} i temim

tan(¢/2)
| - 1 ooy

= Clon(f(0 = -)g(-)] < Cwr(f(0 = -)g())(7/N)
S ”gHLOO(T)wlf(Tr/N) L ryweog(m/N).

Obtenim doncs que la velocitat de convergencia no depen de 6. En canvi si que depen de
Igll oo (ry = 1/ tan(6/2) i de woog(m/N), i ambdds empitjoren a mida que & es fa més petit.

Solucioé de I’exercici 4.32

Recordem que
eI@N+1)60/2 _ ,—i(2N+1)6/2

D(0) = 0102 _ o—i0/2
Per tant
Do)+ D1(0)+---+Dn_1(0
Fr(0) = 0(0) + D1(0) +--- + Dn—1(0)
N
N-1
_ Z ( i(2n+1)0/2 i(2n+1)9/2>
N<6Z0/2 —e 10/2 o ’
i usant la férmula de la serie geometrica
1 ) 1— iNO ) 1— —iN6
Fn(0) = . . 022 "¢ iz " C ,
N(619/2 _ 6719/2) 1 — ei? 1 — et
és a dir
1 1— eiN@ 1— e—iN@ eiN@ + e—iNé’ -9
Fn(0) = , . . — — — - = . 4 ,
N(ezH/Z _ 6719/2) e—10/2 _ £i0/2 ei0/2 _ o—i0/2 N(ew/? _ 6719/2)2

Tenim doncs

1 (sin(N6/2)\>
o= (S )

tal i com voliem veure.

Solucié de ’exercici 4.33

Veurem que
a) Per tot N € N tenim 5= [*_ Fy(0)df = 1.

b) Existeix M > 0 tal que | Fn| 1y < M per tot N € N.
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c¢) Per cada § > 0 tenim SUPs<|g|<r |Fy(0)] N=o g

La primera condicié és trivial, ja que

N-1 pm
” LT Dy(0) do
/ Fy(0)df := =50 Jox D) d6_

La segona condicié és immediata ja que al ser Fiy = 0, deduim que
/ [ (0)|do :/ Fy(6)df — 1.

Finalment,

1 1 > Now
< = .
sup |Fn(6)]d6 N (Sin(5/2)> 0

0<|l|<m

Soluci6 de ’exercici 4.36

Al tenir els mateixos coeficients de Fourier,

onf =onNg.

Per tant,
1 = gl oy < If = on o + g — o flony:

Pel teorema de Féjer sabem que

A [[f = onflpyr) =0.

Jim g —onglpam) = 0.

Aix{, necessariament tenim ||f — ¢ riry = 01 aquestes dues funcions han de coincidir
g.p.t. arreu.

Solucié de ’exercici 4.38

Z Jlnl yind _ Z plnlgind 2 png—ind _ 1 e 1 -
1—re 1—re?

nez n=0 n=1
Z in| ind 1—re 4 re*i‘g(l — rew) 1—r2
ritetn? — : . = )
= (1 —re)(1 —re—i?) 1 —2rcosf +r?

Sir =0, ¥ no estd ben definit. Pero la segona expressié si que és correcta i val 1.

Solucié de ’exercici 4.39

Veurem que
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a) Per tot r € [0,1) tenim 5= [" P,(0)df = 1.
b) Existeix M > 0 tal que |[Pp[ ;1) < M per tot 7€ [0,1).

T’—)l

¢) Per cada § > 0 tenim sups<|gi< | P(0)] — 0.

Com que ]r'"'eme\ = r", pel criteri M de Weierstrass tenim convergencia uniforme i, pel
teorema 2.44 podem intercanviar el limit i la suma:

/” M rlleint gg = N /7r rinle™ qo = o,

neZ nez"”

Obtenim aixi la primera propietat per v # 0. Per » = 0 el nucli de Poisson és constant
igual a 1 i també ho compleix.
Per la segona, observem que

1— 72
= =
1—2rcosf + r2

P(0)

)

aixi que se segueix de la primera propietat.
Per la tercera, per r proper a 116 < |6| < m, tenim cosf < cosd i

1—r2 1—r2 r—1 0

P.(0)] = < =
|7(0)] 1—2rcos@+7r2 " 1—2rcosd +r2 2 —2cosd

Solucié de I’exercici 4.41

Considerem r < 1 fixat. De fet, la convergencia de la serie P.(0) = Y _, rI"le™m? és
uniforme pel criteri M de Weierstrass. Aixi doncs, pel teorema 2.44 podem intercanviar
I'ordre de la suma i la integral per escriure

P f0) = - [ Pt F(0— t) dt — ;ﬂ/T ST rlnleint (9 — 1) d
neZ

2 Jy

_ QL 3 gt / rMlem=0 p(g —tydt = 3 o f(n)e™™? = A, f(0).
iy T

neZ nez

Solucioé de ’exercici 4.42
Per I’exercici anterior tenim

Arf =P x f.

Com que la funcié P, € C®, aleshores també A, f € C®.
Efectivament, si f € L'ige C®, per ke N sabem que §(n) < Cpn"* pel corollari 3.9,
i f(n) <|flp1(r)- Aleshores

|[Fxg(m) = f(m)l[g(n)] < Cen™*
i pel teorema 3.19 deduim que f x g€ C®.
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Solucio de 1’exercici 5.3

Per una banda tenim

27r3/3 w2
2 2 3 _
il = 5 [ a0 =5 03], = 252 = T

Per P’altra, del primer apartat de I'exercici 1.12, sabem que fl(n) . i, per tant,

YA =Y =2
n=1

neL n#0

De la identitat de Parseval, resulta que
2 0
us 1
T2 00
n=1

Prenem ara fo(6) = 6. Aleshores

1 (7 1 2% /5wt
2 4 5 ™
= — 0*do = — |0°/5 = = —.
| follzaem = 5 o o [0°/5]" o 5
Per l'altra, del setze apartat de ’exercici 1.12, sabem que
272 :
& sin=0,
bn(f2) =0 cn(f2) = 4?—1)”
— altrament.
i 2
f/;(n) _ Cn(fg) — ibn(fg) _ % sin = 0,
2 2(;21 )" altrament
Per tant,
~ 4 22 gt |
MNihmP ="+ S5 =—+8> .
neEL 9 n#0 n 9 n=1 n

La identitat de Parseval implica que
i 1 1 /n* =t B 4t B m
it T8 9) 360 90

Prenem ara f3(6) = 6. Aleshores

1 4 1 -
| fal7am = 5= | 0°d0 = or [07/7], =

2 J_,

Per l'altra, calculem el coeficient de Fourier enesim:

7(0) = /93d9 o,
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ipern#0
~ 1 ) 1 6367in9 Q
_ 03 —inf do = — /02 —inf do
fa(n) 27r/ ¢ or { “in ]_W 2mn
in?(=1)"  3i ir?(=1)"  6i(—1 m2n? —6
= 77 _ = = — = (-1 =
n nf2(n) n n3 (=1)"% nd
Per tant,

> e = 3 T ;g rex

nez n#0 n#0 n#0

2
2
_2w€—24 —+722n6

La identitat de Parseval implica que

0 6 2 4 _ 6
Zi_* 1_27(1”4 o) _ 902104168 5
g 6 90 72630 945

Solucio de I’exercici 5.6

a1{f1, 191 + PBage) + azlf2, B1g1 + Bag2)

= a1{B1g1 + P2g2, f1) + a2{B191 + P2g2, f2)

= a181{g1, f1) + P22, [1) + 21491, f2) + B2{g2, f2)

= o181 f1,91) + a1 B2l f1, 92) + a2B1{f2, g1) + 2 B2 f2, g2)-

(an fi + aafa, Big1 + P2g2)

Solucioé de I’exercici 5.7

La regla del parallelogram se segueix dels segiients calculs:

20 f7 + 2lglE = 27, £ + 29,9

If+glf+1f =gl = +af++{—9.f—9

= DO+ +9. ) +Lg.9) +{f, 1) —<{f,9) =<9, [) +9,9)-
El teorema de Pitagores és immediat, ja que {f,g) + (g, f) = 0:

117 + 19l = o ) +<g, 90+ {fo ) +<a. [ ={f + 9, f + 9.

La desigualtat de Cauchy-Schwarz porta una mica més de feina. Si f = 0, aleshores
f=0gi
(f,9> = 0g,9) = Ollglyy = 0 = OLf, [ = <f. £ = [
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Falta veure el cas f # 0, és a dir | f; > 0. En tal cas, definim

_ e
P9 Gt
Aleshores T o>
_ L (g _

Deduim que f i h sén ortogonals i, per tant, també ho sén g% f i h. Podem aplicar el
teorema de Pitagores:

2 2

LD 18, = iy +

oy

.9
D

Kfof  Kf ol
Il 1l

obtenint aixi la desigualtat de Cauchy-Schwarz. Notem que la igualtat només s’assoleix si
h = 0, que implica en particular que f i g sén linealment dependents.
Per acabar, la desigualtat triangular és conseqiieéncia de la de Cauchy-Schwarz:

2
= ||A/l +
H

h +

f

lgl3 =

1f+ gl = 115 + gl + ooy + <as £ < 115 + gl + 21<F 9]

2 2 2
< WAV + gl + 2070 lgl e = (Ll + lglle)”™-

Solucié de 1’exercici 5.9
1. Tota successié de Cauchy {fn}neny té una parcial {f,, }ren tal que ank — f”jHL2 <
27™ §i 4, k > m, es pot obtenir reindexant convenientment.

2. Suposem que aquesta condicié es compleix d’entrada. Aleshores f, — f és equivalent
a Zf:ogn = fa on gn = fn - fn—l (prenem f—l = 0)'

3. En aquest cas tenim >, [gnl;2 < Y (27" =2 < 0.

4. Definim § := >°_|g|- En ser una successi6 creixent, el limit esta ben definit per
tot arreu. Aquesta funcié és de quadrat integrable per la desigualtat de Minkowski:

1
1 [5)\2 |&
<27T/g>22|9n!
n=0

En particular g és finita gairebé per tot arreu. Alla on la suma dels valors absoluts és
finita, també ho sera la suma, ja que la convergencia absoluta d’una serie numerica
n’implica la convergencia. A més, tenim | )] gn| < > |gn|. Aixi doncs, f := ). gy esta
ben definida gairebé per tot arreu, i |f| < g.

o0
< Y. lgnlle < 0.
L2 n=0
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5. Com que |f — 2521 gn| < 2g, podem aplicar el teorema de convergencia dominada
per concloure que

g N
d (- Sa) ) = (Som (- Zo) | =0

n=1

Solucié de I’exercici 5.11

Que {,) és un producte escalar és facil de veure.
Vegem que 'espai és complet. Donada una successié {{afl};‘le},;‘ozl de Cauchy de suc-
cessions de (2(Z), és a dir que per tot € existeix ko tal que per k,j > ko tenim

o
ok —albe,

<e
2(T)

Passant a una parcial, podem suposar que per k,j > kg tenim
kE _ _jyo —ko
H{a” a"}"ﬂHﬁ(T) =2

Cada coordenada de la successié defineix una successié6 de Cauchy a C, ja que per tot
ng € N tenim

|y — | < H{an - a%}zj:leoo(T) < H{CLEL — ahtni

<e,
£2(T)
i aixi es pot definir la successié candidata a ser el limit de manera univoca:

k

An, i= lim ay, .

k—o0

Vegem que la successié {a,}%_; pertany a ¢2(Z) i, de fet, n’és el limit. Per tot n existeix
un k, tal que si k > k,, aleshores tenim

|y, —ak| <27

Aleshores, fixat N € N, si prenem k > k, per tot n < N i k > 4, i prenent ¢ = 27%
obtenim

N N N N
Z lan —al > <2 Z |lan —af|? + 2 2 lak —al 2 <2 Z €271 4 272 FL < 9722
n=1 n=1 n=1 n=1

Com que aquesta cota és independent de IV, deduim que
w . .
Z lan —al|> <279,
n=1

aix{ que efectivament {a,}%_; n’és el limit i és de 2 per la desigualtat triangular.
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Solucioé de I’exercici 5.13

La nostra hipotesi és que

= 0.
H

lim
N—0

N
F=2
k=1

Usant la sesquilinealitat del producte escalar i la desigualtat de Cauchy-Schwarz,

N
D f

k=1

= 0.
H

. . 5
s it < ol

N
<gu 2 hk_f>
k=1

N
> g, by — g, f>| =
k=1

Solucio de I’exercici 5.14

Per I'exercici anterior, tenim
<amem7 Z bnen> = Z <am€m7 bnen> = Z ambn<ema €n> =" ambm.
neZ neZ nez
Altra vegada per I'exercici anterior tenim

<Z AmEm, Z bnen> = Z <am€m; Z bn€n> = Z am%-

meZ nez MEeZ nez MmeZ

Solucié de l’exercici 5.15
Sigui J < A un conjunt finit i siguin a;y € C coeficients tals que

Z axfn = 0.

Aed
Per la sesquilinealitat del producte escalar i 'ortogonalitat dels elements de A, tenim que

0= ann Y oufny = D0 > entmlfn, fuy = ) lenlP Il %

AeJ peJ AeJ ped eJ

Com a suma de termes no negatius que s’anulla, tots els termes han de ser zero i, per
tant, ay = 0. Aix{ doncs, la familia {f)} cs és linealment independent, tal i com voliem
veure.

Soluci6 de ’exercici 6.3
Notem que
kn

N-1 1 1T
(eg,ej) = —— W ——=win.
! 7;0 VN W/N

Com que @ = >™/N = ¢=2m/N — ;=1 tenim

1 N
AN (k—j)n
lex,€j) ~ ZOJ w .

172



10 Solucions

Si k = 7, aleshores
1 Nt
<ek,ej>zﬁ g wozﬁ % 1=1.
En cas contrari, notem que wk=i) 1,1
(wWE=9)N = (WN)k—j —1k—i — 1

Perod qualsevol solucié de 2V —1 = 0 tal que z # 1 satisfa que

AT N2 0=,

jaque 2V — 1= (z—1)(zN71 + 272 1 ... 20). Per tant,

N-1

3 k=i g

0
i deduim que per k # j tenim

N-1

1 _
<€k,€j> = N Z w(k

0

Solucié de 1’exercici 6.4

Vegem quin és el quadrat del modul de la transformada de Fourier:

0 0 m=0
1 N1 N-1 N-1 N— N-1
=~ Z v(n) v(m) whlm=n) Z n) v(m)0m.n
n=0 m=0 k=0 n=0 m=0
1 N-1 N-1
= =Y v = Y ()P
n=0 n=0

Solucio de 1’exercici 6.9

La condicié d’ortonormalitat és trivial per la definicié, ja que B~'B = Id.
Per altra banda,

[ (v, w1) | | CRY:
o' =BB W' =B| N :
_<v,wN> | | (v, wN)
N |1 N
= 2<U,wj> v; | = Z<'U,'U}]>U;T
j=1 | j=1
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L’altra igualtat es demostra analogament.

Solucié de I’exercici 6.11

Notem que

(Uv,Uw) = (U)T (Tw) = vTUTUw = o' Idw = (v, w).

Solucio de ’exercici 6.14

Aix0 és conseqiiencia de l'exercici 6.3 i del fet que la matriu Fy és simeétrica, ja que
en(k) = w™ = ep(n).

Solucié de I’exercici 6.15

Es pot aplicar 'exercici 6.11 directament ja que la matriu de Fourier normalitzada és
unitaria. Alternativament, podem replicar I’argument:

1

1 1 - 1 -
(v,w)y = (—=FNn, Fyw) = —(Fyu)T (Fyw) = —vT FEFyw = T Idw = (v, w).
VN 7 WN N

N

Soluci6 de ’exercici 6.16

1 N-1 ' 1 N—-1N-1 }
U/*Tu(k') = ﬁ v * w(n)e_27rmk/N — N U(m)w(n _ m)e—Qm(n—m-&-m)k/N
n=0 n=0 m=0
1 & Nl ‘
_ N U(m)ef%mmk/N Z w(n . m)efQTrz(nfm)k/N _ 1’)\(16)’[13(145)
m=0 n=0

Soluci6 de ’exercici 7.2

Per demostrar 7.7, n’hi ha prou amb observar que |fx[—g r)| < |f|€ L', de manera que
podem aplicar el teorema de la convergencia dominada per concloure que

T—0

lim /_jf(x)e—%rigm dr = /Rf(x)e—%rifz dor = f(f)

Solucio de 1’exercici 7.4

Tenim

Flo) = 70 = [ (e = e2i) flaydo = [ e (1o e #C07) (o) d
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Prenent valors absoluts tenim

176 - Flo)l < / . 1 - a0

e [ [ e ) e

Fixats R > 0, escollint |( —¢| < m amb M > %, com que

1 —e ™| = \/(1 —cosz)? +sin’z = \/4sin2(:z‘/2) < |zl

/ ’1 e 2mi((=)z
|z|<R

Per altra banda,

tenim que

1£14

()| de < 21¢ — €|RIf, < 21 <

w\m

—omi €
[ eemeofw)in < 5
|z|>R 2

si R és prou gran, ja que | f]; < +co.
Notem que hem demostrat que el modul de continuitat de f és uniforme, és a dir que f
és uniformement continua. Per altra banda,

~ 1
Fol<f ()
TOI< el 5
com ja hem vist al lema de Riemann Lebesgue, de manera que lim¢|_, | ]? €] =0.

Solucio de I’exercici 7.5

Efectivament,

— /1 -2t g _ e 2mE — 2ME sin(2n)
1 —2mi€ Té&

X(fl,l)(g) =

Solucioé de I’exercici 7.7

Fem el primer cas:

—_

o F9(6) = [ €25 af (@) + by(a)) da
= a/e_%mgf(x) dx + b/e_%mgg(x) dx = af(f) +bg(&)

El segon apartat es veu amb un canvi de variable:
€)= [ - nydo = [P dy
eQﬂih§/€2m'y§f(y> dy = th‘]/c\(f)
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El tercer és immediat:

Mnf(e) = / ¢~ 2R 2Tih £(1) i = F(€— h) = 7, F(€)

El quart torna a sortir amb un canvi de variable: per tot s # 0 tenim

~

Dy(e) = / e~ S () dr = / e—2“<y/s>€sf<y>,cg — f(¢/s) = |sIDs1 (6).

Notem que el cinque apartat és el mateix prenent s = —1.
El conjugat és similar:

~

7o) = / e~ 2 F ) dr = / FEf(2) dz = F(—€) = F(€) = J(€).

L’apartat g es demostra usant integracio per parts:

R
71(6) = /6_2””5]"@) dr =" lim e~ 28 1 (1) dx

R— -R
. R R .
' lim [e—%mf f(x)] ~ lim [ (—2mi€)e M f(z) dx
R— —R R—w [ _p

~

=0+ 2mi¢ / e M f () dw = 2mil f(€)

Solucio de I’exercici 7.8

El cas k = 1 es resol repetint la demostracié de la propietat h), pero usant by := W
1

per la part local, mentre que la part no local surt directament.
Suposem que la férmula és certa per tot 7 < k — 1. Volem veure que

fe +h) — XE LFOn
. fFE€+h) =252 1Y) _%((_Qm,)kf(.)y(g)zo,

h—0 hk

és a dir que

Jg+m) = 3520 3 /DOW — fy [ (“2mia)f@)e 2t ot
h—0 hk -

Per la hipotesi inductiva, les derivades d’ordre menor ja les tenim, i ens queda que volem
veure que

lim J f@)e i€ m) dy — 38 & [ (=2miw)] f(x)e 2T dahd

=0.
h—0 hE

Agrupant les integrals i traient factor comu, obtenim que és suficient veure que

o [e2mizh _ ok 1 oriopi
lim /f(x)ezng ( Z]_O 3!( ) dz = 0.

h—0 hk

176



10 Solucions

I prenent valors absoluts veiem que és suficient demostrar que

tiy [ 17(2)

Considerem primer la part local de la integral, quan la variable |z| < M, amb M >>
1. Sabem que la funcié exponencial és analitica amb radi de convergencia infinit. En
particular, per |z| < 1, tenim

6_27”'”‘—25 07 L (—2mizh)

o dzr = 0.

k Zj
le* = > = < Colz[**.
=07
Prenem |h| < ho := (2ﬂ)k+100”f“ et 1 suposem que € < Co/7||F|;, és a dir que és prou

petit per garantir que 2rhgM < 1. Notem que si © < M, aleshores |2mihz| < 11, per tant,

2riha g (Qﬂihfﬁ)j k1 k+1 k+1q rk+1
|e2mthe — N | < Gyl 2miha MY < (2m)F T Co R P MR

e
Aixdi,
e—27rixh _ Zk 0 '( 27TZZL‘h)
= f T J ] dl»
(= 1 =
Yo Lagte Nl Landl Lag!
< [ ipy CEE :
lz|<M ‘ |
satisfa que
@ < |l £l @m) H CohoM* T = %
Per altra banda, notem que
k L : 1 o
o~ 2mizh Z ; —2mizh)?| < |cos(—2mxh) — Z f!(27r:ch)3(—1)1/2
=0 7=0 tq j és parell
+ [sin(—2mzh) — Z —(2mzh) (—1) "2

jl
7=0 tq j és senar

Recordem que l'error dels polinomis de Taylor de sinus i cosinus en ¢ esta acotat per
k—1 1

COS(t) Z jt]( 1)j/2 < sup |SID$y)|tk< ’t’k/k',
7! wisle !

j=0tq j és parell
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i analogament passa amb el sinus. Aixi,

)= Jem s

<C /WM 2l*| £ ()]

ja que |z|*f € LY(R).
Ara, prenent M de manera que @ < €/2 1 escollint després hg com hem fet abans,

15

i obtenim el pas inductiu. Per tant, la derivada k-ésima de la transformada de Fourier
existeix 1 és precisament

o—2mizh _ Z?:o %(—2m'wh)j

|27 zh|F

dx

1 ]- M—o0

garantim que

e—2mizh _ Z?:O %(—271‘1'1‘]1)]'

hk

dr < &,

" 0 omiakp )~
ar ] (©) = ((=2mi)"f())7(©).

Solucio de I’exercici 7.9

Escrivim G(z) = e‘”Q, inotem que f1 = G. Si velem que @(5) = G(§), aleshores tenim
que

fal€) = a™ V2D n f1(€) = a7 22D 1o fi(€) = D12 G(€)

2
= Da—1/2G(§) = ail/Qefﬂ%.

Manca justificar que la campana de Gauss és invariant per Fourier. Ho farem usant la
unicitat de les solucions d’una equacié diferencial ordinaria. Notem primer que

G'(z) = —2m2G(z),
G(0) = 1.

Tot seguit comprovarem que G satisfa la mateixa EDO que la campana de Gauss. En
primer lloc, sabem que

G(0) = / G(z)dx = 1.
R
Per altra banda,

d ~
d—gG

(&) = —2mi-G(-)(&) = —2772'/ G (x)e 2™ dy = z/ G (2)e 2™ dy
R R
s [ie—ﬂmQG—Qwiﬁx]ciooo . / ie—mﬂe—Qwiﬁw(_Qﬂ.ié) dx
R

=0-—2r¢ / e T e 2T gy — _97eG(E).
R
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Trobem doncs que G i G satisfan la mateixa EDO amb la mateixa condicié inicial. Sén
doncs iguals en un obert. El conjunt on conicideixen, per la unicitat de les EDO’s és, de
fet, un obert. Pero a la vegada, com que les dues funcions sén continues a R, el conjunt
de coincidéncia és necesariament també un conjunt tancat. Per tant, coincideixen a tota
la recta real.

Solucio de ’exercici 7.10

Tenim

w . w . w .
5;(5) _ / e—27ra|ac|e—27rz:v£ dr = / e—27r(a—z§)a: dr _|_/ 6—27r(oa+z§)ac dz.
-0 0 0

Aixi,

- —2m(a—if) © —27(a—1i&) @ 1 1 (6]
9a(§) = Zon(a—id) ) + “or(a + i€) . ~ 2m(a — i€) - (o +i€)  m(a? +£€2)

Solucié de I’exercici 7.11

En primer lloc, amb el canvi de variable y = x/t, per a > 0 tenim que

o0 00 .
Lla) = / e dr = / e~ (ty)* ™ tdy = t° / e 1 dg.
0 0 0

Aleshores, sia =«a/2it = %, deduim que

r (g) _ (L+4r%¢%)s /Oo () 51 g
2 (47)2 0 '
Aillant (1 4 472¢2)2, trobem que
Rl = e = g [T e mtn gy,
(1 +42)F  (4m)30(3) Jo

Notem que per a > 1, la funcié F,, és integrable. Per tant, }\*_/’a esta definit puntualment,
i es pot calcular com

Golz) 1= Fio(z) = / e2ME (€ d

al / 27rwc§/ — = l+47r2§2)t%—1 dt de.
)20 (9)
2

En el pas segiient usem els teoremes de Fubini i Tonelli, que requereixen una justificacié

que deixem per més endavant:
/ / 27rzx§ —mt€? Cl§6 47\_752

’1
wm
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Per I'exercici 7.9 sabem que

/ 2mizé 77th dg ft( )—t7%67%7

de manera que
Ga(x) = aa/ t_%e_Te_ﬁti_l dt = ————
(4m)2I(3) Jo (47)

Amb el canvi y = t/4mw obtenim, tal i com voliem veure, que
(4m)~1 /OO g2 am1dy
G = Yy 2,

Per justificar el canvi d’ordre en la integracié, notem que el teorema de Tonelli ens diu

que
// 1 (LHT* )5 =1 gy e — / /‘”5 dée~ w1571 dt.

Emprant el canvi de variable ¢ = v/t€,

o0 0
// — (46 18 -1 gy e =/ /e—”@ ii/%e_zxirtg_ldt :/ e~ int5 73 dt.
0 0

Aquesta integral impropia és convergent a l'infinit sempre, i és convergent a l'origen si i

només si § — % > —1, és a dir, si @ > 1, tal i com assumim a ’enunciat.

Solucioé de ’exercici 7.13

Un cop més tot es redueix a utilitzar els teoremes de Fubini i Tonelli i el canvi de variable

//f g(x —y) dye™ 2mxgdac—// x —y)e 2 dy f(y) dy
= / g(w)e ™8 dw / Fly)e ™8 dy.

Solucié de ’exercici 7.16

w=x—-y

Cal veure que
i) Les funcions K tenen integral unitaria: [, K;(x)dx = 1.

ii) Les funcions K; tenen massa uniformement acotada: existeix una constant C' € R tal
que [, |Ki(z)|dz < C per tot t € A.

iii) La massa de K; es concentra a prop de x = 0 a mida que el parametre s’acosta a to:
limy ¢, f‘$|>5 |K¢(z)| dz = 0 per tot § > 0.
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Les dues primeres condicions ex comproven mitjangant el canvi de variables:

/tK(ta:)dazz/K(y)dyzl.

Pel que fa a la tercera propietat, com que K € L!, les cues tenen massa cada vegada
més petita i convergint a zero a l'infinit (pel teorema de la convergeéncia monotona). Per
tant

lim tK (tz) dx = lim K(y)dy = lim K(y)dy = 0.
=0 Jjal> =0 |0t oo Jy>R

Solucié de I’exercici 7.21

Raonem com en la demostracié anterior, pero cal canviar alguns detalls. Notem en
primer lloc que les nostres hipotesis garanteixen que K; > 0. A la part local usem la
propietat del punt de Lebesgue. Vegem que

/| I =) = @)y < C26.2).

Efectivament, el nucli K és integrable Riemann en [—4, §]| per ser una funcié monotona a
trossos, i en particular existeix una particié 0 < ap < a1 < --- < ay tal que per tot y < §
tenim

N
Kt(y) < Z AnX[—an,an] (y) =: SN(y)
n=0

amb «, > 0, amb

Zan2an:/SN<2/Kt:2.

Aixi doncs,

/ K )Ilf (= —y) — f()] dy < / Sn()|f (@ —y) — f(2)|dy
ly|<d

ly|<d

[ 1= - s@lay

Qn
—an
«

2, ][ @ —y)— f(@)] dy

N
-3

n=1

N
— 2 s

n=1 an
< 25}(6, a:)

A la part no local usarem la propietat 74i’):

/ Ko@)l f@ =) — f@)] dy < 20 f] 2y sup 1K (y)] dy.
ly|>6 ly|>6
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Donat € > 0 escollim ¢ tal que | f{ ;1(7) supjy=s | K¢t(y)| dy < £/4 i escollim previament o
perque £¢(0,z) < /4. Amb aquestes eleccions obtenim

Ko+ fz) — f(z)] <e,

tal i com voliem veure.

Soluci6 de l’exercici 7.22

Notem que [ [ f(s)g(¢)d¢ds = | f|llg]; < +oo0. Podem doncs aplicar el teorema de
Fubini per trobar que

[ s = [ 1) [emig@acas L [ [ e s dc
- /IR F(Q)9() dc

Solucio de I’exercici 7.23

Veiem que
N—lA N-1 1 N-1 ) N-1 1 N-1 )
(n)g(n) = Z IR fm)g(n) = ) —= Y e W g(n) f(m)
n=0 n=0 N m=0 m=0 \/N n=0
N-1
= 2, f(m)g(m)
m=0

Solucioé de ’exercici 7.25

Usarem la férmula d’inversié i els teoremes de Fubini i Tonelli.

&= [ Fe-0a0dc = [ [0 1) dagi¢) g

= [t [ @) i s
- / e f(2)g(e) du | L / ¢S f(2)g(w) da

—~

= fg(§).

Solucio de I’exercici 7.26

En primer lloc suposem a < 8 < 1. En tal cas,
B sinx B sinz
/ dm‘ = / 1Y .
(0% x e x
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La funcié *2* é

és positiva i acotada per una constant C' a 'interval (0,1). De fet
H(C). Aixi,

B sinx Lsinx
/ da:‘ < / dz = C.
o x 0

X

sin z

D’altra banda, si 1 < a < 8 < 400, integrant per parts

/B s.inacdm [—cosm]6+/ﬂ COS;Ud:c <2+/5
o T r o a T @
D’altra banda, si 1 € (

B), aleshores trenquem la integral en dues parts
Considerem f € L'(R) senar. Aleshores

/jﬂ;) it = /jff(x)e;’”f’”dx gt = / [ f(@)

Com que f és senar i cos(2wéx) és parell, tenim [ f

1

xr2

dr < 3.

(cos(2m&x) — isin(2wéx)) dx
d
¢ £

x) cos(2m€x) dx = 0 i, per tant,

/aﬁf /f f(z)sin 27r5:c> k.

Mentre 0 < o < < 0, podem aplicar el teorema de Fubini i obtenim, usant (7.14)
que
f §) B sin sin(2r¢x) dx
[ 9= [ e ¢ < Il
3
Notem que si g és senar i g = f, amb f e L', aleshores f ha de ser senar. Efectivament,
tenim g = g, és a dir, f = f = f i, per tant, ffj? = 0 € L'(R), de manera que
f—f=0=0. Es adir que f és senar.
- £
Prenem g(¢) := TETToaTg Xlél<1/2- Aleshores

o s

que no és acotat. Per tant, és impossible que g = f

N|=

oy % = Dog og€l}d = | og

1 .
log 2‘ — log|loga|} 220,

Soluci6 de ’exercici 7.28
Es clar que

a

foll) = oy
és una funcié integrable i de quadrat integrable. A més a més, de 'exercici 7.10 sabem
que

~

fa = Ga,
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—2malz| - Aleshores,

/( “ )dt = /ffa(t)fﬁ(t) dt = /g:z(x)gb(l’) dz.

t2 + a?)(t% + b2

on g, (x) := me

Per tant,

ab —27alx —27b|z
/(t2+a2)(t2+b2) dtz/ﬂ'e 2l e 2l g

Aquesta integral es pot calcular directament, pero usarem els calculs que ja tenim fets:

ab —zT(a xX —
[ @t = [ € e = n0) = afaea(0) =

a+b
(a+b)?

T
a+b

Solucioé de ’exercici 7.29

Hem definit la transformada de Radon com
Ryf(t) := / f(—=tsinf + pcosh,tcosf + psinb) dp.
R
Aleshores, la seva transformada de Fourier en la variable t és

ﬁ;f(f) :=/Re2”&/Rf(—tsir19+pcos&,tcos@—i—psinﬂ)dpdt.

Aplicant els teoremes de Fubini i Tonelli, obtenim

Ee\f(g) = /R/Re_%’ftf(—tsin@ + pcosB,tcosf + psin ) dt dp.

Tot seguit apliquem el canvi de variable

¢ :R? - R?
(t,p) — o(t,p) = (—tsinf + pcosf,tcosh + psinf) = (x,y).
Aleshores

—sinf cosf o
D¢ = ( cos sin9> - [Jo=1.

Aplicant el canvi de variable anterior a la integral doble, obtenim
Raf(©) = [ [ e fay) dy da,
R JR

on ¢~ !(z,y)1 denota la primera coordenada de I'antiimatge de (z,y) pel canvi de variable
definit abans. Ara, si

= —tsinf + 6
{x St peos — —sinfx +cosfy =t = ¢ Yz, y)1.

y=tcosf + psind

184



10 Solucions

Per tant, hem vist que

Rof(¢

e—27rz§ — sin fz+cos 0y) f(

%\
=

x,y) dy dx

7271'7, —£sin6,€ cos )- (ffyy)f(x7 y) dy dx

= fr2(—&sinb, £ cosh).

>%
m

Aixi, si coneixem Ry f, podem recuperar la funcié f usant que

f=F=(Ret©)~

0, per ser més curosos, en calcular la transformada de Fourier unidimensional de Ryf,
obtenim la transformada de Fourier bidimensional de f parametritzada en coordenades
polars. Fent el canvi de variable i computant la transformada de Fourier inversa, obtenim

1.

Solucio de I’exercici 8.1

Suposem en primer lloc que f € S. Aleshores, com que

O ()

és una funcié continua i té limit zero a 'infinit, és acotada.
Suposem que |z|* () () és acotada per tot k,£. Aleshores, donats k, ¢ € N tenim

| * 1O (@)

k) £(€) -

< Clz|.

Solucié de 1’exercici 8.4

Si f € C*(—R, R), aleshores f) té suport compacte també en [—R, R] i és acotada pel
teorema de Weierstrass. Aixi,

|z[*| £ (z)] < Rka“)HOO < 4o0.

Solucié de I’exercici 8.6
En ser la caracteristica i I’exponencial infinitament derivables a l'interior dels intervals
respectius, només cal veure la derivabilitat als punts x = a i © = b. Per simetria, n’hi ha

1
prou amb estudiar la derivabilitat de h(z) = e” =@ en x = a.
Notem que si x € (a, b), aleshores
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Per induccié, tenim

R (z) = e Py <1> )

(z —a)

on Py és un polinomi de grau 2k, ja que les derivades k-esimes de 1/(x — a)? sén multiples
de potencies de grau menor o igual a 2k.
Raonant per induccid, suposem que h(k_l)(()) = 0. Aleshores

11m|hk Dia+1t)—nr*F Y )| = lim [Py (1/t)]e” t =0,

t—0

aixi que h(*)(0) = 0.

Solucio de I’exercici 8.2
Sigui f € S(R). Aleshores

T x 2 x
Jis1= [HEEEEIE do < (at) + poath) faretan o),
7 (poo(f) + po2(f))-

Hem vist doncs que S(R) = L!(R).

Solucié de I’exercici 8.7

Suposem que f,g € S(R), és a dir que per tot k,¢ € N tenim pj¢(f) < 0, i el mateix
passa amb g. Les combinacions lineals de f i g sén de Schwartz:

|z[¥|(aef + B9) ()] < |alpre(f) + |Blprelg) < +oo.

Demostrem ara que fg € S(R):

|2*1(f9) O ()] = |* Z ceglf

g ()| < Z ce,jPr,;(f)poe—j(g) < 4.

Vegem tot seguit el producte per x:

[2¥1f)O(@)] = 2l [0 + FCD @) < pronelF) + oo () < +o0.

Per induccié obtenim que el producte per qualsevol monomi és de la classe de Schwartz i
per 'estructura d’espai vectorial obtenim el producte per qualsevol polinomi.
Considerem eg(z) = e*™%%. Aleshores

[[*|(ee ) ()] = !x\kZ%If el (x| = Z%I 2mi¢)eg(x) fVU) (x))
7=0

¢
Z cejpr;(f (f) |27 < +o0.
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La derivacié preserva també la classe de Schwartz:

M1 (@) = LM 5 (@)] < prga (F)-

Ara bé, no tota funci6 de S(R) és derivada d’una funcié de S(R). Efectivament, si
f € S(R), aleshores per l'exercici 7.1, tenim

R—0 R—00

/f’ = lim /_];f’ = lim [f(2)]%, = 0.

Per tant, només les funcions f que tenen integral zero poden tenir primitiva a la classe de
Schwartz. La campana de Gauss, per exemple, no té primitiva a la classe de Schwartz.

Solucio de ’exercici 8.9

Siguin z,t € R. Aleshores
|(f * g)(@ +h) = (f = g)(x) = (f) * g(2)h]
- | [t n -~ fla =)~ - g
Ara bé, com que f € C?, del residu de Taylor en deduim que per z,y,h € R existeix
c€ B(x —y,h) tal que

fx+h—y)— flx—y)— f(@—y)h| < f(c)|h]*.
Per tant,

((f*g)(@+h) = (f = g)(x) — (f) * g(x)h| = sup !f”(C)HhIQ/!g(y)I dy.

Concloem que
(f') xg(x) = (f *g) (2),
tal i com voliem veure.

Notem que la condicié f € C? es pot substituir per f € C1*¢ amb petits canvis a la

demostracié, només cal demostrar que la cota de I'error de Taylor és una constant per
|h’1+€

Si només tenim f € C' amb f’ uniformement continua, aleshores hem d’afinar més.
Notem que si z = = — y, aleshores pel teorema del valor mitja existeix ¢ € B(z, h) tal que

[f(z + 1) = f(z) = f'(2)h] = |f'()h = f'(2)h] = we f'(|1]).-

Solucio de ’exercici 8.10

Notem que per 'exercici 8.9 tenim

M % 9O (@) = 2[*1(fO % 9)(@)] < 29l pre(f) + 2] £ 1on0(9)
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Solucio de ’exercici 8.16

. s / . .z a0 PN o0
Diem que T' és continua a (g si per tota successio ¢, I, ©o se satisfa que T'(py,) RUmEN

T (o), és a dir si T'(@, — o) 2000,
Sigui ¢ € S(R) i considerem una successié {¢,}n, < S(R) tal que ¢, — ¢ a la classe de

Schwartz. Aleshores tenim que ¢, + ©o — ¢ — ©o:

n—o0

Pr,e((2n + 00 — ¢) — ¢0) = pre(pn — p) — 0.

Per continuitat de T' a g, obtenim que

n—0o0

T(on — ) = T((¢n + w0 — @) — po) —— 0.

Solucio de I’exercici 8.17

Sabem que

o0 (@)~ ¢ (@)] = sup|(on — ) O (@)] = poslion — ) “750.
xe

o0

|

_ 0 H -
© sup
L® xeR

Solucié de ’exercici 8.18

La linealitat no depen de les condicions de f, més enlla d’assegurar-se que el producte
f sigui integrable per tota ¢ € S(R):

Ty(ap + b)) = /f(aso by = a/fso n b/fw — aT(p) + VT (1).

Comprovem la continuitat a ’origen, que és suficient per ’exercici 8.16, per exemple f
és acotada. Si ¢, — 0 a S(R), aleshores

z|?)|on(z
< 1Sl [ linl =151, [N,

1+ |z|?

dz n—0o0
— — 0.
1+ |z|?

Ty (n)] = \ [ 7en
< 171 (o0.0(n) + p2o(on) /

Si, en canvi, |f| < C|P(z)|, on P(z) és un polinomi de grau N, aleshores usem que
If/P|l, <Cique |P(x)|(1+]|z[?) <O+ |z|N¥*2) i escrivim

T $2 n(T
<1fle [ onl = 157P1, [ en@

1+ |z|?

dz n—00
— — 0.
1+ |z|?

Tt (pn)| = ’/f«pn

< C|flo(poolen) + P2+N,o(90n))/

Aixi, una condicié suficient per tal que T sigui una distribucié temperada és que |f| <
C(1 + |z|V). De fet, és suficient que f e LL i

loc
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per algun polinomi p. Fins i tot podem relaxar més la condicié demanant que f es pugui
expressar com la suma d’una funcié de L' i una funcié que satisfaci la darrera condicié,
per exemple,

OOX 1,n+1) )
() + Y HO og (o — ).

n=1

Solucié de I’exercici 8.19

Vegem que ¢ és injectiva. Suposem que ¢,7 € S(R) satisfan que Ty (¢) = Ty(p) per
tota ¢ € S(R), és a dir que

/qb(x)cp(x) dx = /w(x)go(x) dx per tota ¢ € S(R).

Sigui ¢, < S(R) una aproximacié de la identitat. Aleshores, per tot € R deduim que

/cb(y)son(w —y)dy = /@b(y)son(:v —y)dy

Pero quan n — oo, pel teorema 7.18 deduim que

Com que aix0 ocorre per tot € R, tenim que les funcions coincideixen arreu.
Vegem ara que ¢ és continua. Suposem que ¢, — ¢ a S(R). Volem veure que Ty, =,
T, a S'(R), és a dir que per tota ¢ € S(R) tenim

To (¥) === To(¥)
a C. Efectivament,

n—o0

e, (¥) = To(¥)] = /(son — )Y < llen — @lplvly < poolen — )¢l — 0.

Solucio de ’exercici 8.22

e D,Ti(p) = Tp(sDs1p) = [ f(z) o(z/s)dz = [ f(sy)e(y)sdy =
TDsf((lO)'

o (Ty)'(p) := —Ty(¢) = = [ f¢' = =[f(@)p@)|Z0 + [ f'¢ = Tp(p). Notem que
[f(z)p(x)]®,, sha d entendre com un limit i que aquest s’anul'la en ser les funcions
f 1 ¢ de Schwartz.

o Ti(p) :=Ty@) = [ & = [ Fo=Tip).

° 7\“;(4,0) =T p)=[fg f,]\(i/J = Tf(‘P)'
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o MyTy(p) := Tr(Myp) = Tr(gp) = [ fgo = Tys(®) = T, 5 ()
o Ti(p) :=Ty($) = [ f(@)p(—2)dz = [ f(—z)p(z) dz = T;().

f
ox T(p) o= Tp(p = ) = [ f(@)d = p(@)dz = [ f(z) [V(z —y)p(y)dyde =
=[x f(y)sO(y) dy = Tyws ().

Solucio de ’exercici 8.24

Comprovem en primer lloc la linealitat de 7,7". Siguin o, f € Ci ¢, € S(R). Aleshores,
usant la linealitat de la translacié per funcions de Schwartz, tenim

T (ap + B) i=T(1-p(ap + ) = T(at—ne + BT_ny).
Ara usem la linealitat de T per deduir que
I (ap + BY) = oI (1_pp) + BT (T-py) = amnT(¢) + BT (¢),

tal i com voliem veure. Per la resta d’operacions ometrem la linealitat ja que la prova és
sempre igual.

Anem a veure la continuitat a l'origen de les distribucions definides a la taula 8.1.
Suposem que {¢,}neny < S(R) és tal que on =550 a S(R). Aixo és tant com dir que
per totes k,¢ € N tenim py, ¢(¢p) 22%, 0. Utilitzem aquest fet i la continuitat de T a
I'origen per demostrar que les distribucions definides aplicades a aquesta successié també
van donen una successié amb limit zero:

e Com que 1,7 (pn) = T(T—ppn), volem veure que la successié {7_ppn}n convergeix a
zero a la classe de Schwartz. Efectivament,

pro(T-non) = sup 2| (Tnpn) O ()| = sup [2[*|0}) ( + h)| = sup & — hl*|pl) (2)]
zeR zeR zeR
< Gy Su£(|h|k + [2)|0%) (@) < Ck (pr.e(2n) + po.e(#n)) == 0.
xTe
Per tant, com que T és continu a ’origen, deduim que
T ()| = |T(7-npn)| “==> 0.
e En el cas de la dilatacid, estudiem sDy—1(¢p)(x) = @n(x/s).

Prp(8Dg=10n) =Sup\$|k|(st—lson)“( )| —Suﬂgsklfﬁ/SI |5~ 0l (2/9)]
e
—00

“prilpn) 0.
Per tant, com que T és continu a ’origen, deduim que

IDsT(¢n)| = [T(sDs-10n)| == 0.
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Per la derivada, tenim que

n—00

Pre(2}) = Pres1(pn) —— 0.

Per la transformada de Fourier,
n—

Pke(Pn) = Sgu]}g E51(@n) O (€)] = Ch zuﬂlg (12| D 9n)B(E)] < Crepep(ion) = 0.
€ €

Per tant, com que T és continu a l'origen, deduim que

n—o0

T ()| = |T(@0)] === 0.

Per tractar la multiplicacié per funcions, cal saber en quin cas ens situem. Cal
recordar que suposem que g satisfa que M, f € S(R) per tota f € S(R). De fet, la
condicié que fa que M T sigui continua és que M, : S(R) — S(R) sigui continua.
Aixi, automaticament tenim

Pre(Mgpn) 7= 0.
Per tant, com que T és continu a ’origen, deduim que

|M9T(90n)| = |T( g@n)| 25 0.

Una condicié raonable és que g € C®(R) i que per tot £ € N existeixi un j € N tal que
19 (x )| C(1 + |z|?). Aleshores és un exercici que queda per I’estudiant veure que
(gpn) =250 a S(R) tal i com hem fet en els exercicis anteriors, usant la férmula
de Leibnitz per les derivades d’ordre ¢ del producte.

La simetria central es resol molt facilment.
La conjugacié també.
La convolucié porta més feina:
2|+ o) O (@) = [al* | * 00 (@)|

Tot seguit notem que

/¢ Y)en(z —y )dy‘

( *SDn r)| =

20 20
<[ |POwene-n|dy+ [ [5OWente 1) dy
—|=l/2 ly|>1x]/2

jel/2 | 2 — yl* o (@ —
</ ‘w(é)(y)‘dy sup [z —yl" e (k ol
—al/2 yl<lzl/2 [z =y

lyl* ’W)(y)’
+/ lon(z —y)| dy sup —————
lyl>|z|/2 ly|>|z]/2 |y

Pk,z(iz)
(lxl/2)%

Pr,0(Pn)

<[9 ‘ Uel/2)F

+ llenlly

191



10 Solucions

Al darrer pas hem usat que si |y| < |z|/2, aleshores |z —y| > |z]| — |y| = |=|/2
(desigualtat triangular).

Hem vist doncs que

pie(@ % pn) < 2% ([0 prolen) + enlipre() 2= 0.
Per tant, com que T és continu a ’origen, deduim que

[ T(pn)| = |T(& # n)| =5 0.

Solucio de ’exercici 8.26

o (aT +bU) () = (aT + bU)(P) = aT () + bU($) = aT(p) + bU ()
o nT(p) = mT(@) = T(r4@) = T(M pp) = T(M_pp) = M pT(p).
o MiT(p) = MAT(@) = T(Myp) = T(73) = T(r-np) = T ().

o DT(p) = DT(P) = T(sDy1$) = T(s (s Dap) ") = T(Dsg) = sDy1T ().

®) = T(9). Pax

[ ]
S
&
I
3
I
=
)l
I
=
Bul
I
=
)
I
=
‘\@)2
I
/’je
S,
I
N

— —_

o (IN(@) =T'(3) =T(—(@)) =" T(Marig) = T(Maricp) = MarieT ().

—~ ~ ~

Mjw\igT(SD) = M 25T () = T(M_27icp) = T(—¢') =~=T(¢") = (T) ()

Solucio de ’exercici 8.28

Tenim

On(w) := moo(w) = do(T-np) = T-rp(0) = ©(0 + h) = ©(h).

Per altra banda, a exercici 8.24 hem vist que la multiplicacié per funcions trigo-
nometriques esta ben definida a I’espai de distribucions temperades. A més tenim

oh=mndo = M_pbo=Mc , Ti = Ty, 1=T

€_h*

192



10 Solucions

Solucié de ’exercici 8.29

Donada ¢ € S(R), tenim

57 (0) = So((—1)Fo™) = (=1)k®)(0).

Es a dir que la derivada de la delta de Dirac és I'avaluacié de la derivada a 'origen amb
el signe corresponent a la partiat del nombre de derivades.
La seva transformada de Fourier és un polinomi:

—

k ~
= M(Qﬂif)k(so = TM(QWig)kl = T(27m€)k
Finalment, notem que
0
() = 1) == [ xoag = = [ &' = ~[e@IF = 0(0) = dofo).
Aixi, efectivament, la derivada de la funcié graé de Heaviside és la delta de Dirac.

Solucié de I’exercici 8.31

Donada 3 € S(R), volem veure que
P x 69 = Ty

Pero per ¢ € S(R) tenim

1&*50(90):50(15*@):@5*90(0)=/1Z(0—y dy—/¢ y) dy = Ty().

Solucio de ’exercici 8.32

Sigui ¢ € S(R). Volem veure que lim;_+, Tk, () = do(¢) = ¢(0). Pero efectivament

lim Tk, (¢) = lim | Ki(x)e(x)dr = lim /Kt x)dr = @(0) = ¢(0).

t—to t—to t—to

Solucié de ’exercici 8.33

Efectivament,

| £ /‘f 2)f IFJTLPW W 4 < Cy <po,o(f)p+po,[§1(f)p>,

on
pre(p) = sup |z]*|o) ()]
zeR

sén nombres acotats per 'exercici 8.1.
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Solucioé de ’exercici 8.34

Que T és lineal es deriva de la linealitat de la integral. Vegem que és continua: supo-
sem que {¢n}, © S(R). Aplicant la desigualtat de Holder i la desigualtat obtinguda en
I’exercici anterior, tenim

Tr(pn)] / Fllenl < 1£1, lgnl,, "=

Soluci6 de I’exercici 8.36

Notem que per la desigualtat integral de Minkowski, podem estendre la desigualtat de
Young del lema 4.5 a

1 glee < IflLrlglze,
de manera que K; * f esta ben definida g.p.t. arreu, i és una funcié de LP.
Sigui f € LP(T). Tenim
PN\
d:c>

e = Fluon = ([ | [ Kl = - sy
s f = Tl < [ ( [ 1K)~ ) = @) dm>; dy.

Aleshores usant la desigualtat integral de Minkowski, obtenim
A la part local tenim

/y|<6 | K (y </|f z—y)— f(z)| dx>11’ dy < IZ?ES 1£C =)~ FOlpo / ()| dy.

Dit d’una altra manera, escrivint el modul de continuitat integral

wpf(0) := sup || f(- =) = FO) Lo (r)s

ly|<d

hem obtingut

/ s W) (/ @ =y) = f(@) dx>; dy < wpf (8)C.

Pel corollari 2.51 i 'exercici 2.52, sabem que

%E%Wpf(‘s) = 0.

A la part no local, usant la desigualtat triangular

— _ p % _t:’i()_)
[ 1 (f 156 =0 s an) " ay <2l [ il o
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Per tant, donat € > 0, prenent d prou petit i ¢ prou proper a ty obtenim

1K = Flpogy < @oFO)C + 21 F | oy /6<||Kt<y>|dy<e.
XY

Solucioé de I’exercici 8.38

Tenim que |e_¢ f| = | f| és una funci6 integrable i, per tant, la integral

AN© = [ et

esta ben definida puntualment. A més,

FDE < [lectl = [ 151 =171,0

Per tant, Fi(f) € L*(R). De fet, podem veure que fe Co(R) (vegeu lexercici 7.4).
Per veure que Fy f = f, és a dir que T'r,y = T, suposem donada ¢ € S(R) i vegem que
I’accié dels dos funcionals coincideix. En primer lloc,

Ty () / f(z
Tr5(0) = [ Fit©(©) = [ [ 5 (w) dople) de

Pels teoremes de Fubini i Tonelli, obtenim que

T, (o) = [ 1@) [ 258p(e) dgdn = [ 3010 do = Ty

Per altra banda,

Solucié de ’exercici 8.41
Notem que fu(t) = M és una funcié de quadrat integrable tot i no ser integrable.
Aixi doncs, podem aplicar la férmula d’intercanvi de barrets que acabem de demostrar.

Notem també que si g,(t) := sin(at), aleshores

1 — 1 1
g/:l = —Aelat — eilat (M 1-— M 1) = — (Til — T—a 1) = — (5L — 5—a> .
2i 2i e :

I com que gq(t) = tfa(t), aleshores

. 1 —
Ga = 9 .MZTritfa =
T

és a dir que

fa —2mga—7r<5a —57[)
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Coneixem una distribucié que té per derivada la delta de Dirac, i és la funcié Heaviside.
Aixi, tindrem que

fo=m (T%H —T%:H> +C=m (Xz>i _Xm>;—:) + C.

Alerta, estem fent servir que si la derivada d’una distribuci6 és zero, aleshores la distribucié
¢és T per alguna constant. Sabries demostrar-ho?

Com que f, és constant a trossos i de quadrat integrable, a les components no acotades
s’ha d’anullar. Aixi, C = —m, i tenim

~

= —T7 a —a .
a a —_a
f X27r <r< 2m

Ara ja tenim que

[tuti= [Fat= [Rdi= [Rhi=7 [ xparess oy op @ dn

és a dir que

min{a,b}

27
/fafb = 7'('2/ infan) dx = mmin{a, b}.
7T’

Solucio de ’exercici 8.43
Sabem que la funcié
_1
X{je|>13 2] * ¢ LP,

ja que la primitiva de |x|_§ és el logaritme, que divergeix a infinit. Pero, en canvi,
_1
X{Jz|>13 2] 7 € L1 per tot g > p,

ja que

Per altra banda, la funcié

_1
X{ja|<1}|] ¢ ¢ LY,

_9q
ja que la primitiva de |z| 4 és el logaritme, que divergeix a l’origen. Pero, en canvi,
1
X{jz|<13lz| 7 € LP  per tot p < g,

ja que
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Solucié de ’exercici 8.46

Notem que al ser p < 2 tenim
[ < AP fIP.

Per tant,

g = (1P <22 [irp = 2er)pip < o0

Per veure I’altra implicacié necessitem demostrar que la mesura del suport de f* és
finita. Per veure-ho, notem que

{z: fA2) # 0} = {z: |f(2)] > AL

Sabem que

(s ()] >A}|=/

1
ldzx < p/|f(:v)|pdx < +00.
{: | (z)|>A} A

Per tant, usant la desigualtat de Holder, veiem que

], = fir= [ 1P [ s < Ul 156> AP < oo

Solucié de I’exercici 8.53
Recordem que f és de decreixement moderat si |f(x)| < H\a:% per uns certs valors
C,e > 0. Estudiem primer la convergencia de la serie Pf. Com que Pf(x) = > ., f(x +
m), i
1
x+m)| < ——— < ®
D ml< Y i
meZ meZ
Pel criteri M de Weierstrass, la convergencia de la serie Pf és doncs uniforme i, en
particular, en ser f continua trobem que les parcials també ho sén i, per tant, la suma P f
també ho és. Per tant, podem intercanviar la suma i la integral:

ﬁ}“(n) = /01 (Z flx+ m)) e AT gy = 2 /01 fz 4+ m)e 2™ gy

meZ meZ

~

m+1
. 6—27rmy _ e—27riny = f(n).
-3 [ sweay /R Fly)e2mm dy = F(n)

meZ Y

Pel Teorema 3.18, SPf és continua i coincideix gairebé per tot arreu amb Pf. Pero com
que Pf és continua també, la convergencia és a tot arreu.
Per altra banda,

Sif(x) = Y, f(n)e’™n® = 3 Pf(n)e*™™ = SPf(x) = f(x),

neZ nez
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Apliquem-ho ara al cas del nucli de Poisson. Notem que Py(x) = W ¢és un nucli
de decreixement moderat, ja que, fixada la y > 0, tenim

Y 1+ 22 1

0<P <Cp—
< Pyr) < 14+ 22 7w(2? + y?) Y1 + 22

2
ja que la funcié % és infinitament diferenciable a la recta real i acotada a prop de

y(i+2?) _ gy

I'infinit: lim,_, @2 = r Al seu torn, per I’exercici 7.10 tenim

0 < F) - 20

que és de decreixement exponencial i, en particular, de decreixement moderat. Notem que
P, és parella i, per tant, Py(§) = e 2mylél,
Per la féormula del sumatori de Poisson, obtenim que

Z Py(x +n) Z Py( e2mine,

neZ nez

és a dir que la perioditzacié del nucli de Poisson és

Z ((x + n Z e 27ry|n| 27rznx

neZ neZ

que efectivament coincideix amb el nucli de Poisson a T:

1—r2
1—2rcosf +r?’

P.(0) = Z rlnlein? —

neZ

perr=e2if=2rzeT.

. 2
A continuacié6 treballem el nucli de Féjer Fg(x) :== R (Sm(ﬂRx)> per R > 0. Notem que

TRx

Cr
0 < Fr(z) = Rsinc(Rz)? < T [ Ra?
ja que per R|x| < 1 la funcié és acotada, mentre que per R|z| = 1 tenim Fr(z) < WR%Q.
Ajuntant les dues acotacions obtenim el decaiment moderat. A més, sin? z/2? és una funcié
holomorfa del pla complex, és a dir entera, de manera que F'r és analitica i, en particular,
C®. Per altra banda, la derivada esta acotada en qualsevol compacte i, per valors grans
de |z|, la derivada és una funcié trigonometrica per 1/r? més una funcié trigonometrica
per 1/23, és a dir que és també mtegrable També podem deduir el mateix per f”

Per l'exercici 7.7, trobem que f’ (&) = 2mi&f ({) Analogament tenim que f’i &) =
(2mi&)% f (5) Aix{ doncs, f és una funcié acotada tal que per valors grans de €], | (&) <
C/|€I%, ja que ﬁ(ﬁ ) és una funcié acotada per ser la transformada d’una funcié integrable.

Per tant,
~ C
S 9
FO1< 1
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1 podem aplicar la férmula del sumatori de Poisson.

Tot seguit calcularem explicitament quan val Fr. Notem que Fr(z) = 1=cos(2nlie) - pjyg

2(mRx)?
definim )
2
g(xz) :=1—cos(2nRz) = %}?)FR(@.
Tenim per tant que
. 2(mR-)? —2R? ,  —R ~
g= (rR) Fp = ((—2mi-)*Fg) ™ = —(FR)".

R 4R
Notem que

| 1 /—— S 1
cos(qr) = €T 4 lor2 = — <Mg1 + M;al> = — <(5g + 6;&) .
2 2w 2m 2 27 27
Deduim que
~ — 1
9(&) =1 —cos(2rRz) = §p — 3 (0r +0_R).

Tenim doncs que

R 2 R

Per determinar la constant C, com que Fgr és de quadrat integrable, també tindrem que
—~

Fr és de quadrat integrable i, per tant, C' = 0 (d’altra manera la integral seria infinita).
Es facil veure que L(z) = xyx,~0 satisfa que la seva derivada distribucional és L' = H. Per

tant, tenim

. —2 1 1
Fp = — (H — — (trH + T—RH)> t0=—% (_X[—R,O) + X[OvR)) +C.

9 1 1
J— (L — = (rrL + T_RL)> +C == (=€ = R)x[—ro) + (£ — R)x[o,r) + C.

R 2 R
Com que la funcié és de quadrat integrable, decuim que C' = 0. Per tant,
= _ R-Ig

Fr = .
R R X[-R,R)

Aplicant la férmula del sumatori de Poisson pel cas R = N € Z, obtenim que el nucli
perioditzat

sin(mN(xz +n)) ]n[ - N —n| 5.
N mTinT — 7T’ln.7:.
2 ( 7N(z +n) > Z N X-vme 2w

nez nez. In|]<N

Aixi doncs, coincideix amb el nucli de Féjer a T:

N—|n| ;5 1 [sin(N6/2)\>
F _ [ Sl I 11 A (e S A
R I ( sin(0/2) )
In|]<N
amb 0 = 2rx € T. Notem en particular la coincidencia
5 sin(N(0/2 +n))\*> [ sin(N§/2)\?
N(0/2 +n) ~ \ NVsin(/2)

nez
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10 Solucions

Solucio de ’exercici 8.54

Hem calculat en exercicis anteriors que si f(z) = e~ ™", aleshores f(a:) — tmze %,
Com que la campana de Gauss és una funcié de la classe de Schwartz, podem aplicar la
férmula del sumatori de Poisson a l'origen (8.7) i tenim

19(15) _ Z efant _ Z t71/2€f7rn2/t _ t71/2,l9(1/t),
nez nez

tal i com voliem veure.

Solucié de I’exercici 8.55
Veiem que e 2712t &5 de decaiment moderat per ser una exponencial d’exponent amb
creixement lineal i signe negatiu, i la seva transformada és W, que és de decaiment
moderat, com hem comprovat a I'exercici 8.53. Aixi, la férmula del sumatori de Poisson
a lorigen (8.7) i la férmula de la serie geometrica ens permeten calcular

1 4l —2rinft _ T —2mnt
Larp-mr e =t[(—1)+226 o

nez nez n=0
1 1 —27t
=T (142 _Tire
t 1 —e2nt t1—e2nt

Per fer el pas al limit quan t — 0, notem que ambdés limits sén infinits. Pero si eliminem
el terme problematic de la suma, que és n = 0, obtenim

Z 1 Tl+e?™ 1 qm(t+te ™) —1+e 2™

n2+ 42 t1—e-2rt 2 t2(1 — e—27t)
n>0

Calculant els termes significatius del polinomi de Taylor per calcular el limit, obtenim

Z 1 w(t+t(1—2nt + (—2mt)?/2) — 2wt + (—27t)? /2 + (—2t)3/6 + O(¢*)

n2 1 12 t2 (1 — (1 =27t 4+ O(t?)))

2343 — (27t)3/6 + O(t*)
273 + O(t4)

Prenent limits,
2

343 4
Z 1 - Z 1 . 2B+ 0(tY) o«
t—0

= = = lim = —.
~ n? An?+t2 0 4Antd + O(th) 6

Solucio6 de ’exercici 8.59

A la demostracié del principi d’incertesa hem usat dues desigualtats. La igualtat, doncs,
es donara si i només si

[ e @) @)ds = [ laljot)|v/(@)]ds
R R

-(/ |acr2|w<o:>\2doc)é (f \w’(mﬁdx)%-
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La primera igualtat només s’obté si —xRe (¢(2)¢'(z)) = |z||(x)|[¢)' (x)| gairebé per tot
x, és a dir, si la contribucié de la part imaginaria és nulli la part real contribueix en la
direccié que toca, és a dir, si

Im(y(2)¢'(z)) =0 g.p.t. z e R\{0}

Re (1) ()¢ (x)) = —sign(@)[¢(x)|[¢' (2)].

La primera condicié ens diu que existeix A\(z) € R\{0} tal que
P(x) = Az)) ().
La segona condicié ens diu que
sign(A(x)) = —sign(z).

La continuitat de v i ¢’ fan que les igualtats s’assoleixin a tot arreu llevat, potser, de

I’origen.
La segona igualtat s’assoleix quan la desigualtat de Cauchy-Schwarz és una igualtat,
cosa que passa si 1 només si existeix un escalar a > 0 tal que |z||¢(x)] = a|¢/(z)]. En

particular, per continuitat, ¢'(0) = 0. Tenim doncs

|z [A(@) ][ (2)] = af¢'(z)].
Alla on ¢/ # 0, tindrem

a = |z||A(z)] = sign(x)zsign(A(z))\(x) = —zA(z).
Per tant, A(z) = —a/z, i obtenim per tot z que
2(z) = —at(z).
Solucionant 'EDO trobem que
:t2
Y(z) = e 20 = Ae=B7*,

Per la unicitat de les solucions, sabem que no n’hi ha més. Com que la integral de 12 val
1, normalitzant trobem la solucié demanada.

Solucio de I’exercici 8.60
Definim .
Yoo (T) = €2mz§0¢(x +x0) = M_g, Tz ().

Notem que la translacié i la modulacié no modifiquen la norma L? i, per tant, (KT H2 = 1.
Utilitzant les propietats de la transformada de Fourier i fent canvis de variables adients,
trobem que

/mme@Wm=/qumWWm=/W—mW@m%
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/ €21 [ ey ()2 d = / P 7y My D(€)? d = / €€ + &) 2 de
- / ¢~ &2 dc.

Aplicant el principi d’incertesa, obtenim

1 —_—
Tk ( / |x|2||¢m,go<x>|2dx) ( / |£|2||wm,go<s)|2ds>

- (Le-artwwr i) ([P ).

Solucioé de I’exercici 8.61

Suposem que suppfc [-M, M] isuppf < [0,L/2]. Calculant la perioditzada de f de
periode L, tenim

Pf(0) := ) f(6 +nL),

ne”

que és una funcié de periode L amb |PF| 21/ /o) < +. Aixi, pel teorema de
Carleson, sabem que gairebé per tot § € [—L/2, L/2] tenim, usant la notacié de la seccié
1.3.2 que
Pf(0) = SLPf(0) = >, Pf (n)e* /L.
nez

Pero
L L/2 ) L/2 ) ~
Pr'm = [ pr@ye it = [ fo)e 0 — foy),
—L/2 —L/2
Per tant, R '
PfO) = Y Fin/L)emn0IE.
nez

I aquests sumands s’anullen quan N/L > M, aixi que hem vist que

PO) = Y Fin/L)eolt

|n|<M

és un polinomi trigonometric gairebé per tot arreu. I sabem que Pf(f) = 0 per tot
—L/2 < 0 < 0. Per tant, es tracta del polinomi trigonometric nul, i tenim Pf = 0, és a
dir que f = 0.

Soluci6 de ’exercici 8.62

Tenim que

5 =6, = o

~

h=¢€

>
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