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1.2 Qüestions fonamentals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Sèries de Fourier i coeficients de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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4 Mètodes sumatoris 45
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5.2.1 Definició i propietats elementals . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
5.2.2 Famı́lies ortonormals i bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Índex

8.6.3 El principi d’incertesa de Heisenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

9 Avaluació 125
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Introducció

Aquests apunts van començar com una adaptació (i traducció al català) del llibre “Har-
monic Analysis; from Fourier to Wavelets” de Cristina Pereyra1 i Lesley Ward2 [PW12],
i estan basats en un curs de 4t del grau de matemàtiques de la Universitat de Barcelona,
que es va dur a terme entre febrer de 2022 i juny de 2022. El resultat final dista bastant
del text original, però encara té algun fragment que n’és una traducció directa. També
s’han afegit solucions a bona part dels exercicis proposats.

El llibre original treballa amb la integral de Riemann, de manera que he considerat que
convenia refer el text per treballar directament sobre la integral de Lebesgue, amb la que
els alumnes de la UB ja estan familiaritzats en arribar a quart.

La versió present és la final després de superar tot el curs múltiples revisions, després
de posar-los a prova a classe. Vull agrair especialment la cooperació dels alumnes Daniel
Fernández Beńıtez, Joaquim Duran Lamiel, Marc Piquer i Méndez, Oriol Franco Morro,
Joan Domingo Pasaŕın, Núria Jorba Peña, Ferran Márquez Mart́ınez i Alba Mart́ı Vives
per les seves aportacions, tant matemàtiques com ortogràfiques. També les observacions i
contribucions dels professors Quim Ortega Cerdà amb qui hem debatut sobre el contingut
i Jordi Marzo qui m’ha subministrat part dels problemes inclosos.

Si us plau, no distribüıu cap còpia del text. Moltes gràcies.

1 Notes didàctiques

El curs de 2022 va tenir un total de 26 sessions de 50’ de teoria i 26 més de resolució de
problemes. La dedicació d’hores de teoria va ser la següent:

• Caṕıtol 1 (introducció) 4 sessions.

• Caṕıtol 2 (repàs de cursos anteriors) 0 sessions.

• Caṕıtol 3 (convergència puntual) 5 sessions.

• Caṕıtol 4 (mètodes sumatoris, excloent el nucli de Poisson) 4 sessions.

• Caṕıtol 5 (funcions de quadrat integrable) 3 sessions.

• Caṕıtol 6 (DFT) 1 sessió.

• Caṕıtol 7 (Transformada com a integral) 4,5 sessions.

1Maŕıa Cristina Pereyra, (1964-).
2Lesley Ann Ward, (1963-)
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Introducció

• Caṕıtol 8 (Distribucions temperades) 4,5 sessions.

Alguns alumnes van optar per presentar algun fragment de teoria a classe (entre deu i
vint minuts), ja que s’oferia l’opció d’obtenir punts de la nota final fent aquesta activitat,
veure Caṕıtol 9. Com que 12 alumnes van decidir fer-ho, les sessions van ser:

• Corol.lari 3.9 i teorema 3.10.

• Lema 3.17.

• Lema 3.23.

• Lema 4.8.

• Lema 4.9.

• Lema 5.23.

• Lema 7.3.

• Lema 8.11 i teorema 8.12.

• Teorema 7.24.

• Exemple 8.8.

• Teorema 8.50.

• Teorema 8.58.

Per altra banda, en les sessions de problemes es van anar resolent els exercicis proposats
al text, a vegades per part dels alumnes, normalment per part del professor. A més, algunes
sessions de problemes s’han utilitzat perquè alguns alumnes presentessin el seu projecte.
Com que cada presentació ocupava mitja hora, i se’n van fer 8 en hores reservades per
parcials i finals, en van quedar 6 per fer en horari de problemes, ocupant un total de 3
hores. Per tant, es van fer 23 hores de resolució de problemes.

De cara a futurs cursos, es recomana que a la segona setmana els alumnes decideixin
el mètode d’avaluació per poder calendaritzar com abans millor l’assignatura, procurant
que cap alumne tingui tots els treballs acumulats en un peŕıode curt de temps.
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1 Sèries de Fourier

En aquests apunts explicarem tres tipus d’anàlisi de Fourier1. En primer lloc les sèries de
Fourier ens permetran reescriure una funció periòdica com una sèrie de dues cues, on la
suma es fa sobre tot n P Z (Caṕıtols 1-5). En segon lloc desciurem l’anàlisi de Fourier
finita, on convertim un vector de longitud N en un vector d’igual longitud (Caṕıtol 6).
Finalment la transformada de Fourier ens transformarà una funció de variable real en una
altra (Caṕıtols 7-8).

En aquest primer caṕıtol fem els primers passos cap a la teoria de les sèries de Fourier.
Comencem amb un exemple de processament i compressió del senyal a la Secció 1.1.
Tot seguit, descrivim les principals qüestions sobre l’expansió en sèries trigonomètriques,
comparant-les amb les sèries de Taylor a la Secció 1.2. Definim aleshores els coeficients i la
sèrie de Fourier de funcions periòdiques a la Secció 1.3 i finalment descrivim el problema
f́ısic de la propagació d’una ona a la Secció 1.4

1.1 Una trucada

La idea central de l’anàlisi de Fourier consiteix a descompondre una funció o senyal com
a suma de funcions més simples. Aquestes funcions simples es poden pensar com les
components de la funció inicial. Ens interessa poder reconstruir la funció inicial a partir
de les seves components. Una analogia força indicada és un prisma trencant un raig de
llum blanca per crear un arc de Sant Mart́ı. De fet, els diferents colors corresponen a
les diferents longituds d’ona (o freqüències!) presents en el raig inicial. Superposant els
colors de l’arc de Sant Mart́ı recuperarem la llum blanca inicial. Com veurem, les nostres
funcions simples corresponen a freqüències pures. El primer exemple que veurem són el
sinus i el cosinus.

Si interpretem la funció com a senyal acústica, és a dir com a una funció que indica la
pressió de l’aire en funció del temps, aleshores una funció sinusöıdal produeix un to pur (o
una nota) en una sola freqüència. El terme anàlisi harmònica evoca precisament aquesta
separació d’un so en els seus harmònics.

Exemple 1.1. Suposem que l’Amèlia està a Leipzig i truca al seu pare a Cornellà de
Llobregat, i li diu ”Hola pare, sóc l’Amèlia i em moro de ganes d’explicar-te tot el que
m’ha passat avui.”Què li passa al so? Mentre l’Amèlia parla crea ones de pressió a l’aire,
que viatgen cap al micròfon del telèfon. El so té certa duració, d’uns cinc segons en aquest
cas, i una intensitat o volum que varia al llarg del temps. El so de la seva veu aleshores es
converteix en un senyal que viatja a través del cable o de satèl.lit i es reconverteix a senyal
acústic al terminal de Cornellà.

1Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768–1830
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1 Sèries de Fourier

t

senyal de veu falsa

t

y “ sinptq i y “ 0.2 sinp16tq

Figura 1.1: Senyal falsa i les seves components.

Intentem ara descompondre el senyal de l’Amèlia en components més simples. Suposem
per exemple que el senyal és fptq tal i com apareix a la primera meitat de la Figura 1.1.
L’eix horitzontal representa el temps t en segons i el vertical indica la variació de pressió,
de manera que quan y “ fptq oscil.la poc a prop de zero, el so és suau, mentre que si les
oscil.lacions són més amples, aleshores el so és més fort.

En aquest senyal particular només hi ha presents dos moviments ondulatoris diferenciats.
N’hi ha un de més lent, que correspon a la component sinptq i un segon molt més ràpid, que
podem reconèixer comptant les oscil.lacions com un múltiple de sinp16tq. Són funcions de
freqüències 1 i 16 respectivament. En altres paraules cada una d’elles realitza un total de
1 i 16 oscil.lacions completes respectivament, mentre el temps s’incrementa en 2π unitats
de temps.

Volem saber també en quina mesura cada una d’aquestes oscil.lacions és present dins el
nostre senyal. Les amplituds de les components són 1 i 0.2 respectivament, i aix́ı podem
recuperar el senyal original sumant les dues components amb els pesos corresponents:

fptq “ sinptq ` 0.2 sinp16tq.

La mà dreta d’aquesta expressió és el primer exemple de descomposició de Fourier : és la
descomposició de Fourier del nostre senyal f .

Posem-nos ara a la pell de la companyia telefònica. Quan l’Amèlia truca al seu pare,
cal fer arribar el senyal ràpidament de Leipzig a Cornellà. Com codificarem el senyal? Per
exemple, la companyia podria prendre mostres de la pressió en 100 moments equidistants i
enviar els 200 números resultants a Cornellà on reconstruirien el senyal interpolant aquestes
mostres. Però en el cas del nostre senyal, n’hi ha prou amb enviar cinc nombres: les
freqüències 1 i 16 i les amplituds respectives 1 i 0.2, aix́ı com la durada total del senyal.
Si coneixem el codi, podem reconstruir el senyal completament amb aquests nombres.

Ara bé, un senyal acústic és t́ıpicament molt més complex que el cas anterior, i es ne-
cessitarien més funcions trigonomètriques (sinus o cosinus) per tal de poder reconstruir el
senyal. De fet, podem esperar que es necessitin infinites funcions per tal que la recons-
trucció sigui exacta. La col.lecció

tsinpntq : n P Nu Y tcospntq : n P NY t0uu

de totes les funcions sinus i cosinus amb freqüències enteres positives juntament amb la
funció constant igual a 1 és un exemple de base. Més endavant del curs explorarem aquesta

2



1 Sèries de Fourier

Figura 1.2: Senyal real corresponent a una veu dient ”Hola pare, sóc l’Amèlia i em moro de
ganes d’explicar-te tot el que m’ha passat avui”. L’eix horitzontal representa
el temps i el vertical l’amplitud del senyal.

idea; informalment es tracta d’una col.lecció de components que és capaç de reconstruir
qualsevol funció d’una classe donada. En la sèrie de Fourier s’utilitzen funcions sinusöıdals,
però altres conjunts de funcions també poden servir per al mateix propòsit, com és el cas
de les ondetes.

Amb una mica més d’ambició ens podem plantejar el següent problema: per transmetre
el senyal ràpidament ens hem d’oblidar de les infinites components, ens cal renunciar a
part de la informació. A canvi de perdre qualitat podem enviar el senyal de manera més
econòmica. Per exemple, en la Figura 1.1 la component principal és la més ampla. Què
passarà si només enviem l’amplitud i la freqüència d’aquesta component? A Cornellà
només reconstruiran el senyal de manera parcial, ja que l’ondulació ràpida no hi serà
present. De tota manera, el pare de l’Amèlia, que li coneix perfectament la veu, potser
podria reconèixer-la sense problema. Aquest és un exemple de compressió del senyal.

Resumint: hem analitzat un senyal f , determinant quines components hi són presents
i amb quina força. Hem comprimit el senyal descartant algunes components. Hem re-
transmès la resta de freqüències i amplituds (també la podŕıem emmagatzemar). A l’altre
extrem de la trucada s’ha reconstruit el senyal comprimit.

Una vegada més, a la pràctica volem que el senyal reconstruit sigui similar a l’original.
Hi ha moltes qüestions interessants sobre quines i quantes components es poden descartar
mantenint un senyal recognoscible. La matèria de tractament del senyal en enginyeria
electrònica o telecomunicacions versa sobre aquestes.

Per mirar de compensar la falta de realisme de la Figura 1.1, la Figura 1.2 mostra un
senyal corresponent a la veu de qui escriu aquestes notes interpretant el paper d’Amèlia.
El patró complicat d’oscilacions demana moltes més components que el senyal fals que
hem estat comentant. ♦

La funció f de l’exemple anterior és especialment simple. La intuició que sinus i cosinus
serien suficients per descriure multitud de funcions es va aconseguir amb l’experiència dels
pioners de l’anàlisi de Fourier amb problemes f́ısics com la difusió de la calor o la corda
vibrant a principis del segle divuit, vegeu la Secció 1.4. Aquesta intuició porta a la idea
d’expressar tota funció periòdica f com a combinació lineal infinita de sinus i cosinus,
altrament coneguda com a sèrie trigonomètrica:

fpθq „
c0

2
`

8
ÿ

n“1

rbn sinpnθq ` cn cospnθqs. (1.1)

3



1 Sèries de Fourier

Usem el śımbol „ per a indicar que el cantó dret és la sèrie trigonomètrica associada
a f . No usem el śımbol “ ja que en alguns casos la funció i la sèrie no seran iguals, tal
i com discutirem al llarg dels apunts. Hem usat la variable θ enlloc de t per remarcar la
idea que la variable està definida com a angle, és a dir en l’interval p0, 2πq o en un altre
interval de la mateixa amplada. A voltes usarem també la variable x.

Podem reescriure la banda dreta de (1.1) com a combinació lineal de funcions exponenci-
als. Per fer-ho usem la Fórmula d’Euler2: eiθ “ cos θ` i sin θ, i les fórmules corresponents
del sinus i del cosinus en termes de l’exponencial:

cospθq “
eiθ ` e´iθ

2
sinpθq “

eiθ ´ e´iθ

2i
. (1.2)

Aix́ı, obtenim

fpθq „
8
ÿ

n“´8

ane
inθ. (1.3)

El cantó dret s’anomena sèrie trigonomètrica. Més avall definirem una sèrie trigonomètrica
depenent de f , que anomenarem sèrie de Fourier. En aquest cas, el coeficient an s’anomena
coeficient enèsim de Fourier i es denota per f̂pnq per emfasitzar la dependència en la funció
f . En general, an, bn i cn són nombres complexos, i donats an i a´n podem trobar de
manera uńıvoca bn i cn (i viceversa).

Exercici 1.2. Dona an en funció de bn i cn. Ž

1.2 Qüestions fonamentals

Aquesta primera introducció suggereix una sèrie de preguntes:

• Com podem trobar els coeficients an donada la funció f?

• Donada la successió tanunPZ, com podem reconstruir f?

• En quin sentit convergeix, si ho fa, la sèrie de Fourier? Puntualment, uniforme o en
algun altre sentit? Quina és la velocitat de convergència?

• Si la sèrie de Fourier convergeix a una funció ĺımit, aquesta serà exactament la funció
original f?

• Quines funcions podem expressar com a sèrie trigonomètrica (1.3)? Cal que f sigui
cont́ınua, per exemple, o n’hi ha prou amb ser integrable?

Abans de començar a respondre aquestes preguntes, cosa que mirarem de fer al llarg
dels apunts, comparem el cas amb un problema ja conegut pels alumnes d’aquest curs: les

2Leonhard Euler, pronunciat “òiler” (1707-1783).
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1 Sèries de Fourier

sèries de potències. Una funció infinitament diferenciable es pot expressar com a sèrie de
Taylor3 centrada a x “ 0 (o sèrie de Maclaurin4):

fpxq „
8
ÿ

n“0

cnx
n. (1.4)

Els nombres cn s’anomenen coeficients de Taylor i venen donats per l’expressió

cn “ f pnqp0q{n!.

Evaluada a x “ 0, aquesta sèrie convergeix a fp0q “ c0.
Al segle XVIII es va descobrir que les funcions tradicionals de càlcul (sinx, cosx,

lnp1 ` xq,
?

1` x, ex, . . . ) es poden expressar mitjançant sèries de Taylor i que la con-
vergència d’aquestes sèries és puntual en un interval obert comprenent x “ 0, i a vegades
la convergència també es dóna als extrems de l’interval. La destresa que van desenvolupar
alguns matemàtics de l’època en la manipulació d’aquestes sèries els va portar a creure
que el mateix seria cert per totes les funcions (infinitament diferenciables). Aquest somni
es va desmuntar amb el contreexemple descobert per Cauchy5 el 1821:

Exemple 1.3 (Contraexemple de Cauchy). Considerem la funció

fpxq “

#

e´1{x2 si x ‰ 0,

0 si x “ 0.

Aquesta funció és infinitament diferenciable a tot arreu, i f pnqp0q “ 0 per tot n ě 0. Per
tant la seva sèrie de Taylor és idènticament nul.la. Aix́ı doncs, la sèrie conergeix a fpxq si
i només si x “ 0. ♦

Exercici 1.4. Comprova que el contraexemple de Cauchy és efectivament una funció
infinitament diferenciable. Ž

El polinomi de Taylor d’ordre N d’una funció f diferenciable N vegades ve donat per
la fórmula

PN pf, 0qpxq “ fp0q ` f 1p0qx`
f2p0q

2!
x2 ` ¨ ¨ ¨ `

f pNqp0q

N !
xN . (1.5)

Exercici 1.5. Verifica que si f és un polinomi d’ordre menor o igual a N , aleshores el
polinomi de Taylor d’ordre N coincideix amb f . Ž

Definició 1.6. Un polinomi trigonomètric d’ordre M és una funció

fpθq “
M
ÿ

n“´M

ane
inθ,

on an P C per n P Z. ‚

3Brook Taylor, 1685–1731
4Colin Maclaurin, 1698–1746
5Augustin-Louis Cauchy, 1789–1857
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1 Sèries de Fourier

Exercici 1.7. Comprova que

1

2π

ˆ π

´π
einθe´ikθ dθ “ δn,k,

on la delta de Kronecker6 està definida com

δn,k “

#

1 si n “ k,

0 si n ‰ k.

Dit d’una altra manera, teinθunPZ és un conjunt ortonormal respecte al producte escalar
xf, gy “ 1

2π

´ π
´π fpθqgpθq dθ, com veurem al Caṕıtol 5. Ž

Comentari 1.8. Donada una funció de variable real que pren valors complexos f : ra, bs Ñ
C, diguem que f “ u ` iv on u, v : ra, bs Ñ R, aleshores la derivada, la primitiva i les
integrals definides es defineixen linealment: f 1 “ u1 ` iv1,

´
f “

´
u` i

´
v, . . . ‚

Exercici 1.9. Comprova que tot polinomi trigonomètric f satisfà que

an “
1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθ dθ,

i els coeficients de l’expressió anàloga a (1.1) són

cn “
1

π

ˆ π

´π
fpθq cosnθ dθ, bn “

1

π

ˆ π

´π
fpθq sinnθ dθ.

Ž

En ambdós casos (sèries de Taylor i Fourier), el problema principal és saber com de
bé podem aproximar una funció donada mitjançant uns polinomis ben espećıfics, els de
Taylor, o uns polinomis trigonomètrics ben espećıfics, les sumes parcials de Fourier.

1.3 Sèries de Fourier i coeficients de Fourier

Tal i com suggereix l’Exercici 1.9, el coeficient de Fourier enèsim f̂pnq “ an ve definit per
la següent identitat:

f̂pnq :“ anpfq :“
1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθdθ. (1.6)

En termes de les funcions sinus i cosinus, tenim

cnpfq :“
1

π

ˆ π

´π
fpθq cosnθ dθ, bnpfq :“

1

π

ˆ π

´π
fpθq sinnθ dθ. (1.7)

6Leopold Kronecker, 1823–1891

6



1 Sèries de Fourier

A continuació anem a explorar formalment (és a dir fent una deducció mancada de
rigor matemàtic, sense justificar intercanvis de ĺımits, per exemple) el perquè d’aquesta
identitat. Suposem que

fpθq “
8
ÿ

n“´8

ane
inθ. (1.8)

Aleshores, multiplicant per una exponencial, integrant i fent un canvi d’ordre no justificat,
obtindŕıem

1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´ikθ dθ “

1

2π

ˆ π

´π

8
ÿ

n“´8

ane
inθe´ikθ dθ

“

8
ÿ

n“´8

an
1

2π

ˆ π

´π
einθe´ikθ dθ

Ex. 1.7
“ ak.

Cal remarcar que per donar sentit a la fórmula (1.6) cal que la funció fpθqe´inθ sigui
integrable en el sentit de Lebesgue a l’interval r´π, πs. Aleshores

|an| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθ dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ˆ π

´π

ˇ

ˇ

ˇ
fpθqe´inθ

ˇ

ˇ

ˇ
dθ “

1

2π

ˆ π

´π
|fpθq| dθ “: }f}L1pTq ă 8,

on hem usat la desigualtat triangular per integrals. En particular hem vist que

| pfpnq| ď }f}L1pTq. (1.9)

Vegeu el Comentari 2.32 per recordar la definició d’integrabilitat. Vegeu la secció 1.3.1
per la definició de T.

Exemple 1.10 (L’ona triangular). Considerem la funció fpθq “ |θ| per ´π ď θ ă π.
Aquesta funció, si s’estén periòdicament a la recta real és cont́ınua però presenta un
vèrtex a cada múltiple de π. El seu coeficient enèsim de Fourier ve donat per

f̂pnq “
1

2π

ˆ π

´π
|θ|e´inθ dθ “

1

2π

ˆ

´

ˆ 0

´π
θe´inθ dθ `

ˆ π

0
θe´inθ dθ

˙

.

Per tant (vegeu l’Exercici 1.11)

f̂pnq “

$

’

&

’

%

´2
πn2 si n és imparell,
π
2 si n “ 0,

0 si n és parell no nul.

Per tant, la sèrie de Fourier de f ve donada per

fpθq „
ÿ

nPZzt0u

´2

πp2n´ 1q2
eip2n´1qθ “ ´4

8
ÿ

n“1

1

πp2n´ 1q2
cospp2n´ 1qθq.

Com veurem més endavant, la funció i la sèrie coincideixen exactament per tot θ. ♦

7



1 Sèries de Fourier

t

Ona triangle

t

Aproximació fins a N = 9

Figura 1.3: Ona triangular i successives aproximacions.

Exercici 1.11. Usant integració per parts, completeu el càlcul de f̂pnq de l’ona triangular.
Ž

Exercici 1.12. Representa les funcions fpθq. Calcula els coeficients (1.7).

1. fpθq “ θ, p´π ă θ ă πq

2. fpθq “ |θ|, p´π ă θ ă πq

3. fpθq “ π ´ θ, p0 ă θ ă 2πq,

4. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
θ, p0 ă θ ă πq,

5. fpθq “ sin2 θ,

6. fpθq “

"

´1, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

7. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

8. fpθq “ | sin θ|,

9. fpθq “ | cos θ|,

10. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
sin θ, p0 ă θ ă πq,

11. fpθq “

"

1
2a , p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

12. fpθq “

"

1
2a , p|θ ´ θ0| ă aq;
0, pa ă |θ ´ θ0| ă πq,

13. fpθq “

$

&

%

1, p|θ| ă aq;
´1, p2a ă θ ă 4aq;
0 altrament,

on a ă π
4 i ´π ă θ ă π.
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1 Sèries de Fourier

14. fpθq “

$

&

%

θ, p|θ| ă aq;

aπ´θπ´a , pa ă θ ă πq;

aπ`θa´π p´π ă θ ă ´aq,

15. fpθq “

"

pa´|θ|q
a2

, p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

16. fpθq “ θ2 p´π ă θ ă πq,

17. fpθq “ θpπ ´ |θ|q p´π ă θ ă πq,

18. fpθq “ ebθ p´π ă θ ă πq,

19. fpθq “ ebθ p0 ă θ ă 2πq,

20. fpθq “ sinh θ p´π ă θ ă πq, Ž

Exercici 1.13. Sigui f P L1pTq.

1. Si f és una funció parell, pfpnq “ pfp´nq i bn “ 0.

2. Si f és una funció senar, pfpnq “ ´ pfp´nq i cn “ 0.

3. Si @θ P R, fpθ ` πq “ fpθq, aleshores pfpnq “ 0 per a tot n senar.

4. Si f pren valors reals, aleshores pfp´nq “ pfpnq. Ž

Exercici 1.14. Donats f P L1pTq i n P N, definim ppxq “ fpnxq per a tot x P T.
Demostreu que per a m P Z tenim

p̂pmq “

"

f̂
`

m
n

˘

, si n|m,
0, en cas contrari.

Ž

1.3.1 Funcions 2π-periòdiques

Definició 1.15. Una funció f : RÑ C és 2π periòdica si

fpx` 2πq “ fpxq per tot x P R.

‚

Donada una funció f : r´π, πq, la podem estendre de manera periòdica a la recta real
usant la definició anterior. Notem que les components einθ són funcions 2π-periòdiques.

Sovint a la literatura s’anomena T a la circumferència unitat :

tz P C : |z| “ 1u “ tz “ eiθ : ´π ď θ ă πu. (1.10)
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1 Sèries de Fourier

Podem identificar una funció 2π-periòdica a R amb una funció g : T Ñ C definida a la
circumferència unitat de la manera següent: per z P T existeix un únic θ P r´π, πq tal
que z “ eiθ. Aleshores definim gpzq :“ fpθq. De fet, si escollim qualsevol θ P R que
satisfaci z “ eiθ, el valor serà el mateix degut a la periodicitat de f . També a la inversa,
si tenim g : T Ñ C podem definir fpθq :“ gpeiθq per tot θ P R i resultarà ser una funció
2π-periòdica. Aix́ı, abusant de notació podrem anomenar ambdues funcions f .

Al llarg dels apunts, usarem la notació

T :“ R{p2πZq,

és a dir que es tracta d’un interval tancat d’amplada 2π i amb els dos extrems identificats,
aix́ı que el podem entendre com r´π, πq, r0, 2πq, rπ{2, 5π{2q, . . . indistintament. Es tracta
simplement de treballar amb la variable θ enlloc de z “ eiπθ, que és més pràctic a l’hora
de fer segons quins càlculs.

Notem que per tal que f sigui cont́ınua a T, ens cal que la seva extensió 2π-periòdica
a la recta real sigui cont́ınua, és a dir, ens cal que f sigui cont́ınua a r´π, πs i cal que a
més a més fp´πq “ fpπq. Si volem que g sigui diferenciable també haurem de demanar
que l’extensió a la recta real sigui diferenciable. Aix́ı, si diem que f : TÑ C i f P CkpTq
amb k P N, volem dir que la funció f estesa periòdicament a la recta real és cont́ınua i té
k derivades cont́ınues. En particular, f pjqp´πq “ f pjqpπq per 0 ď j ď k.

Observem que per una funció 2π-periòdica el valor de la integral en un interval de
longitud 2π no varia:

ˆ π

´π
fpθq dθ “

ˆ 2π

0
fpθq dθ “

ˆ 3π{2

´π{2
fpθq dθ “ ¨ ¨ ¨ .

Exercici 1.16. Sigui f 2π-periòdica. Demostra que per tot a P R
ˆ π

´π
fpθq dθ “

ˆ a`2π

a
fpθq dθ.

Ž

Exercici 1.17. Sigui f P L1pTq. Demostreu que si f és decreixent a r0, 2πq aleshores

bnpfq :“
1

π

ˆ 2π

0
fpxq sinnx dx ě 0,

per a n ě 1. Ž

Exercici 1.18. Donada una funció f P L1pTq tal que |fpxq| ď 1 demostreu que

|f̂p1q ´ f̂p0q| ď
4

π
.

Trobeu un exemple que compleixi la igualtat.
Pista: per calcular la integral et pot resultar útil alguna fórmula trigonomètrica de

l’angle doble. Ž
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1 Sèries de Fourier

1.3.2 Funcions L-periòdiques

Fins ara hem considerat funcions de peŕıode 2π i les seves extensions. També és força
habitual treballar amb funcions definides a l’interval r0, 1q i la seva extensió 1-periòdica.
En general podem calcular sèries de Fourier per funcions definides a un interval ra, bq de
longitud L “ b´ a i la seva extensió L-periòdica a R.

Diem que f és L-periòdica si fpx ` Lq “ fpxq per a tot x P R. Definim el L-coeficient
de Fourier com

f̂Lpnq “
1

L

ˆ b

a
fpθqe´2πinθ{L dθ,

i la L-sèrie de Fourier
fpθq „

ÿ

nPZ
f̂Lpnqe2πinθ{L.

Les components són ara les funcions exponencials L-periòdiques e2πinθ{L i els polinomis
trigonomètrics L-periòdics són combinacions lineals finites d’aquestes components.

Exercici 1.19. Comprova que per cada n P Z la funció e2πinθ{L és L-periòdica. Ž

El cas L “ 1 serà

f̂1pnq “

ˆ b

a
fpθqe´2πinθ dθ, fpθq „

ÿ

nPZ
f̂1pnqe2πinθ.

Al Caṕıtol 7 utilitzarem les L-sèries de Fourier per relacionar les sèries i la transformada
de Fourier. Quan fem sèries de Fourier treballem amb funcions periòdiques, mentre que
la transformada de Fourier s’aplicarà a funcions de la recta real i funcionarà de manera
òptima quan hi ha un cert decäıment a infinit, és a dir que les funcions no són periòdiques.
De tota manera, prenent L-sèries de Fourier de la restricció de f a l’interval r´L{2, L{2q i
fent tendir L a infinit podem recuperar la transformada de Fourier com a ĺımit de sumes
de Riemann obtingudes de les L-sèries de Fourier.

Exercici 1.20. Comprova que per a tot polinomi trigonomètric L-periòdic

fpθq “
N
ÿ

n“´N

ane
2πinθ{L,

tenim que an “ f̂Lpnq, és a dir que el polinomi coincideix amb la seva L-sèrie de Fourier.
Ž

1.4 Història i motivació

Al llarg dels darrers 200 anys l’anàlisi de Fourier ha estat d’una gran importància pràctica,
tant per la seva importància teòrica (és l’embrió de la branca coneguda com a anàlisi
harmònica, però també ha estat fonamental en teoria dels nombres, per exemple) i també
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1 Sèries de Fourier

per modelar, comprendre, predir i controlar el comportament de sistemes f́ısics. Les apli-
cacions més immediates que va tenir l’anàlisi de Fourier van ser en la solució de models
matemàtics que descriuen la difusió de la calor en objectes sòlids, la vibració d’una corda
o la de la membrana d’un pandero. Més recentment ha estat fonamental per les tele-
comunicacions, emmegatzamatge i retransmissió de dades (per exemple el format JPEG
d’imatges).

Podŕıem situar l’origen de l’anàlisi de Fourier en la discussió sobre la solució de l’equació
d’ona

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

B2

Bt2
upx, tq “ a2 B2

Bx2
upx, tq per px, tq P p0, πq ˆ r0,8q,

upx, 0q “ φpxq x P p0, πq

utpx, 0q “ ψpxq x P p0, πq

up0, tq “ upπ, tq “ 0.

(1.11)

on a és un paràmetre que depèn de la tensió de la corda (amb un reescalament podem
assumir a “ 1), i u : r0, πs ˆ r0,8q Ñ R representa l’alçada de la corda en el punt x.
Suposem que els moviments són prou petits per negligir el desplaçament horitzontal dels
punts.

Comentari 1.21. Per deduir l’equació d’ona fem el següent raonament: l’acceleració és
un múltiple constant de la força, i aquesta la suposem únicament determinada per la
tensió de la corda, negligint gravetat, fricció i irregularitats en la densitat de la corda, que
suposem que no té gruix. Aleshores la tensió en cada punt segueix la direcció tangent a
la corda i a cada punt x i instant t es representa per T px, tq.

La component vertical genera la força donada per la massa ρ∆x multiplicada per l’ac-
celeració:

T px`∆x, tq sinpθpx`∆x, tqq ´ T px, tq sinpθq “ ρ∆xuttpx, tq.

Aix́ı, si escrivim V per la component vertical de la tensió obtenim

V px`∆x, tq ´ V px, tq

∆x
“ ρ uttpx, tq.

En el ĺımit això esdevé
Vx “ ρ utt.

Com que la component vertical V de la tensió dividida per la component horitzontal
H “ T cos θ és el pendent de la corba en aquell punt, obtenim que V “ H tan θ “ Huxpx, tq
i, per tant,

B

Bx
pHuxq “ ρ utt.

Per altra banda, com que no hi ha desplaçament lateral, la component horitzontal de la
tensió s’ha de cancel.lar:

Hpx`∆x, tq ´Hpx, tq “ T px`∆x, tq cospθpx`∆x, tqq ´ T px, tq cospθq “ 0.

Això es tradueix en que H és independent de x i, per tant, surt en forma de constant:

Huxx “ ρ utt.
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Com que la component vertical és negligible per desplaçaments petits, podem escriure
aproximadament T “ H i, per tant,

T

ρ
uxx “ utt.

‚

L’equació d’ona es pot plantejar a l’interval p´π, πq per antisimetria: escrivim up´x, tq “
´upx, tq per x P p0, πq. I encara es pot estendre periòdicament a la recta R. (pregunta:
com hem de modificar les condicions φ i ψ?)

D’Alembert7 va demostrar el 1747 que qualsevol solució de l’equació de l’ona a la recta
real tindria la forma

upx, tq “
1

2
pfpt` xq ` gpt´ xqq. (1.12)

Dit d’una altra manera, es tracta de la suma d’una ona que es desplaça cap a la dreta i una
ona que es desplaça cap a l’esquerra, ambdues a igual velocitat. Utilitzant les condicions
inicials i una tècnica d’integració es pot solucionar l’equació per aquesta tècnica.

Fent ús de la periodització, descrita abans, aquesta descomposició (1.12) és vàlida per
l’equació a la recta real, però en el cas derivat de l’equació d’ona a l’interval (1.11) obtenim
fptq`gptq “ 2up0, tq “ 0 i, per tant, g “ ´f . A més, com que hem suposat que les funcions
són antisimètriques, tenim fpxq “ ´fp´xq “ gp´xq, amb la qual cosa φpxq “ fpxq.

Notem que la periodització no garanteix que la funció u sigui C2 a tot R ˆ r0,8q. En
particular la solució de d’Alembert no garanteix que up0, tq “ 0. Per obtenir compatibilitat
de les condicions de frontera amb la periodització, ens cal que ψpxq “ 0. Sabeu demostrar-
ho?

Daniel Bernouilli8 va solucionar l’equació mitjançant la separació de variables, demos-
trant que hi ha infinites solucions amb la forma

φjpx, tq “ sinpjxq cospjtq. (1.13)

D’aqúı va conjecturar que totes les solucions de l’equació d’ona (1.11) amb ψpxq “ 0 es
podrien expressar mitjançant la forma

u “
8
ÿ

j“1

aj sinpjxq cospjtq.

Comentari 1.22. Notem que per obtenir una solució amb variables separades com a
(1.13) en una corda de guitarra ens caldria φpxq “ sinpjxq, és a dir que cal disposar la
corda en forma sinusöıdal perfecta i deixar-la anar, i aix́ı obtindŕıem un so corresponent
a una freqüència única, sense harmònics, cosa impensable en la realitat al disposar només
de cinc dits per mà. Al cap i a la fi, quan polsem una corda de guitarra, la forma és
més semblant a una ona triangle i, per tant, hi haurà més harmònics presents (vegeu
l’Exemple 1.10). El que conjectura Bernouilli és que qualsevol funció cont́ınua que s’anul-
li als extrems de l’interval p0, πq pot ser expressada com a suma de funcions sinusöıdals.
Si això és aix́ı, aleshores cada component evoluciona de manera independent. ‚

7Jean Le Rond d’Alembert, 1717–1783
8Daniel Bernouilli, 1700–1782
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Exercici 1.23. Comprova que efectivament (1.13) soluciona l’equació (1.11) amb a2 “ 1.
Demostra que donats nombres reals aj , aleshores

řN
j“1 ajφj soluciona també (1.11). Ž

La majoria de matemàtics contemporanis de Bernouilli donaven per fet que propietats
com la continüıtat, la diferenciabilitat i la periodicitat es preserven en sumes infinites, de
manera que no esperaven que una funció com l’ona triangle es pogués representar com a
sèrie trigonomètrica. Als anys vint del segle dinou el problema de representar una funció
“arbitrària” per una sèrie trigonomètrica va rebre una solució satisfactòria de la mà de
Fourier, que va descriure un mètode formal per trobar aital expressió. El 1828 Dirichlet
va obtenir condicions suficients (i força generals) que garantien que la sèrie de Fourier de
f convergia puntualment a f , formalitzant les nocions de suma parcial i de convergència
d’una sèrie per primera vegada, amb permı́s de Gauss9 i Cauchy.

Projecte 1.24 (Equació de la calor). Explica l’equació de la calor en una barra de ferro
i la solució que va proposar Fourier. Ž

Projecte 1.25 (Els harmònics dels instruments de vent fusta). Planteja i soluciona les
equacions del clarinet i el saxofon tal i com hem fet amb l’equació (1.11). Ž

Projecte 1.26 (Les funcions de Bessel). Explica les funcions de Bessel. Ž

Projecte 1.27 (Els harmònics dels panderos circulars). Planteja i soluciona les equacions
del pandero circular. Ž

9Johann Carl Friedrich Gauss, 1777–1855
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

2.1 Mesura de Lebesgue

Aquest text és un extracte dels apunts de l’assignatura de Càlcul integral en diverses
variables d’en Xavier Massaneda.

2.1.1 La mesura exterior de Lebesgue

Volem donar sentit a la mesura d’un conjunt arbitrari A Ă R. El primer intent, que
funciona gairebé sempre, és utilitzar els intervals com a unitat de mesura, recobrint el
conjunt A.

Definició 2.1. Sigui A Ă R. Diem mesura exterior (de Lebesgue) d’A a l’́ınfim:

|A|˚ :“ inf

#

8
ÿ

k“1

νpIkq : A Ă
8
ď

k“1

Ik on Ik són intervals oberts

+

.

Per tant, per tots els possibles recobriments d’A per intervals oberts, en calculem la
suma de volums dels intervals i prenem l’́ınfim. ‚

Aix́ı doncs, un conjunt E Ă R és de mesura zero (o nul) si per a tot ε ą 0 existeix una
famı́lia numerable d’intervals oberts (o tancats) tIkuk tals que:

(a) E Ă
Ť8
k“0 Ik,

(b)
ř8
k“0 |Ik| ă ε,

on |Ik| és la longitud de l’interval Ik.

Exercici 2.2. La mesura exterior d’un punt x P R és 0.
Demostreu que una unió numerable de conjunts nuls és un conjunt nul. En particular,

un conjunt numerable és nul. Ž

Definició 2.3. Direm que una propietat es satisfà gairebé per tot g.p.t. (almost everyw-
here a.e. en anglès) si el conjunt de punts on no es satisfà és de mesura zero. ‚

Exercici 2.4. Definiu una funció cont́ınua que sigui igual a

fpxq “

"

1, x P RzQ,
0, x P Q,

g.p.t. x P R. Ž
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

Exercici 2.5. Sigui f : U ÝÑ R una funció cont́ınua amb derivada cont́ınua a l’obert
U Ă R (i.e. f P C1pUq) i N Ă U un conjunt nul. Demostreu que fpNq és nul.

Pista: per acotar la mesura de la imatge d’un interval ens cal f 1 acotada, però això
no està garantit. A més, pot haver-hi infinits intervals disjunts a U . Convé expressar
N com una unió de subconjunts formada per punts que estan a distància controlada del
complementari de U , i assegurant que prenem una unió finita d’intervals (com?). Si tenim
una unió finita de conjunts tancats, aleshores la distorsió serà controlada pel suprem de
f 1 en aquests conjunts, que serà un màxim per Bolzano. Després pots usar que la unió
numerable de conjunts nuls és nul.la. Ž

Lema 2.6 (Propietats elementals). 1. |H|˚ “ 0.

2. Si A Ă B Ă R, aleshores |A|˚ ď |B|˚.

3. Si A és finit o numerable, aleshores |A|˚ “ 0.

4. σ-subadittivitat: Si Aj Ă R per j P N, aleshores

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ď

j“1

Aj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˚

ď

8
ÿ

j“1

|Aj |
˚.

5. Si I és un interval obert i I Ă A Ă I, aleshores |A|˚ “ νpIq.

Exercici 2.7. Demostra el lema anterior. Ž

Observació 2.8. Esperem que una bona definició de mesura m a R tingui també la
propietat de σ-additivitat: Si tAju

8
j“1 és una famı́lia numerable de Aj Ă R disjunts dos a

dos (sense cap intersecció de cap mena), aleshores

m

˜

8
ď

j“1

Aj

¸

“

8
ÿ

j“1

mpAjq.

Exemples més aviat complicats 1 mostren que la mesura exterior que acabem de definir
no és σ-additiva. Llàstima... ‚

Projecte 2.9. Explica l’exemple de Vitali de conjunt no mesurable. Ž

Per arreglar aquesta deficiència, no definirem una mesura nova, si no que restringirem la
mesura exterior als subconjunts de R on aquesta es comporta amb les propietats que volem.
Aquests conjunts són quasi tots (costa molt trobar un subconjunt “dolent” en aquest sentit:
cal usar l’axioma de l’elecció!), i permetran sobradament definir una integració més robusta
que la de Riemann.

1https://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

2.1.2 Espais de mesura

Sigui X un conjunt ambient (habitualment X “ R), i sigui PpXq el conjunt de parts de
X, és a dir, el conjunt que té per elements els subconjunts de X (incloent-hi H i X).

Definició 2.10. Una famı́lia Σ Ă PpXq és una σ-àlgebra si:

• X P Σ,

• és estable pel pas al complementari, és a dir, si E P Σ aleshores Ec P Σ, i

• la unió numerable d’elements de Σ també és a Σ: si Ej P Σ, j P N llavors
Ť8
j“1Ej P

Σ. ‚

Definició 2.11. Donat un conjuntX i una σ-àlgebra Σ Ă PpXq, una funció µ : Σ Ñ r0,8s
és una mesura (positiva) si:

• µpHq “ 0.

• µ és σ-additiva: si Ej P Σ són disjunts dos a dos, llavors

µ

˜

8
ď

j“1

Ej

¸

“

8
ÿ

j“1

µpEjq.

Si µpXq “ 1, també s’anomena probabilitat o mesura de probabilitat.
La terna pX,Σ, µq s’anomena espai de mesura. ‚

2.1.3 La mesura de Lebesgue

Definim tot seguit els subconjunts de R on la mesura exterior té les bones propietats que
calen per a integrar.

Definició 2.12. Sigui E Ă R. Diem que E és mesurable de Lebesgue si

@A Ă R |A|˚ “ |AX E|˚ ` |AX Ec|˚

‚

Els conjunts mesurables de Lebesgue formen la σ-àlgebra dels conjunts mesurables de
Lebesgue, denotada MpRq i que, com el seu nom indica, és una σ-àlgebra. La mesura
exterior restringida a MpRq és una mesura positiva, anomenada mesura de Lebesgue:

µ “ | ¨ | : MpRq Ñ r0,8s

E ÞÑ µpEq “ |E| :“ |E|˚.

Per a tot E ĂMpRq denotarem |E| en lloc de |E|˚ (tot i que siguin el mateix valor).
Aix́ı doncs, a la pràctica, la mesura de Lebesgue no és més que la mesura exterior però

definida només en els conjunts “bons” (en un sentit molt lax, gairebé tots els conjunts són
bons).

A partir d’aqúı enunciem una sèrie de propietats teòriques de la mesura de Lebesgue.
La majoria són força intüıtives, sobretot si pensem que estem formalitzant la noció de
longitud d’un conjunt.
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

Teorema 2.13 (de Carathéodory). 1. MpRq és una σ-àlgebra a R.

2. | ¨ | és una mesura positiva a MpRq.

3. La mesura | ¨ | és completa: si Z Ă R té mesura exterior 0, aleshores Z P MpRq.
Aix́ı, qualsevol Z 1 Ă Z també és mesurable de Lebesgue amb mesura zero.

Observació 2.14. Els conjunts de mesura 0 s’anomenen nuls, i són invisibles per la
mesura (i, com veurem, invisibles per la integral). ‚

Observació 2.15 (Propietats de la mesura de Lebesgue). 1. Si A,B P MpRq i A Ă

B, llavors |A| ď |B|.

2. Si A,B PMpRq, A Ă B i |A| ă `8, llavors |BzA| “ |B| ´ |A|.

3. Si Ej PMpRq per a j P N formen una successió ascendent, és a dir, Ej Ă Ej`1 per

a tot j P N, llavors
ˇ

ˇ

ˇ

Ť8
j“1Ej

ˇ

ˇ

ˇ
“ limjÑ8 |Ej |.

4. Invariància per translacions i simetria respecte a l’origen: si E PMpRq, aleshores

• x` E :“ tx` y : y P Eu PMpRq i |x` E| “ |E|.

• ´E “ t´x : x P Eu PMpRq i | ´ E| “ |E|.

5. Si I és un interval, aleshores I PMpRq i |I| “ νpIq. ‚

Exercici 2.16. Demostra alguna d’aquestes propietats utilitzant els resultats i definicions
que hem donat fins ara. Ž

Exercici 2.17. Sigui txnuně1 una numeració del nombres racionals de r0, 1s. Donat ε ą 0
definim la unió d’intervals

Sε “ r0, 1s X

˜

ď

ně1

´

xn ´
ε

2n
, xn `

ε

2n

¯

¸

.

Comproveu que si ε ă 1
2 , el conjunt Sε té frontera a r0, 1s de mesura positiva. Ž

Observació 2.18. Els conjunts oberts (i per tant els tancats) són mesurables. Essent
MpRq una σ-àlgebra, també són mesurables les interseccions numerables d’oberts, i les
unions numerables de tancats.

De fet, tot conjunt mesurable es pot expressar com la unió d’un conjunt nul i una unió
numerable de tancats, o com una intersecció numerable d’oberts menys un conjunt nul.
Les mesures que compleixen aquestes dues propietats s’anomenen regulars. Aix́ı, la mesura
de Lebesgue és regular. ‚
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

2.1.4 Funcions mesurables

Per a definir la integral que hem esboçat a la introducció necessitem reduir-nos a la classe
de les funcions per a les quals funciona bé l’esquema indicat. Aquesta és una classe molt
àmplia, més que suficient per a poder calcular les integrals que apareixen de manera
habitual.

Suposem a partir d’ara que E P MpRnq, i.e. E és un conjunt mesurable i diem R “

r´8,8s. En general tindrem funcions f : E Ñ R, i per ser rigorosos ens caldrà estendre
la relació d’ordre de R a tot R (de la manera òbvia):

´8 ă a ă 8

per a tot a P R. També ens cal estendre-hi les operacions ` i ¨, de la manera que ja
coneixem:

1. a˘8 “ ˘8` a “ ˘8

2. a ¨ p˘8q “

$

’

&

’

%

˘8 si a ą 0

¯8 si a ă 0

indeterminat si a “ 0.

3. 8`8 “ `8, ´8´8 “ ´8, però 8´8 “ indeterminat.

4. p`8q ¨ p`8q “ p´8q ¨ p´8q “ `8 i p`8q ¨ p´8q “ ´8.

Proposició 2.19. Sigui f : E Ñ R. Són equivalents:

1. Per a tot α P R, f´1ppα,`8sq “ tx P E : fpxq ą αu és mesurable.

2. Per a tot α P R, f´1prα,`8sq “ tx P E : fpxq ě αu és mesurable.

3. Per a tot α P R, f´1pr`8, αqq “ tx P E : fpxq ă αu és mesurable.

4. Per a tot α P R, f´1pr`8, αsq “ tx P E : fpxq ď αu és mesurable.

Quan es compleixen aquestes condicions aleshores també se satisfà que per a tot α P R,
f´1pαq “ tx P E : fpxq “ αu és mesurable.

Definició 2.20. Una funció f : E Ñ R és mesurable si es compleixen totes les propietats
de la proposició anterior. ‚

Exemple 2.21. 1. Funcions constants: Sigui fc : Rn Ñ R donada per fcpxq “ c P R.
Aqúı, fixat α P R obtenim que

tx P E : fpxq “ c ą αu “

#

E si α ă c

H si α ě c.

En ambdós casos tenim un conjunt mesurable.
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

2. Funcions caracteŕıstiques de conjunts mesurables Sigui A Ă E un conjunt mesurable.
Definim χA : E Ñ R mitjançant

χApxq “

#

1 si x P A,

0 si x R A.
(2.1)

Aleshores, fixat α P R,

tx P E : χApxq ą αu “

$

’

&

’

%

H si α ě 1,

A si 0 ď α ă 1,

E si α ă 0.

En tots tres casos obtenim un conjunt mesurable.

3. Funcions cont́ınues: si f : E Ñ R és cont́ınua aleshores f´1ppα,8qq és l’antiimatge
d’un conjunt obert i és, per tant, obert. En particular és mesurable.

4. Funcions que coincideixen amb una funció mesurable g.p.t.: Sigui f : E Ñ R mesu-
rable, i sigui g : E Ñ R tal que g “ f llevat d’un conjunt Z amb |Z| “ 0 (és a dir,
gpxq “ fpxq sempre que x R Z). Llavors g també és mesurable.

♦

Exercici 2.22. Demostreu que la funció f : RÑ R definida per

fpxq “

#

ex

sinpπxq si x P RzZ,
1

x2`1
si x P Z

és mesurable. Ž

Proposició 2.23 (Propietats de les funcions mesurables I). Siguin c P R, E PMpRnq, i
f, g : E Ñ R funcions mesurables. Aleshores:

cf, f ` g, f ¨ g, maxtf, gu, |f |, f` :“ maxtf, 0u, f´ :“ maxt´f, 0u

són funcions mesurables. A més, si gpxq ‰ 0 g.p.t, aleshores f{g també és mesurable.

Proposició 2.24 (Propietats de les funcions mesurables II). Siguin E P MpRnq, i fk :
E Ñ R funcions mesurables per a tot k P N. Aleshores:

inf
k
fk, sup

k
fk, lim inf

k
fk, lim sup

k
fk, lim

k
fk

són funcions mesurables (si aquests ı́nfims, suprems i ĺımits existeixen g.p.t. x P E).

El resum de tot això és que totes les funcions que trobem habitualment són mesurables.
De fet, com que és molt dif́ıcil construir un conjunt no mesurable, també és molt dif́ıcil
trobar-se una funció no mesurable.
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

2.2 Integral de Lebesgue

2.2.1 Funcions simples

Definirem la integral d’una funció mesurable qualsevol per aproximació mitjançant les
anomenades funcions simples, que són combinacions lineals de funcions caracteŕıstiques.

Definició 2.25. Una funció s : E Ñ R es diu simple si és de la forma

spxq “
N
ÿ

k“1

αkχAkpxq per a tot x P E,

on tαkuk Ă R i tAkuk Ă MpRnq. Suposarem sense pèrdua de generalitat que tAkuk és
una famı́lia de conjunts disjunts dos a dos.

Donada una funció mesurable f : Rn Ñ R amb f ě 0, diem que una funció simple s
pertany al conjunt Spfq si 0 ď s ď f . ‚

Exemple 2.26. 1. La funció f : r0, 1s Ñ R donada per

fpxq “

#

1 si x P RzQ,
0 si x P Q.

és una funció simple, ja que f “ χr0,1sXpRzQq.

2. A la funció f : r´1, 1s Ñ R , fpxq :“ x2, prenem per a j “ 1, ¨ ¨ ¨ , N

Ej :“

"

x P r´1, 1s :
j ´ 1

N
ď x2 ă

j

N

*

i la funció simple

s :“
N
ÿ

j“1

j ´ 1

N
χEj .

Aquesta funció dona una aproximació per sota de fpxq que es va fent més precisa a
mesura que N creix.

♦

Observació 2.27. 1. Totes aquestes funcions són mesurables per les propietats que
hem enunciat a l’apartat anterior.

2. Els possibles valors d’una funció simple spxq “
řN
k“1 αkχAkpxq són 0, α1, ¨ ¨ ¨ , αN ,

sempre i quan els conjunts Ak siguin disjunts dos a dos. A més, s´1pαkq “ Ak per
a k “ 1, ¨ ¨ ¨ , N , i s´1p0q “ Ez

ŤN
k“1Ak.

3. Segons les propietats que hem vist, tota funció que sigui ĺımit de funcions simples
també és mesurable. És important que, rećıprocament, tota funció mesurable i no-
negativa és ĺımit d’una successió creixent de funcions simples. ‚
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

Teorema 2.28. Sigui f : Rn Ñ r0,8s mesurable. La successió de funcions simples i
positives

sm “
m2m
ÿ

k“1

k ´ 1

2m
χEpk,mq `mχF pmq, per a tot m P N,

amb

Epk,mq “

"

x P Rn :
k ´ 1

2m
ď fpxq ă

k

2m

*

i
F pmq “ tx P Rn : fpxq ą mu ,

és creixent i
lim
mÑ8

smpxq “ fpxq per a tot x P Rn

Demostració. És clar que sm definides aix́ı són funcions simples, formen una successió
creixent de funcions, i sm ď f . Observem també que si x P Epk,mq, aleshores

|fpxq ´ smpxq| “ fpxq ´ smpxq ă
1

2m
.

Per tant, smpxq Õ fpxq per a tot x.

Definició 2.29. Diem que una funció mesurable f : E Ñ r0,`8s és integrable en un
conjunt E si i només si ˆ

E
fpxqdx “ sup

sPSpfq

ˆ
E
s ă 8.

‚

Lema 2.30 (Propietats de la integració de funcions no-negatives). Si f : E Ñ r0,8s és
una funció mesurable, aleshores

1. si A Ă E és mesurable llavors
´
A f “

´
E fχA i

´
A f ď

´
E f ,

2. si Z Ă E és de mesura zero llavors
´
EzZ f “

´
E f ,

3. si λ P r0,`8s llavors
´
E λf “ λ

´
E f ,

4. si f ď g llavors
´
E f ď

´
E g,

5. si
´
E f ă `8 llavors

ˇ

ˇf´1p`8q
ˇ

ˇ “ 0,

6.
´
E f “ 0 si i només si fpxq “ 0 g.p.t. x P E.

Definició 2.31. Donada f : E Ñ R̄ mesurable en general, descomposem f “ f` ´ f´

com la part positiva menys la part negativa de f (i, per tant, |f | “ f` ` f´) i apliquem
l’esquema anterior. Aix́ı, la integral (de Lebesgue) de f en E es defineix (si

´
E f` ă `8

o bé si
´
E f´ ă `8) com

ˆ
E
f “

ˆ
E
f dm “

ˆ
E
fpxq dmpxq :“

ˆ
E
f` ´

ˆ
E
f´ P R̄ .
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

Si f : E Ñ R̄ és una funció mesurable, es diu que f és integrable (en el sentit de)
Lebesgue en E, abreujat f P L1pEq, quan

´
E f` ă `8 i

´
E f´ ă `8. Això equival a

dir
´
E |f | ă `8.

Quan f pren valors complexos s’usa el Comentari 1.8 per definir la integral. ‚

Comentari 2.32. Si dues funcions f i g coincideixen gairebé per tot, escrivim f „ g, que
és una relació d’equivalència. Notem que f ” g implica que

´
|fpxq ´ gpxq|dx “ 0. Per

tal que el conjunt de funcions integrables L1pAq estigui ben definit com a espai normat,
cal que la norma }f ´ g}L1pAq “ 0 si i només si f ´ g “ 0. Cal doncs treballar en l’espai
de funcions mesurables mòdul la relació d’equivalència, és a dir que els elements de l’espai
L1pAq són les classes d’equivalència de les funcions mesurables mòdul la relació „.

Al llarg dels apunts escriurem f P L1pAq per dir que la funció f és integrable. Això és un
abús de notació, ja que per tal de ser rigorosos hauŕıem de dir que la classe d’equivalència
de f pertany a L1pAq! ‚

Notem que f P L1pEq ô |f | P L1pEq.

Lema 2.33. Si f, g P L1pEq llavors:

1. si A Ă E és mesurable llavors
´
A f “

´
E fχA,

2. si Z Ă E és de mesura zero llavors
´
EzZ f “

´
E f ,

3. si λ P r0,`8q llavors λf P L1pEq i
´
E λf “ λ

´
E f ,

4. si f ď g llavors
´
E f ď

´
E g,

5. f ` g P L1pEq i
´
E pf ` gq “

´
E f `

´
E g ,

6.
ˇ

ˇ

´
E f

ˇ

ˇ ď
´
E |f | .

Comentari 2.34 (Relació entre les integrals de Riemann i de Lebesgue en R). Siguin
a, b P R, a ă b. Si f : ra, bs Ñ R és una funció integrable segons Riemann, llavors també
és integrable segons Lebesgue i les dues integrals coincideixen :

ˆ b

a
f “

ˆ
ra,bs

f .

Sigui f : ra, bq Ñ R una funció localment integrable segons Riemann amb ´8 ă a ă
b ď `8. Són equivalents:

1. La integral impròpia de Riemann
´ b
a f és absolutament convergent, és a dir, existeix

C tal que ˆ x

a
|f | ď C , a ă x ă b .

2. f és integrable segons Lebesgue en ra, bq.
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

En tal cas, la integral impròpia segons Riemann de f en ra, bq,
´ b
a f , i la integral segons

Lebesgue de f en ra, bq,
´
ra,bq f , coincideixen, i.e.

ˆ b

a
f “

ˆ
ra,bq

f . ‚

Exercici 2.35. Demostreu les següents propietats:

(a) Si f P L1pTq és tal que
´ x

0 fptqdt “ C és constant per a tot x P T aleshores fpxq “ 0
g.p.t. x P T.

(b) Si f, g P CpTq i fpxq “ gpxq g.p.t. x P T aleshores fpxq “ gpxq per a tot x P T.

Pista: Pel primer apartat cal un argument delicat. En primer lloc pots veure que C “ 0,
i que la integral en tot interval obert és zero. En segon lloc, dedueix que la integral sobre
un obert és sempre zero. En tercer lloc, suposant que hi ha un conjunt no nul on f és
positiva, aleshores per l’observació 2.18 existeix un tancat de mesura positiva on f ą 0.
Finalment, troba la contradicció. Ž

2.2.2 Espais de Lebesgue

Tot seguit definim els espais de Lebesgue Lp amb 1 ă p ď 8 i recordem algunes desigual-
tats ben conegudes d’aquests espais, propis del temari d’anàlisi funcional.

Donada una funció mesurable f : Rn Ñ R i 1 ď p ă 8, definim la norma

}f}p :“ }f}LppRnq :“

ˆˆ
Rn
|fpxq|p dx

˙
1
p

.

En el cas extrem, definim

}f}L8pRq :“ ess supxPR |fpxq| “ inf tC : |tx P Rn : |fpxq| ě Cu| “ 0u .

De fet, per tal que LppRq sigui un espai normat, cal que }f}p “ 0 si i només si f “ 0,
vegeu el comentari 2.32. Això no és cert per funcions mesurables, ja que χtx“0u té norma
0 i no és la funció nul.la. Formalment diem que f „ g si f “ g g.p.t. arreu, és a dir que
existeix un conjunt E Ă R amb |E| “ 0 tal que fpxq ‰ gpxq implica que x P E. Aquesta
és una relació d’equivalència i les funcions mesurables s’entenen sempre mòdul aquesta
relació d’equivalència. Per tant, si fóssim estrictes, parlaŕıem de classes d’equivalència en
lloc de funcions, però en anàlisi és comú no mencionar aquest fet i escriure directament
f P LppRq quan en realitat volem dir que la classe d’equivalència de f mòdul „ pertany a
LppRq.

Recordem algunes desigualtats fonamentals:

Exercici 2.36. Donat p P r1,8s, definim l’exponent conjugat p1 P r1,8s com el nombre
tal que 1{p` 1{p1 “ 1.

a) Demostra la desigualtat de Young quan 1 ă p ă 8: per a, b ě 0, tenim ab ď ap

p `
bp
1

p1 .
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

b) Demostra la desigualtat de Hölder: si f P Lp i g P Lp
1

, aleshores

}fg}1 ď }f}p}g}p1 .

c) Demostra la desigualtat de Minkowski per f, g P Lp:

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Estudia quan tenim igualtat en cada cas. Ž

2.3 Intercanvi de ĺımits

Presentem tot seguit una sèrie de resultats fonamentals d’integració que involucren l’in-
tercanvi de ĺımits i integrals. El dos primers resultats, lema de Fatou i teorema de con-
vergència monòtona, són equivalents, és a dir que un cop es demostra un dels resultats,
l’altre segueix. El teorema de la convergència dominada de Lebesgue és conseqüència del
lema de Fatou. Les demostracions es poden trobar en qualsevol llibre de text d’introducció
a la teoria de la mesura.

Lema 2.37 (Lema de Fatou). Sigui tfnunPN una successió de funcions mesurables no-
negatives en un interval I, i definim f :“ lim inf fn. Aleshores f és mesurable i

ˆ
f “

ˆ
lim inf

n
fn ď lim inf

ˆ
fn.

Teorema 2.38 (Teorema de la convergència monòtona). Sigui tfnunPN una successió no-
decreixent de funcions mesurables no-negatives a un interval I, és a dir que per tot x P I
i tot n P N tenim

0 ď fnpxq ď fn`1pxq ď 8.

Definim fpxq :“ limn fnpxq per tot x P I. Aleshores f és mesurable i

lim
nÑ8

ˆ
I
fn “

ˆ
I

lim
n
fn “

ˆ
I
f.

Teorema 2.39 (Teorema de la convergència dominada). Si tfnunPN Ă L1pIq és una
successió de funcions que convergeix a f en un interval I g.p.t. x P I, i si existeix una
funció g P L1pIq tal que |fnpxq| ď gpxq g.p.t. x P I aleshores f P L1pIq, i n’és el ĺımit
f “ limn fn a L1. En particular,

lim
nÑ8

ˆ
I
fn “

ˆ
I

lim
n
fn “

ˆ
I
f.

Una corol.lari del teorema de la convergència dominada és el següent:
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2 Interludi: conceptes d’anàlisi

Teorema 2.40 (Integral d’un ĺımit uniforme). Si tfnunPN Ă L8 és una successió de
funcions que convergeix uniformement a f en un interval acotat I, aleshores f també és
acotada i mesurable, i

lim
nÑ8

ˆ
I
fn “

ˆ
I

lim
n
fn “

ˆ
I
f.

Per poder canviar l’ordre d’integració, només ens cal saber si la integral del valor absolut
és finita. Aquest és el resultat anomenat teorema de Fubini2-Tonelli3, que és la combinació
dels dos teoremes següents:

Teorema 2.41. [Teorema de Tonelli] Donats A,B Ă R mesurables i una funció f :
AˆB Ñ C mesurable, tenim que

ˆ
A

ˆˆ
B
|fpx, yq| dy

˙

dx “

ˆ
B

ˆˆ
A
|fpx, yq| dx

˙

dy “

ˆ
AˆB

|fpx, yq| dpx, yq.

Teorema 2.42. [Teorema de Fubini] Donats A,B Ă R mesurables i una funció f : A ˆ
B Ñ C mesurable, tal que

ˆ
B

ˆˆ
A
|fpx, yq| dx

˙

dy ă 8,

aleshores
ˆ
A

ˆˆ
B
fpx, yq dy

˙

dx “

ˆ
B

ˆˆ
A
fpx, yq dx

˙

dy “

ˆ
AˆB

fpx, yq dpx, yq.

Notem que la definició de la integral en AˆB no l’hem donada, el lector la pot trobar
fàcilment en llibres de teoria de la mesura. El que ens interessa és que si una integral iterada
del valor absolut és finita, aleshores podem intercanviar l’ordre de la integral iterada de
la funció sense el valor absolut.

Teorema 2.43. [Criteri M de Weierstrass] Sigui tfnu
8
n“1 una successió de funcions de va-

lors reals definides en un subconjunt X de la recta real. Suposem que existeix una successió
de nombres reals no negatius tanu

8
n“0 tal que |fnpxq| ď an per tot x P X i

ř8
n“1 an ă 8.

Aleshores la sèrie
ř8
n“1 fn convergeix a una funció de valors reals uniformement en X.

Teorema 2.44. Sigui tfnu
8
n“1 Ă C1 una successió de funcions tals que fn

nÑ8
ÝÝÝÑ f uni-

formement i f 1n
nÑ8
ÝÝÝÑ g també uniformement. Aleshores f P C1, amb f 1 “ g, és a dir

que

lim
nÑ8

f 1n “
´

lim
nÑ8

fn

¯1

.

En altres paraules, podem intercanviar el ĺımit i la derivada quan la convergència de les
funcions i de les seves derivades és uniforme.

Exercici 2.45. Reescriu els resultats de l’apartat en termes de sèries de funcions. Ž

2Guido Fubini, 1879–1943
3Leonida Tonelli, 1885–1946
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2.4 Densitat de funcions

Definició 2.46. Diem que un subconjunt A Ă X d’un espai normat X és dens si per tot
element f P X i donat ε ą 0 podem trobar fε P A tal que }f ´ fε}X ă ε. ‚

Lema 2.47 (Lema d’Urysohn). Si X és un espai de Hausdorff localment compacte, donats
un obert U i un compacte K Ă U , existeix una funció ψ P CpXq de suport compacte tal
que χK ď ψ ď χU .

Observació 2.48. La recta real satisfà les hipòtesis anteriors. La demostració del lema
d’Urysohn és una mica tècnica i es pot trobar al llibre de Rudin4 [Rud87]. En aquests
apunts només usarem el cas X “ R. ‚

Exercici 2.49. Demostra el lema d’Urysohn per X “ R.
Indicació: Comença pel cas U “ pa, bq i després fes el cas general. Ž

Teorema 2.50. Les funcions cont́ınues són denses a LppTq i a LppRq per 1 ď p ă 8.

Demostració. Per definició, les funcions simples són denses als espais Lp. Aleshores n’hi
ha prou amb veure que tota funció caracteŕıstica χE pot ser aproximada per funcions
cont́ınues. De fet podem suposar E acotat. Per la regularitat de la mesura de Lebesgue
(observació 2.18), existeixen un conjunt tancat Fε Ă E i un conjunt obert Uε Ą E tals que
|UεzFε| ă ε. Pel lema d’Urysohn, existeix una funció ψ tal que χFε ď ψ ď χUε . Aleshores

ˆ
|χE ´ ψ|

p “

ˆ
UεzFε

|χE ´ ψ|
p ď |UεzFε| ă ε.

Corol.lari 2.51. El mòdul de continüıtat integral d’una funció f P LppTq es defineix com

ωpfpδq :“ sup
|ζ|ďδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}LppTq.

Aleshores si 1 ď p ă 8 tenim
lim
δÑ0

ωpfpδq “ 0.

Demostració. Sigui tfnu
8
n“1 Ă CpTq una successió de funcions cont́ınues tal que

lim
nÑ8

}f ´ fn}LppTq “ 0.

Aleshores, escrivint τζf :“ fp¨ ´ ζq obtenim

}f ´ τζf}LppTq ď }f ´ fn}LppTq ` }fn ´ τζfn}LppTq ` }τζfn ´ τζf}LppTq.

Per la periodicitat de les funcions, podem ajuntar el primer i el darrer termes i dedüım
que

}f ´ τζf}LppTq ď 2}f ´ fn}LppTq ` }fn ´ τζfn}LppTq.

4Walter Rudin, 1921–2010
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Donat ε ą 0 podem prendre n0 tal que per tot n ą n0 tenim

}f ´ fn}LppTq ď ε{3.

Per altra banda, com que fn és cont́ınua, per |ζ| ă δn prou petit tenim

}fn ´ τζfn}LppTq ď }fn ´ τζfn}L8pTq ď ε{3.

Notem que δn depèn de n i ε, i n depèn al seu torn d’ε. Obtenim doncs que existeix un δ
tal que

sup
|ζ|ďδ

}f ´ τζf}LppTq ď ε.

Exercici 2.52. El resultat anterior és vàlid també a la recta real: si el mòdul de continüıtat
integral d’una funció f P LppRq es defineix com

ωpfpδq :“ sup
|ζ|ďδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}LppRq,

aleshores
lim
δÑ0

ωpfpδq “ 0,

sempre que 1 ď p ă 8. Ž

Exercici 2.53. Si f P L1pTq, aleshores | pfpkq| ď 1
2ω1fpπ{|k|q. Ž

Observació 2.54. El teorema de compacitat de Kolmogorov diu que un subconjunt F de
LppTq té clausura compacta si i només si F és acotat en norma Lp, i tenen un mòdul de
continuitat uniforme, és a dir si existeix una funció ω : r0,8q Ñ r0,8q creixent i amb
limδÑ0` ωpδq “ 0 tal que

sup
fPF

ωpfpδq ď ωpδq.

Aix́ı, donada una funció f P LppTq, el corol.lari anterior és equivalent a dir que un conjunt
d’un element és compacte, cosa que ja sab́ıem. Evidentment en la demostració del criteri
de compacitat Kolmogorov sol fer-se servir el corol.lari anterior.

El criteri es pot estendre a LppRq però aleshores cal demanar a més a més que les cues
estiguin uniformement acotades en norma Lp (veure [HOH10]). ‚

Projecte 2.55 (La funció de Weierstrass). Explica la definició de la funció de Weierstrass
i demostra que no és diferenciable enlloc tot i ser cont́ınua. Ž
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3 Convergència puntual

En aquest caṕıtol plantegem el problema de les convergències puntual i uniforme de la
sèrie de Fourier. Discutirem la connexió entre el decäıment de la sèrie i la suavitat de
la funció original i finalment donarem una panoràmica dels resultats més importants del
camp.

3.1 Per què ens preguntem per la convergència puntual?

En la conversa telefònica de l’Amèlia amb son pare, quantes freqüències farà falta enviar
per tal que la reconstrucció del senyal sigui raonable? Les necessitem totes o podem
prendre’n un subconjunt finit? Quines freqüències són les més importants per tal que la
frase es comprengui de manera adequada?

Una aproximació simple i prou raonable seria prendre les freqüències compreses entre
´N i N , obtenint aix́ı l’enèsima suma parcial de Fourier

SNfpxq :“
N
ÿ

n“´N

f̂pnqeinθ,

que és un polinomi trigonomètric d’ordre N .
S’assembla SNf a f? Quin tipus de convergència tenim quan N Ñ 8? Ens caldrà

comprendre bé aquest comportament i decidir per on trunquem depenent de l’aplicació
que estiguem fent.

3.1.1 El fenomen de Gibbs

Exemple 3.1 (L’ona de serra). Considerem la funció fpθq “ θ per ´π ď θ ă π. Aquesta
funció, si s’estén periòdicament a la recta real, presenta una discontinüıtat a cada múltiple
imparell de π. El seu coeficient enèsim de Fourier ve donat per

f̂pnq “
1

2π

ˆ π

´π
θe´inθ dθ.

Per tant

f̂pnq “

#

p´1qn`1

in si n ‰ 0,

0 si n “ 0.

Per tant, la sèrie de Fourier de f ve donada per

fpθq „
ÿ

nPZzt0u

p´1qn`1

in
einθ “ 2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
sinpnθq.
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3 Convergència puntual

t

Ona de serra

t

Aproximacions amb N ∈ {1, 3, 5, 7, 9}

Figura 3.1: Ona de serra i successives aproximacions.

Com veurem més endavant, la funció i la sèrie coincideixen exactament per tot ´π ă θ ă
π. Sorprenentment, als extrems la sèrie convergeix a 0. Això és aix́ı perquè sinpnπq “ 0
per a tot n. Notem que 0 és el valor mitjà entre els valors fp´πq i fpπq, que correspon a
una discontinüıtat de salt que es produeix a l’estendre la funció f a la recta real de manera
periòdica. Anem a estudiar-la.

Tenim

SNfpθq “
ÿ

|n|ďN ;n‰0

p´1qn`1

in
einθ.

En primer lloc volem trobar els extrems locals. Derivant (i sumant i restant el terme
corresponent a n “ 0) obtenim que

pSNfq
1pθq “

ÿ

|n|ďN

p´1qn`1einθ ` 1 “ 1´
”

´eiθ
ı´N 2N

ÿ

n“0

”

´eiθ
ın

“ 1´ p´1qNe´iθN
1´ p´1q2N`1eiθp2N`1q

1` eiθ
“ 1´ p´1qN

e´iθpN`1{2q ` eiθpN`1{2q

e´iθ{2 ` eiθ{2

“ 1´ p´1qN
cospθpN ` 1{2qq

cospθ{2q
.

Igualant a zero, trobem que els extrems locals estan situats a

cospθpN ` 1{2qq “ p´1qN cospθ{2q.

Per simplificar suposarem N imparell. Aleshores tenim

cospθpN ` 1{2qq “ ´ cospθ{2q.

Per tant, o bé són angles suplementaris o bé tenen diferència un múltiple imparell de π:

#

θpN ` 1{2q “ p2k ` 1qπ ´ θ{2 o bé

θpN ` 1{2q “ p2k ` 1qπ ` θ{2,
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és a dir,
#

θ “ 2k`1
N`1π amb ´N ď 2k ` 1 ď N, o bé

θ “ 2k`1
N π amb ´N ă 2k ` 1 ă N.

Notem que per 2k ` 1 positiu, 2k´1
N ă 2k`1

N`1 ă
2k`1
N , de manera que els valors de θ estan

ordenats alternativament, i el més gran de tots és θN :“ N
N`1π. Observem la Figura 3.1.

Els angles θ on sembla que l’error d’aproximació comès és més gran són els més propers a
π, és a dir per θ “ ˘θN . Estudiem doncs la diferència f ´ SNf en aquests punts.

Anem a comprovar quin és l’error comès en l’aproximació en el punt θN .

|fpθN q ´ SNfpθN q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θN ´ 2
N
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
sin pnθN q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N

N ` 1
π ´ 2

N
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
sin

ˆ

nNπ

N ` 1

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Observem que

sin

ˆ

nNπ

N ` 1

˙

“ sin

ˆ

nπ ´
nπ

N ` 1

˙

“ p´1qn sin

ˆ

´
nπ

N ` 1

˙

“ p´1qn`1 sin

ˆ

nπ

N ` 1

˙

.

Aix́ı doncs, l’error és

|fpθN q ´ SNfpθN q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N

N ` 1
π ´ 2

N
ÿ

n“1

sin
´

nπ
N`1

¯

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Si expressem el darrer sumatori en forma de suma de Riemann de fpxq “ sinpπxq
x (al ser f

decreixent a p0, 1q dedüım que es tracta de fet d’una suma inferior) obtenim una integral
en el ĺımit:

2
N
ÿ

n“1

sin
´

nπ
N`1

¯

n
“ 2

N`1
ÿ

n“1

f

ˆ

n

N ` 1

˙

1

N ` 1
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 2

ˆ 1

0

sinpπxq

x
dx “ 2

ˆ π

0

sinpxq

x
dx.

Aquesta funció es coneix com a sinus integral, definida com Siptq “
´ t

0
sinpxq
x dx i és positiva

per t ą 0. Aix́ı, l’error convergeix a

}f ´ SNf}L8pTq ě |fpθN q ´ SNfpθN q|
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 2 Sipπq ´ π « 0, 562281.

Per tant,
lim sup
NÑ8

}f ´ SNf}L8pTq ě 2 Sipπq ´ π,

aix́ı que la convergència no és uniforme. ♦

Exercici 3.2. Estudieu el comportament de la suma parcial de l’ona de serra amb ordre
N parell. Ž
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A l’Exemple 3.1 hem vist com la sèrie de Fourier d’una funció discont́ınua g pot convergir
puntualment però no fer-ho de manera uniforme. En el cas concret de la funció ona de
serra f , la sèrie convergeix puntualment a f per tot θ P p´π, πq, però convergeix a 0 quan
θ pren de valor un múltiple imparell de π. A més, als extrems locals de SNf més propers a
θ “ ˘π, la diferència |SNfpθq´ fpθq| ą 1{2. Aquest fet, conegut com a fenomen de Gibbs
es repeteix sempre que tinguem una discontinüıtat de salt: i si g té una discontinüıtat de
salt a x0 (i g´ fp¨ ´x0q compleix algun dels criteris de convergència uniforme!), aleshores
l’error asimptòtic és lineal respecte a l’alçada del salt. En l’ona de serra el salt és 2` “ 2π,
és a dir ` “ π. En general l’error asimptòtic que podem esperar en l’aproximació per
sumes de Fourier d’una discontinüıtat de salt de magnitud 2` és

2 Sipπq ´ π

π
` “

ˆ

2 Sipπq

π
´ 1

˙

` « 0, 178979744`.

Veient el fenomen de Gibbs, hom podria esperar que la condició que implica convergència
uniforme de les sumes parcials de Fourier sigui la continüıtat de la funció f . De fet, això
és fals tal i com va mostrar el 1876 du Bois-Reymond1 amb el seu contraexemple (vegeu la
secció 3.3): existeix una funció cont́ınua la sèrie de Fourier de la qual divergeix en un punt.
Aix́ı doncs ens cal demanar una mica més regularitat a f si volem obtenir la convergència
puntual.

3.1.2 Les mitjanes de Cesàro

Hi ha maneres alternatives d’obtenir millors resultats de convergència si hom combina els
coeficients de Fourier diferentment. Per exemple, calculant la mitjana de les sumes parcials
fins a ordre N obtenim un mètode de truncament més suau: les mitjanes de Cesàro

σNfpθq “
S0fpθq ` S1fpθq ` ¨ ¨ ¨ ` SN´1fpθq

N
, (3.1)

que estudiarem a la secció 4.4. En particular es compleix el següent resultat:

Teorema (Teorema de Féjer2). Sigui f P CpTq. Aleshores les mitjanes de Cesàro σNf
convergeixen uniformement a f :

}f ´ σNf}8
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Si, en canvi, f P LppTq amb 1 ď p ă 8, aleshores }f ´ σNf}p
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Aquest resultat, que demostrarem a la secció 4.4 (vegeu el teorema 4.34), implica en
particular la unicitat de la sèrie de Fourier: donades f, g P L1pTq, tenim

f̂pnq “ ĝpnq @n ðñ f “ g g.p.t. arreu.

Una direcció és trivial, mentre que l’altra s’obté observant que les mitjanes de Cesàro de
les funcions σNf “ σNg coincideixen i en fer tendir N a infinit convergeixen en norma a
f i a g respectivament, que per tant han de coincidir g.p.t. arreu.

1Paul David Gustav du Bois-Reymond, 1831–1889
2Lipót Féjer, 1880–1959
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Exercici 3.3. Sigui f P L1pTq. Aleshores f pren valors reals, si i només si pfp´nq “ pfpnq
(vegeu exercici 1.13). Ž

La mitjana de Cesàro σNf és un polinomi trigonomètric d’ordre N igual que la suma
parcial de Fourier. El teorema de Féjer implica que els polinomis trigonomètrics són densos
en les funcions cont́ınues amb la norma uniforme:

Teorema 3.4 (Teorema d’aproximació de Weierstrass per polinomis trigonomètrics). Tota
funció cont́ınua en T es pot aproximar uniformement per polinomis trigonomètrics.

Comentari 3.5. Hi ha una versió del teorema de Weierstrass per funcions cont́ınues en
un interval tancat i polinomis estàndards. Ambdós resultats són casos particulars d’un
resultat més general. Es tracta del teorema de Stone-Weierstrass, que pot ser localitzat
en llibres més avançats com ara [Fol84, secció 7 del Caṕıtol 4]. ‚

En resum, tota funció cont́ınua a la circumferència es pot aproximar uniformement per
polinomis trigonomètrics, però aquesta aproximació a vegades no coincideix amb la sèrie
de Fourier. Dit d’una altra manera, els coeficients aNn de cada component del polinomi
ř

|n|ďN a
N
n e

inθ poden canviar al canviar N , de manera que no es pot deduir d’aquest fet
una identitat com (1.8).

3.2 Suavitat i convergència

Comencem doncs per estudiar quina relació hi ha entre el decäıment dels coeficients de
Fourier i la suavitat de la sèrie. Com veurem, si la funció és prou suau aleshores els
coeficients decauen i podem garantir la convergència de la sèrie. A la vegada el decäıment
dels coeficients implica un cert grau de suavitat.

3.2.1 Un primer resultat

Considerem f P C2pTq, és a dir una funció periòdica de peŕıode 2π i dues vegades diferen-
ciable en qualsevol interval de la recta real. Veurem que SNfpθq convergeix i a més a més
ho fa a la funció original fpθq per tot θ P T.

Lema 3.6. Sigui f P CkpTq, amb k ě 1. Aleshores

yf pkqpnq “ pinqkf̂pnq. (3.2)

Demostració. Integrant per parts tenim

pf 1pnq “
1

2π

ˆ π

´π
f 1pθqe´inθdθ “

rfpθqe´inθsπ´π
2π

´
´in

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθdθ.

Com que f és periòdica obtenim

pf 1pnq “
in

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθdθ “ inf̂pnq,

que és el que voĺıem veure quan k “ 1. El cas k ą 1 s’obté per inducció.
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3 Convergència puntual

Observació 3.7. Notem que el càlcul és vàlid per n “ 0. De fet, el teorema fonamental
del càlcul ens diu que la mitjana d’una derivada és zero:

pf 1p0q “
1

2π

ˆ π

´π
f 1pθqdθ “

fpπq ´ fp´πq

2π
“ 0.

La identitat (3.2) ens diu que els coeficients de Fourier transformen derivades en poli-
nomis. Aquest fet és fonamental per entendre la importància de l’anàlisi de Fourier, ja
que les equacions diferencials lineals es transformen en equacions algebraiques. El mateix
fenomen aparaixerà també quan parlem de transformades de funcions a la recta real. ‚

Exercici 3.8. Demostreu que per n P N tenim

1

π

ˆ π

´π

eix

p2´ eixq2
e´inx dx “

n

2n

Ž

Corol.lari 3.9. Sigui f P CkpTq. Per n ‰ 0 tenim que

|f̂pnq| ď
C

|n|k
.

Demostració. Efectivament,

|f̂pnq| ď
1

|n|k
|yf pkqpnq| ď

1

|n|k

›

›

›
f pkq

›

›

›

L1pTq
ď

1

|n|k

›

›

›
f pkq

›

›

›

L8pTq

(vegeu (1.9), recordant que hem definit la norma L1pTq en mitjana, és a dir, dividint per
la longitud del peŕıode).

Teorema 3.10. Sigui f P C2pTq, aleshores per cada θ P T, el ĺımit de les sumes parcials

lim
NÑ8

SNfpθq “
8
ÿ

n“´8

f̂pnqeinθ “: Sfpθq

existeix. A més a més la convergència és uniforme en T i Sf és també cont́ınua en T.

Demostració. Pel Corol.lari 3.9 tenim que

|f̂pnq| ď
C

n2

per n ‰ 0.
Pel criteri de comparació per sèries, obtenim que la sèrie de Fourier

ř

nPZ f̂pnqe
inθ és

absolutament convergent ja que

ÿ

nPZzt0u

1

n2
“
π2

3
ă 8. (3.3)

De fet, el criteri M de Weierstrass (vegeu el teorema 2.43) implica que la convergència de
SNf al seu ĺımit puntual Sf és uniforme en T.

Com que la convergència és uniforme i les parcials són polinomis trigonomètrics i, per
tant, funcions cont́ınues, dedüım que el ĺımit ha de ser continu també.
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3 Convergència puntual

Observació 3.11. Al resultat anterior podem canviar la hipòtesi f P C2pTq per la hipòtesi
ř

|f̂pnq| ă 8 i obtenim les mateixes conclusions.
Notem però que encara no hem demostrat que Sf “ f . ‚

Lema 3.12. Sigui tanu
8
n“1 una successió de nombres reals convergent. Aleshores la suc-

cessió de les seves mitjanes convergeix al mateix ĺımit:

lim
nÑ8

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

“ lim
nÑ8

an.

Exercici 3.13. Demostra el lema anterior. Troba una successió divergent les mitjanes de
la qual convergeixin. Ž

Quan demostrem el teorema de Féjer (vegeu teorema 4.34), haurem conclòs que les
mitjanes de Cèsaro convergeixen uniformement a f quan aquesta és cont́ınua. Utilitzant
l’exercici anterior, per qualsevol funció cont́ınua amb sèrie de Fourier absolutament con-
vergent, el ĺımit ha de ser necessàriament f pel teorema de Féjer, i en particular això serà
aix́ı per tota f P C2pTq. En resum, hem vist el següent:

Teorema 3.14. Si f P CpTq i
ř

|f̂pnq| ă 8, aleshores

lim
NÑ8

SNfpθq “ fpθq.

A més a més la convergència és uniforme en T. En particular això ocorre per tota f P
C2pTq.

L’argument que hem donat no ens permet demostrar la convergència puntual de la sèrie
de Fourier en el cas f P C1pTq, tot i que per altres mètodes es pot demostrar convergència
uniforme, de fet. En aquest cas, en el criteri de comparació (3.3) trobaŕıem la sèrie
harmònica, que és divergent, i no podŕıem inferir la convergència de la sèrie. Per obtenir
la convergència de la sèrie ens cal un argument més subtil. De tota manera, un cop obtenim
l’existència de ĺımits puntuals, el mateix argument mitjançant les mitjanes de Cesàro ens
permet afirmar que el ĺımit és precisament f .

Teorema 3.15. Si f P C1pTq, aleshores la seva sèrie de Fourier convergeix a f unifor-
mement en T.

(vegeu [Str00, teorema 12.2.2 del Caṕıtol 12]).

3.2.2 Suavitat i decäıment dels coeficients

Exemple 3.16. Considerem la funció caracteŕıstica χr0,1s de l’interval r0, 1s (definida a
(2.1)). Els seus coeficients de Fourier són:

zχr0,1spnq “
1

2π

ˆ π

´π
χr0,1spθqe

´inθ dθ “
1

2π

ˆ 1

0
e´inθ dθ “

1

´in
re´inθs10 “

1´ e´in

in
.

Se segueix que
ˇ

ˇ

zχr0,1spnq
ˇ

ˇ ď
2

n
.

♦
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3 Convergència puntual

Per tant, al Corol.lari 3.9 no tenim una condició necessària i suficient: El decreixement

| pfpnq| ď
C

n

no és equivalent a la diferenciabilitat de la funció f . És natural preguntar-se quines
condicions de decäıment poden implicar diferenciabilitat. Tot seguit intentem donar una
resposta a aquesta pregunta.

Lema 3.17. Sigui f P L1pTq tal que
ř8
n“´8 |

pfpnq| ă 8. Aleshores existeix una funció
cont́ınua Sf ĺımit uniforme de les sumes parcials, i es compleix que

xSfpnq “ pfpnq @n P Z.

Demostració. Igual que en la demostració del teorema 3.10 podem inferir que existeix una
funció cont́ınua Sf :“ limNÑ8 SNf i que la convergència és uniforme en T.

Fixats n,N P N amb n ď N , com que SNfpθq “
řN
j“´N

pfpjqe´ijθ és un polinomi
trigonomètric sabem que

pfpnq “
1

2π

ˆ π

´π
e´inθSNfpθq dθ.

Per tant,

ˇ

ˇ

ˇ

xSfpnq ´ pfpnq
ˇ

ˇ

ˇ
“

1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
e´inθ pSfpθq ´ SNfpθqq dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }Sf ´ SNf}L1pTq

ď }Sf ´ SNf}L8pTq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0

ja que la convergència de la sèrie és uniforme. Per tant, tenim necessàriament xSfpnq “
pfpnq.

Teorema 3.18. Sigui f P L1pTq tal que
ř8
n“´8 |

pfpnq| ă 8. Aleshores f coincideix
amb una funció cont́ınua gairebé per tot arreu i la seva sèrie de Fourier hi convergeix
uniformement.

Demostració. Pel Lema 3.17 existeix una funció cont́ınua Sf :“ limNÑ8 SNf , la con-
vergència és uniforme en T i tenim igualtat dels coeficients

xSfpnq “ pfpnq @n P Z.

Pel Corol.lari 4.35 que veurem més endavant, els coeficients de Fourier determinen una
funció integrable, aix́ı que f “ Sf .

Anant una mica més enllà, el resultat anterior ens garanteix una condició suficient en
el decäıment de la sèrie de Fourier que implica que la funció és CkpTq.

Teorema 3.19. Sigui f P L1pTq tal que
ř8
n“´8 |

pfpnq||n|k ă 8 per un cert valor k P N.
Aleshores f P Ck. A més les derivades fins a ordre k de les sumes parcials de Fourier
convergeixen a les derivades de la funció respectives.
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3 Convergència puntual

Projecte 3.20 (Decäıment dels coeficients de Fourier implica més regularitat). Utilitzant
el teorema 3.18 i argumentant per inducció demostra el teorema 3.19. Ž

Corol.lari 3.21. Per tot k P N i ε ą 0, donada f P L1pTq, si | pfpnq| ď C|n|´k´1´ε

aleshores f P CkpTq.

Exercici 3.22. Sigui f P L1pTq tal que existeixen a,C ą 0 satisfent
ˇ

ˇ

ˇ

pfpnq
ˇ

ˇ

ˇ
ď Ce´a|n| per

a tot n P Z. Demostreu que f és infinitament derivable i existeixen constants M,R ě 0
tals que per a tot k ě 0

sup
T

ˇ

ˇ

ˇ
f pkq

ˇ

ˇ

ˇ
ďMRkk!

Dedüıu que f és anaĺıtica, és a dir, que es pot desenvolupar en sèrie de potències en tot
punt. Ž

En aquesta secció hem vist que els coeficients de Fourier convergeixen a 0 per funcions
diferenciables i que com més ordre de diferenciabilitat té la funció més ràpid convergeix
a zero. Què passa si la funció f és només cont́ınua? Quedarà una sucessió acotada o
convergirà a zero? La resposta és que convergirà a zero. Quan una successió de nombres
complexos tanunPZ convergeix a zero en els dos infinits, escriurem tanunPZ P C0pZq.

Lema 3.23 (Riemann-Lebesgue per funcions cont́ınues). Sigui f P CpTq. Aleshores
t pfpnqunPZ P C0pZq.

Demostració. Recordem que eiπ “ ´1. Aleshores, mitjançant un canvi de variable podem
escriure

pfpnq “
1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθ dθ “ ´

1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inpθ´π{nq dθ

“ ´
1

2π

ˆ π´π{n

´π´π{n
fpζ ` π{nqe´inζ dζ.

Com que l’integrand és periòdic, podem canviar els extrems d’integració per escriure

pfpnq “ ´
1

2π

ˆ π

´π
fpθ ` π{nqe´inθ dθ.

Prenent la mitjana entre la representació original i aquesta que hem obtingut aqúı, ens
queda que

pfpnq “
1

4π

ˆ π

´π
pfpθq ´ fpθ ` π{nqqe´inθ dθ,

i acotant per la integral del valor absolut dedüım que

| pfpnq| ď
1

2
}fp¨q ´ fp¨ ` π{nqq}L1pTq ď

1

2
}fp¨q ´ fp¨ ` π{nqq}L8pTq

nÑ˘8
ÝÝÝÝÑ 0.
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Exercici 3.24. Donada una funció f : I Ñ C, podem definir el seu mòdul de continüıtat

ω8fpδq “ sup
|h|ďδ

sup
xPI
|fpx` δq ´ fpxq|.

Demostra que si f és uniformement cont́ınua a l’interval I, llavors limtŒ0 ω8fptq “ 0.
Pista: Per veure això cal relacionar ω8fpδq amb l’elecció òptima d’ε tal que δ compleix

la condició de continüıtat uniforme... una bona manera és argumentar per contradicció. Ž

Exercici 3.25. Demostra que donada una funció cont́ınua f P CpTq es compleix que

}fp¨q ´ fp¨ ` π{nqq}L8pTq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Pista: cal veure primer que f és uniformement cont́ınua. Ž

Exercici 3.26. Diem que una funció f : T Ñ C és Lipschitz amb constant K si per tot
θ, ζ P T tenim que

|fpθq ´ fpζq| ď K|θ ´ ζ|.

Demostra que tota funció Lipschitz f satisfà que | pfpnq| ď C{n, on la constant C depèn
només de K. Ž

Lema 3.27 (Riemann-Lebesgue per funcions integrables). Sigui f P L1pTq. Aleshores
t pfpnqunPZ P C0pZq.

Demostració. La demostració és la mateixa que en el cas de les funcions cont́ınues (Lema
3.23), però cal usar el Corol.lari 2.51 en el darrer pas, que ens diu que

lim
nÑ˘8

}fp¨q ´ fp¨ ` π{nq}L1pTq ď lim
δÑ0

sup
|ζ|ďδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}L1pTq “ lim
δÑ0

ω1fpδq “ 0,

(vegeu l’exercici 2.53). El cas nÑ ´8 es fa anàlogament.

Exercici 3.28. Sigui E Ă p0, 2πq mesurable. Sigui tαnun una successió qualsevol de
nombres reals. Demostra que

lim
nÑ8

ˆ
E

cos2pnx` αnqdx “
|E|

2
.

Pista: Mira d’obtenir expressions on l’integrand no depengui d’αn. Aleshores mira d’apli-
car el teorema de Riemann-Lebesgue. Ž
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3.2.3 Diferenciabilitat i velocitat de convergència

De la mateixa manera que l’ordre de diferenciabilitat determina el decäıment dels coefi-
cients, també determina la velocitat de convergència de les sumes parcials de la següent
manera:

Teorema 3.29 (veure [Str00, teorema 12.2.2]). Si f P CkpTq i k ě 2 , aleshores existeix
una constant C ą 0 independent de θ tal que

|SNfpθq ´ fpθq| ď C{Nk´1.

Si f P C1pTq, aleshores podem obtenir

|SNfpθq ´ fpθq| ď C{N1{2.

Aquesta velocitat de convergència no determina el grau de diferenciabilitat. Efectiva-
ment, existeixen funcions no diferenciables que convergeixen com 1{N .

Exercici 3.30. Demostra que per l’ona triangle f R C1pTq se satisfà que

|SNfpθq ´ fpθq| ď
C

N ´ 1

i a l’origen

|SNfp0q ´ fp0q| ě
C

N ` 2
.

Vegeu Exemple 1.10.
Pista: comproveu que 1

n ´
1

n`1 ď
1
n2 ď

1
n´1 ´

1
n . Ž

3.3 Una panoràmica dels teoremes de convergència

Tot seguit farem un repàs històric dels principals resultats de convergència de sèries de
Fourier per funcions cont́ınues i integrables. Veurem com els resultats que es van obtenir
en aquesta recerca van fer trontollar algunes idees preconcebudes i van ser claus en el
procés de maduració de l’anàlisi matemàtica.

Teorema 3.31 (Dirichlet, 1829). Sigui f : TÑ C cont́ınua excepte, potser, en un conjunt
finit de punts i tal que en aquests punts els ĺımits laterals existeixen; i tal que la derivada
f 1 és cont́ınua i acotada a T llevat d’aquest conjunt. Aleshores per tot θ P T tenim

lim
NÑ8

SNfpθq “
1

2
rfpθ`q ` fpθ´qs,

on hem denotat els ĺımits laterals a θ per fpθ˘q. En particular SNfpθq Ñ fpθq als punts
de continüıtat de f .

Notem que estem suposant que f P C1
locpTzEq, amb #E ă 8. Podŕıem tenir l’esperança

que aquest resultat s’estengués immediatament a tota funció cont́ınua, però això no és
possible:
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Teorema 3.32 (Du Bois-Reymond, 1873). Existeix una funció cont́ınua f : T Ñ C tal
que lim supNÑ8 |SNfp0q| “ 8.

Aix́ı, existeix una funció cont́ınua on les sumes parcials no només no convergeixen a f
sinó que, a més a més, divergeixen.

Projecte 3.33 (Contraexemple de Du Bois-Reymond). Demostra el teorema de Du Bois-
Reymond. Ž

Teorema 3.34 (Jordan, 1881). Si f és una funció de variació acotada (és a dir, si
V pfq :“ supP

řN
n“1 |fpθnq ´ fpθn´1q| ă 8, on el suprem es pren respecte a les particions

P “ tθnu
N
n“0 tals que ´π “ θ0 ă θ1 ă ¨ ¨ ¨ ă θN “ π), aleshores la sèrie de Fourier

convergeix a

lim
NÑ8

SNfpθq “
1

2
rfpθ`q ` fpθ´qs

a tot arreu. La convergència és uniforme en intervals tancats on hi hagi continüıtat.

Notem que el teorema anterior implica que la sèrie de Fourier convergeix a fpθq als punts
de continüıtat θ quan la funció és de variació acotada. Perquè una funció sigui cont́ınua
però no tingui la variació acotada, cal que la funció oscil.li fortament en acostar-se a θ.

Exercici 3.35. Demostra que fpθq “ θ sinpθ´1q per ´π ď θ ă π i θ ‰ 0, fp0q “ 0, és una
funció cont́ınua a T però no té variació acotada. Ž

Les condicions del teorema 3.31 impliquen que f té variació acotada, aix́ı que el teorema
de Dirichlet és conseqüència del teorema de Jordan (diem que el segon és una generalització
del primer). Podeu trobar una demostració del teorema de Dirichlet a [Kör88, caṕıtol 16,
p.59], i el teorema de Jordan es pot demostrar anàlogament. El següent criteri es pot
utilitzar per demostrar els resultats anteriors als punts de continüıtat:

Teorema 3.36 (Criteri de Dini, 1878). Sigui f : TÑ C. Suposem que existeix δ tal que
ˆ
|t|ăδ

|fpθ ` tq ´ fpθq|
dt

t
ă 8

per algun θ (en particular f és cont́ınua a θ). Aleshores limNÑ8 SNfpθq “ fpθq.

Sigui 0 ă α ď 1. Una funció f : T Ñ C és de Hölder d’exponent α (o α-Hölder) si
existeix una constant C tal que |fpθ ` tq ´ fpθq| ď C|t|α per tots t, θ P T. La classe de
funcions que satisfan aquesta propietat es denota C0,αpTq. Tenim que

C1pTq Ă C0,βpTq Ă C0,αpTq Ă CpTq

per 0 ă α ď β ď 1. És pot comprovar que la condició f P C0,αpTq és equivalent a
ω8fpδq ď Cδα i que f satisfà la condició de Dini uniformement en θ, que és equivalent a

ˆ
|t|ăδ

ω8fptq
dt

t
ă 8;

i, pel criteri de Dini tenim convergència puntual.

40
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Exercici 3.37. Comprova detalladament totes les afirmacions del paràgraf anterior. Ž

Aquests darrers resultats depenen només del comportament de la funció f en un entorn
del punt. Aquest és un principi bàsic (i sorprenent!) de l’anàlisi de Fourier, conegut com
a principi de localització de Riemann

Teorema 3.38 (Principi de localització de Riemann). Siguin f i g funcions integrables.
Si f i g coincideixen en un interval obert, aleshores SN pf ´ gq convergeix uniformement
a 0 en subconjunts compactes de l’interval.

Demostrarem aquest teorema a l’exercici 4.31.
A finals del XIX, com hem vist, es va descartar la convergència puntual arreu de les

sèries de Fourier de funcions cont́ınues. Malgrat això hem vist que es poden obtenir bons
resultats amb petites millores a la continüıtat (condició C2, condició Dini,. . . ). Podem
garantir la convergència en algun conjunt de funcions més gran? On es troba exactament
la limitació?

El 1913 Luzin3 va conjecturar que es podia tenir convergència gairebé per tot arreu
sempre i quan la funció fos de quadrat integrable. Al cap de deu anys Kolmogorov4 va
descobrir una funció integrable en el sentit de Lebesgue les sumes parcials de la qual
divergeixen gairebé per tot arreu.

Projecte 3.39 (Contraexemple de Kolmogorov). Existeix f P L1pTq tal que

lim sup
NÑ8

|SNfpθq| “ 8

gairebé per tot θ P T. Ž

Tres anys després va obtenir un resultat encara més estrambòtic:

Teorema 3.40 (Kolmogorov, 1926). Existeix f P L1pTq tal que lim supNÑ8 |SNfpθq| “ 8
per tot θ P T.

Cal recordar que f P L1pTq és el requisit indispensable per poder calcular els coeficients
de Fourier. La seva funció no és cont́ınua, és clar, i de fet no és acotada en cap interval.

Exercici 3.41. Defineix una funció f P Lp que tingui una singularitat del tipus | log |ζ´θ||
a cada θ P TXQ. Ž

Després de conèixer l’exemple de Kolmogorov, hi havia qui pensava que tard o d’hora
podrien trobar una funció cont́ınua amb un comportament anàleg. No obstant, al cap de
cinquanta anys Carleson5 va demostrar la conjectura de Luzin, que implica que les sèries
de Fourier de les funcions cont́ınues convergeixen gairebé per tot arreu.

Teorema 3.42 (Carleson, 1966). Sigui f P L2pTq. Aleshores SNfpθq Ñ fpθq quan N Ñ

8 gairebé per tot θ P T.

3Nikolai Nikolaevich Luzin, 1883–1950
4Andrey Nikolaevich Kolmogorov, 1903–1987
5Lennart Carleson, 1928–
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Fem aqúı un petit inćıs. Al caṕıtol 5 veurem que SNfpθq Ñ fpθq convergeix en L2pTq si
f és de quadrat integrable. Això garanteix l’existència d’una parcial convergent gairebé per
tot arreu. Per tant, és relativament senzill veure que hi ha una subsuccessió de les sumes
parcials de Fourier que convergeix a f gairebé per tot. Carleson veu que no cal prendre
cap parcial, ja que la sèrie ja és convergent g.p.t., un resultat que de fet és sorprenentment
dif́ıcil!

Segons el teorema de Carleson, el contraexemple de Kolmogorov no pot ser de quadrat
integrable. El contraexemple de Du Bois-Reymond no contradiu el teorema anterior, ja
que només divergeix en un punt i un punt té mesura nul.la.

El conjunt de divergència pot ser tant gran com vulguem mentre tingui mesura nul.la:

Teorema 3.43 (Kahane6, Katznelson7, 1966). Si E Ă T té mesura zero, aleshores existeix
una funció cont́ınua f : TÑ C tal que

lim sup
NÑ8

|SNfpθq| “ 8 per tot x P E.

La demostració es pot trobar a [Kat68, caṕıtol II, secció 3]. També s’hi inclou una
construcció del tipus Kolmogorov. L’any següent Hunt8 va demostrar una extensió del
resultat de Carleson:

Teorema 3.44 (Hunt, 1967). Sigui f P LppTq amb 1 ă p ď 8. Aleshores SNfpθq Ñ fpθq
quan N Ñ8 gairebé per tot θ P T.

Es pot trobar una demostració relativament assequible del teorema de Carleson-Hunt a
[Gra08].

Taula 3.1: Resum dels resultats de convergència

Espai Absoluta Uniforme Puntual G.p.t.

Ck, k ě 1 Śı Śı Śı Śı

Cα, Dini α ą 1{2 ([SS03]) Śı (segons [Duo03]) Śı Śı

C No No No Śı

Lp, 1 ă p ď 8 No No No Śı

L1 No No No No

Exercici 3.45. Discutiu la convergència de la sèrie

c0pfq

2
`

ÿ

ně1

pcnpfq cosnθ ` bnpfq sinnθq.

i la igualtat (o no) amb fpθq de les sèries de Fourier de l’exercici 1.12. Ž

6Jean-Pierre Kahane, 1926–2017
7Yitzhak Katznelson, 1934–
8Richard Allen Hunt, 1937–2009
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3 Convergència puntual

Exercici 3.46. Fent servir el problema anterior proveu les següents formules:

1.
8
ÿ

1

1

4n2 ´ 1
“

1

2
,

8
ÿ

1

p´1qn`1

4n2 ´ 1
“
π ´ 2

4
.

2. ζp2q “
8
ÿ

1

1

n2
“
π2

6
,

8
ÿ

1

p´1qn`1

n2
“
π2

12
.

3.
8
ÿ

1

p´1qn`1

p2n´ 1q3
“
π3

32
.

4.
8
ÿ

1

p´1qn

n2 ` b2
“

π

2b
csch bπ ´

1

2b2
.

5.
8
ÿ

1

1

n2 ` b2
“

π

2b
coth bπ ´

1

2b2
.

Ž

Exercici 3.47. Donat α P RzZ, calculeu la sèrie de Fourier de la funció 2π-periòdica
definida per θ P r0, 2πs per

fpθq “
π

sinπα
eipπ´θqα.

És f una funció cont́ınua a r´π, πs? Dedüıu que

ÿ

nPZ

1

α` n
“

π

tanπα
.

Ž

Exercici 3.48. Demostreu que tenim la següent igualtat per a tot n P N :

1

π

ˆ π

´π

4 sinx

17´ 8 cosx
sinpnxqdx “

1

4n
.

Ž

Exercici 3.49. Sigui f P L1pTq, i definim gpθq :“ fpθ ` aq. Demostreu que pgpnq “
eina pfpnq, SNgpθq “ SNfpθ ` aq. Dedüıu que les propietats de convergència de la sèrie de
Fourier són invariants per translacions. Ž

Exercici 3.50. Donades dues successions de nombres complexos tanuně0 i tbnuně0, defi-
nim SN :“

řN
k“0 akbk. Demostreu la fórmula de suma per parts:

SN “ aNBN ´
N´1
ÿ

k“0

Bkpak`1 ´ akq,

on BN “
řN
k“0 bk.

Apliqueu la fórmula anterior per veure que
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3 Convergència puntual

1. Suposem que An ą 0 amb An ě An`1 i limnAn “ 0. Aleshores

8
ÿ

n“0

Ane
inx

és convergent si x ‰ 0.

2. Demostreu que la sèrie
ÿ

ně2

sinnx

log n
,

és convergent per a tot x. Què podem dir de
ř

ně2
cosnx
logn ?

Ž
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4 Mètodes sumatoris

La convergència puntual de la sèrie de Fourier per funcions cont́ınues va quedar com-
pletament descartada pel contraexemple de Du Bois-Reymond. Malgrat això, alguns
matemàtics van disenyar mètodes alternatius per recuperar la funció coneixent els seus
coeficients de Fourier: els mètodes sumatoris.

En aquest caṕıtol analitzarem què falla en la sèrie de Fourier i com podem treballar amb
aquesta per crear noves successions de polinomis trigonomètrics que ens donin millors
resultats de convergència, pagant el preu de perdre l’estructura de sèrie que teńıem al
principi on les freqüències pures estaven perfectament äıllades.

Per obtenir aquests resultats ens convindrà entendre el que és una aproximació de la
identitat i, abans, haurem d’entendre la convolució. Aquests conceptes són de per si
fonamentals en l’anàlisi harmònica, més enllà de l’anàlisi pròpiament de Fourier.

4.1 Convolució

ζ

g

f ζ

g(θ − ζ)

f

θ

f ∗ g(θ)

ζ
f ∗ g

Figura 4.1: La convolució d’una funció f amb la caracteŕıstica de l’interval p´1{2, 1{2q
avaluada a θ és la mitjana de f en un interval centrat a θ i de longitud 1.

Comencem per definir la convolució de dues funcions 2π-periòdiques:

Definició 4.1. Siguin f, g P L1pTq. Definim la seva convolució (veure Figura 4.1) com

pf ˚ gqpθq :“
1

2π

ˆ π

´π
fpζqgpθ ´ ζq dζ.

‚

Exercici 4.2. Demostra que si

fpθq “ pθ ` 1qχr´1,0spθq ` p´θ ` 1qχr0,1spθq i gpθq “ χr´1{2,1{2spθq,
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4 Mètodes sumatoris

aleshores

f ˚ gpθq “
pθ ` 3{2q2χr´3{2,´1{2spθq ` 2p3{4´ θ2qχp´1{2,1{2qpθq ` pθ ´ 3{2q2χr1{2,3{2spθq

4π

(veure Figura 4.1). Ž

Exercici 4.3. Donada f “ χr0,1s, calcula f ˚ f i f ˚ f ˚ f . Ž

Amb aquests dos exercicis, podem observar que la convolució tendeix a “suavitzar les
funcions”.

Analitzem primer la definició. D’entrada no està clar que es puguin convolucionar dues
funcions integrables.

Exemple 4.4. Considerem la funció fpθq “ |θ|´1{2. Tenim que

}f}L1pTq “
1

2π

ˆ π

´π

dθ
a

|θ|
“

1

π

ˆ π

0

dθ
?
θ
“

„

2

π

?
θ

π

0

ă 8.

Ara bé,

f ˚ fpθq “
1

2π

ˆ π

´π
fpθ ´ ζqfpζq dζ “

1

2π

ˆ π

´π

1
a

|pθ ´ ζqζ|
dζ

pren valor 8 quan θ “ 0. Ara bé, per altres valors de θ la integral és finita. ♦

Hem vist que la convolució de funcions L1 podria no estar ben definida puntualment.
En canvi, si les funcions f i g fossin de quadrat integrable, aleshores śı que podŕıem aplicar
la desigualtat de Cauchy-Schwartz per veure que la convolució f ˚ gpθq està definida per
tot θ P T:

}fp¨qgpθ ´ ¨q}L1pTq
C.S.
ď }f}L2pTq}g}L2pTq (4.1)

i, per tant, la integral es pot calcular sempre. El cas és que en la nostra definició la
convolució està definida gairebé per tot arreu demanant només la integrabilitat L1pTq!
Això és una conseqüència directa del teorema de Fubini:

Lema 4.5 (Desigualtat de Young). Donades dues funcions f, g P L1pTq, f ˚ gpθq està ben
definit gairebé per tot θ P T i

}f ˚ g}L1pTq ď }f}L1pTq}g}L1pTq. (4.2)

Demostració. Vegem que la funció F pθ, ζq :“ fpζqgpθ ´ ζq és integrable a T ˆ T i satisfà
que, amb la normalització adequada a l’espai producte, }F }L1pTˆTq “ }f}L1pTq}g}L1pTq
usant el teorema de Tonelli (vegeu el teorema 2.41). Efectivament,

}F }L1pTˆTq :“
1

4π2

ˆ
r´π,πs2

|fpζqgpθ ´ ζq| dζ dθ

Tonelli
“

1

4π2

ˆ π

´π

ˆ π

´π
|gpθ ´ ζq| dθ|fpζq| dζ “ }f}L1pTq}g}L1pTq (4.3)
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4 Mètodes sumatoris

Per tant F és integrable i podem aplicar el teorema de Fubini (vegeu el teorema 2.42),
obtenint com a conclusió que les integrals iterades

´ π
´π F pθ, ζqdζ estan ben definides gairebé

per tot θ. A més a més, la integral del valor absolut respecte a θ es pot acotar per la
norma de F

2π a Tˆ T, que està acotada com ja hem vist:

}f ˚ g}L1pTq “
1

p2πq2

ˆ π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
F pθ, ζq dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ ď }F }L1pTˆTq “ }f}L1pTq}g}L1pTq.

4.1.1 Propietats de la convolució

Lema 4.6. Siguin f, g, h P L1pTq i sigui c una constant. Aleshores:

i) f ˚ g “ g ˚ f .

ii) f ˚ pg ` hq “ f ˚ g ` f ˚ h.

iii) pcfq ˚ g “ cpf ˚ gq “ f ˚ pcgq.

iv) f ˚ pg ˚ hq “ pf ˚ gq ˚ h.

Demostració. Aquestes propietats se segueixen de la definició amb petits matisos, com
veurem tot seguit:

f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ π

´π
fpζqgpθ ´ ζq dζ “

1

2π

ˆ π

´π
fpθ ´ ζqgpζq dζ “ g ˚ fpθq,

on hem fet un canvi de variable i hem usat la periodicitat de les funcions involucrades.
Mat́ıs: Notem que la primera igualtat és certa g.p.t., és a dir per θ P TzE amb |E| “ 0.

La tercera igualtat també és certa per θ P TzF amb |F | “ 0. Per tant la igualtat és certa
per θ P TzpE Y F q. Però |E Y F | ď |E| ` |F | “ 0. Per tant hem demostrat la igualtat
gairebé per tot θ P T!

Les propietats ii) i iii) es deriven de la linealitat de la integral i de la commutativitat
de la convolució gairebé per tot arreu. La propietat iv) és conseqüència de Fubini:

f ˚ pg ˚ hqpθq “
1

2π

ˆ π

´π
fpζqg ˚ hpθ ´ ζq dζ “

1

p2πq2

ˆ π

´π

ˆ π

´π
fpζqgpξqhpθ ´ ζ ´ ξq dξ dζ

pf ˚ gq ˚ hpθq “
1

2π

ˆ π

´π
f ˚ gpζqhpθ ´ ζq dζ “

1

p2πq2

ˆ π

´π

ˆ π

´π
fpξqgpζ ´ ξqhpθ ´ ζq dξ dζ.

Utilitzant el teorema de Fubini i fent el canvi ζ ´ ξ “ t a la segona integral obtenim la
primera g.p.t. θ P T.

Lema 4.7. Siguin f, g P L1pTq. Aleshores zf ˚ gpnq “ pfpnqpgpnq.
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4 Mètodes sumatoris

Demostració. Tenim que

zf ˚ gpnq “
1

2π

ˆ π

´π
f ˚ gpθqe´inθ dθ “

1

p2πq2

ˆ π

´π

ˆˆ π

´π
fpζqgpθ ´ ζq dζ

˙

e´inθ dθ.

Utilitzant el teorema de Fubini (aqúı usem (4.3)) dedüım

zf ˚ gpnq “
1

p2πq2

ˆ π

´π
fpζq

ˆˆ π

´π
e´inθgpθ ´ ζq dθ

˙

dζ.

Finalment, multiplicant i dividint l’integrand per einζ , obtenim

zf ˚ gpnq “
1

p2πq2

ˆ π

´π
e´inζfpζq

ˆˆ π

´π
e´inpθ´ζqgpθ ´ ζq dθ

˙

dζ.

Fent el canvi de variables ξ “ θ ´ ζ, concloem que

zf ˚ gpnq “ pfpnqpgpnq.

4.1.2 La convolució com a suavitzant

La convolució és un operador suavitzant. Veurem que la suavitat de la convolució s’obté
combinant la suavitat de les dues funcions.

Primer veurem com afecta la convergència:

Lema 4.8. Siguin f, g P L2pTq i considerem funcions tfkukPN, tgkukPN Ă CpTq tals que
fk Ñ f i gk Ñ g en norma L2. Aleshores fk ˚ gk Ñ f ˚ g uniformement en T.

Demostració. Ens cal mirar les seves diferències puntuals, que recordem que estan ben
definides arreu ja que les funcions són de quadrat integrable:

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď
1

2π

ˆ π

´π
|fkpζqgkpθ ´ ζq ´ fpζqgpθ ´ ζq| dζ.

Sumant i restant fkpζqgpθ ´ ζq i aplicant la desigualtat triangular obtenim

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď
1

2π

ˆ π

´π
|fkpζqpgkpθ ´ ζq ´ gpθ ´ ζq| dζ

`
1

2π

ˆ π

´π
|pfkpζq ´ fpζqqgpθ ´ ζq| dζ.

Aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwartz dedüım que

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď }fk}L2pTq}gk ´ g}L2pTq ` }fk ´ f}L2pTq}g}L2pTq.

Notem que la cota és independent de θ. Aix́ı,

}fk ˚ gk ´ f ˚ g}L8pTq ď }fk}L2pTq}gk ´ g}L2pTq ` }fk ´ f}L2pTq}g}L2pTq
kÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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4 Mètodes sumatoris

Lema 4.9. Si f P CpTq i g P L1pTq, aleshores f ˚ g P CpTq.

Notem que en el producte de dues funcions com aquestes només aconseguim integrabi-
litat. La convolució, en canvi, manté la millor de les condicions, que és la continüıtat!

Demostració. Recordem que la funció f , identificada amb una funció periòdica, és cont́ınua
a r´2π, 2πs i, per tant, uniformement cont́ınua. És a dir que

ω8fptq :“ sup
|h|ďt

}fp¨ ` hq ´ fp¨q}L8pTq
tÑ0
ÝÝÑ 0

(veure Exercici 3.24). Tenim doncs usant la commutativitat de la convolució que

f ˚ gpθ ` hq ´ f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ π

´π
pfpθ ` h´ ζq ´ fpθ ´ ζqqgpζq dζ.

Prenent valors absoluts obtenim

|f ˚ gpθ ` hq ´ f ˚ gpθq| ď
}fpθ ` h´ ¨q ´ fpθ ´ ¨q}L8pTq

2π

ˆ π

´π
|gpζq| dζ

o, en el llenguatge del mòdul de continüıtat (recordem que f és periòdica!), obtenim per
tot |h| ă t

|f ˚ gpθ ` hq ´ f ˚ gpθq| ď ω8fptq}g}L1pTq.

Prenent suprem en θ i en |h| ă t trobem

ω8pf ˚ gqptq ď ω8fptq}g}L1pTq
tÑ0
ÝÝÑ 0,

és a dir que f ˚ g és uniformement cont́ınua.

Teorema 4.10. Si f, g P L2pTq, aleshores f ˚ g P CpTq.

Demostració. Les funcions cont́ınues són denses a L2pTq (veure teorema 2.50). És a dir
que existeixen successions tfkukPN, tgkukPN Ă CpTq tals que fk Ñ f i gk Ñ g en norma
L2. Aleshores fk ˚ gk Ñ f ˚ g uniformement en T pel lema 4.8.

Pel lema anterior fk ˚gk són en realitat funcions cont́ınues. Per tant tenim una successió
convergent de funcions uniformement cont́ınues que convergeix uniformement a un ĺımit.
Aquest ha de ser necessàriament una funció cont́ınua.

Exercici 4.11. Demostra que el teorema anterior és vàlid per f P Lp i g P Lp
1

on
1 ă p ă 8 i 1

p `
1
p1 “ 1.

Pista: Pots fer servir la desigualtat de Hölder }fg}L1 ď }f}Lp}g}Lp1 a (4.1). Amb això
has de donar sentit a la definició puntual de la convolució. Després et caldrà adaptar el
lema 4.8 al cas f P Lp i g P Lp

1

i, finalment utilitzar la densitat de CpTq a Lp. Ž
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4 Mètodes sumatoris

Exercici 4.12. Sigui f P L1pTq i sigui P ptq “
N
ÿ

j“´N

aje
ijt un polinomi trigonomètric.

Calculeu els coeficients de Fourier de la funció f ˚ P . Demostreu que

pP ˚ fqpxq “
ÿ

|j|ďN

aj pfpjqe
ijx.

És a dir que la convolució f ˚P d’una funció f P L1pTq amb un polinomi trigonomètric P
és un polinomi trigonomètric. Ž

Temps θ P T Freqüència n P Z
Derivada Polinomi

f 1pθq pf 1pnq “ in pfpnq

Convolució circular Producte

pf ˚ gqpθq zf ˚ gpnq “ pfpnqpgpnq

Translació Modulació

τhfpθq “ fpθ ´ hq yτhfpnq “ e´ihn pfpnq

Taula 4.1: Diccionari temps-freqüència

Hem vist que els coeficients de Fourier converteixen la convolució en un producte. Ante-
riorment hav́ıem vist que la derivació es converteix en multiplicació per polinomis. Aques-
tes són propietats que resumim en el diccionari temps-freqüència de la Taula 4.1 (temps
es refereix a la variable θ, freqüència a la variable n dels coeficients de Fourier).

Observació 4.13. Aquesta estructura de grup subjacent que s’intueix a la taula 4.1
permet estendre l’anàlisi de Fourier a grups abelians finits, per exemple, vegeu [SS03]. ‚

4.2 Aproximacions de la identitat

Suposem que exist́ıs una funció f P L1pTq que fos la identitat per l’operació de convolució,

és a dir que per tota g P L1pTq es tingués f ˚g “ g. Aleshores tindŕıem que pfpg “ zf ˚ g “ pg.
En particular caldria que pfpnq “ 1 per a tot n P Z, la qual cosa contradiria el lema de
Riemann-Lebesgue (veure lema 3.27).

Aix́ı doncs, la identitat sota la convolució només es pot obtenir mitjançant aproxima-
cions. Tot seguit definirem famı́lies de “nuclis” que compleixin propietats suficients per
garantir que en fer convolució amb els nuclis s’obté la identitat per pas al ĺımit.

Definició 4.14. Una famı́lia tKnu
8
n“1 Ă L1pTq de funcions reals integrables Kn : TÑ R

és una famı́lia admissible de nuclis si satisfà les següents propietats:

a) Per tot n P N tenim 1
2π

´ π
´πKnpθq dθ “ 1.
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b) Existeix M ą 0 tal que }Kn}L1pTq ďM per tot n P N.

c) Per cada δ ą 0 tenim
´
δď|θ|ďπ |Knpθq| dθ

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

‚

Exemple 4.15. Sigui Knpθq “ nπχr´ 1
n
, 1
n
spθq. La seva integral és sempre 2π, i les normes

L1, al ser Kn positiu, també estan acotades. La tercera propietat és també prou clara, per
1{n ă δ tenim que la integral

´
δď|θ|ďπ |Knpθq| dθ “ 0!

t

Figura 4.2: Nucli Knpθq per 1 ď n ď 5 a l’exemple 4.15.

Intentem entendre què significa f ˚Knpθq. Tenim

f ˚Knpθq “
1

2π

ˆ π

´π
fpζqnπχr´ 1

n
, 1
n
spθ ´ ζq dθ “

n

2

ˆ θ` 1
n

θ´ 1
n

fpζq dθ,

és a dir que f ˚Knpθq és el valor mitjà de f a l’interval rθ´ 1
n , θ`

1
n s. Si f és cont́ınua, a

mesura que concentrem l’interval fent créixer el valor de n, acabem trobant precisament
el valor fpθq al ĺımit. ♦

Exercici 4.16. Demostra que efectivament si f P CpTq aleshores el valor mitjà de f a
l’interval rθ ´ 1

n , θ `
1
n s convergeix a fpθq. Ž

Reflexionem ara sobre la Definició 4.14. La primera propietat ens garanteix que al
calcular f ˚Knpθq estem fent una mitjana ponderada de la funció en un cert entorn de θ.
La segona condició és una acotació uniforme de les normes L1 dels nuclis i ens garanteix
que no acumulem més i més oscil.lació al créixer n i al passar al ĺımit la convolució es
comportarà correctament. La tercera condició ens diu que aquestes mitjanes ponderades
cada cop donen més importància a entorns més petits de θ: la massa es concentra entorn
de l’origen. Aix́ı, al calcular la convolució trobem mitjanes cada cop més localitzades
entorn del punt θ.

Una forma canònica de construir famı́lies admissibles de nuclis és al següent exercici:

Exercici 4.17. Suposa que K és una funció cont́ınua amb suport a p´π, πq. Suposa que´ π
´πKpθq dθ “ 2π. Definim Knpθq :“ nKpnθq per ´π ď θ ď π. Verifica que tKnunPN és

una famı́lia admissible de nuclis. Ž

Tot seguit enunciem el teorema principal d’aquesta secció, que dona sentit al nom
d’aproximació de la identitat per tota famı́lia admissible de nuclis.
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Teorema 4.18. Sigui tKnu
8
n“1 Ă L1pTq una famı́lia admissible de nuclis. Si f P L8pTq,

aleshores
lim
nÑ8

f ˚Knpθq “ fpθq

a tots els punts θ P T on la funció f és cont́ınua. Si la funció f P CpTq la convergència
serà uniforme en T. Si, en canvi, f P LppTq amb 1 ď p ă 8, aleshores

lim
nÑ8

}f ˚Kn ´ f}LppTq “ 0.

Demostració. Sigui θ un punt de continüıtat de f , és a dir

εf pδ, θq “ sup
|h|ăδ

|fpθ ` hq ´ fpθq|
δÑ0
ÝÝÝÑ 0.

Utilitzant la propietat a) de la Definició 4.14, obtenim que

Kn ˚ fpθq ´ fpθq “
1

2π

ˆ π

´π
Knpζqfpθ ´ ζq dζ ´ fpθq

a)
“

1

2π

ˆ π

´π
Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθqs dζ

(aquesta manera d’utilitzar que una funció té integral 1 és un truc clàssic d’anàlisi!).
Prenent valors absoluts dedüım que

|Kn ˚ fpθq ´ fpθq| ď
1

2π

ˆ π

´π
|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθq| dζ.

Tot seguit trenquem la integral en dos trossos: el proper a θ (integral local) i el llunyà
(integral no local):

|Kn ˚ fpθq ´ fpθq| ď
1

2π

ˆ
|ζ|ăδ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθq| dζ

`
1

2π

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθq| dζ.

Per cada part treballarem de manera diferent.
Per la part local utilitzem que la funció f és cont́ınua i l’acotació uniforme de les normes

L1 de Kn:
ˆ
|ζ|ăδ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθq| dζ ď εf pδ, θq

ˆ π

´π
|Knpζq| dζ ďMεf pδ, θq,

i per la part no local,
ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθq| dζ ď 2}f}L8pTq

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ.

Tot plegat, obtenim

|Kn ˚ fpθq ´ fpθq| ď
Mεf pδ, θq

2π
`
}f}L8pTq

π

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ.
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Donat ε ą 0 escollim n tal que }f}L8pTq
´
δď|ζ|ďπ |Knpζq| dθ ď πε{2 (per la propietat c)) i

escollim δ perquè Mεf pδ, θq ă επ. Amb aquestes eleccions obtenim

|Kn ˚ fpθq ´ fpθq| ă ε,

tal i com voĺıem veure.
Notem que hem controlat la velocitat de convergència per la suma de εf pδ, θq i la propi-

etat c), que és uniforme en θ. Si la funció f és cont́ınua arreu, aleshores és uniformement
cont́ınua i dedüım que εf pδ, θq ď ω8fpδq de manera uniforme.

El cas f P L1pTq es pot fer pels mateixos mètodes:

}Kn ˚ f ´ f}L1pTq “
1

p2πq2

ˆ π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθqs dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ.

Aleshores usant la desigualtat triangular per integrals i el teorema de Tonelli obtenim

}Kn ˚ f ´ f}L1pTq ď
1

p2πq2

ˆ π

´π

ˆ π

´π
|Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθqs| dθ dζ.

A la part local tenim

1

p2πq2

ˆ
|ζ|ăδ

|Knpζq|

ˆ π

´π
|fpθ ´ ζq ´ fpθq| dθ dζ

ď sup
|ζ|ăδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}L1pTq
1

2π

ˆ π

´π
|Knpζq| dζ.

Dit d’una altra manera, escrivint el mòdul de continüıtat integral

ω1fpδq :“ sup
|ζ|ăδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}L1pTq,

hem obtingut

1

p2πq2

ˆ
|ζ|ăδ

|Knpζq|

ˆ π

´π
|fpθ ´ ζq ´ fpθq| dθ dζ

b)
ď ω1fpδqM.

Pel corol.lari 2.51 sabem que
lim
δÑ0

ω1fpδq “ 0.

A la part no local procedim com abans:

1

p2πq2

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq|

ˆ π

´π
|fpθ ´ ζq ´ fpθq| dθ dζ

ď 2}f}L1pTq
1

2π

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, donat ε ą 0, prenent δ prou petit i n prou gran obtenim

}Kn ˚ f ´ f}L1pTq ď ω1fpδqM `
1

π
}f}L1pTq

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ
c)
ă ε.

Deixem el cas f P LppTq com a exercici (vegeu l’exercici 4.19).
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Exercici 4.19. La desigualtat integral de Minkowski diu que donada una funció mesurable
f : Tˆ TÑ C es compleix que

›

›

›

›

ˆ π

´π
fp¨, ζq dζ

›

›

›

›

LppTq
ď

ˆ π

´π
}fp¨, ζq}LppTq dζ.

Utilitzant aquesta desigualtat demostra el teorema anterior en el cas 1 ă p ă 8. Ž

Exercici 4.20. Sigui una famı́lia tKnu
8
n“1 Ă L1pTq de funcions reals integrables parelles

tal que

a) Per tot n P N tenim 1
2π

´ π
´πKnpθq dθ “ 1.

b) Existeix M ą 0 tal que }Kn}L1pTq ďM per tot n P N.

c) Per cada δ ą 0 tenim supδď|θ|ďπ |Knpθq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Notem que la famı́lia és admissible. Demostra que si f P L1pTq i θ P T tal que existeixen
fpθ`q i fpθ´q, aleshores

lim
nÑ8

f ˚Knpθq “
fpθ`q ` fpθ´q

2
.

Ž

Observació 4.21. Notem que donada f P Lp i una famı́lia admissible de nuclisKn P CpTq,
les funcions f ˚Kn són cont́ınues pel lema 4.9. Hom podria pensar que el resultat anterior
demostra la densitat de les funcions cont́ınues a Lp per 1 ď p ă 8. Notem però que a la
demostració hem utilitzat el corol.lari 2.51, i que per demostrar aquest corol.lari ja hem
utilitzat aquesta densitat! ‚

Exercici 4.22. Demostra que CpTq no és dens a L8pTq.
Pista: Mira què passa entorn de l’origen si intentem aproximar de manera uniforme la

funció caracteŕıstica χr0,1s. Ž

Projecte 4.23 (El teorema de diferenciació de Lebesgue). Si f P L1pTq, aleshores

lim
hÑ0

1

2h

ˆ θ`h

θ´h
fpyq dy “ fpθq

g.p.t. θ P T. Ž
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4.3 El nucli de Dirichlet

Tot seguit calculem una representació integral per SNf . Ens fixem que podem intercanviar
l’ordre de la suma i la integral ja que hi ha un nombre finit de sumands. Recordem que

SNfpθq “
ÿ

|n|ďN

pfpnqeinθ, pfpnq :“
1

2π

ˆ π

´π
fpyqe´iny dy.

Ajuntant ambdues expressions, obtenim

SNfpθq “
ÿ

|n|ďN

1

2π

ˆ π

´π
fpyqe´iny`inθ dy

“
1

2π

ˆ π

´π
fpyq

ÿ

|n|ďN

einpθ´yq dy.

Ara escrivim
DN pθq :“

ÿ

|n|ďN

einθ,

que anomenarem el nucli de Dirichlet. Aleshores

SNfpθq “
1

2π

ˆ π

´π
fpyqDN pθ ´ yq dy “ f ˚DN pθq.

Notem que el nucli de Dirichlet no depèn de f . De fet, és un polinomi trigonomètric
d’ordre N amb coeficients igual a 1 per ´N ď n ď N . Tot seguit n’estudiem les propietats.

t

Figura 4.3: Nucli de Dirichlet DN pθq per N “ 1, 4, 7, 10.

4.3.1 Fórmules pel nucli de Dirichlet

Comencem per expressar el nucli amb funcions trigonomètriques. Usem que 2 cos θ “
eiθ ` e´iθ per escriure

DN pθq “ e´iNθ ` ¨ ¨ ¨ ` e´iθ ` e0 ` eiθ ` ¨ ¨ ¨ ` eiNθ “ 1` 2
N
ÿ

n“1

cospnθq.

En particular es tracta d’una funció parella de valors reals.
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Vegem com escriure el nucli de Dirichlet sense usar sumatoris. En primer lloc tenim que

DN pθq “
N
ÿ

n“´N

einθ “ e´iNθ
2N
ÿ

n“0

´

eiθ
¯n
.

Tot seguit usarem l’expressió de la sèrie geomètrica per obtenir una expressió alternativa,
tal i com vam fer a l’Exemple 3.1: per tot θ ‰ 0 tenim

DN pθq “ e´iNθ
`

eiθ
˘2N`1

´ 1

eiθ ´ 1

¨ e
´iθ{2

e´iθ{2
“

eip2N`1qθ{2 ´ e´ip2N`1qθ{2

eiθ{2 ´ e´iθ{2
. (4.5)

Usant l’espressió del sinus 2i sin θ “ eiθ ´ e´iθ trobem

DN pθq “
sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q
. (4.6)

Observem que la singularitat que es troba a l’origen és en realitat evitable: DN p0q “
2N ` 1. No hi farem esment d’ara endavant. De fet, per la primera definició del nucli de
Dirichlet sabem que, en realitat, DN P C

8pTq.
A la Figura 4.3 observem que com que ´1 ď sinpp2N ` 1qθ{2q ď 1, la funció DN està

acotada per sota i per sobre per ˘ 1
| sinpθ{2q| . També veiem que DN pren valors positius i

negatius, és una funció parella i assoleix el seu valor màxim 2N ` 1 a l’origen.

Exercici 4.24. Denotem PN l’espai de polinomis trigonomètrics de grau ď N. Demostreu
que la funció DN px´ yq, és el nucli reproductor de PN , això vol dir, que per a tot P P PN
i x P T

xP,DN px´ ¨qy “
1

2π

ˆ π

´π
P pyqDN px´ yqdy “ P pxq.

Pista: Podeu usar l’exercici 4.12 Ž

4.3.2 Propietats del nucli de Dirichlet

Teorema 4.25. El nucli de Dirichlet té les següents propietats:

(i) f ˚DN “ SNf per tota funció f P L1pTq.

(ii) DN és parella.

(iii) DN té mitjana 1 per tot N : 1
2π

´ π
´πDN pθq dθ “ 1.

(iv) Malhauradament la integral del valor absolut depèn de N i, de fet, tenim l’estimació
1

2π

´ π
´π |DN pθq| dθ « logpN ` 1q.

Aqúı hem fet servir la notació AN « BN per dir que existeix una constant C ą 1
independent de N tal que C´1AN ď BN ď CAN .

El fet que la mitjana sigui sempre u mentre que la massa total creix com el logaritme de
N pot ser sorprenent, i es deu a la forta oscil.lació del nucli a mida que incrementem N .
Aix́ı, l’àrea compresa entre l’eix θ i la gràfica de la funció creix cap a infinit mentre que la
part situada sobre l’eix es cancel.la amb la situada per sota l’eix obtenint una diferència
constant igual a u independentment de N !

56
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Demostració del teorema 4.25. Ja hem demostrat (i) i (ii). Per la tercera propietat notem
que ˆ π

´π
DN pθq dθ “

ˆ π

´π

N
ÿ

n“´N

einθ dθ “
N
ÿ

n“´N

ˆ π

´π
einθ dθ “ 2π,

ja que la integral de einθ a un interval de longitud 2π és zero llevat del cas n “ 0, quan la
integral és exactament 2π.

Per veure la darrera propietat, notem que quan p2N ` 1qθ{2 “ p2k ` 1qπ{2, aleshores
| sinpp2N ` 1qθ{2q| “ 1. De fet, si p2N ` 1qθ{2 P pp2k ` 1qπ{2 ´ π

4 , p2k ` 1qπ{2 ` π
4 q,

aleshores | sinpp2N ` 1qθ{2q| ě
?

2
2 i, per tant,

|DN pθq| ě

?
2

2| sinpθ{2q|
ě

?
2

|θ|
.

Aleshores

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ ě 2

N
ÿ

k“0

ˆ 2k`1
2N`1

π` π
2p2N`1q

2k`1
2N`1

π´ π
2p2N`1q

|DN pθq| dθ ě 2
N
ÿ

k“0

ˆ 2k`1
2N`1

π` π
2p2N`1q

2k`1
2N`1

π´ π
2p2N`1q

?
2

|θ|
dθ.

Si acotem pel valor mı́nim de l’integrand a cada interval, obtenim

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ ě

N
ÿ

k“0

2
?

2
2k`1
2N`1π `

π
2p2N`1q

π

2N ` 1
“

N
ÿ

k“0

2
?

2

2k ` 1` 1
2

ě

N`1
ÿ

k“1

2
?

2

2k
« logpN ` 1q.

Hem vist doncs que ˆ π

´π
|DN pθq| dθ Á logpN ` 1q.

Exercici 4.26. Demostra que

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ À logpN ` 1q.

Ž

Observació 4.27. Acabem de veure que els nuclis de Dirichlet no satisfan la propietat
b) de la Definició 4.14 i, per tant, no formen una famı́lia admissible de nuclis i, per tant,
no donen lloc a una aproximació de la identitat. Per tant, no podem deduir que

lim
NÑ8

SNfpθq “ lim
NÑ8

DN ˚ fpθq “ fpθq

quan la funció f és cont́ınua, vegeu el teorema 4.18. Això violaria el teorema 3.32! ‚

57
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Exercici 4.28 (Test de Dini). Sigui f P L1pTq, A P R i x P T. Demostra que si

ˆ π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` yq ` fpx´ yq

2
´A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

|y|
ă 8

aleshores Sfpxq “ A. Pista: la mesura dy
|y| es pot canviar per dy

| tanpy{2q| . Ž

Exercici 4.29. Si f satisfà que |fpxq´fpx0q|
|x´x0|

ď C per tot x, aleshores Sfpx0q “ fpx0q (de

fet és suficient que sigui per tot x P Iδpx0q “ px0 ´ δ, x0 ` δq, amb δ ą 0). Ž

Observació 4.30. La condició anterior s’anomena condició de Lipschitz. Una funció que
compleix la condició de Lipschitz a tot x0 P T s’anomena funció de Lipschitz, i es denota
amb f P C0,1pTq. És clar que C1pTq Ă C0,1pTq Ć C1pTq. La inclusió és conseqüència del
teorema del valor mitjà i la no inclusió es pot veure considerant el cas fpxq “ |x|. ‚

Exercici 4.31 (Principi de localització de Riemann). Sigui f una funció integrable. Si f
s’anul.la en un interval obert, aleshores SNf convergeix uniformement a 0 en subconjunts
compactes de l’interval.

Pista: demostra que Sfpxq “ 0 usant el test de Dini. L’exercici interessant és veure que
la convergència és uniforme. Ž

4.4 El nucli de Féjer i la successió de mitjanes de Cesàro

Vistos els resultats anteriors, podem recuperar els valors d’una funció integrable del co-
neixement dels seus coeficients de Fourier? Potser ho podem fer almenys als seus punts
de continüıtat?

El contraexemple de Du Bois-Reymond ens demostra que, en general, no és possible
recuperar una funció cont́ınua usant directament els ĺımits de les sumes parcials de Fourier
SNf fent N Ñ 8. Nogensmenys, Lipót Féjer va demostrar que sempre podem recuperar
una funció cont́ınua f a partir dels seus coeficients si fem servir el mètode sumatori de
Cesàro. Si la funció f és acotada, aleshores es recupera la funció als punts de continüıtat.

El mètode de Féjer consisteix en calcular les sumes parcials de Cesàro σNf que cor-
responen a convolucionar f amb una famı́lia admissible de nuclis anomenats nuclis de
Féjer, amb la qual cosa podem aplicar els resultats d’aproximacions de la identitat (veure
teorema 4.18).

Les sumes parcials o mitjanes de Cesàro es defineixen com

σNfpθq :“
S0fpθq ` S1fpθq ` ¨ ¨ ¨ ` SN´1fpθq

N
“

1

N

N´1
ÿ

n“0

Snfpθq “
1

N

N´1
ÿ

n“0

ÿ

|k|ďn

pfpkqeikθ.

És clar que σNfpθq és la mitjana dels primers N valors de la successió de les sumes
parcials de Fourier i, en particular, es tracta d’un polinomi trigonomètric d’ordre N ´ 1.
Canviant l’ordre dels sumatoris i comptant el nombre d’aparicions de cada terme de Fourier

58
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pfpkqeikθ, obtenim una representació com a mitjana ponderada dels coeficients de Fourier
de freqüències menors que N , on els coeficients de freqüències baixes tenen més pes que
les freqüències altes. Concretament,

σNfpθq “
ÿ

|k|ďN´1

N ´ |k|

N
pfpkqeikθ.

El nucli de Féjer FN pθq, seguint la mateixa lògica, es defineix com la mitjana integral
dels N primers nuclis de Dirichlet:

FN pθq :“
D0pθq `D1pθq ` ¨ ¨ ¨ `DN´1pθq

N
.

Amb els mateixos càlculs que abans dedüım que el nucli de Féjer és una mitjana ponderada
de les funcions trigonomètriques de freqüències |k| ă N , donant més pes a les freqüències
baixes. Per ser precisos,

FN pθq “
ÿ

|n|ăN

N ´ |n|

N
einθ.

Potser és menys evident que se’n deriva una fórmula tancada:

FN pθq “
1

N

ˆ

sinpNθ{2q

sinpθ{2q

˙2

. (4.7)

Exercici 4.32. Comprova que aquesta fórmula és correcta.
Pista: usant l’expressió (4.5) pots escriure el nucli de Féjer com una suma parcial d’una

sèrie geomètrica. Ž

Compara la fórmula tancada dels nuclis de Féjer (4.7) amb la dels nuclis de Dirichlet
(4.6). Observa que els nuclis de Féjer no prenen valors negatius.

t

Figura 4.4: Nucli de Féjer FN pθq per N “ 2, 4, 7, 10.

Exercici 4.33. Els nuclis de Féjer formen una famı́lia admissible de nuclis. Ž

Pel teorema 4.18 dedüım el següent resultat:

Teorema 4.34 (Teorema de Féjer). Sigui f P CpTq. Aleshores les mitjanes de Cesàro
σNf convergeixen uniformement a f :

}f ´ σNf}8
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.
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Si f P L8pTq, aleshores
lim
NÑ8

σNfpθq “ fpθq

a tots els punts θ P T on la funció f és cont́ınua.
Si, en canvi, f P LppTq amb 1 ď p ă 8, aleshores

lim
NÑ8

}f ´ σNf}LppTq “ 0.

Aix́ı podem recuperar qualsevol funció cont́ınua si sabem els seus coeficients de Fourier.
De fet, podem recuperar qualsevol funció integrable gairebé per tot arreu (recordeu que
per funcions integrables no podem aspirar a res més).

Observem que σNf és sempre un polinomi trigonomètric (vegeu l’exercici 4.12). Aix́ı,
les sumes de Cesàro donen un mètode per aproximar qualsevol funció cont́ınua en T
per polinomis trigonomètrics, és a dir que hem demostrat el teorema d’aproximació de
Weierstrass per polinomis trigonomètrics (teorema 3.4). De fet hem vist que els polinomis
trigonomètrics són densos a CpTq amb la norma uniforme i són densos a LppTq amb la
norma de l’espai sempre que p sigui finit.

El teorema de Féjer dona com a corol.lari la unicitat dels coeficients de Fourier:

Corol.lari 4.35 (Principi d’unicitat). Siguin f, g P L1pTq tals que pfpnq “ pgpnq per tot
n P Z. Aleshores fpθq “ gpθq g.p.t. θ P T.

Exercici 4.36. Demostra el corol.lari. Ž

4.5 El nucli de Poisson i les mitjanes d’Abel

Els nuclis de Poisson formen una altra famı́lia admissible de nuclis que estudiarem a con-
tinuació. La convolució amb un nucli de Poisson dona lloc a una nova quantitat coneguda
com a mitjana d’Abel, de la mateixa manera que un nucli de Féjer genera una mitja-
na de Cesàro. Algunes diferències fonamentals són que el nucli de Poisson està indexat
cont́ınuament en lloc de ser un conjunt numerable de nuclis, i que no són polinomis trigo-
nomètrics (per tant, involucren una quantitat infinita de freqüències).

t

Figura 4.5: Nucli de Poisson FN pθq per r “ 1
2 ,

3
4 ,

5
6 ,

7
8 ,

9
10 .

Definició 4.37. El nucli de Poisson Prpθq està definit per

Prpθq “
ÿ

nPZ
r|n|einθ “

1´ r2

1´ 2r cos θ ` r2
per r P r0, 1q.

‚
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Exercici 4.38. Demostra que les dues fórmules coincideixen si r ‰ 0.
Quan r “ 0 quin problema hi ha en la definició? Què s’obté al calcular la convolució de

f amb la segona expressió del nucli de Poisson en aquest cas? Ž

Observem que el nucli està indexat pel paràmetre continu r P r0, 1q. En aquest cas,
doncs, estarem interessats en el comportament quan r Ñ 1 en lloc de N Ñ 8. El nucli
de Poisson és positiu, i la sèrie que el defineix és absolutament convergent (i, per tant,
uniformement convergent).

Exercici 4.39. Demostra que els nuclis de Poisson formen una famı́lia admissible (caldrà
modificar la definició per prendre r en lloc de N). Ž

Definició 4.40. Suposem que f P L1pTq i considerem la seva sèrie
ř

nPZ
pfpnqeinθ. Ales-

hores per r P r0, 1q definim la mitjana d’Abel r-èsima com

Arfpθq :“
ÿ

nPZ

pfpnqr|n|einθ.

‚

Vegem que la mitjana d’Abel es pot obtenir per convolució amb el nucli de Poisson.

Exercici 4.41. Demostra que per tota funció f P L1pTq tenim

Arfpθq “ Pr ˚ fpθq.

Ž

Exercici 4.42. Demostra que per tota funció f P L1pTq obtenim Arf P C
8. Ž

Pel teorema 4.18 dedüım el següent resultat:

Teorema 4.43 (Mitjanes d’Abel). Sigui f P CpTq. Aleshores les mitjanes d’Abel Arf
convergeixen uniformement a f :

}f ´ Pr ˚ f}8
rÑ1´
ÝÝÝÝÑ 0.

Si f P L8pTq, aleshores
lim
rÑ1´

Pr ˚ fpθq “ fpθq

a tots els punts θ P T on la funció f és cont́ınua.
Si, en canvi, f P LppTq amb 1 ď p ă 8, aleshores

lim
rÑ1´

}f ´ Pr ˚ f}LppTq “ 0.

Projecte 4.44 (Problema de Dirichlet). Explica com solucionar el problema de Dirichlet
al disc unitat

#

∆upzq “ 0 per z P D,
upeiθq “ fpθq per θ P T,

mitjançant el nucli de Poisson. Ž

Projecte 4.45 (Mètodes sumatoris i mitjanes). Demostra que si una successió és con-
vergent aleshores les seves mitjanes de Cesàro i les d’Abel convergeixen al mateix ĺımit.

Ž
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5 Funcions de quadrat integrable

En aquest caṕıtol tanquem un parell de temes. Veurem la convergència a L2pTq de les
sumes parcials de Fourier cap a f (Secció 5.1) i també la completesa de les funcions
trigonomètriques a L2pTq (Secció 5.3). Són dos problemes ı́ntimament relacionats, com
mostra una revisió de la geometria de L2pTq (Secció 5.2).

En el caṕıtol previ hem discutit la convergència puntual i uniforme de les sumes par-
cials a f . Hem vist en particular que la continüıtat no és suficient per garantir aquesta
convergència. Necessitem alguna cosa més, com per exemple que la funció tingui dues
derivades o que utilitzem les sumes de Cesàro en lloc de les parcials. Qualsevol d’aquestes
condicions ens garanteix la convergència uniforme.

En aquest caṕıtol estudiem la convergència en mitjana quadràtica o convergència en
L2pTq. Si f P L2pTq, veurem que SNf és el polinomi trigonomètric de grau menor o igual
a N que millor aproxima f en la norma L2pTq, és a dir que és la projecció ortogonal de
f al subespai de L2pTq format pels polinomis trigonomètrics de grau menor o igual a N .
L’energia o norma L2 de f es pot recuperar dels seus coeficients de Fourier mitjançant la
identitat de Parseval1, que és una versió en infinites dimensions del teorema de Pitàgores2.
Darrera de tota aquesta parrafada hi ha una frase que ho resumeix tot: les funcions
trigonomètriques teinθunPZ formen una base ortonormal de L2pTq.

Que les funcions trigonomètriques són ortonormals és immediat (veure Exercici 1.7).
El que cal tenir en compte aqúı és que la famı́lia teinθunPZ és completa, en el sentit que
generen L2pTq amb les seves combinacions lineals.

5.1 Resultats bàsics a L2pTq

A la Secció 2.2 hem introduit l’espai L2pTq de funcions de quadrat integrable en T com
l’espai de funcions f : TÑ C tal que tenen energia (o norma L2pTq) finita:

}f}L2pTq :“

ˆ

1

2π

ˆ π

´π
|fpθq|2 dθ

˙
1
2

ă 8.

De fet, en aquest espai identifiquem funcions que coincideixen g.p.t. arreu, tot i que
sovint ometem aquesta definició com a quocient i identifiquem una funció amb la seva
classe d’equivalència.

Abans de centrar-nos en les propietats geomètriques d’aquest espai de funcions fem un
resum dels resultats relacionats amb les sèries de Fourier.

1Marc-Antoine Parseval de Chênes, 1755–1836
2Pitàgores de Samos, 570–495 a.C.
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5 Funcions de quadrat integrable

Els coeficients de Fourier de f P L2pTq estan ben definits ja que L2pTq Ă L1pTq per la
desigualtat de Cauchy-Schwartz, aix́ı com les seves sumes parcials

SNfpθq :“
ÿ

|n|ďN

pfpnqeinθ

Teorema 5.1 (Convergència en mitjana quadràtica). Si f P L2pTq, aleshores les seves
sumes parcials de Fourier convergeixen a f en energia:

}f ´ SNf}L2pTq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

De fet, podem recuperar el quadrat de l’energia d’una funció f P L2pTq simplement
calculant el sumatori dels quadrats dels seus coeficients de Fourier, com mostra la identitat
de Parseval:

Teorema 5.2 (Identitat de Parseval). Si f P L2pTq, aleshores

}f}2L2pTq “
ÿ

nPZ
| pfpnq|2.

Exercici 5.3. Demostra que
ř8

1
1
n2 “

π2

6 usant la identitat de Parseval amb fpθq “ θ.
Obtén identitats similars per fpθq “ θ2 i fpθq “ θ3. Ž

Observació 5.4. A l’exercici anterior pots veure que la funció zeta de Riemann ζpsq “
ř8

1
1
ns pren valors ζp2jq “ pjπ

2j on pj P Q per j P t1, 2, 3u. En general això és cert per tot
j P N, però no se sap què passa pels imparells 2j`1. Se sap que ζp3q és irracional (Apéry,
1978), que hi ha infinits valors irracionals (Rivoal 2001) i que almenys un dels valors ζp5q,
ζp7q, ζp9q o ζp11q ho és. ‚

Demostrarem aquests resultats al llarg del caṕıtol. El Lema de Riemann-Lebesgue per
aquestes funcions se segueix immediatament de la identitat de Parseval.

L’espai de successions `2pZq (ela dos petita dels enters) es defineix com la col.lecció de
successions tanunPZ Ă C tals que

}tanunPZ}`2pZq :“

˜

ÿ

nPZ
|an|

2

¸
1
2

ă 8

Aix́ı doncs, la identitat de Parseval diu que f ÞÑ t pfpnqunPZ és una isometria entre L2pTq
i `2pZq.

Observació 5.5. Una conseqüència important de la taula 4.1 i de la completesa de la
base trigonomètrica és que tot operador acotat T : L2pTq Ñ L2pTq que commuti amb les
translacions, és a dir, que per tota f P L2pTq i tot h P R tinguem que τhpTfq “ T pτhfq,
diagonalitza al cantó de Fourier. Tot seguit intentarem donar un sentit a aquesta afirmació.
La moral de la història és que sempre que tinguem un problema invariant per translacions,
la transformada de Fourier pot ser una eina útil per resoldre’l.

64



5 Funcions de quadrat integrable

Un operador lineal a L2pTq queda determinat per la imatge dels elements de la base
enpθq “ einθ: si T penq “

ř

m bn,mem, aleshores donada una funció f “
ř

n anen tindrem
que Tf “

ř

n,m bn,manem. Podem entendre que an són les coordenades d’un vector i bn,m
la matriu (infinita) de l’aplicació lineal.

Suposem que l’operador commuta amb les translacions. Per un cantó, tenim que
τhpenqpθq “ einpθ´hq “ e´inhenpθq. Aix́ı

T pτhpenqq “
ÿ

n,m

bn,me
´inhem.

Per altra banda τhpTenqpθq “
ř

n,m bn,me
impθ´hq, és a dir que

τhpTenq “
ÿ

n,m

bn,me
´imhem.

Per la unicitat dels coeficients de Fourier, dedüım que

bn,me
´inh “ bn,me

´imh

per tots els valors possibles de h, n,m. Per tant, o bé n “ m o bé bn,m “ 0: aix́ı doncs,
l’operador T actua com una matriu diagonal al costat de les freqüències. Per tal que
l’operador sigui acotat, caldrà que la matriu tingui els coeficients uniformement acotats.

‚

5.2 Geometria dels espais de Hilbert

5.2.1 Definició i propietats elementals

Recordem que un espai de Hilbert3 és un espai vectorial H equipat amb un producte
escalar x¨, ¨y : H ˆ H Ñ C que és complet amb la norma indüıda pel producte escalar

}h}H “ xh, hy
1
2 , és a dir que si tenim una successió de Cauchy thnu

8
n“0 en la norma

indüıda, aleshores la successió convergeix a un ĺımit h P H en aquesta mateixa norma.
Diem que h és el ĺımit de hn en el sentit de H quan això ocorre, és a dir, quan

lim
nÑ8

}hn ´ h} “ 0.

Recordem també que un producte escalar x¨, ¨y : H ˆ H Ñ C és una forma lineal en la
primera variable, hermı́tica i definida positiva: per tot f, g, h P H i α, β P C tenim

xαf ` βg, hy “ αxf, hy ` βxg, hy, xf, gy “ xg, fy i xf, fy ą 0 si f ‰ 0.

Exercici 5.6. Demostra que les condicions anteriors impliquen que el producte escalar és
una forma sesquilineal (lineal en la primera variable i antilineal en la segona):

xα1f1 ` α2f2, β1g1 ` β2g2y “ α1β1xf1, g1y ` α1β2xf1, g2y ` α2β1xf2, g1y ` α2β2xf2, g2y,

Ž

3David Hilbert, 1862–1943
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5 Funcions de quadrat integrable

Exercici 5.7. Siguin f, g P H. Demostra que se satisfà:

1. La regla del paral.lelogram 2}f}2H ` 2}g}2H “ }f ` g}
2
H ` }f ´ g}

2
H .

2. El teorema de Pitàgores }f}2H`}g}
2
H “ }f ` g}

2
H sempre que f i g siguin ortogonals,

és a dir, tals que xf, gy “ 0.

3. La desigualtat de Cauchy-Schwarz |xf, gy| ď }f}H}g}H .

4. La desigualtat triangular }f ` g}H ď }f}H ` }g}H .

Ž

L’espai L2pTq és un espai vectorial amb la suma habitual i el producte de funcions per
escalars. La norma L2 està indüıda pel producte escalar

xf, gy :“
1

2π

ˆ π

´π
fpθqgpθq dθ,

en el sentit que }f}L2pTq “ xf, fy
1
2 .

Teorema 5.8. L’espai L2pTq és un espai de Hilbert.

Exercici 5.9. Demostra el teorema anterior. N’hi ha prou amb veure que tota successió
de Cauchy en la norma L2pTq té ĺımit al mateix espai de funcions. Per fer-ho, fes els
següents passos:

1. Tota successió de Cauchy tfnunPN té una parcial tfnkukPN tal que
›

›fnk ´ fnj
›

›

L2 ď

2´m si j, k ą m.

2. Pots suposar doncs que aquesta condició es compleix d’entrada. Prova que fn Ñ f
és equivalent a

ř8
n“0 gn “ f , on gn “ fn ´ fn´1 (prenem f´1 :“ 0).

3. En aquest cas tenim
ř8
n“0 }gn}L2 ă 8.

4. Usant la desigualtat de Minkowski

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“0

|gn|

›

›

›

›

›

L2

ď

8
ÿ

n“0

}gn}L2 ,

dedueix que la sèrie
ř8
n“0 gn és convergent g.p.t. arreu a una funció f .

5. Pel teorema de convergència dominada demostra que
›

›

›
f ´

řN
n“1 gn

›

›

›

L2

NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Ž
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5 Funcions de quadrat integrable

Observació 5.10. L’espai L2pTq coincideix amb la compleció de CpTq respecte a la norma
L2pTq. És a dir que L2pTq està format per les funcions cont́ınues i els ĺımits de successions
de Cauchy mòdul una relació d’equivalència (dues successions de Cauchy són equivalents
si “juntes” formen una successió de Cauchy), de la mateixa manera que R es pot construir
com a compleció de Q. Dit d’una altra manera, les funcions cont́ınues són denses a L2pTq.

‚

Exercici 5.11. Demostra que `2pZq és un espai de Hilbert amb el producte escalar

xtanunPZ, tbnunPZy “
ÿ

nPZ
anbn.

Pista: Cal veure que donada una successió de Cauchy de successions de `2pZq, cada
coordenada defineix una successió de Cauchy a C i aix́ı es pot definir la successió candidata
a ser el ĺımit de manera uńıvoca. Faltarà veure que la successió generada pertany a `2pZq
i que efectivament n’és el ĺımit. Ž

A continuació provem que el producte escalar és continu en un espai de Hilbert:

Proposició 5.12. Sigui tfnu
8
n“0 Ă H una successió de Cauchy i g P H. Aleshores

lim
nÑ8

xfn, gy “ x lim
nÑ8

fn, gy.

Demostració. En primer lloc observem que efectivament existeix un ĺımit f “ limnÑ8 fn
ja que l’espai és complet. Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz i la linealitat tenim

|xfn, gy ´ xf, gy| ď }fn ´ f}H}g}H
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Exercici 5.13. Siguin g, hk, f P H amb k P N tals que f “
ř8
k“1 hk en el sentit de H.

Demostra que
ř8
k“1xg, hky “ xg, fy. Pista: t

řn
k“1 hku

8
n“1 és una successió de Cauchy. Ž

Exercici 5.14. Sigui enpθq :“ einθ. Suposem que tanunPZ, tbnunPZ Ă C, i suposem també
que f “

ř

nPZ anen i g “
ř

nPZ bnen, on les igualtats les entenem en sentit de L2pTq.
Demostra que

xf, gy “
ÿ

nPZ
anbn.

En particular, demostra que }f}2L2pTq “
ř

nPZ |an|
2. Ž

Exercici 5.15. Suposa que tfλuλPΛ és una famı́lia ortogonal de funcions no nul.les de
L2pTq, amb un conjunt arbitrari d’́ındexs Λ. Demostra que per qualsevol subconjunt finit
J Ă Λ la famı́lia tfλuλPJ és linealment independent. Ž
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5 Funcions de quadrat integrable

5.2.2 Faḿılies ortonormals i bases

A l’Exercici 5.15 hem vist que l’ortogonalitat d’una famı́lia implica la independència lineal
dels seus membres. La intüıció ens diu que un conjunt ortonormal és en certa manera el
màxim de linealment independent possible. Si en un espai vectorial amb producte escalar
de dimensió finita N trobem una col.lecció de N funcions ortonormals, aleshores tenim
una base ortonormal de l’espai.

A l’Exercici 1.7 hem vist que les funcions trigonomètriques teinθunPZ formen un conjunt
ortonormal de funcions a L2pTq:

xein¨, eik¨y “ δn,k. (5.1)

Com que n’hi ha una quantitat infinita, dedüım que L2pTq és un espai de dimensió infinita.
De moment, però, no podem garantir que no hi hagi alguna funció de L2pTq que sigui
ortogonal a les funcions trigonomètriques. En altres paraules, encara no sabem si el
sistema de funcions trigonomètriques és complet. Resulta que la completesa del conjunt
de funcions trigonomètriques a L2pTq és equivalent a la convergència de la sèrie de Fourier
en mitjana quadràtica, i també és equivalent a la Identitat de Parseval.

Definició 5.16. Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal. Diem que la famı́lia tfnunPN
és completa (o que és un sistema ortonormal complet, o que tfnunPN forma una base
ortonormal) si tot element f P H es pot expressar com a sèrie dels elements de la base
convergent en la norma d’H. És a dir, si per cada f P H existeix tanunPN Ă C tal que

›

›

›

›

›

f ´
N
ÿ

n“1

anfn

›

›

›

›

›

H

NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

També escrivim que f “
ř8
n“1 anfn en el sentit de H. ‚

Els coeficients an queden uńıvocament determinats pel producte de f amb els elements
de la base:

Lema 5.17 (Unicitat dels coeficients). Si tfnunPN és una base ortonormal de H i si f P H,
aleshores existeix tanunPN Ă C tal que f “

ř8
n“1 anfn en el sentit de H, i els coeficients

han de ser an “ xf, fny per tot n P N.

Demostració. Sigui f “
řN
n“1 anfn. Aleshores

xf, fny “ x
8
ÿ

k“1

akfk, fny
ex. 5.13
“

8
ÿ

k“1

akxfk, fny “ an.

5.2.3 Projecció ortogonal

Definició 5.18. Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal. Aleshores definim la projecció
ortogonal

πNf :“
N
ÿ

n“1

xf, fnyfn.

‚
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5 Funcions de quadrat integrable

Notem que en el cas de H “ L2pTq, aleshores la famı́lia teinθunPZ és ortonormal i
indexant f2n “ einθ i f2n`1 “ e´inθ, obtenim que tfkukPN és un sistema ortonormal i
SN “ π2N és també una projecció ortogonal.

Lema 5.19. Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal. Donada f P H, la funció
pf ´ πNfq és ortogonal a l’espai generat per tfnu

N
n“0.

En particular, donada f P L2pTq, la funció pf ´ SNfq és ortogonal als polinomis trigo-
nomètrics de grau menor o igual que N .

Demostració. Vegem primer que és ortogonal als elements de la base, és a dir, que per
n ď N tenim

xf ´ πNf, fny “ 0, (5.2)

o, dit d’una altra manera, que
xf, fny “ xπNf, fny.

Notem que per la linealitat del producte escalar

xπNf, fny “ x
N
ÿ

k“1

xf, fkyfk, fny “
N
ÿ

n“1

xf, fkyxfk, fny “
N
ÿ

n“1

xf, fkyδn,k “ xf, fny,

i se segueix (5.2).
Ara per qualsevol combinació lineal

řN
n“0 cnfn, tenim

xf ´ πNf,
N
ÿ

n“0

cnfny “
N
ÿ

n“0

cnxf ´ πNf, fny
(5.2)
“ 0

Lema 5.20. Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal. Si f P H, llavors

}f}2H “ }f ´ πNf}
2
H `

ÿ

nďN

|xf, fny|
2.

En particular, si f P L2pTq, aleshores

}f}2L2pTq “ }f ´ SNf}
2
L2pTq `

ÿ

|n|ďN

| pfpnq|2.

Demostració. Pel Teorema de Pitàgores només cal comprovar que

}πNf}H “
ÿ

nďN

|xf, fny|
2.

Efectivament,

}πNf}H “ xπNf, πNfy
Ex. 5.6
“

ÿ

nďN

ÿ

kďN

xf, fnyxf, fkyxfn, fky “
ÿ

nďN

xf, fnyxf, fny.
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5 Funcions de quadrat integrable

Observació 5.21. El lema anterior demostra que per tota famı́lia ortonormal tfnunPN Ă
H, és equivalent que la famı́lia sigui completa (i, per tant, una base de H) i que se satisfaci
la identitat de Plancherel

}f}2H “
8
ÿ

n“1

|xf, fny|
2. (5.3)

Notem que la identitat de Plancherel en el cas de H “ L2pTq i fn “ einθ és precisament
la identitat de Parseval.

Hi ha una tercera condició equivalent: tfnu
K
nPN “ t0u, és a dir, per tota f P H, si

fKtfnunPN aleshores f “ 0. Vegeu [PW12, Teorema 5.31]. ‚

Una conseqüència immediata de l’anterior lema és la desigualtat de Bessel:

Lema 5.22 (Desigualtat de Bessel). Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal. Si f P H,
aleshores

ÿ

nPN
|xf, fny|

2 ď }f}2H .

Notem que la igualtat en el darrer lema (Identitat de Plancherel) s’assoleix precisament
quan el sistema és complet. En el cas H “ L2pTq, aquesta identitat s’anomena identitat
de Parseval, i quedarà demostrada quan veiem que els “monomis” trigonomètrics formen
un sistema complet.

La suma parcial de Fourier SNf és la projecció ortogonal de la funció f en el subespai
PN pTq de polinomis trigonomètrics de grau menor o igual a N . En particular, de tots els
polinomis de grau menor o igual a N , la suma parcial N -èsima és el que millor aproxima
f en la norma L2pTq:

Lema 5.23 (Lema de la millor aproximació). Sigui tfnunPN Ă H una famı́lia ortonormal
i sigui f P H. Aleshores per cada N ě 0 i per tot P “

řN
n“0 cnfn tenim

}f ´ πNf}H ď }f ´ P }H .

La igualtat és equivalent a P “ πNf .
En particular, si f P L2pTq. Aleshores per cada N ě 0 i per tot P P PN pTq tenim

}f ´ SNf}L2pTq ď }f ´ P }L2pTq.

La igualtat és equivalent a P “ SNf .

Demostració. Efectivament,

}f ´ P }2H “

›

›

›

›

›

f ´
ÿ

nďN

cnfn ´ πNf ` πNf

›

›

›

›

›

2

H

L. 5.19
“ }f ´ πNf}

2
H `

›

›

›

›

›

πNf ´
ÿ

nďN

cnfn

›

›

›

›

›

2

H

ě }f ´ πNf}
2
H .

Notem que la igualtat només s’assoleix si
›

›

›

›

›

πNf ´
ÿ

nďN

cnfn

›

›

›

›

›

2

H

“ 0,
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5 Funcions de quadrat integrable

és a dir, si i només si

0 “

›

›

›

›

›

ÿ

nďN

pxf, fnyfn ´ cnfnq

›

›

›

›

›

2

H

“
ÿ

nďN

}xf, fnyfn ´ cnfn}
2
H

Ex 5.7.2
“

ÿ

nďN

pxf, fny ´ cnq
2}fn}

2
H .

La darrera suma s’anul.la si i només si tots els coeficients són zero, és a dir si P “ πNf .

5.3 Completesa del sistema trigonomètric

5.3.1 Convergència quadràtica per a funcions de quadrat integrable

Tot seguit, combinant el teorema de Féjer amb el lema de la millor aproximació obtenim
la completesa del sistema trigonomètric:

Demostració del teorema 5.1. Pel Lema de la millor aproximació 5.23 tenim que

}f ´ SNf}L2pTq ď }f ´ σNf}L2pTq
T. 4.34
ÝÝÝÝÑ
NÑ8

0.

5.3.2 Identitat de Parseval

A continuació demostrem la identitat de Parseval:

Demostració del Teorema 5.2. Pel Lema 5.20, si f P L2pTq, aleshores

}f}2L2pTq “ }f ´ SNf}
2
L2pTq `

ÿ

|n|ďN

| pfpnq|2.

La sèrie de la dreta és convergent ja que els termes són positius i està acotada per }f}2L2pTq.
Obtenim que

ÿ

nPZ
| pfpnq|2 “ lim

NÑ8

ÿ

|n|ďN

| pfpnq|2 “ lim
NÑ8

´

}f}2L2pTq ´ }f ´ SNf}
2
L2pTq

¯

T.5.1
“ }f}2L2pTq.

Projecte 5.24 (El problema isoperimètric). Demostra que el cercle és la figura amb un
peŕımetre fixat que cobreix més superf́ıcie. Ž
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6 Un passeig per la transformada de Fourier
discreta

En aquest caṕıtol posem en solfa els coneixements adquirits en els caṕıtols anteriors per
desenvolupar la teoria de Fourier en un context de dimensió finita, molt més senzill.

En aquest cas, la base trigonomètrica discreta de CN és un conjunt particular de N
vectors ortonormals, que formen una base automàticament. La transformada de Fourier
discreta (DFT per les seves inicials en anglès) és la transformació lineal que assigna a cada
vector v P CN els seus coeficients en la base trigonomètrica. Moltes de les propietats de les
sèries de Fourier seguiran estant presents en aquest context, però ens estalviem els detalls
i reptes dels espais infinit-dimensionals. Ja no hi ha ni integrals ni sumes infinites, sinó
transformacions lineals d’espais de dimensió finita. Aix́ı, ens calen només eines bàsiques
d’àlgebra lineal.

Per aplicacions pràctiques, aquesta teoria finita és la més indicada, ja que els ordinadors
treballen amb vectors finits. La DFT d’un vector donat s’obté aplicant una certa matriu
N ˆN a v, i la DFT inversa consisteix en aplicar la matriu invertida.

Un algorisme és bo si pot ser executat de manera eficient. Reduir el nombre d’operacions
necessàries pot reduir dràsticament el temps de computació necessari per executar l’algo-
risme, incrementant-ne l’eficiència. Sorprenentment, la DFT es pot implementar amb un
algorisme anomenat transformada ràpida de Fourier (FFT per les inicials en anglès) que
té ordre N log2N operacions, mentre que el càlcul directe donaria ordre N2.

6.1 Sèries de Fourier i base de Fourier discreta

Tot seguit recordem els ingredients de la teoria de les sèries de Fourier.

6.1.1 Repàs de sèries de Fourier

a) A cada funció integrable f : T Ñ C li podem associar la successió t pfpnqunPZ Ă C.
Aquests nombres coneguts com a coeficients de Fourier de f venen donats per la
fórmula

pfpnq :“
1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθ dθ per n P Z.

b) Les components de les sèries de Fourier són les funcions trigonomètriques en : T Ñ C
donades per

enpθq “ einθ, on n P Z i θ P T.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

S’anomenen trigonomètriques en lloc d’exponencials per a emfasitzar la connexió amb
sinus i cosinus donada per la fórmula d’Euler einθ “ cosnθ` i sinnθ. Aix́ı, el coeficient
de Fourier n-èsim es pot escriure en termes del producte escalar de L2

pfpnq :“
1

2π

ˆ π

´π
fpθqenpθq dθ “: xf, eny.

c) La sèrie de Fourier associada a f és la sèrie doblement infinita (sumada de ´8 a 8)
formada sumant els productes dels n-èsims coeficients de Fourier amb les n-èsimes
funcions trigonomètriques:

fpθq „
8
ÿ

n“´8

pfpnqeinθ “
8
ÿ

n“´8

xf, enyenpθq.

Usem el śımbol „ en lloc de la igualtat per remarcar que en un punt donat θ la sèrie
podria no convergir i, de fet, pot no convergir enlloc.

d) El conjunt tenunPZ de les funcions trigonomètriques constitueix una base ortonormal
per l’espai L2pTq de funcions de quadrat integrable a T. Aqúı ortonormal es refereix
al producte escalar de L2pTq. En particular tota funció f P L2pTq coincideix amb
la seva sèrie de Fourier a L2pTq o equivalentment les sumes parcials de Fourier SNf
convergeixen a f en la norma de L2pTq, on SNfpθq “

ř

|n|ďN
pfpnqeinθ:

lim
NÑ8

}f ´ SNf}L2pTq “ 0.

També l’energia, o norma L2pTq, coincideix amb la norma `2pZq de la successió dels
coeficients de Fourier, és a dir que es compleix la identitat de Parseval:

}f}2L2pTq “
8
ÿ

n“´8

| pfpnq|2.

És més, la suma parcial de Fourier SNf és la projecció ortogonal al subespai tancat
PN pTq dels polinomis trigonomètrics d’ordre menor o igual a N . En particular, SNf
és la millor aproximació de f al subespai PN pTq en la norma L2pTq.

6.1.2 Base de Fourier discreta

A continuació presentem els resultats anàlegs en el context discret. Al llarg del caṕıtol
considerem un enter positiu N fixat, i escrivim ω :“ e2πi{N . Recordem que ZN “

Z{pNq :“ t0, 1, ¨ ¨ ¨ , N ´ 1u, on estem identificant els nombres enters amb les seves clas-
ses mòdul N . Recordem que el supeŕındex T indica transposada. Per exemple escrivim
v “ rz0, ¨ ¨ ¨ , zN´1s

T per denotar que v és un vector columna.

a) A cada vector v “ rz0, ¨ ¨ ¨ , zN´1s
T P CN li podem associar un segon vector pv “

ra0, ¨ ¨ ¨ , aN´1s
T P CN . El vector pv s’anomena transformada discreta de Fourier de v.

Les coordenades de la transformada discreta de Fourier venen donades per la fórmula

an “ pvpnq :“
1
?
N

N´1
ÿ

k“0

zkω
´kn “

1
?
N

N´1
ÿ

k“0

zke
´ 2πikn

N per n P ZN .
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

b) Les components de la DFT són les N funcions trigonomètriques discretes en : ZN Ñ C
donades per

enpkq :“
1
?
N
ωkn per k P ZN ,

on n P ZN . Aix́ı el coeficient n-èsim de Fourier de v es pot escriure en termes del
producte escalar a CN com

an “ pvpnq “
N´1
ÿ

k“0

zkenpkq “: xv, eny.

c) El vector original es pot determinar sabent la seva DFT. La coordenada k-èsima de v
ve donada per

vpkq :“ zk “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

pvpnqωkn “
N´1
ÿ

n“0

xv, enyenpkq.

d) El conjunt tenunPZN constitueix una base ortonormal per l’espai CN respecte al pro-
ducte escalar estàndard, i es compleix el teorema de Pitàgores

}v}2`2pZN q “ }v}
2
CN “

N´1
ÿ

n“0

|pvpnq|2.

En aquest sentit la norma d’un vector v a CN és la mateixa que la de la seva transfor-
mada discreta de Fourier pvpnq.

Notem que considerar els ı́ndexs a l’espai ZN té tot el sentit, ja que donats n, j P Z,
aleshores, per exemple, tenim

pvpn` jNq “
1
?
N

N´1
ÿ

k“0

zke
´2πikpn`jNq{N “

1
?
N

N´1
ÿ

k“0

zke
´2πikn{Ne´2πijk

“
1
?
N

N´1
ÿ

k“0

zke
´2πikn{N “ pvpnq.

Ens hem referit a l’espai de Hilbert CN amb el producte escalar estàndard com l’espai
`2pZN q per emfasitzar la similitud amb l’espai de Hilbert L2pTq. De fet, `2pZN q es pot
entendre també com un espai de funcions de quadrat sumable, sempre que identifiquem
els vectors v P CN amb funcions v : ZN Ñ C que a cada ı́ndex n li assignen el valor vpnq
de la seva coordenada corresponent. Aquesta identificació ja l’hem feta impĺıcitament en
la notació introdüıda més amunt.

Al canviar la dimensió el nombre ω canvia, aix́ı com els vectors en. Seria més correcte,
però farragós, escriure ωN i eNn , però no ho farem per mantenir el paper net i ordenat, que
no és un detall menor. És feina del lector tenir present aquesta subtilesa.

Tot seguit presentem un parell d’exemples.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Exemple 6.1 (Base ortonormal de Fourier per C5). Sigui N “ 5, és a dir que ω “ e2πi{5.
Aleshores tenim els vectors ortogonals dos a dos

f0 “

»

—

—

—

—

–

1
1
1
1
1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, f1 “

»

—

—

—

—

–

1
ω
ω2

ω3

ω4

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, f2 “

»

—

—

—

—

–

1
ω2

ω4

ω
ω3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, f3 “

»

—

—

—

—

–

1
ω3

ω
ω4

ω2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

, f4 “

»

—

—

—

—

–

1
ω4

ω3

ω2

ω

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

Dividint per la longitud
?

5 obtenim la base ortonormal teku
4
k“0:

ek “
1
?

5
fk.

♦

Rez

Imz

ω0

ω1

ω2

ω3

ω4

Rez

Imz

ω0

ω1
ω2

ω3

ω4

ω5

ω6

ω7

Figura 6.1: Arrels de la unitat per N “ 5 i N “ 8.

Exemple 6.2 (Base ortonormal de Fourier per C8). Sigui N “ 8, és a dir que ω “ eπi{4.
Aleshores tenim els vectors ortogonals dos a dos

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
1
1
1
1
1
1
1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω1

ω2

ω3

ω4

ω5

ω6

ω7

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω2

ω4

ω6

ω0

ω2

ω4

ω6

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω3

ω6

ω1

ω4

ω7

ω2

ω5

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω4

ω0

ω4

ω0

ω4

ω0

ω4

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω5

ω2

ω7

ω4

ω1

ω6

ω3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω6

ω4

ω2

ω0

ω6

ω4

ω2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

ω0

ω7

ω6

ω5

ω4

ω3

ω2

ω1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

és a dir
»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
1
1
1
1
1
1
1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
ω
i
ω3

´1
ω5

´i
ω7

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
i
´1
´i
1
i
´1
´i

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
ω3

´i
ω
´1
ω7

i
ω5

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
´1
1
´1
1
´1
1
´1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
ω5

i
ω7

´1
ω
´i
ω3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
´i
´1
i
1
´i
´1
i

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1
ω7

´i
ω5

´1
ω3

i
ω

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Dividint per la longitud
?

8 obtenim la base ortonormal teku
7
k“0:

ek “
1
?

5
fk.

Notem que en aquest cas que N no és primer, surten patrons que en el cas anterior no es
donaven. ♦

Exercici 6.3. Verifica que teku
N´1
k“0 és una base ortonormal a CN .

Pista: Els nombres ωk “ e2πik{N són les N arrels de la unitat, és a dir, les solucions
de zN “ 1. Com que zN ´ 1 “ pz ´ 1qpzN´1 ` ¨ ¨ ¨ ` z ` 1q, dedüım que per k ‰ 0
ωN´1
k ` ¨ ¨ ¨ ` ωk ` 1 “ 0. Ž

Fem unes quantes observacions. En primer lloc, en el context discret trobem una si-
metria que en el cas de les sèries de Fourier no existia, i és que la transformada discreta
de Fourier està en el mateix espai vectorial que el vector original. Als propers caṕıtols
desenvoluparem la transformada de Fourier, que transforma funcions de quadrat integrable
f P L2pRq en funcions de quadrat integrable. Ens trobem doncs que el senyal transformat
és del mateix tipus que el senyal original. De fet es pot dir el mateix de la classe de
Schwartz i de les distribucions temperades, com veurem.

En segon lloc, com dèiem, podem identificar els vectors com a funcions v : ZN Ñ C.
Amb aquesta notació, la DFT es pot escriure com

pvpmq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

vpnqe´2πinm{N .

En tercer lloc, no hi ha cap problema de convergència de sèries ja que tots els sumatoris
són finits. Aix́ı, totes les subtileses dels caṕıtols anteriors es poden aparcar.

En quart lloc, en el cas discret també tenim la identitat de Plancherel (o de Parseval)

N´1
ÿ

n“0

|vpnq|2 “
N´1
ÿ

n“0

|pvpnq|2,

és a dir
}v}2`2pZN q “ }pv}

2
`2pZN q.

Aqúı la norma és la norma euclidiana indüıda pel producte escalar complex, és a dir
l’arrel quadrada de la suma dels quadrats dels mòduls de les coordenades del vector, que
coincideix amb l’arrel del producte escalar de v pel seu conjugat.

Exercici 6.4. Demostra la identitat de Parseval discreta. Ž

De la mateixa manera que passava amb els coeficients de Fourier, la identitat de Parseval
ens revela que la DFT preserva l’energia del senyal original. Quan treballem transformades
de Fourier a R veurem que es compleix el mateix principi.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Observació 6.5. Alguns autors utilitzen la base ortogonal tf0, ¨ ¨ ¨ , fN´1u definida per
fl “

?
Nel en lloc de la base ortonormal telulPZN . Això presenta l’avantatge computacional

de no haver d’utilitzar una arrel quadrada cada vegada, cosa que alenteix els càlculs.
Aleshores apareix un factor 1

N en la definició dels coeficients i a la identitat de Parseval
(però no a la fórmula de reconstrucció). Podŕıem entendre que tflulPZN és una base
ortonormal pagant el preu d’utilitzar el producte escalar normalitzat

xv, wynor :“
1

N

N´1
ÿ

n“0

vpnqwpnq.

Aquesta convenció és similar a la que hem agafat al tractar L2pTq, on hem afegit el factor
1

2π en la definició de producte escalar. En aquests apunts farem ús del producte escalar
estàndard en lloc del normalitzat. El lector queda advertit de la importància de comprovar
sempre la normalització que s’està fent servir en tractar amb l’anàlisi de Fourier. ‚

6.2 Bases duals a CN

Abans de discutir la transformada discreta de Fourier amb més detall, anem a repassar
alguns resultats d’àlgebra lineal sobre bases.

Definició 6.6. Una base és un conjunt de N vectors tv1, ¨ ¨ ¨ , vNu tal que cada vector
v P CN pot ser escrit de manera uńıvoca com a combinació lineal dels elements de la base:
podem trobar nombres aj P CN tals que

v “ a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNvN . (6.1)

‚

Notem que comptar de 1 a N o de 0 a N ´1 és el mateix. En el cas de la DFT preferim
usar normalment la segona notació perquè se simplifiquen algunes fórmules.

Sigui B la matriu N ˆN que té per columna j-èsima el vector j-èsim. Escrivim

B “

»

–

| |

v1 ¨ ¨ ¨ vN
| |

fi

fl . (6.2)

Amb aquesta notació podem representar la combinació lineal (6.1) com

v “ Ba, on a “ ra1, a2, ¨ ¨ ¨ , aN s
T .

Notem que a és un vector columna ja que hem usat la T per denotar transposició.

Teorema 6.7. Els següents enunciats són equivalents:

1. Un conjunt de N vectors tvju
N
j“1 és una base de CN .

2. Els vectors tvju
N
j“1 són linealment independents. És a dir que si Ba “ 0 aleshores

a “ 0.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

3. La matriu B definida a (6.2) és invertible. Per tant podem trobar els coeficients
aj P CN mitjançant la fórmula a “ B´1v.

Donda una base tvju
N
j“1 de CN definim la matriu invertible B amb l’equació (6.2) i

denotem wi el conjugat complex de la fila i-èsima de la matriu B´1, és a dir que

B´1 “

»

—

–

´ w1 ´
...

´ wN ´

fi

ffi

fl

. (6.3)

Les ĺınies horitzontals serveixen per emfasitzar que wj són vectors i no escalars. Obtenim
doncs

B´1v “

»

—

–

´ w1 ´
...

´ wN ´

fi

ffi

fl

»

—

–

vp1q
...

vpNq

fi

ffi

fl

“

»

—

–

xv, w1y
...

xv, wNy

fi

ffi

fl

quan v “ rvp1q, ¨ ¨ ¨ , vpnqsT .

Exercici 6.8. Verifica la fórmula anterior. Ž

Com hem vist abans, els coeficients de v en la base tviu
N
i“1 són exactament les coordena-

des del vector B´1v. Per tant, no només estan uńıvocament determinats, sinó que tenim
un algorisme per trobar-los:

aj “ xv, wjy.

El conjunt de vectors wj s’anomena la base dual de tviu
N
i“1. Per tal de calcular els

coeficients d’un vector v en la base original n’hi ha prou amb calcular-ne els productes
escalars amb els elements de la base dual.

Exercici 6.9. Demostra que qualsevol base tviu
N
i“1 amb dual twiu

N
i“1 compleix la condició

d’ortonormalitat
xvk, wjy “ δk,j .

A més a més, demostra que v “
řN
j“1xv, wjyvj “

řN
j“1xv, vjywj . Ž

En particular, si la base és ortonormal, aleshores la base dual coincideix amb la base
original. Equivalentment, B´1 “ BT .

Definició 6.10. Una matriu N ˆN que té per columnes una base ortonormal s’anomena
matriu unitària. ‚

Les matrius unitàries sempre són invertibles. La inversa d’una matriu unitària U , com
hem vist, coincideix amb la conjugada de la transposada d’U , és a dir

U´1 “ UT .

Exercici 6.11. Sigui U una matriu unitària. Demostra que U conserva el producte escalar
de CN i la norma `2pZN q. En particular, U és una isometria. Ž
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

6.3 Transformada de Fourier discreta i la seva inversa

No és massa complicat de veure que l’aplicació que transforma v en pv és lineal. L’anome-
nem transformada discreta de Fourier.

Definició 6.12. La matriu de Fourier FN és la matriu d’entrades

FN pm,nq “ e2πimn{N per m,n P ZN .

Les columnes de FN s’anomenen vectors ortogonals de Fourier (que no ortonormals) i els
denotem com tf0, f1, ¨ ¨ ¨ , fN´1u. ‚

La matriu de Fourier és simètrica, en el sentit que F TN “ FN .

Exemple 6.13. Heus aqúı la matriu de Fourier per N “ 8:

F8 “

»

—

—

—

—

—

—

—

—

—

—

–

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ω i ω3 ´1 ω5 ´i ω7

1 i ´1 ´i 1 i ´1 ´i
1 ω3 ´i ω ´1 ω7 i ω5

1 ´1 1 ´1 1 ´1 1 ´1
1 ω5 i ω7 ´1 ω ´i ω3

1 ´i ´1 i 1 ´i ´1 i
1 ω7 ´i ω5 ´1 ω3 i ω

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

.

♦

La DFT està completament determinada per la matriu de Fourier. Concretament,

pv “
1
?
N
FNv.

Notem que la matriu 1?
N
FN és unitària, ja que les seves columnes formen una base orto-

normal. Per tant
ˆ

1
?
N
FN

˙´1

“
1
?
N
F TN “

1
?
N
FN ,

i podem recuperar v sabent pv de la següent manera:

v “
1
?
N
FNpv.

Aix́ı doncs, en el context de dimensió finita, la transformada de Fourier és un canvi de
base ortogonal de la base estàndard a la base de Fourier!

Exercici 6.14. Demostra que 1
NFNFN “

1
NFNFN “ IN , on IN denota la identitat en les

matrius N ˆN . Ž

Exercici 6.15. Demostra que donats v, w P CN , aleshores xpv, pwy “ xv, wy. Recorda que,
en notació matricial, xv, wy :“ vTw. Ž
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Exercici 6.16. Definim la convolució de v, w P CN com

v ˚ wpnq :“
1
?
N

N´1
ÿ

k“0

vpkqwpn´ kq.

Demostra que zv ˚ wpkq “ pvpkq pwpkq. Notem que els ı́ndexs estan definits com a classes de
ZN i, per tant, estem usant la convenció vp´nq :“ vpN ´ nq quan 0 ď n ă N . Ž

A l’hora de computar el nombre d’operacions significatives que implica un algorisme,
les addicions, les permutacions i les multiplicacions per 1 o per 0 no compten (però les
multiplicacions per ´1 śı). Com que les matrius FN i FN són matrius sense zeros (i amb
relativament pocs uns), multiplicar un vector per una d’aquestes matrius representa fer un
total d’aproximadament N2 operacions significatives. Diem que l’algorisme té ordre N2.
No obstant, es pot fer el mateix càlcul d’una manera molt més eficient: amb l’algorisme
FFT.

6.4 La transformada ràpida de Fourier (FFT)

Els anys seixanta de la dècada passada (mentre la humanitat arribava a la lluna i a
Espanya la dictadura començava a donar t́ımides mostres d’obertura, com la creació de
les universitats autònomes de Madrid i Barcelona) Cooley1 i Tukey2 van idear l’algorisme
transformada ràpida de Fourier (FFT per les inicials de l’anglès Fast Fourier Transform).
Aquest algorisme fa ús d’un mecanisme enginyós de factorització de matrius explotant
l’estructura particular de la matriu de Fourier que redueix el nombre de multiplicacions
necessàries de N2 a N log2N . Aquesta millora va revolucionar el camp del processament
digital del senyal. De fet el seu article és un dels articles matemàtics més citats de la
segona meitat del segle XX.

És interessant observar que a principis del segle XIX Gauss ja havia trobat un algorisme
molt similar per calcular els coeficients dels polinomis trigonomètrics. En aquella època
ni les matrius ni el processament digital del senyal es podien anticipar...

Matemàticament, la FFT es basa en factoritzar FT com a producte de matrius esparses,
és a dir matrius que tenen molts zeros. Il.lustrem aquest principi en dimensió N “ 4:

Exemple 6.17. El conjugat de F4 es pot escriure com a producte de matrius esparses de
la següent manera:

F4 “

»

—

—

–

1 0 1 0
0 1 0 ´i
1 0 ´1 0
0 1 0 i

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

1 1 0 0
1 ´1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 ´1

fi

ffi

ffi

fl

»

—

—

–

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

fi

ffi

ffi

fl

“: DBS.

Observem que la primera matriu, D, està formada per quatre matrius diagonals 2 ˆ 2,
dues de les quals són la identitat. La segona matriu, B, està formada per dues matrius

1James Cooley, 1926–2016
2John Wilder Tukey, 1915–2000
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

2ˆ 2 que són, de fet, còpies de F2. La tercera matriu, S, és una matriu de permutació: al
multiplicar SA per una matriu quadrada A, en resulta una matriu rA amb la segona fila i
la tercera permutades. ♦

La idea de la FFT queda completament dibuixada amb l’exemple anterior. Es tracta
d’un mètode recursiu per obtenir FN com a producte d’una matriu BN

1 amb dues còpies
de FN{2 per una matriu DN

1 formada per quatre blocs diagonals i una tercera matriu SN1
de permutacions:

FN “ DN
1 B

N
1 S

N
1 .

Aix́ı, en aquest pas s’hauran de fer N productes (els corresponents a la matriu formada
per blocs diagonals). Aplicant recursivament aquesta factorització, en cas que N sigui
una potència 2k de dos, obtindrem un total de k matrius de blocs diagonals on només
N coordenades seran diferents de 0 o 1, i la resta seran matrius de permutació (que es
poden ajuntar per crear una única matriu de permutació). Aix́ı, en lloc de multiplicar
per FN , multiplicarem pels seus factors d’un en un, resultant un total de kN “ N log2N
multiplicacions. Tot seguit donem més detalls d’aquest argument recursiu. Notem que si
N no és una potència de 2, aleshores podem afegir les coordenades necessàries als vectors
per arribar a aquesta dimensió, omplint de zeros les coordenades creades. Aix́ı doncs
suposarem sempre que N és una potència de 2.

Per donar sentit a la reducció anterior, comencem per reescriure

pvpmq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

vpnqe
´2πimn

N (6.4)

com a combinació lineal de dues sumes Am i Bm amb la mateixa estructura que la suma
inicial. Per fer-ho, separem els termes parells i imparells:

pvpmq
(6.4)
“

1
?
N

N{2´1
ÿ

n“0

vp2nqe
´2πimp2nq

N `
1
?
N

N{2´1
ÿ

n“0

vp2n` 1qe
´2πimp2n`1q

N

“

N{2´1
ÿ

n“0

vp2nq
?
N

e
´2πimn
N{2 ` e

´2πim
N

N{2´1
ÿ

n“0

vp2n` 1q
?
N

e
´2πimn
N{2 “: Am ` e

´πim
N{2 Bm. (6.5)

El punt clau és adonar-se que pvpmq i pvpm`N{2q presenten una certa simetria en termes
de Am i Bm:

pv

ˆ

m`
N

2

˙

(6.4)
“

1
?
N

N{2´1
ÿ

n“0

v p2nq e
´2πipm`N{2qp2nq

N `
1
?
N

N{2´1
ÿ

n“0

vp2n` 1qe
´2πipm`N{2qp2n`1q

N

“

N{2´1
ÿ

n“0

e´2πin vp2nq?
N

e
´2πimn
N{2 ` e

´2πim
N

N{2´1
ÿ

n“0

e´2πipn`1{2q vp2n` 1q
?
N

e
´2πimn
N{2

(6.5)
“ Am ´ e

´πim
N{2 Bm, (6.6)

on hem usat que e´2πin “ 1 i e´2πipn`1{2q “ e´πi “ ´1 per tot n P N.
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

Aix́ı hem redüıt a la meitat el nombre d’operacions necessàries, ja que calculant Am i
Bm obtenim dos termes de la DFT en lloc d’un. Passant al llenguatge de matrius, el que
hem fet és primer reordenar les coordenades del vector posant primer les parelles i després
les senars. Això es correspon a multiplicar per una matriu

SN1 :“

„

ParellN{2
SenarN{2,



on ParellM és la matriu M ˆ 2M corresponent a eliminar les files senars a la identitat i
SenarM és la matriu M ˆ 2M corresponent a eliminar les files parelles a la identitat. Tot
seguit notem que Am correspon a la transformada de Fourier de dimensió N{2 aplicada
a les coordenades parelles i Bm correspon a les senars. Aix́ı doncs obtenim una segona
matriu

BN
1 :“

„

FN{2 0N{2
0N{2 FN{2



,

on 0M és una matriu nul.la M ˆM . Finalment, el resultat Am de les coordenades senars
se suma tant a les posicions 0 ď m ă N{2 (freqüències positives) com a les N{2 ď m ă N

(freqüències negatives, si pensem en ZN !!!), mentre que el Bm cal multiplicar-lo per e
´πim
N{2

en les freqüències positives i per ´e
´πim
N{2 en les negatives. Això es correspon a multiplicar

per la matriu

DN
1 :“

„

IN{2 DN{2

IN{2 ´DN{2,



on IM és la matriu identitat M ˆ M i DM és la matriu diagonal M ˆ M que pren
coordenades DM pm,mq “ e´πim{M . Dit d’una altra manera, els termes de la diagonal són
les arrels M -èsimes de la unitat.

Exercici 6.18. Assegura’t que les equacions (6.5) i (6.6) es tradueixen en

FN “ DN
1 B

N
1 S

N
1 . (6.7)

Ž

Exercici 6.19. Escriu la descomposició de F8 com a producte de matrius

F8 “ DN
1 B

N
1 S

N
1 ,

fent servir (6.7). Aplicant (6.7) de manera recursiva, mira d’aconseguir una descomposició

F8 “ D8
1D

8
2B

8
2S

8
2S

8
1 ,

on

SN2 :“

«

S
N{2
1 0N{2

0N{2 S
N{2
2

ff

,

BN
2 :“

«

B
N{2
1 0N{2

0N{2 B
N{2
1

ff

,
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6 Un passeig per la transformada de Fourier discreta

DN
2 :“

«

D
N{2
1 0N{2

0N{2 D
N{2
1

ff

.

Ž

Projecte 6.20 (Algorisme FFT). Crea un algorisme FFT amb el llenguatge de progra-
mació que prefereixis. Utilitza’l per multiplicar dos polinomis. Ž

Projecte 6.21 (Dibuixar amb epicicles). Crea una animació amb epicicles per generar
una il.lustració. Ž

Projecte 6.22 (Espectrograma). Crea una interf́ıcie amb Processing.org o algun progra-
mari similar per generar un espectrograma. Ž

Projecte 6.23 (Grups abelians finits). Explica l’anàlisi de Fourier en grups abelians finits.
Ž
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7 La transformada de Fourier com a integral

La idea clau de l’anàlisi harmònica consisteix en expressar una funció o senyal com a
superposició de funcions més simples i ben conegudes. Hem vist ja com dur a terme
aquesta idea en el cas de funcions definides a T i en el cas de vectors de dimensió finita.
Tot seguit desenvoluparem el tercer i últim bloc del curs, on parlem de l’anàlisi de Fourier
per funcions de variable real f : R Ñ C. Es tracta de la transformada de Fourier, que
expressa funcions no periòdiques com a integral de funcions trigonomètriques.

Definirem la transformada de Fourier a l’espai L1pRq, i n’explorarem la teoria fins que
ens trobem amb les limitacions que té en aquest espai.

Al següent caṕıtol canviarem el focus d’atenció cap a un context favorable, on totes
les funcions tenen un comportament exemplar, una mena de parad́ıs. Definirem la classe
de Schwartz de funcions suaus amb decäıment superpolinomial. Farem també l’extensió
a L2pRq i fins i tot a una classe de funcions generalitzades anomenades distribucions
temperades, i estudiarem diverses propietats de la transformada de Fourier en aquests
espais.

7.1 De les sèries de Fourier a les integrals de Fourier

Com hem vist, les sèries de Fourier tradicionals expressen funcions periòdiques suficient-
ment regulars com a suma d’harmònics purs:

fpxq “
ÿ

nPZ

pfpnqe2πinx. (7.1)

Notem que aquesta expressió és vàlida per funcions de peŕıode 1, en lloc de les funcions
de peŕıode 2π que hem estudiat majoritàriament als primers caṕıtols. Escrits aix́ı, els
coeficients de Fourier són més semblants a la transformada de Fourier tal i com la farem
servir en aquest caṕıtol.

A principis del segle XIX, les matemàtiques es van revolucionar amb l’afirmació de
Fourier que “tota funció periòdica” es pot expressar com una d’aquestes sèries, on el
coeficient (o amplitud) de freqüència n es calcula amb la fórmula

pfpnq “ xf, eny :“

ˆ 1

0
fpxqe´2πinx dx per n P Z.

Van caldre 150 anys per entendre exactament què significava exactament aquesta afirma-
ció. Parlem de l’article de Lennart Carleson on es demostra que les funcions de quadrat
integrable a r0, 1s tenen sèrie de Fourier convergent g.p.t. arreu. Com a conseqüència, les
funcions cont́ınues també presenten aquest comportament (cosa que no era sabuda abans
de l’article mencionat).
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7 La transformada de Fourier com a integral

Al Caṕıtol 5 hem establert que les funcions trigonomètriques te2πinxunPZ formen una
base ortonormal per L2pr0, 1sq. És a dir que la identitat (7.1) té sentit com a sèrie en
L2pr0, 1sq.

També hem discutit la transformada discreta de Fourier (DFT) en espais vectorials de
dimensió finita CN . En aquest cas, els vectors trigonomètrics tenu

N´1
n“0 amb coordenada

k-èsima enpkq “
1?
N
e2πink{N formen una base ortonormal de CN . Per tant, la DFT inversa

ve donada per

vpkq “ xpv, eky “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

pvpnqe2πink{N ,

i el coeficient enèsim de Fourier ve donat pel producte escalar

pvpnq “ xv, eny “
1
?
N

N´1
ÿ

k“0

vpkqe´2πikn{N .

En el cas no-periòdic, definim la transformada de Fourier de f P L1pRq com

pfpξq :“

ˆ
R
fpxqe´2πiξx dx. (7.2)

La transformada inversa de Fourier serà ara

qgpxq :“

ˆ
R
gpξqe2πiξx dξ. (7.3)

Hi ha molt a discutir sobre quines funcions satisfan (i en quin sentit) la següent fórmula
d’inversió de Fourier :

fpxq “

ˆ
R
pfpξqe2πiξx dξ, (7.4)

o més sintèticament f “
q

pf .
Heuŕısticament hom pot arribar a les fórmules (7.2) i (7.4) calculant les sèries de Fourier

en intervals cada vegada més grans, fins a cobrir tota la recta real. Vegem-ho.
Per funcions f : r´L{2, L{2q Ñ C suficientment bones, tenim que

fpxq “
ÿ

nPZ
aLpnqe

2πinx{L per x P r´L{2, L{2q, (7.5)

on el L-coeficient de Fourier enèsim ve donat per la identitat

aLpnq :“
1

L

ˆ L{2

´L{2
fpyqe´2πiny{L dy.

Si prenem ξn :“ n
L , aleshores podem reescriure la identitat (7.5) com

fpxq “
ÿ

nPZ
FLpξnq

1

L
per x P r´L{2, L{2q, (7.6)

86



7 La transformada de Fourier com a integral

on FLpξq :“ e2πiξx
´ L{2
´L{2 fpyqe

´2πiξy dy.

Aquesta expressió recupera fpxq per x P r´L{2, L{2q i té la fila d’una suma de Riemann
per la integral impròpia

´8
´8

FLpξq dξ, llevat que el paràmetre L apareix també a la funció a
integrar. Ara bé, si f és de suport compacte, aleshores per L prou gran f estarà suportada
a r´L{2, L{2q i FL “ F8 no dependrà ja de L. Obtenim en aquest cas que

F8pξq “ e2πiξx

ˆ 8

´8

fpyqe´2πiξy dy “ e2πiξx
pfpξq,

on pf és la transformada de Fourier de f tal i com l’hem definida a (7.2). Per tant,
heuŕısticament, esperem que quan L Ñ 8 la suma de Riemann (7.6) convergeixi per
x P R a

fpxq “ lim
LÑ8

ÿ

nPZ
F8pξnq

1

L
„

ˆ 8

´8

F8pξq dξ “

ˆ 8

´8

e2πiξx
pfpξq dξ.

Aquest argument es podria arreglar una mica per fer-lo rigorós sota certes condicions,
però no ho farem ja que només ens interessava entendre la intüıció darrera com una sèrie
de Fourier es converteix en una integral quan l’interval del domini de la funció “esdevé
infinit”. Fem-ne una descripció de broc gros: Al calcular el coeficient de Fourier aLpnq,
el que abans anomenàvem freqüència enèsima en realitat correspon a la freqüència n{L.
Al prendre intervals cada vegada més grans, els termes de freqüència més baixa, n “ 1,
corresponen a la freqüència 1{L, aix́ı que prenem freqüencies cada vegada més baixes (és a
dir funcions trigonomètriques amb peŕıode cada cop més llarg, concretament L) i, de fet,
prenem infinites freqüències separades pel pas 1{L. D’alguna manera, al fer gran l’interval
necessitem més i més resolució a l’espai de freqüències. Quan l’interval esdevé infinit, hem
necessitat resolució infinita.

7.2 La transformada de Fourier de funcions integrables

Definició 7.1. La transformada de Fourier d’una funció integrable f es defineix per ξ P R
com

pfpξq :“

ˆ
R
fpxqe´2πiξx dx “ lim

TÑ8

ˆ T

´T
fpxqe´2πiξx dx. (7.7)

‚

Exercici 7.2. Aquesta última igualtat és certa sempre que f P L1pRq (pel teorema de
convergència dominada). Ž

Tot seguit demostrarem el lema de Riemann-Lebesgue a L1pRq, comprovant que la
transformada d’una funció integrable decau a l’infinit.

Lema 7.3 (Lema de Riemann-Lebesgue). Si f P L1pRq, aleshores

lim
|ξ|Ñ8

pfpξq “ 0.
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7 La transformada de Fourier com a integral

Demostració. Igual que vam fer amb les funcions periòdiques, multiplicant i dividint per
´1 introduim una translació a l’integrand que ens permet fer un canvi de variable per
reescriure la transformada de Fourier:

pfpξq “

ˆ 8

´8

fpxqe´2πiξx dx “ ´eπi
ˆ 8

´8

fpxqe´2πiξx dx “ ´

ˆ 8

´8

fpxqe
´2πiξ

´

x´ 1
2ξ

¯

dx

“ ´

ˆ 8

´8

f

ˆ

y `
1

2ξ

˙

e´2πiξy dy.

Fent la mitjana entre aquestes dues expressions, obtenim

pfpξq “
1

2

ˆ 8

´8

ˆ

fpxq ´ f

ˆ

x`
1

2ξ

˙˙

e´2πiξx dx.

Prenent valors absoluts obtenim

| pfpξq| ď
1

2

ˆ 8

´8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ f

ˆ

x`
1

2ξ

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď
1

2
ω1f

ˆ

1

2|ξ|

˙

.

Per l’exercici 2.52 obtenim que
lim
|ξ|Ñ8

| pfpξq| “ 0.

Exercici 7.4. Sigui f P L1pRq. Demostra que pf P C0pRq. És a dir, demostra que la
transformada d’una funció integrable és cont́ınua. Ž

Exercici 7.5. Demostra que

{χp´1,1qpξq “
sinp2πξq

πξ
.

Ž

De l’exercici anterior en dedüım que la transformada de Fourier d’una funció integrable

pot caure fora de L1pRq i, per tant,
q

pf no està definida a priori. Per aquest motiu ens cal
treballar en una classe de funcions més bona, ho farem a la seccions 7.5 i 8.1.

Exemple 7.6 (La campana de Gauss). La campana de Gauss

Gpxq :“ e´πx
2
.

juga un rol fonamental en anàlisi de Fourier, probabilitats i f́ısica. Té la propietat poc
comuna que

pGpξq “ Gpξq. (7.8)

Vegeu l’exercici 7.9. ♦

88



7 La transformada de Fourier com a integral

7.3 El diccionari temps-freqüència

La transformada de Fourier interactua molt bé amb un seguit d’operacions. En parti-
cular, la derivació esdevé multiplicació per polinomis i viceversa, la qual cosa explica la
importància fonamental de l’anàlisi de Fourier en la resolució d’equacions en derivades
parcials. Les convolucions es converteixen en productes i viceversa, cosa que il.lustra la
importància de les tècniques aqúı descrites en processament del senyal, per exemple en
el filtrat de sons. En aquesta secció presentem un diccionari temps-freqüència que llista
totes aquestes interaccions.

La transformada de Fourier és lineal, és a dir que per tot parell de funcions f, g P L1pRq
i tot parell de nombres a, b P C tenim que {af ` bgpξq “ a pf ` bpg.

La transformada de Fourier també interactua amb translacions, modulacions, dilatacions
i simetria central de manera prou senzilla. A la Taula 7.1 llistem aquestes propietats i
algunes més, en el que anomenem diccionari temps-freqüència. Aqúı el terme temps es
refereix a la variable x de f , ja que en el cas del so, per exemple, la variable x representaria
el temps, i la variable ξ de pf representaria les freqüències presents al senyal. Les operacions
que fem a f diem que les fem al domini temporal o al cantó del temps, mentre que les
operacions que fem a pf les fem al domini de les freqüències, al cantó de les freqüències o,
tot sovint, al cantó de Fourier.

Llegim per exemple la tercera fila de la taula. Modulació significa multiplicar pel factor
e2πihx i s’escriu Mhfpxq “ e2πihxfpxq. Aquesta operació provoca un desplaçament o

translació al cantó de les freqüències que es sintetitza com zMhfpξq “ pfpξ ´ hq “: τh pfpξq.
És a dir que fer una modulació al cantó del temps correspon a fer una translació al cantó
de les freqüències.

Només les propietats g), h) i j) requereixen alguna hipòtesi suplementària a f, g P L1pRq,
vegeu els exercicis 7.7, 7.8, 7.13 i 7.25.

La propietat a) ens resumeix la linealitat de la transformada de Fourier. Les propietats
b)–e) ens parlen de la interacció de la transformada de Fourier amb el grup subjacent,
en aquest cas pR,`q, en el cas de les sèries de Fourier seria pT,`q en el domini temporal
i pZ,`q en el cantó de Fourier i en el cas de la DFT seria pZN ,`q en ambdós casos.
Les propietats f)–j) parlen de la interacció de Fourier amb la conjugació, la relació entre
derivar i multiplicar per un polinomi i la relació entre la convolució i el producte.

Les demostracions de la majoria de les propietats es deixen com a exercici. Funcionen
de manera molt similar a les demostracions de les propietats de la Taula 4.1.

Exercici 7.7. Comprova les propietats a)–f) per f P L1, i comprova g) per f P L1pRq
derivable tal que f 1 P L1pRq amb f 1 P RlocpRq. Ž

Les propietats de la convolució i) i j) les deixem per la Secció 7.4. Demostrem tot
seguit la propietat h): si multipliquem una funció per 2πix i tot seguit en calculem la
transformada de Fourier, obtenim la derivada de la transformada de Fourier original.
Aquesta propietat no té cap analòga al cas de sèries de Fourier i per això la demostrem
aqúı.

Demostració de la propietat h). Suposem que f P L8 i x3fpxq P L1pRq.
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7 La transformada de Fourier com a integral

Temps x P R Freqüència ξ P R
a) Combinació lineal Combinació lineal

af ` bg {af ` bgpξq “ a pf ` bpg

b) Translació Modulació

τhfpxq :“ fpx´ hq yτhfpξq “M´h
pfpξq

c) Modulació Translació

Mhfpxq :“ e2πihxfpxq zMhfpξq “ τh pfpξq

d) Dilatació amb s ą 0 Dilatació inversa

Dsfpxq :“ sfpsxq yDsfpξq “ sDs´1 pfpξq

e) Simetria central Simetria central

rfpxq :“ fp´xq
p

rfpξq “
r

pfpξq

f) Conjugació Conjugació reflectida

fpxq :“ fpxq pfpξq “ pfp´ξq “ qfpξq

g) Derivada Producte per un polinomi

f 1pxq :“ d
dxfpxq

xf 1 pξq “ 2πiξ pfpξq

h) Producte per un polinomi Derivada

´2πixfpxq {´2πi ¨ fp¨qpξq “ d
dξ

pfpξq

i) Convolució Producte

f ˚ gpxq “
´
R fpyqgpx´ yq dy

zf ˚ gpξq “ pfpξqpgpξq

j) Producte Convolució

pfgqpxq :“ fpxqgpxq xfgpξq “ pf ˚ pgpξq

Taula 7.1: Diccionari temps-freqüència a L1pRq.

Utilitzant la definició de la transformada de Fourier tenim

d

dξ
pfpξq “ lim

hÑ0

pfpξ ` hq ´ pfpξq

h
“ lim

hÑ0

ˆ
R

fpxqe´2πipξ`hqx ´ fpxqe´2πiξx

h
dx.

Intercanviant els ĺımits, obtindŕıem immediadament la propietat h), però cal justificar bé
els passos.

Per definició també tenim

{´2πi ¨ fp¨qpξq “ ´

ˆ
R

2πixfpxqe´2πiξx dx.

Volem veure doncs que

lim
hÑ0

ˆ
R

fpxqe´2πipξ`hqx ´ fpxqe´2πiξx

h
dx “ ´

ˆ
R

2πixfpxqe´2πiξx dx.

N’estudiarem doncs la diferència.
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7 La transformada de Fourier com a integral

Cal veure que el següent ĺımit és zero:

lim
hÑ0

ˆ
R
fpxqe´2πiξx

ˆ

e´2πihx ´ 1

h
` 2πix

˙

dx “ lim
hÑ0

1h ` lim
hÑ0

2h .

Donat M ąą 0 (és a dir M molt gran), separem la integral en la part acotada 1h i la

cua 2h i prenem valors absoluts dins de la integral. La part acotada és

1h :“

ˆ
|x|ăM

|fpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πihx ´ 1

h
` 2πix

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx.

Per |h| ă h0 “
ε

C4M3}f}8
, tenim que si |x| ăM aleshores

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πihx ´ 1

h
` 2πix

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2πihx`Op|hx|2q

h
` 2πix

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(7.9)
ď

ε

4M}f}8
,

ja que

Op|hx|2q ď CM2h2 ď CM2|h|h0 “
ε|h|

4M}f}8
. (7.9)

Aix́ı doncs,

1h ď
ε

4M}f}8

ˆ
|x|ăM

|fpxq| dx ď
ε

2
.

Per la cua prenem |x3fpxq| ď C com a hipòtesi, de manera que

2h :“ 2π lim
hÑ0

ˆ
|x|ąM

|xfpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πihx ´ 1

2πhx
` i

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď 2π

ˆ
|x|ąM

C

|x|2
p1` 1q dx ď

C

M
.

Aqúı hem fet servir que per θ P R tenim |eiθ ´ 1| “ | cos θ ` i sin θ ´ 1| ď |θ|. Prenent M
prou gran tenim que

2h ď
ε

2
.

A la demostració anterior hem suposat f P L8 i x3fpxq P L1pRq, però de fet és sufi-
cient amb f P L1pRq i xfpxq P L1pRq, que de fet són condicions necessàries perquè les
transformades de Fourier estiguin ben definides com a integrals:

Exercici 7.8. Demostra que si
´
Rp1 ` |x|q

k|fpxq| dx ă 8, aleshores pf és k vegades dife-
renciable, i

dk

dξk
pfpξq “

`

p´2πi¨qkfp¨q
˘

ppξq.

Ž
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7 La transformada de Fourier com a integral

Exercici 7.9. Sigui α ą 0. Calcula la transformada de Fourier de la funció fαpxq :“
e´πα|x|

2
.

Pista: pots utilitzar que tant Gpxq :“ e´πx
2

com pG satisfan l’equació diferencial or-
dinària f 1pxq “ ´2πxfpxq, amb condicions inicials fp0q “ 1. 1 Ž

Exercici 7.10. Calcula la transformada de Fourier de la funció gαpxq :“ e´2πα|x|, amb
α ą 0.2 Ž

Exercici 7.11. Donat a ą 0, definim Γpaq :“
´8

0 e´xxa´1 dx. Donat α ą 1, i x P R
definim

Fαpξq :“
1

p1` 4π2ξ2qα{2
,

que és la transformada de Fourier del potencial de Bessel Gαpxq :“ |Fαpxq, almenys quan
α ą 1, garantint que Fα és integrable.

Dedueix que

Fαpξq “
1

p4πqα{2Γpα{2q

ˆ 8

0
e´

x
4π
p1`4πξ2qxα{2´1 dx.

Prova que

Gαpxq “
p4πq´1

Γpα{2q

ˆ 8

0
e´t´

x2

4t t
α´1
2
dt

t
.

Pista: demostra que Γpaq “ ta
´8

0 e´txxa´1 dx per t ą 0. Ž

7.3.1 Convolució de funcions integrables

Definició 7.12. La convolució f ˚ g de dues funcions f, g P L1pRq es defineix com

f ˚ gpxq :“

ˆ
fpx´ yqgpyq dy. (7.10)

Aquesta convolució està ben definida gairebé per tot x, i és també integrable per la desi-
gualtat de Young (vegeu el lema 4.5). Amb un canvi de variables, veiem que f ˚ g “ g ˚ f .

‚

La convolució és fonamental en anàlisi harmònica. En els caṕıtols sobre sèries de Fourier
ja vam veure com definir la convolució de dues funcions periòdiques. També vam parlar
de la convolució de vectors en el caṕıtol anterior. A la secció 7.4 parlarem del cas de les
funcions integrables i a la secció 8.1.1 aprofundirem en la convolució de funcions de la
classe de Schwartz.

Tal com vam estudiar al cas de la circumferència unitat T, la convolució és una operació
suavitzant, vegeu l’exercici 8.9. El resultat conserva la millor propietat de derivabilitat
d’entre les dues funcions d’entrada.

1
xfαpξq “ α´1{2e´π

ξ2

α .
2
xgαpξq “

α
πpα2`ξ2q
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7 La transformada de Fourier com a integral

Les convolucions donen lloc a operadors lineals acotats invariants per translacions i als
multiplicadors de Fourier. Aquests operadors i les seves generalitzacions són objecte d’un
estudi intens i donen lloc a branques de l’anàlisi harmònica molt actives a dia d’avui.

Exercici 7.13. Demostra la propietat i) de la taula 7.1: si f, g P L1pRq, aleshores zf ˚ g “
pfpg. Ž

7.4 Aproximació de la identitat

Comentari 7.14. La convolució es pot entendre com una operació binària a les funcions
integrables. Malhauradament, manca un element neutre per la convolució. Això és fàcil de
veure un cop hem demostrat la propietat i) de la taula 7.1: si exist́ıs una funció δ0 P L

1pRq
tal que f ˚ δ0 “ f per tota f P L1pRq, aleshores passant al cantó de les freqüències tenim
pf pδ0 “ pf . Com que això seria aix́ı per tota funció f , en particular seria cert per la campana
de Gauss G, la transformada de la qual és ella mateixa per (7.8) i no s’anul.la enlloc. Per
tant, la identitat pGpδ0 “ pG implica que pδ0 “ 1 a tot arreu. Pel lema de Riemann-Lebesgue,
dedüım que δ0 R L

1pRq. Aleshores, L1pRq no pot ser un grup amb la convolució.
Seguim un moment més amb aquesta ficció: suposem que hi ha una funció δ0 P L

1pRq
tal que f ˚ δ0pxq “ fpxq per tota f i tota x. Pel que hem vist abans,ˆ

R
δ0pxq dx “ pδ0p0q “ 1.

A més a més, donada qualsevol funció ψ ě 0 amb ψpxq “ 0, tindŕıem que

0 “ ψpxq “ ψ ˚ δ0pxq “

ˆ
R
ψpx´ yqδ0pyq dy.

Això només és possible que passi per tota funció ψ amb ψpxq “ 0 si δ0 s’anul.la a Rzt0u.
És a dir que tenim una suposada funció δ0 que té integral 0 tot i que només pot tenir un
valor (infinit) a x “ 0. Evidentment això no és possible i, per tant, δ0 no pot ser una
funció integrable. ‚

Hi ha dues maneres de paliar aquesta manca d’element neutre. La primera és definir
aquesta delta de Dirac δ0, que té massa unitària situada a l’origen. La delta, però, no és
una funció tal com hem discutit, sino una distribució. De fet, es tracta d’una mesura de
Radon, que és un tipus particular de distribucions. Estenent la definició de convolució de
manera natural a les distribucions, obtindrem que la delta de Dirac definida a la secció
8.4 és l’element neutre.

La segona manera d’obtenir un substitut per la delta de Dirac és aproximar-la mitjançant
funcions suaus tal i com hem fet a la secció 4.2 en el cas de funcions definides a T, de
manera que la convolució per aquestes funcions convergeixi a la identitat en algun sentit.
Aquestes famı́lies s’anomenen aproximacions a la identitat.

Definició 7.15. Una aproximació de la identitat en R és una famı́lia tKtutPΛ Ă L1pRq de
funcions integrables, on Λ Ă R és un conjunt d’́ındexs juntament amb un punt d’acumu-
lació t0 P Λ amb les següents propietats:
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i) Les funcions Kt tenen integral unitària:
´
RKtpxq dx “ 1.

ii) Les funcions Kt tenen massa uniformement acotada: existeix una constant C P R tal
que

´
R |Ktpxq| dx ď C per tot t P Λ.

iii) La massa de Kt es concentra a prop de x “ 0 a mida que el paràmetre s’acosta a t0:
limtÑt0

´
|x|ąδ |Ktpxq| dx “ 0 per tot δ ą 0. ‚

Els exemples a continuació mostren quin hauria de ser el punt d’acumulació t0. A
vegades tenim t0 “ 0 ă t, i aleshores la massa es concentra a l’origen quan t Ñ 0`, o
podem tenir t0 “ 8 i aleshores seria t Ñ 8 (notem que a la definició, l’adherència es
pren en la recta real compactificada R Y t`8,´8u). En el cas de T es podria deduir la
concentració de la massa a l’origen de la condició que Knpxq Ñ 0 de manera uniforme a
δ ď |x| ď π. En la recta real això no és possible ja que part de la massa es podria estar
escapant a infinit.

Tot i que no ho estudiarem aqúı, les condicions anteriors impliquen que Kn Ñ δ0 en el
sentit de les distribucions, de manera que el nom aproximació de la identitat pren tot el

sentit. Dit d’una altra manera, f ˚Kt
tÑt0
ÝÝÝÑ f en un cert sentit (depenent de les propietats

de f), vegeu el teorema 7.18.

Exercici 7.16. Una manera senzilla de produir aproximacions de la identitat és començar
amb un nucli no negatiu Kpxq ě 0 amb massa unitària,

´
RKpxq dx “ 1, i definir la famı́lia

de dilatacions
Ktpxq :“ t´1Kpt´1xq,

amb t ą 0. Demostra que tKtutą0 és una aproximació de la identitat amb t0 :“ 0. Ž

Exemple 7.17. Les campanes de Gauss són bons nuclis. Donant un escalament correcte,
obtenim una aproximació de la identitat: Sigui Gpxq “ e´πx

2
. Aleshores

Gtpxq :“ t´1e´π
x2

t2 per t ą 0.

Com que e´π
x2

t2 ą 0 i
´
R e
´πx2 dx “ 1, aquesta famı́lia és una aproximació de la identitat

amb t0 “ 0, vegeu l’exercici 7.16. A la figura 7.1 es pot copsar com aquests nuclis es van
aproximant a la delta de Dirac. ♦

Aix́ı doncs, l’aproximació de la identitat serveix per obtenir bones aproximacions d’una
funció. El següent teorema es demostra de la mateixa manera que vam fer amb l’anàleg
en T:

Teorema 7.18. Sigui tKtutPΛ una aproximació de la identitat quan tÑ t0. Si f P L8pRq
i x és un punt de continüıtat de f , aleshores la convolució f ˚Kt convergeix puntualment
en x a f quan t Ñ t0. Si, a més, f és uniformement cont́ınua, aleshores la convolució
f ˚Kt convergeix uniformement a f quan tÑ t0, és a dir

}f ˚Kt ´ f}L8
tÑt0
ÝÝÝÑ 0.
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θ

Figura 7.1: Nucli de Gauss Gtpθq per t “ 1, 1
2 ,

1
3 ,

1
4 .

Demostració. Sigui x un punt de continüıtat de f , és a dir

εf pδ, xq “ sup
|h|ăδ

|fpx` hq ´ fpxq|
δÑ0
ÝÝÝÑ 0.

Utilitzant la propietat i) de la Definició 7.15, obtenim que

Kt ˚ fpxq ´ fpxq “

ˆ
Ktpyqfpx´ yq dy ´ fpxq

i)
“

ˆ
Ktpyqrfpx´ yq ´ fpxqs dy.

Prenent valors absoluts dedüım que

|Kt ˚ fpxq ´ fpxq| ď

ˆ
|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy.

Per la part local utilitzem que la funció f és cont́ınua i l’acotació uniforme de les normes
L1 de Kt:

ˆ
|y|ăδ

|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy ď εf pδ, xq

ˆ
|Ktpyq| dy

ii)
ď Cεf pδ, xq,

i per la part no local,

ˆ
|y|ąδ

|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy ď 2}f}L8pRq

ˆ
|y|ąδ

|Ktpyq| dy.

Tot plegat, obtenim

|Kt ˚ fpxq ´ fpxq| ď Cεf pδ, xq ` 2}f}L8pRq

ˆ
|y|ěδ

|Ktpyq| dy.

Donat ε ą 0 escollim δ perquè Cεf pδ, xq ă ε{2 i escollim t tal que

}f}L8pTq

ˆ
|y|ěδ

|Ktpyq| dy ď ε{4
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(per la propietat iii)). Amb aquestes eleccions obtenim

|Kt ˚ fpxq ´ fpxq| ă ε,

tal i com voĺıem veure.
Notem que hem controlat la velocitat de convergència per la suma de εf pδ, xq i la

propietat i), que és uniforme en x. Si la funció f és uniformement cont́ınua, tenim que
εf pδ, xq ď ω8fpδq de manera uniforme.

El teorema de diferenciació de Lebesgue (vegeu el projecte 4.23) diu que si f P L1pRq,
aleshores gairebé per tot punt x P R tenim que fpxq “ limhÑ0 ´́

x`h
x´h fpyq dy. De fet es pot

obtenir una millor cota i és que gairebé per tot x P R tenim que

lim
hÑ0

´

ˆ x`h

x´h
|fpyq ´ fpxq| dy “ 0,

vegeu [EG15, teorema 1.33]. Els punts on això passa s’anomenen punts de Lebesgue per
f . Aleshores tenim

rεf pδ, xq :“ sup
|h|ăδ

´

ˆ x`h

x´h
|fpyq ´ fpxq| dy

δÑ0
ÝÝÝÑ 0

pels punts de Lebesgue de f .
Si tenim un millor control dels nuclis, podem garantir convergència puntual de l’apro-

ximació a la identitat als punts de Lebesgue de tota funció integrable:

Definició 7.19. Una aproximació de la identitat bońıssima en R és una famı́lia tKtutPΛ Ă

L1pRqXL8pRq de funcions integrables i acotades, parelles i decreixents a R` que compleix
les condicions i) i ii) de la definició 7.15 i a més, Λ Ă R és un conjunt d’́ındexs juntament
amb un punt d’acumulació t0 P Λ que

iii’) el suprem de Kt disminueix lluny de x “ 0 a mida que el paràmetre s’acosta a t0:
limtÑt0 sup|x|ąδ |Ktpxq| dx “ 0 per tot δ ą 0. ‚

Notem que els nuclis de Gauss de l’exemple 7.17 constitueixen en realitat una aproxi-
mació de la identitat bońıssima.

Teorema 7.20. Sigui tKtutPΛ una aproximació de la identitat bońıssima quan t Ñ t0.
Si f P L1pRq i x és un punt de Lebesgue de f , aleshores la convolució f ˚Kt convergeix
puntualment en x a f quan tÑ t0.

Exercici 7.21. Demostra el teorema 7.20. Ž
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7.5 Transformada de Fourier inversa i identitat de Plancherel

En aquesta subsecció presentem ingredients fonamentals de la teoria de les transformades
de Fourier: la fórmula de la multiplicació, la fórmula de la inversió i la identitat de
Plancherel. Finalment farem una petita mostra d’aplicació d’aquestes eines a equacions
diferencials lineals.

Tot seguit estudiem la fórmula de la multiplicació que relaciona el producte escalar de
dues funcions:

Exercici 7.22 (Fórmula de la multiplicació). Comprova que donades f, g P L1pRq, tenim
ˆ
R
fpsqpgpsq ds “

ˆ
R
pfpζqgpζq dζ. (7.11)

Pista: Pots usar el teorema de Fubini. Ž

És interessant observar que no hi ha cap anàleg a la fórmula de la multiplicació per sèries
de Fourier. Efectivament, els coeficients de Fourier d’una funció periòdica no constitueixen
una funció periòdica, sinó que formen una successió, aix́ı que no es pot aparellar alegrement
f amb pg en aquest context. En canvi en el cas discret śı que podria tenir un sentit.

Exercici 7.23. Conjectura una fórmula de multiplicació raonable per la DFT i demostra-
la o refuta-la. Ž

Ajuntant els resultats previs obtindrem la transformada de Fourier inversa en un sub-
conjunt de les funcions integrables.

Teorema 7.24 (Transformada de Fourier inversa). Sigui f P L1pRq i tal que pf P L1pRq.
Aleshores gairebé per tot x P R tenim

fpxq “

ˆ
R
pfpξqe2πiξx dξ.

En particular, f té un representant continu i aleshores la igualtat val per tot x P R.

Donada f P L1pRq, definim la transformada de Fourier inversa com

qfpxq :“

ˆ
R
fpξqe2πiξx dξ “ pfp´xq “

r

pfpxq. (7.12)

El teorema anterior ens diu que per funcions integrables de transformada integrable, efec-
tivament q és la inversa de p:

fpxq “
q

pfpxq “
p

qfpxq g.p.t.x P R. (7.13)

Notem que la definició de la transformada inversa de Fourier és pràcticament idèntica
a la de la transformada de Fourier, llevat que intercanviem els rols de les variables per
convenció, i sobretot, que la inversa té el signe canviat a l’exponent. Per tant, totes les
condicions necessàries per calcular la transformada de Fourier ho són també per calcular
la inversa, i per aquest motiu hem de demanar a priori que pf sigui integrable.
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Demostració del Teorema 7.24. Sigui f P L1pRq i sigui x un punt de Lebesgue de f .
Aplicarem la fórmula de multiplicació (7.11) a una funció arbitrària f i una funció g que
dependrà d’un paràmetre t de manera que

pgpsq “ t´1e´π
px´sq2

t2 “ Gtpx´ sq “ Gtps´ xq “ τxpDt´1Gqpsq.

Tornant a la taula 7.1, cal definir

gpζq “Mxpt
´1Dt

pGqpζq “ e2πiζx
pGptζq “ e2πiζxe´πptζq

2
.

Aplicant ara la fórmula de la multiplicació (totes les funcions són integrables), obtenim

fpxq
T.7.20
“ lim

tÑ0

ˆ
R
fpsqGtpx´ sq ds

(7.11)
“ lim

tÑ0

ˆ
R
pfpζqe2πiζxe´πptζq

2
dζ

TCD
“

ˆ
R
pfpζqe2πiζx lim

tÑ0
e´πptζq

2
dζ “

ˆ
R
pfpζqe2πiζx dζ.

El teorema de la convergència dominada que hem fet servir al penúltim pas es pot usar ja
que

ˇ

ˇ

ˇ

pfpζqe2πiζxe´πptζq
2
ˇ

ˇ

ˇ
ď | pfpζq|

i aquesta darrera és integrable per hipòtesi.

Ara hem demostrat que f “
q

pf “
p

r

pf . En particular, f coincideix gairebé per tot amb
la transformada d’una funció integrable, que és cont́ınua. Per tant, f té un representat
continu com a funció mesurable, i en aquest cas tots els punts són punts de Lebesgue.

Exercici 7.25. Demostra la propietat j) de la taula 7.1: si f, g P L1pRq amb pf, pg, fg P

L1pRq, aleshores pf ˚ pg “ xfg. Ž

Exercici 7.26. Troba una funció de C0pRq que no sigui la transformada de Fourier de
cap funció integrable. Pots seguir els passos següents: Demostra que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

sinx

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C (7.14)

per 0 ď α ă β ă 8. Demostra que si f P L1pRq és senar, aleshores

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

pfpξq

ξ
dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C}f}L1pRq.

Busca una g senar que no ho compleixi. Ž

La identitat de Plancherel diu que tota funció f P L1pRq amb transformada al mateix
espai té la mateixa norma L2 que pf , dit d’una altra manera, la transformada de Fourier
preserva la norma L2.
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7 La transformada de Fourier com a integral

Teorema 7.27 (Identitat de Plancherel). Si f P L1pRq amb pf P L1pRq, aleshores

}f}2 “
›

›

›

pf
›

›

›

2
.

Demostració. Només cal encadenar tot el que sabem fins ara:

ˆ
|f |2 “

ˆ
ff

(7.13)
“

ˆ
f
p

qf
(7.11)
“

ˆ
pfqf

(7.12)
“

ˆ
pf
r

pf
f)
“

ˆ
pf pf.

Exercici 7.28. Demostra que

ˆ
R

ab

pt2 ` a2qpt2 ` b2q
dt “

π

a` b
.

Ž

Exercici 7.29. Sigui f P C8c pR2q una funció infinitament diferenciable amb suport com-
pacte. Definim la seva transformada de Radon Rθfptq d’angle θ i paràmetre t com la
integral de f a la recta ´x sin θ ` y cos θ “ t, és a dir

Rθfptq :“

ˆ
R
fp´t sin θ ` ρ cos θ, t cos θ ` ρ sin θq dρ.

Trobeu una expressió de la transformada de Fourier 1-dimensional yRθfpξq en funció de la
transformada de Fourier 2-dimensional de f :

pfR2pξ1, ξ2q :“

ˆ
R2

fpxqe´2πix¨ξ dx,

on ξ “ pξ1, ξ2q P R2 i la darrera integral es calcula respecte la mesura de Lebesgue de dues
dimensions. Notem que ¨ representa el producte escalar.

Com podem recuperar f a partir de les tomografies Rθf amb 0 ď θ ă 2π? Ž
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8 Distribucions temperades i transformada
de Fourier

8.1 La classe de Schwartz

La fórmula d’inversió (7.4) és certa quan f pertany a l’espai vectorial anomenat classe de
Schwartz SpRq. Recordem que C8pRq denota la classe de funcions infinitament diferen-
ciables. La classe de Schwartz es defineix com els subespai de C8 format per funcions
que decreixen més ràpid que qualsevol polinomi i tals que totes les seves derivades tenen
aquesta mateixa propietat:

SpRq :“ tf P C8pRq : lim
|x|Ñ8

|x|k|f pjqpxq| “ 0 per tots j, k P Nu.

Aqúı entenem que 0 P N, i f p0q “ f .

Exercici 8.1. Aquesta definició equival a dir que els productes |x|k|f p`qpxq| són funcions
acotades, és a dir que

ρk,`pfq :“ sup
xPR

|x|k|f p`qpxq| ă 8.

Demostra-ho. Ž

Notem també que les funcions de la classe de Schwartz són integrables.

Exercici 8.2. Demostra que SpRq Ă L1pRq. Ž

Observem que si f, g P SpRq, aleshores totes les funcions que apareixen a la Taula 7.1
són de la classe de Schwartz, vegeu l’exercici 8.10 per la convolució. Però les propietats
són vàlides en conjunts més grans de funcions, tal i com hem vist.

Definició 8.3. Una funció f : R Ñ C és de suport compacte si hi ha un interval tancat
ra, bs tal que fpxq “ 0 per tot x R ra, bs. Escrivim f P C8c pRq. ‚

Exercici 8.4. Demostra que C8c pRq Ă SpRq. Ž

És clar que les funcions C8c són de Schwartz, però en podem trobar cap que no sigui
nul.la? Efectivament, podem trobar-ne:

Exemple 8.5. La funció

Bpxq :“ e´
1

x´a e´
1
b´xχpa,bqpxq,

és de C8c pRq, amb a ă b. ♦
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Exercici 8.6. Demostra que la funció B de l’exemple anterior és efectivament de C8.
Només cal comprovar la derivabilitat (infinita) a x “ a i x “ b. Ž

També existeixen funcions de Schwartz que no tenen el suport compacte. L’exemple
canònic de funció de Schwartz suportada a la recta real és la campana de Gauss

Gpxq :“ e´πx
2
.

Exercici 8.7. La classe de Schwartz té estructura d’espai vectorial sobre el cos dels nom-
bres complexos. Pots comprovar que, de fet, és tancat sota les operacions de multiplicació
entre funcions de Schwartz, multiplicació per polinomis, multiplicació per funcions trigo-
nomètriques i derivació. En canvi, no és tancat sota l’operació de calcular la primitiva!

Ž

Notem que l’integrand en la definició de la transformada de Fourier segueix sent una
funció de Schwartz.

Exemple 8.8 (Una aplicació a equacions diferencials). Busquem una funció f : R Ñ R
que satisfaci l’equació diferencial

f p3qpxq ` 3f2pxq ´ 2f 1pxq ´ 6fpxq “ e´πx
2
.

Formalment, podem prendre la transformada de Fourier als dos costats i tenim que

pfpξqrp2πiξq3 ` 3p2πiξq2 ´ 2p2πiξq ´ 6s “ e´πξ
2
.

Sigui P ptq “ t3 ` 3t2 ´ 2t ´ 6 “ pt ` 3qpt2 ´ 2q, polinomi amb tres arrels reals no nul.les.
Aix́ı doncs, el polinomi dins els claudàtors és Qpξq :“ P p2πiξq i no té cap arrel real. Per
tant, äıllant pfpξq, tenim

pfpξq “
e´πξ

2

Qpξq
.

Per tant, almenys formalment hem obtingut que

fpxq “

˜

e´πξ
2

Qpξq

¸

q.

De fet, tenim la sort que e´πξ
2

Qpξq P SpRq perquè el denominador no té cap zero real. Hem

trobat doncs una solució f P SpRq, de manera que els càlculs formals que hem fet són
perfectament rigorosos per aquesta solució, que depèn només del terme independent i dels
coeficients de l’EDO. ♦

En general, com en l’exercici anterior, si P pxq “
řn
k“0 akx

k és un polinomi de grau
n amb coeficients complexos ak i Qpξq “ P p2πiξq no té zeros reals, aleshores per tota
u P SpRq l’equació diferencial

P pDqf “
n
ÿ

k“0

akD
kf “ u

té solució f “ ppu{Qqq. La solució trobada serà de la classe de Schwartz tal i com hem
argumentat a l’exemple.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

8.1.1 Convolució a la classe de Schwartz

La convolució f ˚ g de dues funcions f, g P SpRq es defineix puntualment com

f ˚ gpxq :“

ˆ
fpx´ yqgpyq dy.

Aquesta convolució està ben definida puntualment al ser les funcions de la classe de
Schwartz. Veurem a continuació que f ˚ g P SpRq.

La nova funció f ˚ g definida a (7.10) és ràpidament decreixent per la suavitat i el ràpid
decreixement de les dues funcions inicials:

|f ˚ gpxq| ď

ˆ |x|{2

´|x|{2
|fpx´ yqgpyq| dy `

ˆ
|y|ą|x|{2

|fpx´ yqgpyq| dy

ď }g}L1

ρk,0pfq

p|x|{2qk
` }f}L1

ρk,0pgq

p|x|{2qk
, (8.1)

on hem usat que fpx ´ yq ď ρk,0pfq{|x ´ y|k, que gpyq ď ρk,0pgq{|y|
k i després que |y| ă

|x|{2 implica |x ´ y| ě |x|{2. Com veurem, resulta que les seves derivades també són de
decreixement ràpid, i aix́ı ocorre que la convolució de funcions és una operació tancada a
la classe de Schwartz. L’observació clau és que

d

dx
pf ˚ gqpxq “

df

dx
˚ gpxq “ f ˚

dg

dx
pxq per f, g P SpRq.

La segona identitat és conseqüència de la commutativitat de la convolució un cop haguem
demostrat la primera identitat.

Exercici 8.9. Considera dues funcions integrables f, g P L1pRq amb f P C1 tal que f 1 és
uniformement cont́ınua. Demostra que d

dxpf ˚ gq “
df
dx ˚ g. Ž

Exercici 8.10 (La classe de Schwartz és tancada sota la convolució). Verifica que donades
f, g P SpRq tenim f ˚ g P SpRq. Ž

Es poden convolucionar funcions amb menys regularitat amb una funció de Schwartz.
Per exemple funcions integrables o encara pitjor, “funcions” (segons alguns f́ısics) com ara
la delta de Dirac, que en realitat no són funcions (segons els matemàtics i les persones amb
una mica de seny). En aquests casos la funció resultant esdevé infinitament diferenciable,
tot i que no hereta el decäıment ràpid, vegeu les seccions 8.2 i 8.3.

8.1.2 Invariància de la classe de Schwartz sota la transformada de Fourier

No tots els espais són invariants sota la transformada de Fourier, de manera que les
condicions es poden perdre pel camı́ i aleshores perilla la fórmula d’inversió... En el cas
de les funcions integrables, per exemple, hem requerit el coneixement a priori que la seva
transformada també és de L1. La simetria de la classe de Schwartz sota l’acció de la
transformada de Fourier és doncs clau per tenir una teoria bonica i auto-continguda.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

La propietat g) de la taula 7.1 il.lustra un principi fonamental de l’anàlisi de Fourier
que hem anat veient al llarg del curs: la suavitat d’una funció està correlacionada amb
el decäıment de la seva transformada de Fourier a l’infinit. En altres paraules, com més
vegades es pugui derivar una funció f , més ràpidament la seva transformada pf anirà cap
a zero quan ξ Ñ ˘8. Si ens parem a pensar en el significat de les freqüències, el que ens
diu aquest principi és que tenir moltes derivades implica tenir poques freqüències altes, o
el que és el mateix, les oscil.lacions més ràpides són menys presents a la funció, sempre
entès de manera asimptòtica. I viceversa.

Tot seguit demostrarem que les transformades de Fourier de les funcions de la classe de
Schwartz són de la mateixa classe (vegeu el teorema 8.12). Volem doncs comprovar que pf
és infinitament diferenciable i que les seves derivades decauen ràpidament.

Per l’exercici 7.8 sabem que si f P SpRq, aleshores pf P C8pRq. El mateix exercici ens
dona una recepta per calcular-ne les derivades. Tot seguit deduirem que el decäıment és
ràpid per funcions de la classe de Schwartz.

Lema 8.11. Si f P SpRq, aleshores pf decau ràpidament.

Demostració. Donat k ě 0, volem veure que tenim

lim
ξÑ8

|ξ|k| pfpξq| “ 0.

Per la propietat g) de la taula 7.1, tenim yf pkqpξq “ p2πiξqk pfpξq. Com que f P SpRq,
aleshores f pkq P SpRq també, i aplicant el lema de Riemann-Lebesgue (vegeu lema 7.3) a
la derivada k-èsima obtenim

lim
|ξ|Ñ8

p2πiξqk pfpξq “ lim
|ξ|Ñ8

yf pkqpξq
L. 7.3
“ 0.

Teorema 8.12. Si f P SpRq aleshores pf P SpRq.

Demostració. Aplicant la propietat h) de la Taula 7.1 (veure exercici 7.8), obtenim que
pf P C8pRq. Ens falta veure que les seves derivades són ràpidament decreixents. Aquestes
derivades hem vist que es poden calcular com

dj

dξj
pfpξq “ rp´2πi¨qjfp¨qsppξq.

Com que p´2πixqjfpxq P SpRq, dedüım pel lema 8.11 que dj

dξj
pf és ràpidament decreixent,

i se segueix el teorema.

8.2 Distribucions temperades

Un funcional lineal sobre SpRq és una aplicació lineal SpRq Ñ C.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Definició 8.13. Una distribució temperada T és un funcional lineal continu

T : SpRq ÝÑ C.
ϕ ÞÑ T pϕq

L’espai de les distribucions temperades es denota S 1pRq. Notem que dues distribucions
temperades T i U són iguals si per tota ϕ P SpRq tenim T pϕq “ Upϕq.

Una successió tTnunPN Ă S 1pRq es diu que convergeix en el sentit de les distribucions a
T si per tota ϕ P SpRq tenim que limnÑ8 Tnpϕq “ T pϕq. ‚

Comentem aquesta definició. La notació S 1pRq no és casual, es fa servir per denotar
el dual. El dual d’espais vectorials finits s’estudia a àlgebra lineal, i el dual d’espais de
Banach sol ser part del temari d’anàlisi funcional. La classe de Schwartz no és un espai
de Banach, però śı que és un espai vectorial topològic, és a dir un espai vectorial amb una
topologia compatible, en el sentit que la suma de vectors i la multiplicació per escalars són
cont́ınues. En aquests espais es pot definir un dual tal i com hem fet, i es pot definir una
topologia (i, per tant, una noció de continüıtat per operadors que actüın sobre el dual) de
manera natural.

Un funcional T és lineal si T paϕ ` bgq “ aT pϕq ` bT pψq per tot parell de nombres
a, b P C i tot parell de funcions ϕ,ψ P SpRq.

La continüıtat és una mica més complicada. Primer requerim una topologia. Si ϕ P
SpRq, aleshores per tots k, ` P N tenim que les seminormes

ρk,`pϕq :“ sup
xPR

|x|k|ϕp`qpxq|

són finites. Se les anomena seminormes perquè ρk,` ě 0, perquè són homogènies ρk,`pλϕq “
|λ|ρk,`pϕq i satisfan la desigualtat triangular. No són normes ja que ρk,`pϕq “ 0 no implica
necessàriament que ϕ “ 0!

Cada seminorma defineix una topologia. Aleshores podem prendre la topologia mı́nima
que conté totes les anteriors. Dit d’una altra manera:

Definició 8.14. Una successió tϕnunPN convergeix a ϕ a SpRq si i només si

lim
nÑ8

ρk,`pϕn ´ ϕq “ 0 per tots k, ` P N.

‚

Ara ja podem definir la continüıtat de les distribucions temperades.

Definició 8.15. Un funcional lineal T a SpRq és continu a ϕ P SpRq si per tota successió
tϕnunPN Ă SpRq convergent a ϕ P SpRq, la successió tT pϕnqunPN Ă C convergeix a T pϕq.
Diem que T és continu si ho és per tota ϕ P SpRq. ‚

Exercici 8.16 (La continüıtat a l’origen és suficient). Demostra que si un funcional lineal
és continu a ϕ0 P SpRq, aleshores és continu. Ž
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Exercici 8.17. Demostra que si ϕn Ñ ϕ a SpRq, aleshores les derivades ϕ
p`q
n convergeixen

uniformement a ϕp`q. Ž

L’exemple canònic de distribució temperada és el funcional Tf donat per integrar contra
una funció localment integrable f : si f P L1pKq per tot compacte K Ă R, aleshores podem
definir

Tf pϕq :“

ˆ
R
fpxqϕpxq dx per ϕ P SpRq. (8.2)

Quan aquest funcional és continu, diem que la distribució és una funció.

Exercici 8.18. Demostra que si f és acotada o f és un polinomi, aleshores Tf és una
distribució.

Dona condicions suficients per assegurar que Tf pϕq està ben definit com a nombre com-
plex. En aquests casos, demostra que efectivament Tf és una distribució. Aquestes condi-
cions han d’incloure les funcions acotades i els polinomis per ser útils! Ž

En particular, Tf és una distribució temperada si f P SpRq. L’exercici anterior, doncs,
ens mostra que hi ha una aplicació canònica ε : SpRq Ñ S 1pRq donada per εpfq “ Tf .
Aquesta aplicació és cont́ınua, en el sentit que si fn, f P SpRq, i fn Ñ f a SpRq, ales-
hores Tfn Ñ Tf en el sentit de les distribucions, és a dir que per tota ϕ P SpRq tenim
Tfnpϕq Ñ Tf pϕq. Aquestes aplicacions cont́ınues i injectives s’anomenen immersions (en
anglès embeddings).

Exercici 8.19. Demostra que ε és injectiva i cont́ınua. Ž

Algunes funcions no acotades també poden induir distribucions temperades, com és
el cas dels polinomis o de les funcions de Lp. Però no totes les distribucions s’obtenen
d’aquesta manera. N’hi ha que no corresponen a cap funció, com és el cas de la delta de

Dirac o la transformada de Hilbert a l’origen H0pϕq “
´

´i ξ
|ξ| pϕ

¯

qp0q.

Advertència 8.20. Els funcionals lineals continus que actuen en l’espai de funcions infi-
nitament diferenciables i amb suport compacte DpRq “ C8c pRq, s’anomenen distribucions
i es denoten D1pRq. És important no confondre-les amb les distribucions temperades. De
fet, com que DpRq Ă SpRq, se segueix que S 1pRq Ă D1pRq, és a dir que les distribucions
temperades són efectivament distribucions. Notem que l’acció de les distribucions tempe-
rades sobre les funcions de DpRq està perfectament definida. En canvi, la funció fpxq “ ex

defineix una distribució Tf que no és una distribució temperada. ‚

Projecte 8.21 (La transformada de Hilbert). Demostra que la transformada de Hilbert
a l’origen H0 és una distribució temperada. Defineix la transformada de Hilbert d’una
funció. Ž

8.3 El diccionari temps-freqüència

Tot seguit estendrem les operacions fonamentals discutides a la classe de Schwartz a les
distribucions temperades per dualitat: translació, dilatació, derivació, la transformada de
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Fourier i la seva inversa, multiplicació per funcions de Schwartz i per polinomis i convolució
amb funcions de Schwartz.

Per definir aquestes operacions sobre les distribucions, mirarem de respectar la immersió
ε de la secció anterior, és a dir que si f P SpRq, voldrem que per exemple τhpTf q “ Tτhf .
Aix́ı les definicions seran coherents amb la identificació natural de f amb la distribució
Tf . En aquest cas, caldrà

τhTf pϕq :“ Tτhf pϕq “

ˆ
R
fpx´ hqϕpxq “

ˆ
R
fpxqϕpx` hq “ Tf pτ´hϕq.

Aleshores, per coherència definim la translació per tota distribució amb el darrer terme,
que no depèn de si la distribució és una funció:

τhT pϕq :“ T pτ´hϕq.

Procedint anàlogament, trobem les següents definicions naturals:

Operació a SpRq Operació a S 1pRq
a) Translació τhϕpxq “ ϕpx´ hq τhT pϕq :“ T pτ´hϕq

b) Dilatació Dsϕpxq “ sϕpsxq DsT pϕq :“ T psDs´1ϕq

c) Derivació ϕ1pxq “ d
dxϕpxq T 1pϕq :“ ´T pϕ1q

d) Transformada de Fourier pϕpξq “
´
R e
´2πixξϕpxq pT pϕq :“ T ppϕq

e) TF inversa qϕpξq “
´
R e

2πixξϕpxq qT pϕq :“ T pqϕq

f) Producte amb g Mgϕpxq “ gpxqϕpxq MgT pϕq :“ T pMgϕq

g) Simetria central rϕpxq “ ϕp´xq rT pϕq :“ T prϕq

h) Conjugació ϕpxq “ ϕpxq T pϕq :“ T pϕq

i) Convolució ψ ˚ ϕpxq “
´
R ψpx´ yqϕpyq dy ψ ˚ T pϕq :“ T p rψ ˚ ϕq

Taula 8.1: Operacions a S 1pRq. Suposem que ϕ,ψ P SpRq, T P S 1pRq, h P R, s ą 0, g és
una funció amb Mg : SpRq Ñ SpRq. TF significa transformada de Fourier.

Convé remarcar que la funció g de l’apartat f) pot ser una funció C8 acotada o fins
i tot un polinomi. En particular, si gpxq “ e2πiξx, aleshores Mg “ Mξ és la modulació,
vegeu la taula 7.1. Notem que en les definicions a), b), c) i i) de la taula 8.1 l’acció
actua sobre la distribució de manera no coincident amb l’acció sobre la funció test ϕ. En
canvi a les definicions d)–h) la definició és més senzilla. Aquestes darreres són operacions
autoadjuntes.

Exercici 8.22. Comprova que a la taula 8.1 les definicions en distribucions de tipus Tf
són coherents, és a dir que

DsTf “ TDsf , Tf
1 “ Tf 1 , xTf “ T

pf
, |Tf “ T

qf
,
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MgTf “ TMgf ,
ĂTf “ T

rf
, Tf “ Tf , ψ ˚ Tf “ Tψ˚f .

En el cas de la derivada, per exemple, et convindrà usar la integració per parts. Ž

Exercici 8.23. Demostra que per ψ P SpRq i T P S 1pRq, si definim fpyq :“ T pτy rψq,
aleshores Tf “ ψ ˚ T (vegeu [Gra08, pp.116–117]). Ž

Exercici 8.24. Demostra que τhT és efectivament un funcional lineal i continu. Fes el
mateix amb la resta de definicions de la taula 8.1. Ž

Com que la transformada de Fourier és una bijecció en SpRq, podem deduir de d) i e)
que també és una bijecció en S 1pRq.

Tot seguit constrüım a la taula 8.2 un diccionari temps-freqüència per les distribucions
temperades seguint la taula 7.1.

Temps x P R Freqüència ξ P R

a) Combinació lineal aT ` bU {aT ` bU “ a pT ` bpU

b) Translació τhT pϕq :“ T pτ´hϕq yτhT “M´h
pT

c) Modulació MhT pϕq :“ T pMhϕq zMhT “ τh pT

d) Dilatació DsT pϕq :“ T psDs´1ϕq zDsT “ sDs´1 pT

e) Simetria central rT :“ T prϕq
p

rT “
r

pT

f) Conjugació T pϕq :“ T pϕq pT “
p

rT “ qT

g) Derivada T 1pϕq :“ ´T pϕ1q pT 1 “ 2πiξ pT “M2πiξ
pT

h) Producte per un polinomi M´2πixT pϕq :“ T p´2πixϕq {M´2πixT “ pT 1

i) Convolució ψ ˚ T pϕq :“ T p rψ ˚ ϕq {ψ ˚ T “M
pψ
pT “ pψ pT

Taula 8.2: Diccionari temps-freqüència a S 1pRq.

Exemple 8.25. Per il.lustrar la taula 8.2 deduirem la fórmula i). Donades ψ P SpRq i

T P S 1pRq, volem veure que {ψ ˚ T “ M
pψ
pT “ pψ pT , és a dir que per tota ϕ P SpRq tenim

que
{ψ ˚ T pϕq “M

pψ
pT pϕq.

Apliquem la definició de transformada de Fourier d’una distribució i la definició de con-
volució amb una distribució:

{ψ ˚ T pϕq
T. 8.2.i)
“ ψ ˚ T ppϕq

T. 8.1.i)
“ T p rψ ˚ pϕq.

Per altra banda,

M
pψ
pT pϕq

T. 8.1.f)
“ pT p pψϕq

T. 8.1.d)
“ T p

y

ϕ pψq.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Aix́ı, n’hi ha prou amb veure que rψ ˚ pϕ “
y

ϕ pψ.
Calculem tot seguit el valor de la convolució rψ ˚ pϕ per ξ P R:

rψ ˚ pϕpξq “

ˆ
R
rψpζqpϕpξ ´ ζq dζ

T. 8.1.i), D. 7.1
“

ˆ
R
ψp´ζq

ˆ
R
e´2πipξ´ζqxϕpxq dx dζ

Fubini
“

ˆ
R

ˆ
R
ψp´ζqe´2πip´ζqx dζe´2πiξxϕpxq dx

D. 7.1
“

ˆ
R
pψpxqe´2πiξxϕpxq dx

D. 7.1
“

y

ϕ pψpξq.

♦

Exercici 8.26. Dedueix la resta de fórmules de la taula 8.2. Ž

8.4 La delta de Dirac

Com dèiem, hi ha objectes a S 1pRq que no són distribucions. Un exemple t́ıpic és la
distribució delta de Dirac, que de fet es pot entendre com una mesura. Informalment, la
delta és una funció que s’anul.la a tot arreu llevat de l’origen i té valor infinit a l’oŕıgen, de
manera que al calcular-ne la integral el resultat és u, vegeu el comentari 7.14. Amb rigor,
això no és una funció, però podem obtenir els resultats desitjats usant una distribució.
Computacionalment, el que fa la distribució delta sobre una funció és avaluar-la a l’origen.

Per l’exercici 8.18 sabem que la funció constant fpxq ” 1 indueix una distribució tem-
perada Tf “ T1:

T1pϕq “

ˆ
R
ϕpxq dx per ϕ P SpRq.

La seva transformada de Fourier és

xT1pϕq
T.8.1 d)
“ T1ppϕq “

ˆ
R
pϕpξq dξ

T.8.1 e)
“ q

pϕp0q
(7.13)
“ ϕp0q.

Notem que la darrera igualtat és la fórmula d’inversió per funcions de Schwartz.

Definició 8.27. La distribució delta de Dirac δ0 : SpRq Ñ C està definida per

δ0pϕq :“xT1pϕq “ ϕp0q.

‚

Tot i que ja ho podem deduir usant els exercicis 8.18 i 8.24, tot seguit verifiquem que
efectivament δ0 és una distribució aplicant les definicions. Primer cal veure que és lineal.
Efectivament,

paϕ1 ` bϕ1qp0q “ aϕ1p0q ` bϕ1p0q.

Per veure la continüıtat a l’origen, assumim que ϕn Ñ 0 a SpRq. Aleshores en particular
ρ0,0pϕnq “ supR ϕ Ñ 0. Aix́ı doncs |ϕnp0q| ď supR ϕ Ñ 0 i dedüım que δ0pϕnq Ñ 0 “
δ0p0q. Per l’exercici 8.16, trobem que δ0 és cont́ınua a tota la classe de Schwartz.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

La seva transformada de Fourier és

pδ0pϕq “ δ0ppϕq “ pϕp0q “

ˆ
ϕ “ T1pϕq.

Notem que la fórmula d’inversió per distribucions és conseqüència immediata de la fórmula
d’inversió per funcions de Schwartz:

q

pT pϕq “ T ppqϕq “ T pϕq “ T pqpϕq “
p

qT pϕq. (8.3)

Aix́ı doncs, la identitat pδ0 “ T1 és coherent amb la fórmula d’inversió per distribucions,

ja que la funció constant és parella i, per tant,
p

p1 “ r1 “ 1. Com hem dit, identifiquem les
funcions f amb les distribucions Tf , de manera que diem que

δ0 “ p1 i 1 “ pδ0.

Exercici 8.28. Comprova que la distribució δh :“ τhδ0 envia δhpϕq “ ϕphq. Verifica que
la transformada de Fourier de δh és la distribució temperada e´hpξq “ e´2πihξ. Ž

És interessant observar que la delta de Dirac té el suport més petit possible, que és
un sol punt, mentre que la seva tranformada de Fourier té el suport més gran possible.
Compara aquesta idea amb el principi d’incertesa de la secció 8.6.3.

Exercici 8.29 (Derivades de la delta de Dirac). Troba les derivades δ
pkq
0 per k ě 1 de

la distribució delta de Dirac. Comprova que les seves transformades de Fourier es poden
identificar amb certs polinomis. Comprova també que δ0 és la derivada de la funció esglaó
de Heaviside1, definida com Hpxq :“ χxą0. Ž

Comentari 8.30. Notem que, tot i que la distribució delta no és una funció, es pot obtenir
com la derivada d’una funció. En general, tota distribució temperada T es pot obtenir
derivant una altra distribució i en aquest procés d’obtenció de primitives, en un nombre
finit de passos obtenim una funció, encara que T sigui ben salvatge! Vegeu [Str94] ‚

Al comentari 7.14 lamentàvem la inexistència d’un element neutre per la convolució a
la classe de Schwartz, i asseguràvem que la delta de Dirac és de fet l’element neutre que
buscàvem.

Exercici 8.31 (La identitat de la convolució). Demostra que per tota ψ P SpRq tenim
que

ψ ˚ δ0 “ Tψ.

Ž

1Oliver Heaviside, 1850–1925
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Exercici 8.32 (Delta de Dirac i aproximacions de la identitat). Sigui tKtutPΛ una apro-
ximació de la identitat amb punt d’acumulació t0. Demostra que

lim
tÑt0

Kt “ δ0

en el sentit de les distribucions. És a dir que per tota ϕ P SpRq tenim que limtÑt0 TKtpϕq “
δ0pϕq “ ϕp0q. Ž

Si el lector està familiaritzat amb la teoria de la mesura, potser sabrà que tota mesura
finita de Borel µ a la recta real defineix una distribució temperada Tµ via integració:
Tµpϕq :“

´
ϕdµ. Aix́ı, la mesura

µpBq “

#

1 si 0 P B

0 en cas contrari,

és efectivament una mesura finita de Borel i satisfà que Tµ “ δ0. Podem dir, doncs, que la
delta de Dirac és en realitat una mesura. Hi ha distribucions que no són mesures, com per
exemple la derivada de la delta de Dirac. Ara bé, tota funció de Schwartz f defineix una
mesura µf per integració: µf pBq :“

´
B fpxq dx, i tenim que Tf “ Tµf . Aix́ı doncs, tota

distribució es pot obtenir com a derivada d’ordre finit d’una mesura pel comentari 8.30.

8.5 Espais de Lebesgue i distribucions

En aquesta secció fem un repàs a la teoria de Fourier en els espais de Lebesgue LppRq.
Per l’exercici 8.2 i la invariància de la classe de Schwartz sota la transformada de Fourier,
podem aplicar la fórmula d’inversió, que ens garanteix que la transformada de Fourier és
de fet una bijecció de la classe de Schwartz en ella mateixa. Encara es pot dir més: la
transformada de Fourier perserva l’energia, és a dir que és una isometria de SpRq amb la
distància indüıda per la norma de L2pRq.

Aquesta afirmació és la identitat de Plancherel a la recta real. Primer hem de definir
aquesta noció de mida. Equipem SpRq amb el producte escalar definit com

xf, gy :“

ˆ
R
fpxqgpxq dx “ Tf pgq per totes f, g P SpRq,

amb norma L2pRq associada donada per }f}2L2 “ xf, fy. És a dir que

}f}L2pRq “

ˆˆ
R
|fpxq|2 dx

˙
1
2

,

que coincideix amb la norma introdüıda a la secció 2.2.2. Per funcions de Schwartz f i g
la integral que dona el producte escalar és un nombre complex ben definit, evidentment.

Exercici 8.33. Demostra que si f P SpRq, aleshores }f}LppRq ă 8 per tot 1 ď p ď 8. Ž
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Usant l’exercici 2.36, podem veure que de fet la classe de Schwartz és un espai normat
amb la norma Lp.

Veurem tot seguit que la convergència del teorema 7.18 també es dona en les normes
Lp per 1 ď p ă 8. Si f P LppRq per algun nombre real 1 ď p ď 8, aleshores el funcional
Tf de (8.2) és una distribució temperada. La linealitat de la integral garanteix que Tf és
lineal sobre SpRq. La desigualtat de Hölder (vegeu l’exercici 2.36) es pot fer servir per
demostrar-ne la continüıtat, ja que les normes Lp estan controlades per les seminormes de
Schwartz.

Exercici 8.34. Demostra que si f P Lp, aleshores Tf és continu a SpRq. Ž

Com veurem a continuació, la classe de Schwartz és densa en LppRq sempre que 1 ď p ă
8, vegeu el teorema 8.40. Dit d’una altra manera, donada una funció f P LppRq podem
aproximar-la per ϕn P SpRq de manera que

lim
nÑ8

}f ´ ϕn}p “ 0,

cosa que escrivim
lim
nÑ8

ϕn “ f a LppRq.

Teorema 8.35. Sigui tKtutPΛ Ă L1pRq una aproximació de la identitat quan t Ñ t0. Si
f P LppRq, aleshores

lim
tÑt0

}Kt ˚ f ´ f}p “ 0.

Exercici 8.36. Seguint la demostració del teorema 7.18 i les indicacions de l’exercici 4.19,
demostra el teorema anterior. Cal justificar també que f ˚Kt està ben definit! Ž

Teorema 8.37. La classe de Schwartz és densa a Lp per 1 ď p ă 8.

Demostració. Vegem la densitat de S a Lp. Sabem que les funcions cont́ınues de suport
compacte són denses a Lp, però com podem veure que també la classe de Schwartz ho
és? Podem usar el teorema 8.35, però, de fet, si ϕ P SpRq i f P LppRq, aleshores no
necessàriament tenim f ˚ ϕ P SpRq (sabries trobar un cas on no hi ha prou decäıment?)

Sigui ε ą 0. Com hem dit, les funcions cont́ınues de suport compacte són denses a Lp,
és a dir que existeix fε P CcpRq tal que }f ´ fε}p ă ε. Pel teorema 8.35 si prenem ϕ P C8c
amb integral 1, l’aproximació de la identitat ϕt definida com a l’exercici 7.16 satisfà pel
teorema 8.35 que existeix un t tal que }ϕt ˚ fε ´ fε}p ă ε per t prou petit.

Per la desigualtat triangular a Lp (o desigualtat de Minkowski) tenim

}f ´ ϕt ˚ fε}p ď 2ε.

Notem que pϕt ˚ fεq
p`q “ ϕ

p`q
t ˚ fε (vegeu exercici 8.9), de manera que ϕt ˚ fε P C

8. A
més a més té suport compacte per construcció, com a convolució de funcions de suport
compacte. Concloem que ϕt ˚ fε P C

8
c Ă SpRq, i per tant, hem demostrat la densitat de

SpRq a LppRq.
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Una manera equivalent de definir LppRq és la compleció de SpRq respecte a la norma
LppRq. Aquesta definició té l’avantatge que implica directament la densitat de la classe
de Schwartz a LppRq, però potser és una mica menys manejable.

Els funcionals Tf per f P LppRq amb 1 ď p ď 8, no només poden actuar sobre funcions
de Schwartz, sinó que es poden estendre a tota ϕ P Lp

1

pRq, on 1
p `

1
p1 “ 1. Diem que

aquests són exponents conjugats. Això es deu a la desigualtat de Hölder. Aix́ı doncs,
Tf pgq “

´
R fpxqgpxq dx està ben definida per g P Lp

1

pRq.

8.5.1 Transformada de Fourier als espais de Lebesgue

Ara que ja podem identificar f P LppRq amb la distribució temperada Tf , podem definir-

ne la transformada de Fourier en el sentit de les distribucions. Podem identificar xTf amb
alguna funció raonable? De moment sabem que si f P SpRq, aleshores

• si p “ 1, aleshores
›

›

›

pf
›

›

›

8
ď }f}1, ja que

| pfpξq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
R
fpxqe´2πixξ dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
R
|fpxq| dx.

• si p “ 2, aleshores la identitat de Plancherel (teorema 7.27) diu que

›

›

›

pf
›

›

›

2
“ }f}2.

Considerem primer les funcions integrables. Donada f P L1pRq, definim provisionalment

F1fpξq :“

ˆ
R
fpxqe´2πixξ dx,

amb la idea de distingir-la de la definició distribucional. Tot seguit veurem que aquestes
dues maneres de definir la transformada de Fourier coincideixen:

Exercici 8.38. Demostra que F1f està ben definit i és una funció acotada. Demostra
que TF1f “

xTf . Ž

La transformada de Fourier d’una funció de L1 podria no ser una funció integrable. Això
dificulta l’obtenció d’una fórmula d’inversió: només podem aconseguir aquesta inversió en
el sentit distribucional. És per aquest motiu que hem presentat la teoria a S 1pRq.

Estudiem ara les funcions de quadrat integrable. Com que la classe de Schwartz és
densa a L2, sabent que la transformada de Fourier preserva la norma L2 també podrem
estendre per densitat la transformada a tot L2pTq:

F2f :“ L2 ´ lim
n

xfn.

Aquesta definició coincideix amb la definició com a L2-ĺımit a L2XL1, i també coincideix
amb la definició en el sentit de les distribucions.

113



8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Teorema 8.39. La definició distribucional i la definció per densitat són equivalents per
funcions f P L2pRq.

Demostració. Hem de comprovar que donada una successió tfnun Ă SpRq tal que

}f ´ fn}L2
nÑ8
ÝÝÝÑ 0,

aleshores tenim
›

›

›

pf ´xfn

›

›

›

L2

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Efectivament, si fn és una successió de Cauchy, aleshores

›

›

›

xfn ´ xfm

›

›

›

2
“ }fn ´ fm}2 ď ε

si n,m ą n0, és a dir que txfnun també és de Cauchy i té, per tant, un ĺımit g. Vegem que

Tg “ xTf . Donada ϕ P SpRq, per tot n P N tenim

Tgpϕq ´xTf pϕq “

ˆ
pgϕ´ f pϕq “

ˆ
pgϕ´xfnϕq `

ˆ
pxfnϕ´ fn pϕq `

ˆ
pfn pϕ´ f pϕq.

Notem que
´
pxfnϕ ´ fn pϕq “ 0 per l’exercici 7.22. Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz,

tenim
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pg ´xfnqϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›
g ´xfn

›

›

›

2
}ϕ}2

nÑ8
ÝÝÝÑ 0

i
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pf ´ fnqϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f ´ fn}2}ϕ}2
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Dedüım que
Tgpϕq ´xTf pϕq “ 0

i, per tant, pf és el ĺımit en L2 de xfn.

Teorema 8.40. La identitat de Plancherel s’estén a L2pRq.

Demostració. Vegem primer la fórmula d’intercanvi de barrets per funcions de quadrat
integrable. Siguin f, g P L2pRq. Aleshores ja hem vist que pf, pg P L2, on la transforma-
da s’entén en el sentit de les distribucions, i existeixen tfnun, tgnun Ă SpRq successions
convergents a f i g respectivament en la norma L2. A més, com hem vist, les seves
transformades convergeixen a la transformada respectiva. Aix́ı, com que tenim

ˆ
xfngn “

ˆ
fn pgn

al ser les funciones de Schwartz, dedüım de la desigualtat triangular que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pfg ´ fpg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pfg ´xfng

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
xfng ´xfngn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
fn pgn ´ fnpg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
fnpg ´ fpg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.
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Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, obtenim

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pfg ´ fpg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

›

›

›

pf ´xfn

›

›

›

2
}g}2 `

›

›

›

xfn

›

›

›

2
}g ´ gn}2 ` }fn}2} pgn ´ pg}2 ` }f ´ fn}2}pg}2.

Com que els quatre sumands es poden fer tan petits com es vulgui prenent n prou gran,
dedüım que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pfg ´ fpg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 0,

demostrant que ˆ
pfg “

ˆ
fpg

per tot parell de funcions de L2.
Finalment demostrarem la igualtat de Plancherel: per fer-ho, recordem que la fórmula

d’inversió (8.3) és vàlida a S 1pRq. Aix́ı,

ˆ
|f |2 “

ˆ
ff “

ˆ
f
p

qf “

ˆ
pfqf “

ˆ
pf
r

pf “

ˆ
pf pf.

Exercici 8.41. Donats a, b ą 0, demostra que

ˆ
R

sinpatq sinpbtq

t2
dt “ πminta, bu.

Ž

Observació 8.42. La taula 8.2 explica, entre altres, que la mateixa estructura de les
sèries de Fourier apareix en el cas de les transformades. Com dèiem a l’observació 5.5,
tot operador acotat a L2pTq diagonalitza al cantó de Fourier, és a dir que actua com un
multiplicador per les freqüències. El mateix podem dir a L2pRq: si un operador lineal
acotat T : L2pRq Ñ L2pRq és invariant per translacions, aleshores al cantó de Fourier
actua com la multiplicació per una funció acotada. En aquest cas el podem expressar al
cantó del temps com un operador de convolució amb una distribució temperada definit
com en l’exercici 8.23 a les funcions test i estés per densitat, vegeu [SW71, teoremes I.3.16
i I.3.18]. ‚

Com hem vist, la transformada de Fourier és una bijecció a l’espai L2pRq (de fet, n’és una
isometria). A més a més, usant el lema de Riemann-Lebesgue, la transformada de Fourier
envia L1 a la classe de funcions C0pRq (funcions cont́ınues amb ĺımit zero a l’infinit), vegeu
l’exercici 7.4. De tota manera, aquesta aplicació no és exhaustiva: existeix una funció de
C0pRq que no és transformada de Fourier de cap funció de L1pRq, vegeu l’exercici 7.26.

Notem que L1pRq Ć L2pRq i L1pRq Č L2pRq. Aquest fet contrasta amb la situació a
LppTq, on els espais estan sempre inclosos uns en els altres.
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Exercici 8.43 (Lp i Lq no estan encaixats). Siqui 1 ď p ă q ď 8. Troba una funció que
estigui a Lq i no a Lp. Troba també una funció que estigui a Lp i no a Lq. Nota: mira
què passa amb |x|´α entorn de l’origen i entorn de l’infinit. Ž

Si 1 ă p ă 2, la transformada de Fourier és un operador acotat de LppRq a Lp
1

pRq, on p i
p1 són exponents conjugats, és a dir, on 1

p `
1
p1 “ 1. Aquest fet es coneix com a desigualtat

de Hausdorff-Young:
›

›

›

pf
›

›

›

Lp1
ď }f}Lp . (8.4)

Observació 8.44. Aquesta desigualtat és en realitat un corol.lari del fet que
›

›

›

pf
›

›

›

8
ď }f}1

i
›

›

›

pf
›

›

›

2
ď }f}2. Aleshores el teorema d’interpolació de Riesz-Thorin diu que si escrivim 1{p

com a combinació lineal convexa de 1{1 i 1{2, concretament 1
p “

1´t
1 ` t

2 “ 1 ´ t
2 amb

0 ď t ď 1, aleshores

sup
fPLpzt0u

›

›

›

pf
›

›

›

Lp1

}f}p
ď

¨

˝ sup
fPL1zt0u

›

›

›

pf
›

›

›

8

}f}1

˛

‚

1´t¨

˝ sup
fPL2zt0u

›

›

›

pf
›

›

›

2

}f}2

˛

‚

t

ď 1,

ja que 1
p1 “

1´t
8
` t

2 “
t
2 . ‚

De la mateixa manera que hem fet a L2, podem definir la transformada de Fourier per
densitat a Lp si 1 ă p ă 2:

Fpf :“ Lp
1

´ lim
n

xfn.

Teorema 8.45. La definició distribucional pf i la definció per densitat Fpf són equivalents
per funcions f P LppRq.

La demostració és anàloga a la del teorema 8.39, substituint Plancherel per la desigualtat
de Hausdorff-Young i la desigualtat de Cauchy-Schwarz per la desigualtat de Hölder.

Malgrat tot, quan p ą 2 la transformada de Fourier ja no envia LppRq a cap espai
funcional familiar. Si f P Lp amb p ą 2, aleshores pf és una distribució temperada, però si
no tenim més informació de f , poc podem afegir. Què és tan especial del cas 1 ă p ă 2?
Doncs que en aquest cas Lp Ă L1 ` L2, és a dir que podem expressar f com a suma de
dues funcions, cada una d’elles en un dels dos espais.

Exercici 8.46 (Lp Ă L1 ` L2). Sigui f P LppRq amb 1 ă p ă 2. Sigui

fλpxq :“

#

fpxq si |fpxq| ď λ

0 en cas contrari .

Defineix fλ :“ f ´ fλ. Aleshores demostra que fλ P L
2pRq i fλ P L1pRq. Conclou que

LppRq Ă L1pRq ` L2pRq. Ž
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Fins i tot per funcions de Schwartz, si volem tenir una desigualtat del tipus

›

›

›

pf
›

›

›

q
ď C}f}p (8.5)

per tota f P SpRq, ens cal que q sigui l’exponent conjugat de p, vegeu l’exemple següent.
Tot i que no és evident amb aquest exemple, això només podrà ocórrer amb 1 ď p ď 2.

Exemple 8.47. Considera la famı́lia de funcions

gtpxq “ e´πtx
2

pgtpξq “
e´πξ

2{t

?
t

.

Aquestes funcions són gaussianes, les transformades es poden comprovar usant els caṕıtols
anteriors. Com que

´
g1 “ 1, fent un canvi de variable obtenim que

´
gt “ 1{

?
t. Se

segueix que les normes de les funcions són

}gt}
p
p “

1
?
tp

i }pgt}
q
q “

?
t
1´q

?
q
.

Per exemple, si p “ q “ 2, aleshores }gt}2 “ }pgt}2, tal i com ens assegura la identitat de
Plancherel. Si (8.5) s’ha de complir per tota funció de Schwartz, cal que

}pgt}q
}gt}p

ď C,

i ens cal que la constant C no depengui de t, aix́ı que
?
t
1´q
q
?
tp

1
p {
?
q

1
q ď C. Reescrivint-

ho, tenim

?
t
1
q
` 1
p
´1
?
p

1
p

?
q

1
q

ď C,

i ens cal que 1
q `

1
p ´ 1 “ 0 per mantenir el terme depenent de t acotat ja sigui quan tÑ 0

o quan tÑ8. ♦

8.6 Aplicacions de la transformada de Fourier

A continuació presentem tres aplicacions clàssiques de la transformada de Fourier. Aquests
resultats tenen aplicacions famoses a la teoria de nombres (fórmula del sumatori de Pois-
son), a processament del senyal (fórmula de mostreig de Whittaker-Shannon) i a mecànica
quàntica (principi d’incertesa de Heisenberg). Les demostracions són boniques i elegants.
Per veure altres aplicacions, podeu consultar [Str94, Kör88, SS03] o les altres referències
de [PW12, Secció 8.5].

117



8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

8.6.1 La fórmula del sumatori de Poisson

Considerem una funció f : RÑ C. Com podem construir una funció periòdica? El primer
impuls és fer-ho replegant la recta sobre una circumferència i anar sumant el valors cada
vegada. Per exemple, si volem una funció de peŕıode 1, podem calcular

Pfpxq :“
ÿ

nPZ
fpx` nq “ lim

NÑ8

ÿ

|n|ďN

fpx` nq.

Aquesta funció, en cas d’estar ben definida, serà periòdica.

Exemple 8.48. Sigui Ht el nucli de la calor definit per Htpxq :“ 1?
4πt
e´

x2

4t amb t ą 0.

La seva periodització és el nucli de la calor periòdic

PHtpxq “ p4πtq
´ 1

2

ÿ

nPZ
e´

px`nq2

4t .

♦

Un altre mètode seria prendre els valors de la transformada de Fourier a les freqüències
naturals i crear una sèrie de Fourier ad-hoc:

S1fpxq :“
ÿ

nPZ

pfpnqe2πinx,

sempre que aquesta suma tingui sentit.

Exemple 8.49. Si f P L2r´1{2, 1{2s i fpxq “ 0 per |x| ą 1{2, aleshores les dues pe-
rioditzacions estan ben definides, i coincideixen gairebé per tot arreu. Efectivament,
Pfpxq “ fpxq per tot x P p´1{2, 1{2q, i per altra banda

pfpnq “

ˆ 1{2

´1{2
e2πinxfpxq dx “ xPfpnq,

aix́ı que

S1fpxq “ SpPfpxqq
T.3.42
“ Pfpxq.

♦

Aquest fenomen no és accidental. La fórmula del sumatori de Poisson ho concreta:

Teorema 8.50 (Fórmula del sumatori de Poisson). Si f P SpRq, aleshores

Pfpxq “
ÿ

nPZ
fpx` nq “

ÿ

nPZ

pfpnqe2πinx “ S1fpxq per tot x P R. (8.6)

En particular, per x “ 0 obtenim

ÿ

nPZ
fpnq “

ÿ

nPZ

pfpnq. (8.7)
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Demostració. Al ser f una funció de decäıment ràpid, la convergència de S1f i de Pf és
uniforme i, per tant, ambdues funcions estan ben definides puntualment.

Analitzem els seus coeficients de Fourier. Per una banda,

yS1fpnq “

ˆ 1

0

˜

ÿ

mPZ

pfpmqe2πimxq

¸

e´2πinx dx
T.C.D
“

ÿ

mPZ

pfpmq

ˆ 1

0
e2πimxe´2πinx dx “ pfpnq.

Igual que en l’exemple anterior tenim

xPfpnq “

ˆ 1

0

˜

ÿ

mPZ
fpx`mq

¸

e´2πinx dx
T.C.D
“

ÿ

mPZ

ˆ 1

0
fpx`mqe´2πinx dx

“
ÿ

mPZ

ˆ m`1

m
fpyqe´2πiny dy “

ˆ
R
fpyqe´2πiny dy “ pfpnq.

Aix́ı, les dues perioditzacions tenen exactament els mateixos coeficients de Fourier i, per
tant, coincideixen gairebé per tot arreu.

Al ser f de decäıment ràpid, tenim que Pf és també infinitament derivable i, en par-
ticular, cont́ınua (vegeu l’exercici 7.8). El decäıment ràpid de pfpnq també garanteix que
S1f és cont́ınua. Per tant, les funcions hauran de coincidir per tot arreu.

Exemple 8.51. Tornant al cas del nucli de la calor periòdic, en ser el nucli de la calor
una funció de Schwartz, podem aplicar la fórmula del sumatori de Poisson i obtenim que

p4πtq´
1
2

ÿ

nPZ
e´

px`nq2

4t “
ÿ

nPZ

xHtpnqe
2πinx “

ÿ

nPZ
e´4π2tn2

e2πinx,

que és una suma de funcions amb variables separades. ♦

Definició 8.52. Diem que una funció f P CpRq és de decreixement moderat si existeixen
constants C ą 0 i ε ą 0 tals que

|fpxq| ď
C

1` |x|1`ε
per tot x P R.

‚

Les funcions de decreixement moderat són sempre integrables, acotades, de quadrat
integrable, vegeu [PW12, secció 8.1].

Exercici 8.53. Demostra que la fórmula del sumatori de Poisson 8.6 segueix sent vàlida
per funcions f tals que f i pf són cont́ınues de decreixement moderat gairebé per tot x P R,
i de fet és certa a tot arreu si donem condicions per la convergència de la sèrie de Fourier,
per exemple f P C2. Utilitza aquest resultat per demostrar que les perioditzacions del

nucli de Poisson Pypxq :“ y
πpx2`y2q

per y ą 0 i del nucli de Féjer FRpxq :“ R
´

sinpπRxq
πRx

¯2

per R ą 0 coincideixen amb els nuclis periòdics de Poisson i Féjer definits al caṕıtol 4. Ž
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Exercici 8.54. La funció theta de Jacobi es defineix com

ϑptq “
8
ÿ

n“´8

e´πn
2t

per t ą 0. Demostra que ϑptq “ t´1{2ϑp1{tq. Ž

Exercici 8.55. Demostra que

8
ÿ

n“´8

1

n2 ` t2
“
π

t

1` e´2πt

1´ e´2πt
,

a partir de la funció e´2π|x|t. Troba la igualtat que resulta en fer el ĺımit per tÑ 0. Ž

Anem a rellegir la fórmula del sumatori de Poisson en termes de distribucions. A
l’exercici 8.28 hem introdüıt la translació de la delta de Dirac δh :“ τhδ0, i hem vist que
satisfà que δhpϕq “ ϕphq. Aleshores (8.7) es pot escriure com

ÿ

nPZ
δnpfq “

ÿ

nPZ

pδnpfq.

Dit d’una altra manera,
ÿ

nPZ
δn “

{

ÿ

nPZ
δn,

és a dir que la suma de translacions de la delta de Dirac amb longituds enteres és la
transformada de Fourier d’ella mateixa.

Per altra banda, com que pδn “ Te2πinx , podem dir, almenys formalment, que la pinta
infinita

ř

nPZ δn “
ř

nPZ e
2πinx, tot i que no sabem ben bé què significa aquest darrer

sumatori. A [Str94, secció 7.3] pots trobar una aplicació de la fórmula del sumatori de
Poisson de dues dimensions a quasicristalls.

8.6.2 La fórmula de mostreig de Whittaker-Shannon

La fórmula de mostreig de Whittaker2-Shannon3 ens diu que les funcions de banda limita-
da, és a dir, aquelles que tenen transformada de Fourier amb suport compacte, es poden
reconstruir completament prenent-ne només algunes mostres. Per enunciar-lo, ens cal la
funció sinc, definida per

sincpxq “

#

sinpπxq
πx si x ‰ 0,

1 si x “ 0.

Teorema 8.56 (Fórmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Per tota funció cont́ınua
de decreixement moderat f tal que supp pf Ă r´L{2, L{2s, els valors de fpn{Lq determinen
la funció sencera mitjançant la formula

fpxq “
ÿ

nPZ
fpn{Lqsinc

ˆ

x´ n

L

˙

.

2Edmund Taylor Whittaker, 1873–1956
3Claude Elwood Shannon, 1916–2001
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

Notem que com més gran és el suport, més mostres cal prendre.

Projecte 8.57 (Fórmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Demostra la fórmula de
mostreig de Whittaker-Shannon per funcions de la classe de Schwartz. Ž

8.6.3 El principi d’incertesa de Heisenberg

És impossible trobar una funció que estigui simultàniament ben localitzada en temps i en
freqüència. El principi d’incertesa de Heisenberg4 és una desigualtat que expressa aquesta
noció. Encara es pot anar més enllà: no hi ha cap funció de quadrat integrable amb suport
compacte i de banda limitada.

Teorema 8.58. Sigui ψ P SpRq, amb }ψ}2 “ 1. Aleshores

ˆˆ
R
x2|ψpxq|2 dx

˙ˆˆ
R
ξ2| pψpξq|2 dξ

˙

ě
1

16π2
.

Demostració. Per hipòtesi,
´
ψ2 “ 1. Procedim a integrar per parts, amb u “ ψpxq2 i

dv “ dx. Notem que

d

dx
|ψ|2 “

d

dx
pψψq “ ψψ

1
` ψψ1 “ ψψ1 ` ψψ1 “ 2Re pψψ1q.

Usant el decäıment ràpid de la funció per obviar els termes de frontera, obtenim

1 “

ˆ
|ψpxq|2 dx “ rx|ψpxq|2s8´8 ´ 2

ˆ
R
xRe pψpxqψ1pxqq dx

ď 2

ˆ
R
|x||ψpxq||ψ1pxq| dx

C.S.
ď 2

ˆˆ
R
|x|2|ψpxq|2 dx

˙
1
2
ˆˆ

R
|ψ1pxq|2 dx

˙
1
2

T.7.27; g)
“ 2

ˆˆ
R
|x|2|ψpxq|2 dx

˙
1
2
ˆ

4π2

ˆ
R
|ξ|2| pψpξq|2 dξ

˙
1
2

.

Notem que al darrer pas hem usat la identitat de Plancherel i la propietat g) de la taula 7.1
que relaciona la transformada de Fourier d’una derivada amb la multiplicació pel polinomi
2πiξ.

El principi d’incertesa es pot estendre a funcions de quadrat integrable per un argument
de densitat.

Exercici 8.59. Comprova que la igualtat en el principi d’incertesa s’obté si i només si

ψpxq “
b

2B
π e

´Bx2 per algun valor B ą 0.

Pista: la igualtat s’assoleix a la desigualtat de Cauchy-Schwarz si i només si una funció
és múltiple de l’altre g.p.t. arreu. Ž

4Werner Heisenberg, 1901–1976
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Exercici 8.60. Comprova que sota les condicions del teorema 8.58, tenim que

ˆˆ
R
px´ x0q

2|ψpxq|2 dx

˙ˆˆ
R
pξ ´ ξ0q

2| pψpξq|2 dξ

˙

ě
1

16π2
,

per qualsevol parell x0, ξ0 P R.
Pista: pots aplicar el principi d’incertesa a les funcions e´2πixξ0ψpx ` x0q i usar el

diccionari temps-freqüència. Ž

Anem a fer una demostració per esport. Suposem que f té suport compacte a r´a, as i
pf té suport a r´b, bs. Com veurem això no és possible, però de moment suposem que és
veritat. Aleshores, ˆ

x2fpxq2 dx ď a2

ˆ
f2 “ a2.

De la mateixa manera obtenim b2 ě
´
ξ2

pfpξq2 dξ. Pel principi d’incertesa això implicaria
que ab ě 1

4π .
A l’exercici 8.61 veurem que, de fet, això és impossible. Però es podria obtenir un

resultat similar per funcions que tenen quasi tota la norma L2 concentrada a un interval
i el mateix per la norma de la transformada.

Exercici 8.61. Sigui f P L2pRq. Demostra que f i pf no poden tenir simultàniament el
suport compacte, excepte si f “ 0.

Pista: Suposa que f té suport a r0, L{2s i que pf té suport compacte. Expressa f com a
sèrie de Fourier a r0, Ls, i observa que f ha de ser un polinomi trigonomètric, que no pot
anul.lar-se en cap interval. Ž

Les funcions trigonomètriques no són de quadrat integrable. Però com a distribucions
śı que tenen transformada de Fourier.

Exercici 8.62. Comprova que la transformada de Fourier de ehpξq “ e2πihξ en el sentit
de les distribucions és la delta traslladada δh : ϕ ÞÑ ϕphq. Ž

L’exercici precedent il.lustra també el principi de localització: quan una funció té el
suport concentrat sobretot en un interval de longitud d, aleshores la transformada de
Fourier està concentrada en un interval de longitud almenys d´1. Aix́ı, el suport en el pla
temps-freqüència és essencialment un rectangle d’àrea major o igual a 1.

Observació 8.63. El principi d’incertesa té una interpretació en mecànica quàntica, de
la qual se’n deriva el nom. No es pot mesurar amb precisió el moment d’una part́ıcula
lliure i la seva posició simultàniament. Com més bona és una mesura, pitjor serà l’altra.

Matemàticament, l’estat d’una part́ıcula lliure es descriu com una funció ψ de norma
}ψ}2 “ 1. La densitat de probabilitat que aquesta part́ıcula estigui situada al punt x és

|ψpxq|2. La densitat de probabilitat que el seu moment sigui ξ és | pψpξq|2. La localització
mitjana u i el moment mitjà ω de la part́ıcula, es troben com

u “

ˆ
R
x|ψpxq|2 dx i ω “

ˆ
R
ξ| pψpξq|2 dξ.
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8 Distribucions temperades i transformada de Fourier

La variància σ2
x, que mesura la dispersió entorn de la localització mitjana, i la variància

σ2
ξ del moment, venen donades per

σ2
x “

ˆ
R
px´ uq2|ψpxq|2 dx i σ2

ξ “

ˆ
R
pξ ´ ωq2| pψpξq|2 dξ.

Aquests nombres mesuren com de lluny podem esperar que es trobi la posició i el moment
reals de la part́ıcula de la seva posició i moment mitjans. Com més gran sigui σx més
gran serà la incertesa sobre la seva posició. Com més gran sigui σξ més gran serà la
incertesa sobre el seu moment. El principi d’incertesa de Heisenberg diu que σ2

xσ
2
ξ ě

1
16π2 ,

de manera que no poden ser ambdues arbitràriament petites simultàniament.
Una caixa de Heisenberg, o caixa de temps-freqüència per una funció ψ amb }ψ}2 “ 1

és un rectangle centrat a pu, ωq i de dimensions σx ˆ σξ, és a dir que sempre té àrea
superior a 1

4π . Tot i que no hi ha funcions amb suport compacte en temps i freqüència
simultàniament, si que hi ha funcions amb caixes de Heisenberg acotades, cosa que ens
parla de la localització de la funció en mitjana. ‚
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9 Avaluació

L’assignatura s’avaluarà utilitzant una diversitat d’inputs.
3 punts de l’assignatura s’avaluaran mitjançant entrega de problemes fets a classe o

presentats a classe. Les dates es diran a classe i s’avisaran també a través del campus
virtual.

Els altres 7 punts es poden obtenir mitjançant els examens parcial i final (que farien
mitjana) o bé mitjançant l’elaboració de treballs de menor o major envergadura:

1. Presentar la demostració d’un teorema dels apunts a classe, a acordar amb el pro-
fessor. [1 punt]

2. Escriure un resum de l’aplicació de l’anàlisi harmònica en alguna altra àrea. [1 punt]

3. Escriure un resum d’un article rellevant de l’àrea d’anàlisi harmònica a acordar amb
el professor, incloent un esquema de la demostració del resultat principal. [2 punts]

4. Elaboració d’un projecte, vegeu més avall. [2-5 punts]

a) La redacció d’un petit treball. [2 punts]

b) Exposició oral. [2 punts]

c) Pòster expositiu. [1-2 punts]

5. Muntar un estand a la Matefest-Infofest, la festa de la facultat on es convida a
alumnes de secundària a passejar per la facultat. Cal que estigui pensat per alumnat
d’entre 14 i 18 anys d’edat.

6. Trobar errors als apunts i avisar al fòrum del campus virtual. [fins a 1 punt]

Durant el febrer cal decidir per quina avaluació s’opta, si per examens o per treballs.
També es pot fer intermitja, però cal decidir per endavant quants punts es faran per
treballs (Tmax) i quants es decidiran als examens (7´ Tmax). La puntuació final és

0.3 ˚ P ` p0, 7´ 0, 1 ˚ Tmaxq ˚ E ` T.

Si l’alumne opta per fer treballs amb Tmax ě 4, aleshores la nota d’examens no inclourà
el parcial.

Per fer recerca d’errors als apunts no cal avisar ni acordar-ho. Quan l’alumne trobi
errors, ho ha d’escriure al campus virtual. Si és la primera persona en detectar l’error,
tindrà la compensació. Aquesta se suma a T i incrementa el valor de Tmax en cas que
Tmax ă 7. Si Tmax “ 7, se sumen els punts a T . Si finalment T és superior a 7, es truncarà
a 7.
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Projectes de treball:
Una part important de l’avaluació de l’assignatura consisteix en fer projectes. A con-

tinuació hi ha una llista de projectes. Els projectes inclouen la revisió de la literatura, i
alguna de les següents accions a escollir:

1. La redacció d’un petit treball (d’entre cinc i deu pàgines). [2 punts]

2. Exposició oral de 30’. [2 punts]

3. Pòster expositiu per fer el dia del tancament del curs. [1-2 punts]

Es poden fer les accions 1 i 2 o bé 1 i 3, o només una de les accions, a raó de dos punts
cada una. es poden fer les tres accions, i en aquest cas el pòster contaria un punt.

Quan diem revisió de la literatura, vol dir que a part de les referències que es donen
al treball, cal cercar i consultar com a mı́nim una referència no inclosa a l’explicació. El
llibre [PW12] no compta com a referència no inclosa. És positiu fer sempre una petita
recerca històrica sobre el problema plantejat.

Cal concertar amb el professorat els projectes per tal de no solapar-se. En cas de fer
un projecte en equip, la puntuació es repartirà a parts iguals entre els seus membres. És
convenient fer una reunió de tutoria quan ja tinguis el treball plantejat, amb la literatura
revisada.

9.1 Projectes del caṕıtol Sèries de Fourier

Projecte (1.24: Equació de la calor). Llegeix “Fourier’s point of view” a [Kra99, pp.
34–39], on s’explica l’equació de la calor en una barra de ferro i la solució que va proposar
i exposa’n el contingut. Pots consultar també [PW12, pp. 16–18]. Ž

Projecte (1.25: Els harmònics dels instruments de vent fusta). Llegeix els caṕıtols 3.4 i
3.5 de [Ben06]. Planteja i soluciona les equacions del clarinet i el saxofon tal i com hem
fet amb l’equació (1.11). Ž

Projecte (1.26: Les funcions de Bessel). Explica les funcions de Bessel. Pots consul-
tar [Ben06, seccions 2.8 a 2.10]. Soluciona alguns dels exercicis proposats als caṕıtols
mencionats. Ž

Projecte (1.27: Els harmònics dels panderos circulars). Planteja i soluciona les equacions
del pandero circular. Pots consultar [Ben06, secció 3.6]. Et caldrà comprendre primer
[Ben06, seccions 2.8 a 2.10] sobre les funcions de Bessel. Ž

9.2 Projectes del caṕıtol Interludi: conceptes d’anàlisi

Projecte (2.9: Un conjunt no mesurable). Explica l’exemple de Vitali de conjunt no
mesurable. Descriu la relació amb l’axioma de l’elecció. Descriu també funcions no me-
surables de gràfica densa a R2. Pots consultar [Her06, seccions 5.1, 7.2]. També pots
complementar el treball amb la paradoxa de Banach-Tarski. Ž
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Projecte (2.55: La funció de Weierstrass). Explica la definició de la funció de Weierstrass
i demostra que no és diferenciable enlloc tot i ser cont́ınua. Pots consultar [Bre07, caṕıtol
6]. Ž

9.3 Projectes del caṕıtol Convergència puntual

Projecte (3.20: Decäıment dels coeficients de Fourier implica més regularitat). Utilitzant
el teorema 3.18 i argumentant per inducció demostra el teorema 3.19. Fes primer el cas
k “ 1. Et caldrà demostrar que SNf convergeix uniformement a f i que pSNfq

1 convergeix
uniformement a h. Aleshores hauràs de veure que f és diferenciable amb f 1 “ h. Aquest
darrer pas és conseqüència d’un teorema d’intercanvi de ĺımits i derivades (que hauràs de
demostrar) que diu que si tfjujPN Ă C1pIq convergeixen uniformement a f en un interval
tancat I i les seves derivades convergeixen uniformement a h, aleshores

lim
jÑ8

pfjq
1 “

ˆ

lim
jÑ8

fj

˙1

.

Exposa altres resultats que relacionin el decäıment dels coeficients de Fourier amb la
regularitat de la funció. Ž

Projecte (3.33: Contraexemple de Du Bois-Reymond). Llegeix [Pin02, secció 1.6.1],
[SS03, caṕıtol 3, secció 2.2] i/o [Kör88, caṕıtol 18, teorema 18.1] on es demostra el te-
orema de Du Bois-Reymond. Escriu una explicació de la construcció per un alumne del
teu mateix estadi. Ž

Projecte (3.39: Contraexemple de Kolmogorov). Existeix una funció integrable f P L1pTq
tal que lim supNÑ8 |SNfpθq| “ 8 gairebé per tot θ P T. Ž

9.4 Projectes del caṕıtol Mètodes sumatoris

Projecte (4.23: El teorema de diferenciació de Lebesgue). El teorema de diferenciació de
Lebesgue diu que: “Si f P L1pTq, aleshores

lim
hÑ0

1

2h

ˆ θ`h

θ´h
fpyq dy “ fpθq

g.p.t. θ P T”.
Aquest teorema és fonamental en anàlisi harmònica. Ens diu que, en certa manera, les

funcions integrables tenen un comporament en mitjana similar al de les cont́ınues, gairebé
per tot arreu.

Demostra el resultat per f P CpTq sense ajuda. Escriu també la demostració del re-
sultat general. Pots consultar [Ste70, teorema 1 b), Corol.lari 1 i lema 1.6, pàg. 5–10]
(pots ometre quasi tota la pàgina 7). Un cop demostrats el teorema 1b i el lema 1.6, la
demostració del corol.lari 1 (teorema de diferenciació de Lebesgue) també es pot trobar a
la wikipedia força ben presentat. Ž
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Projecte (4.44: Problema de Dirichlet). Sigui f P CpTq. Aleshores definim uf pre
iθq “

Pr˚fpθq. Demostra que uf és cont́ınua fins la frontera i el seu ĺımit radial és fpθq. Dedueix
que

#

∆upzq “ 0 per z P D
upeiθq “ fpθq per θ P T

té com a solució uf (en particular cal deduir que el ĺımit no és només radial). Pots
consultar la bibliografia de l’assignatura o mirar de fer-ho sense ajuda.

Explica què és una funció de Green per dominis infinitament diferenciables i relaciona-ho
amb el nucli de Poisson del disc, consulta per exemple [Fol95, seccions 2.E i 2.H]. Ž

Projecte (4.45: Mètodes sumatoris i mitjanes). Sigui tbnu
8
n“1 una successió de nombres

reals. Les seves mitjanes de Cesàro es defineixen com σn :“
řn
j“1

bj
n . Les mitjanes d’Abel

es defineixen per 0 ď r ă 1 com Ar :“ p1 ´ rq
ř8
n“1 r

nbn. Demostra que si una successió
és convergent aleshores les seves mitjanes de Cesàro σn i les d’Abel Ar convergeixen al
mateix ĺımit. Troba exemples de successions divergents amb mitjanes de Cesàro i/o d’Abel
convergents. Pots aconseguir totes les quatre combinacions possibles? Notem que el ĺımit
d’Abel és en realitat un ĺımit iterat limrÑ1´ limNÑ8p1 ´ rq

řN
n“1 r

nbn. Què passa si
invertim l’ordre dels ĺımits? Pots trobar pistes a [PW12, secció 4.8]. Ž

9.5 Projectes del caṕıtol Funcions de quadrat integrable

Projecte (5.24: El problema isoperimètric). El cercle és la figura amb un peŕımetre
fixat que cobreix més superf́ıcie. Demostra-ho seguint els passos de Steiner (demostració
geomètrica) i de Hurwitz (usant anàlisi de Fourier). Consulta les referències proposades a
[PW12, secció 5.5]. Ž

9.6 Projectes del caṕıtol Un passeig per la transformada de
Fourier discreta

Projecte (6.20: Algorisme FFT). Crea un algorisme FFT amb el llenguatge de progra-
mació que prefereixis. Utilitza’t per multiplicar dos polinomis. Cal que el codi estigui
tot escrit i comentat per tu. Pots inspirar-te amb https://youtu.be/h7apO7q16V0, per
exemple.

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pàgines explicant l’aplicació de
l’algorisme FFT a la multiplicació de polinomis. Ž

Projecte (6.21: Dibuixar amb epicicles). Crea un programa amb Processing.org (o algun
programari similar) que donada una corba tancada, determini els radis necessaris per
dibuixar una aproximació mitjançant epicicles. Idealment l’inici ha de ser una finestra en
blanc on l’usuari hi pugui fer un dibuix a mà alçada d’una corba. Un cop generada la
corba, el programa ha de fer els càlculs d’aquests radis per freqüències de rotació entre
-200 i +200, per exemple. Aleshores l’usuari ha de poder afegir i treure freqüències i que
el programa mostri el dibuix amb epicicles animat. Pots considerar també escriure un codi
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capaç d’extreure una corba d’una imatge en blanc i negre (on els ṕıxels negres representen
el dibuix que volem reproduir).

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pàgines explicant el problema del
venedor ambulant (traveling salesman problem). Pots inspirar-te amb https://youtu.

be/r6sGWTCMz2k, https://youtu.be/qS4H6PEcCCA, https://youtu.be/1pmBjIZ20pE o
https://youtu.be/SC5CX8drAtU. Ž

Projecte (6.22: Espectrograma). Crea una interf́ıcie amb Processing.org o algun progra-
mari similar per generar un espectrograma que analitzi el so d’un micròfon connectat a
l’ordinador usant la FFT per finestes. Cal que el codi estigui tot escrit i comentat per
tu. Processing ja té una FFT implementada. Pots començar per entendre aquest codi:
https://processing.org/reference/libraries/sound/FFT.html.

El treball, a part del codi, ha d’incloure un text de 2-4 pàgines explicant el fenomen de
l’aliàsing i la freqüència de Nyquist. Ž

Projecte (6.23: Grups abelians finits). Explica l’anàlisi de Fourier en grups abelians
finits. Demostra que els caràcters formen una base ortonormal i prova la identitat de
Plancherel. Pots consultar [SS03, caṕıtol 7], i resoldre algun exercici o problema del final
del caṕıtol. Ž

9.8 Projectes del caṕıtol Més enllà del parad́ıs

Projecte (8.21: La transformada de Hilbert). Demostra que la transformada de Hilbert

Hϕpxq “
1

π
lim
εÑ0

ˆ
|x´y|ąε

ϕpyq

x´ y
dy.

defineix una distribució temperada per cada x. Explica què és el valor principal i per què
és necessari per definir la transformada de Hilbert. Comprova que es pot definir també
com Hf “ p´isignpξq pfpξqqq i que defineix una isometria a L2pRq. Pots consultar [Duo01,
caṕıtol 3] o bé [PW12, seccions 8.7, 12.1 i 12.2]. Ž

Projecte (8.57: Fórmula de mostreig de Whittaker-Shannon). Demostra la fórmula de
mostreig de Whittaker-Shannon per funcions de la classe de Schwartz. Pots trobar una
demostració a [PW12, secció 8.5.2]. Ž

9.9 Projectes sobre anàlisi harmònica més enllà de Fourier

Projecte 9.1 (Transformada de Fourier en finestres i bases de Gabor). Explica la trans-
formada de Fourier en finestres i les seves limitacions, aix́ı com la definició de les bases de
Gabor. Demostra el teorema de Balian-Low.

Pots consultar [PW12, secció 9.2] i les referències allà contingudes. Ž

Projecte 9.2 (Ondetes). Defineix base d’ondetes (wavelet basis en anglès). Demostra que
l’ondeta de Haar hpxq :“ ´χr0,1{2qpxq ` χr1{2,1qpxq i les seves translacions i reescalaments
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hj,kpxq “ 2j{2hp2jx´kq per j, k P Z formen una base d’ondetes. Fes el mateix amb l’ondeta
de Shannon definida com

pψpξq :“ e2πiξχr´1,´1{2qYr1{2,1qqχ.

Demostra que l’ondeta de Shannon és infinitament diferenciable.
Explica l’ondeta de Daubechies i la seva importància. Pots consultar [PW12, secció 9.3]

i les referències allà contingudes. Ž

9.10 Projectes d’anàlisi harmònica avançada

Projecte 9.3 (Funcions maximals). L’operador maximal de Hardy-Littlewood d’una fun-
ció localment integrable f es defineix com

Mfpxq :“ sup
rą0

 
Brpxq

|fpyq| dy.

Demostra que aquest operador és acotat a L8. Demostra que és acotat feblement a L1,
és a dir que

|tx : |Mfpxq| ą λu ď
C

λ
}f}L1

per tota f P L1pRq i tot λ ą 0.
Utilitzant el teorema d’interpolació de Marcinkiewicz, demostra que l’operador maximal

és acotat a Lp per 1 ă p ď 8. Demostra també aquest resultat. Ž

Projecte 9.4 (BMO i la desigualtat de John-Nirenberg). Donada una funció localment
integrable f , la seva funció maximal ajustada es defineix com

M#fpxq :“ sup
Q:xPQ

 
Q
|fpyq ´

 
Q
fpzq dz| dy,

on el suprem es pren sobre els cubs de costats paral.lels als eixos.
Notem que aquesta funció mesura com oscil.la f al voltant de la seva mitjana en boles

centrades en x. Diem que f P BMO (bounded mean oscillation) si M#f P L8 i definim
la seva norma com }f}˚ :“

›

›M#f
›

›

8
. Cal dir que no es tracta d’una norma ja que les

funcions constants tenen mesura zero. Aix́ı doncs és una norma si entenem les funcions
mòdul constants additives. Demostra la desigualtat de John-Nirenberg

|tx P Q : |fpxq ´ fQ| ą λu| ď C1e
´C2λ{}f}˚ |Q|.

Demostra que aleshores les normes

}f}˚,p :“ sup
Q:xPQ

ˆ 
Q
|fpyq ´

 
Q
fpzq dz|p dy

˙
1
p

,

són totes equivalents per 1 ď p ă 8. Pots consultar [Duo01, caṕıtol 6]. Ž
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Projecte 9.5 (Espais de Lebesgue amb pesos). Esbrina què són els pesos de Muckenhoupt
i quina és la seva relació amb l’operador maximal. Demostra també que satisfan una
desigualtat de Hölder invertida. Pots consultar [Duo01, seccions 7.1 i 7.2]. Ž

Projecte 9.6 (Lema de Cotlar). El lema de Cotlar diu el següent: Sigui H un espai de
Hilbert i considerem una successió d’operadors lineals i acotats tTjuj amb adjunts tT ˚j uj ;
de manera que

›

›TiT
˚
j

›

›

LpHq ` }T
˚
i Tj}LpHq ď ai´j

on tanunPZ és una successió. Aleshores per n ď m tenim
›

›

›

›

›

m
ÿ

j“n

Tj

›

›

›

›

›

LpHq

ď
ÿ

iPZ
a

1
2
i .

Demostra el lema i utilitza’l per comprovar que les transformade de Hilbert truncades

Hj,kϕpxq “
1

π

ˆ
2jă|x´y|ď2k

ϕpyq

x´ y
dy.

són uniformement acotades.
Pots consultar [Duo01, Secció 9.1]. Ž

9.11 Articles aptes per fer resum i esquema

Podeu trobar una pila d’articles interessants i clàssics a la bibliografia del llibre d’Elias M.
Stein [SM93]. Us afegeixo alguns articles que són majoritàriament moderns amb els que
m’he topat els darrers anys i que crec que poden ser també interessants.

9.11.1 Ondetes

1. Daubechies, I. (1988). Orthonormal bases of compactly supported wavelets, Comm.
Pure and Appl. Math. 41, 909–996.

EDP’s

1. Caffarelli, L.; Silvestre, L. (2007). An Extension Problem Related to the Fractio-
nal Laplacian. Communications in Partial Differential Equations 32(8), 1245–1260.
(https://doi.org/10.1080/03605300600987306). El resum seria sobre la demos-
tració de (3.1) a la secció 3.2.

2. Kiselev, A.; Nazarov, F.; Volberg, A. (2007). Global well-posedness for the critical
2D dissipative quasi-geostrophic equation. Inventiones mathematicae 167.3, 445-453.
(https://arxiv.org/pdf/math/0604185.pdf). L’esquema seria sobre el teorema.

3. Astala, K.; Iwaniec, T.; Saksman, E. (2001). Beltrami operators in the plane. Duke
Math. J. 107(1), 27–56. (https://tinyurl.com/aech2ek8). L’esquema seria sobre
el teorema 1.
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4. Alessandrini, G.; Gaburro, G. (2009). The local Calderon problem and the determi-
nation at the boundary of the conductivity. Communications in Partial Differential
Equations 34(8), 918–936. (https://tinyurl.com/nhf9vcuv. L’esquema seria so-
bre el teorema 2.

5. Astala, K.; Päivärinta, L. (2006). Calderón’s inverse conductivity problem in the
plane. Annals of Mathematics, 163, 265–299. (https://tinyurl.com/2p8khmay).
L’esquema seria sobre la proposició 7.4.

6. Alt, H.W.; Caffarelli, L.A.; Friedman, A. (1984). Variational Problems with Two
Phases and their Free Boundaries. Transactions of the American Mathematical
Society 282(2), 431–461. (https://www.ams.org/journals/tran/1984-282-02/
S0002-9947-1984-0732100-6/S0002-9947-1984-0732100-6.pdf). L’esquema se-
ria sobre el lema 5.1, o fórmula de monotonia.

Espais de funcions

1. Dorronsoro, J. (1985). Mean oscillation and Besov spaces. Canad. Math. Bull.
28(4) 474–480. (https://tinyurl.com/bdzf47f9). L’esquema seria sobre el teore-
ma 1.

2. Hajlasz, P.; Liu, Z. (2017). A Marcinkiewicz integral type characterization of the
Sobolev space. Publ. Mat., 61(1), 83-104. (https://doi.org/10.5565/PUBLMAT_
61117_03). L’esquema seria sobre el Teorema 1.4.

3. Alabern, R.; Mateu, J.; Verdera, J. (2012). A new characterization of Sobolev
spaces on Rn. Mathematische Annalen, 354, 589–626. (https://link.springer.
com/article/10.1007/s00208-011-0738-0). L’esquema seria sobre el teorema 1.

Calderón-Zygmund

1. Verdera Melenchon, J. M. (2001). L2 boundedness of the Cauchy Integral and Men-
ger curvature. Contemp. Math., 277, 139–158. (https://tinyurl.com/2cmd4xp5)
L’esquema seria sobre l’estimació (4.1) de l’article.

2. Tolsa, X. (2000). Principal values for the Cauchy integral and rectifiability. Proc.
Amer. Math. Soc., 128(7), 2111–2119. (https://www.ams.org/journals/proc/
2000-128-07/S0002-9939-00-05264-3/S0002-9939-00-05264-3.pdf). L’esque-
ma seria sobre el teorema 2.2.

9.11.2 GMT

1. Weiss, G. S. (1999). Partial regularity for a minimum problem with free boundary.
The Journal of Geometric Analysis, 9(2), 317–326. (https://link.springer.com/
content/pdf/10.1007/BF02921941.pdf). L’esquema hauria de cobrir el teorema
1.2 o fórmula de monotonia.
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9.11.3 Mesura harmònica

1. Aikawa, H. (2004). Characterization of a uniform domain by the boundary Harnack
principle. Harmonic analysis and its applications, Yokohama Publ., Yokohama 117.

9.12 Possibles aplicacions a estudiar

A continuació trobareu una llista no exhaustiva de possibles aplicacions de l’anàlisi har-
mònica a resumir.

1. F́ısica quàntica i principi de la incertesa.

2. F́ısica quàntica i equació de Schrödinger.

3. L’ús de distribucions i de derivades distribucionals i febles a f́ısica.

4. Disseny de filtres (vegeu [OS10, Caṕıtol 7], per exemple).

5. Transformades de Hilbert discretes (vegeu [OS10, Caṕıtol 12], per exemple).

6. Cristalls, quasicristalls i la fórmula del sumatori de Poisson (vegeu [Str94, Secció
7.3]).

7. Sampleig de funcions (vegeu [Sha49]).

8. Compressió d’imatges usant anàlisi harmònica.

9. Tècniques de marcat d’imatges (o watermarking) al cantó de les freqüències.

10. . . .
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10 Solucions

Solució de l’exercici 1.12

1. fpθq “ θ, p´π ă θ ă πq

f̂pnq “

#

0 si n “ 0,
ip´1qn

n altrament,
bnpfq “

2p´1qn`1

n
, cnpfq “ 0.

2. fpθq “ |θ|, p´π ă θ ă πq

f̂pnq “

$

’

&

’

%

π
2 si n “ 0,
´2
πn2 si n és imparell,

0 altrament,

bnpfq “ 0, cnpfq “

$

’

&

’

%

π si n “ 0,
´4
πn2 si 2 - n,
0 altrament.

3. fpθq “ π ´ θ, p0 ă θ ă 2πq,

f̂pnq “

#

0 si n “ 0,
´i
n si n ‰ 1,

bnpfq “
2

n
cnpfq “ 0

4. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
θ, p0 ă θ ă πq,

f̂pnq “

$

’

&

’

%

cnpfq´ibnpfq
2 si n ą 0,

cnpfq
2 si n “ 0,

c´npfq`ib´npfq
2 si n ă 0,

bnpfq “
p´1qn`1

n
cnpfq “

$

’

&

’

%

π
2 si n “ 0,
2
πn2 si 2 - n,
0 altrament.

5. fpθq “ sin2 θ “
1´ cosp2θq

2
,

bnpfq “ 0 cnpfq “

$

’

&

’

%

1 si n “ 0,
´1
2 si n “ 2,

0 altrament.

6. fpθq “

"

´1, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

bnpfq “

#

4
nπ si n és imparell,

0 si n és parell,
cnpfq “ 0.
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7. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

bnpfq “

#

2
nπ si n és imparell,

0 si n és parell.
cnpfq “

#

1 si n “ 0,

0 altrament.

8. fpθq “ | sin θ|,

bnpfq “ 0 cnpfq “

$

’

&

’

%

4
π si n “ 0,

0 si n és imparell,
´4

πpn2´1q
si n és parell no nul.

9. fpθq “ | cos θ|,

bnpfq “ 0 cnpfq “

$

’

’

&

’

’

%

4
π si n “ 0,

0 si n és imparell,
4p´1q

n
2`1

πpn2´1q
si n és parell no nul.

10. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
sin θ, p0 ă θ ă πq,

aix́ı que fpθq “ sin θ`| sin θ|
2 :

bnpfq “

#

1
2 si n “ 1,

0 altrament,
cnpfq “

$

’

&

’

%

2
π si n “ 0,

0 si n és imparell,
´2

πpn2´1q
altrament.

11. fpθq “

"

1
2a , p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

bnpfq “ 0 cnpfq “

#

1
π si n “ 0,
sinpnaq
naπ altrament.

12. fpθq “

"

1
2a , p|θ ´ θ0| ă aq;
0, pa ă |θ ´ θ0| ă πq,

bnpfq “
sinpnθ0q sinpnaq

naπ
cnpfq “

#

1
π si n “ 0,
cospnθ0q sinpnaq

naπ altrament.

13. fpθq “

$

&

%

1, p|θ| ă aq;
´1, p2a ă θ ă 4aq;
0 altrament,

on a ă π
4 i ´π ă θ ă π

bnpfq “
´2 sinp3naq sinpnaq

nπ
cnpfq “

#

0 si n “ 0,
2 sinpnaqp1´cosp3naqq

nπ altrament.
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14. fpθq “

$

&

%

θ, p|θ| ă aq;

aπ´θπ´a , pa ă θ ă πq;

aπ`θa´π p´π ă θ ă ´aq,

és a dir fpθq “

"

θ, p|θ| ă aq;

aπ´θπ´a , pa ă θ ă 2π ´ aq,

Com que a ă π tenim

bnpfq “
2 sinpnaq

pπ ´ aqn2
, cnpfq “ 0.

15. fpθq “

"

pa´|θ|q
a2

, p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

bnpfq “ 0 cnpfq “

#

1
π si n “ 0,
2p1´cospnaqq

πn2a2
altrament.

16. fpθq “ θ2 p´π ă θ ă πq,

bnpfq “ 0 cnpfq “

#

2π2

3 si n “ 0,
4p´1qn

n2 altrament.

17. fpθq “ θpπ ´ |θ|q p´π ă θ ă πq,

bnpfq “

#

8
πn3 si n és imparell,

0 si n és parell,
cnpfq “ 0

18. fpθq “ ebθ p´π ă θ ă πq,

bnpfq “
2np´1qn`1

πpn2 ` b2q
sinhpbπq cnpfq “

#

2 sinhpbπq
bπ si n “ 0,

2bp´1qn

πpn2`b2q
sinhpbπq altrament.

19. fpθq “ ebθ p0 ă θ ă 2πq,

bnpfq “
´2nebπ

πpb2 ` n2q
sinhpbπq cnpfq “

#

e2bπ´1
πb si n “ 0,
2bebπ

πpb2`n2q
sinhpbπq altrament.

20. fpθq “ sinh θ p´π ă θ ă πq,

bnpfq “
2np´1qn`1 sinhπ

πpn2 ` 1q
cnpfq “ 0
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Solució de l’exercici 1.13

Si f és parella, aleshores fem el canvi t “ ´θ i queda

f̂p´nq “
1

2π

ˆ π

´π
fpθqeinθdθ “

1

2π

ˆ π

´π
fp´tqe´intdt “

1

2π

ˆ π

´π
fptqe´intdt “ f̂pnq.

Si f és senar, aleshores fem el canvi t “ ´θ i queda

f̂p´nq “
1

2π

ˆ π

´π
fpθqeinθdθ “

1

2π

ˆ π

´π
fp´tqe´intdt “

1

2π

ˆ π

´π
´fptqe´intdt “ ´f̂pnq.

Si f és π-periòdica, aleshores fem el canvi t “ θ ´ π a la integral de 0 a π i queda

2πf̂pnq “

ˆ 0

´π
fpθqe´inθdθ `

ˆ 0

´π
fpt` πqe´int´inπdt

“

ˆ 0

´π
pfpθq ` e´inπfpθqqe´inθdθ

n senar
“ 0.

Si f pren valors reals, aleshores f “ f . Per tant

f̂pnq “
1

2π

ˆ π

´π
fpθqe´inθdθ “

1

2π

ˆ π

´π
fpθqeinθdθ “ pfp´nq.

Notem que si pfp´nq “ pfpnq, aleshores podem veure que

0 “ pfp´nq ´ pfpnq “
1

2π

ˆ π

´π

´

fpθq ´ fpθq
¯

einθdθ,

és a dir que per tot n P Z tenim {f ´ fpnq “ 0. Quan veiem la unicitat dels coeficients de
Fourier podrem deduir que es tracta d’un “si i només si”.

Solució de l’exercici 1.14

Per resoldre aquest exercici convé utilitzar un canvi de variables t “ θ ´ 2jπ
n a cada

interval r2jπn , 2pj`1qπ
n s, i veure com en cas que n|m les integrals coincideixen mentre que hi

ha una suma d’arrels de la unitat en cas contrari. Fem-ho:

pppmq “
1

2π

n´1
ÿ

j“0

ˆ 2pj`1qπ{n

2jπ{n
ppθqe´imθ dθ “

1

2π

n´1
ÿ

j“0

ˆ 2π{n

0
p

ˆ

t`
2jπ

n

˙

e´impt`
2jπ
n
q dt.

Ens ara que la funció p és 2π
n -periòdica, ja que ppx ` 2π

n q “ fpnx ` 2πq “ fpnxq “ ppxq.
Aix́ı doncs

pppmq “
1

2π

˜

n´1
ÿ

j“0

e´i
2mjπ
n

¸ ˆ 2π{n

0
pptqe´imt dt

t “ θ
n

“
1

2nπ

ˆ 2π

0
ppθ{nqe´i

m
n
θ dθ

˜

n´1
ÿ

j“0

e´i
2mjπ
n

¸

.
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Separem ara els dos casos. Si n|m, aleshores tenim e´i
2mjπ
n “ 1 i, per tant,

pppmq “
1

2nπ

ˆ 2π

0
ppθ{nqe´i

m
n
θ dθ

n´1
ÿ

j“0

1 “
n

2nπ

ˆ 2π

0
fpθqe´i

m
n
θ dθ “ pfpm{nq,

tal i com voĺıem veure.
Si, en canvi, m no és un múltiple de n, aleshores tenim una suma de potències d’arrels de

la unitat. Per demostrar que la seva suma és zero convé usar que p1´xqp1`x`¨ ¨ ¨`xn´1q “

1 ´ xn. Al ser x ‰ 1, se’n deriva la suma geomètrica 1 ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xn´1 “ 1´xn

1´x . Tenim
doncs

pppmq “
1

2nπ

ˆ 2π

0
ppθ{nqe´i

m
n
θ dθ

1´ e´i
2mnπ
n

1´ e´i
2mπ
n

“
1

2nπ

ˆ 2π

0
ppθ{nqe´i

m
n
θ dθ

1´ 1

1´ e´i
2mπ
n

“ 0.

Solució de l’exercici 1.17

Per n ě 1 i 0 ď j ď n´ 1, tenim que la integral

ˆ pj`1q2π{n

j2π{n
sinnx dx “ 0.

Per tant,

ˆ pj`1q2π{n

j2π{n
fpxq sinnx dx “

ˆ p2j`1qπ{n

2jπ{n
pfpxq ´ fpp2j ` 1qπ{nqq sinnx dx

`

ˆ p2j`2qπ{n

p2j`1qπ{n
pfpxq ´ fpp2j ` 1qπ{nqq sinnx dx.

Notem que hem pogut afegir una constant multiplicant al sinus degut a la cancel.lació
esmentada.

Ara en les primeres integrals multipliquem dues funcions positives ja que per x P

p2jπ{n, p2j ` 1qπ{nq tenim fpxq ě fpp2j ` 1qπ{nq i sinpnxq ě 0. Per altra banda,
en les segones integrals tenim el producte de dues funcions negatives, ja que per x P
pp2j ` 1qπ{n, p2j ` 2qπ{nq tenim fpxq ď fpp2j ` 1qπ{nq i sinpnxq ď 0. Aix́ı

ˆ 2pj`1qπ{n

2jπ{n
fpxq sinnx dx ě 0.

Sumant en j, obtenim

bnpfq “
1

π

n´1
ÿ

j“0

ˆ pj`1q2π{n

j2π{n
fpxq sinnx dx ě 0.
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Solució de l’exercici 1.18

Escrivim les definicions i usem l’acotació del valor absolut de fpxq:

| pfp1q ´ pfp0q| “
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
pe´ixfpxq ´ fpxqqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2π

ˆ π

´π

ˇ

ˇe´ix ´ 1
ˇ

ˇ |fpxq|dx

ď
1

2π

ˆ π

´π

a

2p1´ cosxqdx.

Per la fórmula del sinus de l’angle doble, tenim que sin2px{2q “ 1´cosx
2 , aix́ı que

| pfp1q ´ pfp0q| ď
1

π

ˆ π

´π

ˇ

ˇ

ˇ
sin

x

2

ˇ

ˇ

ˇ
dx “

4

π
.

Per trobar f que satisfaci la igualtat, ens cal

1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
pe´ix ´ 1qfpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2π

ˆ π

´π

ˇ

ˇe´ix ´ 1
ˇ

ˇ |fpxq|dx

Provem doncs amb fpxq “ eix´1
|eix´1|

. En tal cas,

pfp1q ´ pfp0q “
1

2π

ˆ π

´π
pe´ix ´ 1q

eix ´ 1

|eix ´ 1|
dx ď

1

2π

ˆ π

´π

ˇ

ˇe´ix ´ 1
ˇ

ˇ dx

“
1

2π

ˆ π

´π

a

2p1´ cosxqdx “
4

π
.

Solució de l’exercici 2.5

Un conjunt obert a R és una unió d’intervals oberts disjunts. Com que cada interval
obert conté un racional, aquesta unió és numerable. Aix́ı, com que la unió numerable de
conjunts nuls és nul.la, podem suposar d’entrada que U és un interval.

Fem encara una segona reducció: sigui I un interval obert i f : I ÝÑ R cont́ınua amb
derivada cont́ınua. Donat un interval tancat J Ă I, volem veure que fpN X Jq és nul.
Aleshores tindrem que fpN X Iq “

Ť

fpN X Jnq on Jn :“ tx P I : distpx, Icq ě 1{nu.
Aplicant el nostre resultat i la subadditivitat de la mesura, obtindrem que |fpN X Iq| ď
ř

|fpN X Jnq| “ 0.
Procedim a demostrar el resultat per J tancat. En tal cas, en ser f 1 cont́ınua en J ,

dedüım que f 1 té un màxim en J . És a dir que |f 1pxq| ď CJ . Com que N X J és un
conjunt nul, existeix un recobriment per intervals In tals que

ř

|In| ď ε{CJ . Aleshores
fpInq recobreix fpN X Jq i tenim

|fpN X Jq| ď
ÿ

|fpInq| ď sup
IN

|f 1||In| ď CJε{CJ “ ε.

Com que ε és arbitrari, dedüım que fpN X Jq és un conjunt nul, tal i com voĺıem veure.
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Solució de l’exercici 2.17

Tenim que Sε és intersecció numerable d’oberts i per tant és mesurable. L’interval també
ho és i, per tant, Uε :“ r0, 1szSε és mesurable.

En primer lloc observem que Uε és precisament la frontera de Sε llevat dels punts 0 i 1.
N’hi ha prou amb veure que si x P Uε aleshores x P BSε, la implicació contrària és òbvia
ja que Sεzt0, 1u és un obert. Sigui x P Uε. Aleshores per tot δ existeix un racional xδ
tal que |x ´ xδ| ă δ. Però els racionals són inclosos en Sε per definició. Per tant, podem
trobar una successió de punts de Sε convergint a x P Scε , és a dir que x P BSε tal i com
hem observat.

Com que Sε i Uε “ BSε són mesurables, disjunts i la seva unió és r0, 1s, obtenim que

|BSε| “ |r0, 1s| ´ |Sε| ě 1´
ÿ

ně1

2ε

2n
“ 1´ 2ε ą 0.

Solució de l’exercici 2.35

Sigui f P L1pTq tal que
´ x

0 fptqdt “ C per a tot x P T. En particular C “
´ 0

0 fptq dt “ 0.
Per tant la integral és sempre nul.la.

Donat un obert U Ă T es pot expressar com a unió numerable (o finita) d’intervals oberts
U “

Ť

j Ij , on Ij “ paj , bjq (identifiquem com és habitual T amb R{p2πZq). Aleshores

ˆ
U
fptq dt “

ÿ

j

ˆ
Ij

fptq dt “
ÿ

j

ˆˆ bj

0
fptq dt´

ˆ aj

0
fptq dt

˙

“ 0.

Per tant, la integral s’anul.la en tot obert.
Ara argumentem per contradicció. Suposem que f ą 0 en un conjunt de mesura positiva

(el cas f ă 0 és anàleg). Com que

tx : fpxq ą 0u “
ď

n

tx : fpxq ą 1{nu

i tots aquests conjunts són mesurables, la mesura de la unió és menor que la suma de
les mesures i, per tant, existeix un n ą 0 tal que tx : fpxq ą 1{nu té mesura positiva.
Aleshores existeix un tancat T de mesura positiva tal que f ą 1{n en T , per la regularitat
de la mesura de Lebesgue (vegeu observació 2.18). Aleshores tindŕıem

ˆ 2π

0
fptq dt “

ˆ
T
fptq dt`

ˆ
TzT

fptq dt “

ˆ
T
fptq dt ą

|T |

n
ą 0.

Hem arribat a una contradicció i, per tant, el conjunt tx : fpxq ą 0u és nul.

Solució de l’exercici 2.36

Apartat a): Si a “ 0 o b “ 0, la desigualtat és trivial, i la igualtat només es dóna si
ambdós són nuls.
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Suposem que ab ‰ 0. Aleshores

fptq :“
ptaqp

p
`
pb{tqp

1

p1

Els extrems locals de f en p0,`8q es troben quan f 1ptq “ 0, és a dir quan

tp´1ap ´ t´p
1´1bp

1

“ 0 ðñ tp`p
1

“ bp
1

a´p ðñ t “ b
p1

p`p1 a
´p
p`p1 .

És clar que limtÑ0 fptq “ limtÑ8 fptq “ `8, de manera que l’únic extrem local ha de ser
el mı́nim absolut de f . Per tant,

fptq ě f

ˆ

b
p1

p`p1 a
´p
p`p1

˙

“

ˆ

b
p1

p`p1 a
´p
p`p1 a

˙p

p
`

bp
1

p1
ˆ

b
p1

p`p1 a
´p
p`p1

˙p1
“
pabq

pp1

p`p1

p
`
pabq

pp1

p`p1

p1
.

Ara notem que
pp1

p` p1
“

1

1{p` 1{p1
“ 1.

Per tant,

fptq ě
ab

p
`
ab

p1
“ ab

i, en particular,
ap

p
`
bp
1

p1
“ fp1q ě ab.

Com que la derivada només s’anul.la al mı́nim absolut, en qualsevol altre punt la desi-

gualtat serà estricta llevat que 1 “ b
p1

p`p1 a
´p
p`p1 , és a dir quan

b
p1

p`p1 “ a
p

p`p1 ðñ bp
1

“ ap.

Apartat b): Si }f}p “ 0, aleshores f “ 0 g.p.t. arreu. Per tant, }fg}1 “ 0. El mateix
passa si }g}p1 “ 0. Per altra banda, si una de les dues normes és infinit, no hi ha res a
demostrar. Per tant, podem suposar que 0 ă }f}p ă 8 i 0 ă }g}p1 ă 8. De fet, dividint
per la norma de f i g respectivament, podem suposar que }f}p “ }g}p1 “ 1. Per simplificar,
suposarem a més que f, g ě 0, cosa que podem fer sense pèrdua de generalitat.

Si p “ 1 i p1 “ 8, utilitzem que

fpxqgpxq ď fpxq}g}8 g.p.t. x P R.

Integrant, i usant la monotonia de la integral de Lebesgue, trobem que

ˆ
fpxqgpxq dx ď }g}8

ˆ
fpxq dx.
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Si p “ 8 i p1 “ 1, procedim anàlogament. Per obtenir igualtat ens cal igualtat gairebé
per tot, és a dir que g és constant.

En cas que 1 ă p, p1 ă 8, sabem per la desigualtat de Young que

fpxqgpxq ď
fpxqp

p
`
gpxqp

1

p1
g.p.t. x P R.

Aleshores integrant, i usant la monotonia de la integral de Lebesgue i la desigualtat tri-
angular, trobem que

ˆ
fpxqgpxq dx ď

ˆ
fpxqp

p
dx`

ˆ
gpxqp

1

p1
dx,

és a dir que

}fg}1 ď
}f}pp
p
`
}f}qq
q
“

1

p
`

1

p1
“ 1.

Per obtenir igualtat en aquest cas, es requereix que la desigualtat de Young sigui una
igualtat gairebé per tot arreu, és a dir, que

fpxqp “ gpxqp
1

.

Si traiem les simplificacions }f}p “ }g}p1 “ 1 i f, g ě 0, aleshores la igualtat es dóna si i
només si

a|fpxq|p “ b|gpxq|p
1

g.p.t. x P R,

per alguns valors de a, b P R. Notem que el cas a “ 0 i b “ 0 corresponen als casos g “ 0
i f “ 0 respectivament.

Apartat c): El cas p “ 1 s’obté mitjançant la desigualtat triangular |f ` g| ď |f | ` |g|
combinada amb la monotonia de la integral de Lebesgue. El cas p “ 8 també s’obté
usant la desigualtat triangular i restringint-se al complement de la unió dels conjunts
excepcionals Ef :“ tx : |fpxq| ą }f}8u i Eg :“ tx : |gpxq| ą }g}8u, que són de mesura
nul.la.

Suposem doncs 1 ă p ă 8. En primer lloc, la convexitat de la funció x ÞÑ xp quan
p ą 1 i x ě 0 implica que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f ` g

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

ď
|f |p ` |g|p

2
,

i tenim
|f ` g|p ď 2p´1 p|f |p ` |g|pq .

Integrant concloem que }f ` g}p ă 8.
Per demostrar la cota, suposem que }f ` g}p ą 0. Usant la desigualtat triangular i que

p´ 1 “ p
p1 , obtenim

}f ` g}pp “

ˆ
|f ` g|p “

ˆ
|f ` g||f ` g|p´1

D.T.
ď

ˆ
|f ||f ` g|

p
p1 `

ˆ
|g||f ` g|

p
p1 .
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Per la desigualtat de Hölder

}f ` g}pp
D.H.
ď }f}p

›

›

›
|f ` g|

p
p1

›

›

›

p1
` }g}p

›

›

›
|f ` g|

p
p1

›

›

›

p1
“

´

}f}p ` }g}p

¯

}f ` g}
p
p1

p ,

i la desigualtat de Minkowski s’obté en äıllar la norma }f ` g}p.
La igualtat es dona si i només si

|f ` g| “ |f | ` |g| g.p.t. x P R,

a|f |p “ b|f ` g|p g.p.t. x P R,

i
c|g|p “ d|f ` g|p g.p.t. x P R.

Perquè ocorrin les tres coses, cal que af “ bg, amb a, b ě 0.

Solució de l’exercici 2.53

Fent un canvi de variable i usant la fórmula d’Euler, tenim

ˆ 2π

0
fpxqe´ikx dx

c.v.
“

ˆ 2π

0
fpx` π{kqe´ikpx`π{kq dx

f.E.
“ ´

ˆ 2π

0
fpx` π{kqe´ikx dx.

Aleshores, fent la mitjana de les dues expressions, obtenim

pfpkq “
1

4π

ˆ 2π

0
pfpxq ´ fpx` π{kqq e´ikx dx.

Prenent valors absoluts

| pfpkq| ď
1

4π

ˆ 2π

0
|fpxq ´ fpx` π{kq| dx ď

1

2
ω1fpπ{|k|q,

tal i com voĺıem veure.

Solució de l’exercici 3.3

Vegeu la solució de l’exercici 1.13. Allà veiem que si pfp´nq “ pfpnq, aleshores {f ´ fpnq “
0 per a tot n. Pel Teorema de Féjer i l’observació que el segueix, això implica que f´f “ 0,
és a dir que f “ f . L’altra implicació ja està demostrada a l’exercici 1.13.

Solució de l’exercici 3.8

Sigui fpxq :“ eix

p2´eixq2
. Volem demostrar que 2 pfpnq “ n2´n per tot n ą 0.Veient

(3.2) sembla que podem provar de treballar amb la seva primitiva gpxq :“ ´i
2´eix

, ja que
efectivament g1pxq “ fpxq. Per tant, com que g P C8pTq, el Lema 3.6 diu que és equivalent
veure que

pgpnq “
pfpnq

in
“ ´i2´n´1 per tot n P N.
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Notem que gpxq és precisament una suma geomètrica:

gpxq “
´i{2

1´ eix{2
“
´i

2

8
ÿ

n“0

ˆ

eix

2

˙n

.

A més, com que
ˇ

ˇ

ˇ

eix

2

ˇ

ˇ

ˇ
“ 1{2, podem aplicar el criteri M de Weierstrass (vegeu el teorema

2.43) per concloure que la convergència és uniforme en x. Aleshores podem aplicar el
teorema 2.40 sobre la integral d’un ĺımit uniforme per veure que per n ą 0 tenim

pgpnq “
1

2π

ˆ π

´π
gpxqe´inx dx “

1

2π

ˆ π

´π

´i

2

8
ÿ

j“0

eijx

2j
e´inx dx

T. 2.40
“

´i

2

8
ÿ

j“0

1

2j
1

2π

ˆ π

´π
eijxe´inx dx

Ex. 1.7
“

´i

2n`1
.

Solució de l’exercici 3.13

Suposem que limnÑ8 an “ `. Aleshores existeix nε tal que |an´ `| ă ε{2 per tot n ą nε.
Tenim

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

´ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|a1 ´ `| ` ¨ ¨ ¨ ` |an ´ `|

n
“

nε´1
ÿ

j“0

|aj ´ `|

n
`

n
ÿ

j“nε

|aj ´ `|

n
.

Per tant, si escrivim Cε :“
řnε´1
j“0 |aj ´ `|, aleshores tenim que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

´ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
Cε
n
`
εpn´ nε ` 1q

2n
nÑ8
ÝÝÝÑ ε{2.

És a dir que per n prou gran

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

´ `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε.

Solució de l’exercici 3.22

Sigui k ě 0. Notem que

ÿ

nPZ
| pfpnq|nk ď

ÿ

nPZ
Ce´a|n|nk ă 8.

Pel teorema 3.19 la funció és infinitament diferenciable i les sèries de Fourier de les deri-
vades convergeixen a les derivades respectives, i pel lema 3.6 tenim

yf pkqpnq “ pinqkf̂pnq.
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Aix́ı doncs,

f pkqpxq “
ÿ

nPZ

yf pkqpnqeinθ “
ÿ

nPZ
pinqkf̂pnqeinθ.

Prenent valors absoluts, tenim que

|f pkqpxq| ď
ÿ

nPZ
|n|k|f̂pnq| ď C

ÿ

nPZ
|n|ke´a|n|.

Com que aquesta cota només depèn del valor absolut en la sèrie doble, podem simplificar
a

|f pkqpxq| ď 2C
ÿ

ně0

nke´an.

Ara usarem el criteri integral. Per n ď x ă n ` 1 tenim nke´an ď xke´apn´xqe´ax ď
xke´axea. Aix́ı doncs,

|f pkqpxq| ď 2Cea
ˆ 8

0
xke´ax dx “ 2Cea

k!

ak`1
,

és a dir que podem prendre R “ a´1 i obtenim la cota demanada, amb M “ 2Cea{a.
Per veure que f és anaĺıtica usem el teorema del residu del polinomi de Taylor centrat

a t:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
N´1
ÿ

k“0

f pkqptqpx´ tqk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

N !
sup
yPT

|f pNqpyq||x´ t|N ď
1

N !
sup
yPT

MRNN !|x´ t|N

Aquesta cota convergeix a zero si |x´ t| ă R´1.

Solució de l’exercici 3.24

Sigui f uniformement cont́ınua, és a dir, suposem que per tot ε ą 0 existeix δ ą 0 tal
que

|fpx` hq ´ fpxq| ă ε per tot x, x` h P I, |h| ď δ.

Notem que ω8f és creixent per definició i, en particular, té sempre ĺımits laterals.
Argumentem per contradicció. Suposem que limδŒ0 ω8pδq “ C ą 0. Aleshores prenent

ε “ C{2 en la definició de continüıtat uniforme, existeix un δ tal que

|fpx` hq ´ fpxq| ă C{2 per tot x, x` h P I, |h| ď δ.

En particular,

C
ω8f creixent

ď ω8fpδq “ sup
|h|ďδ

sup
xPI
|fpx` δq ´ fpxq| ď sup

|h|ďδ
C{2

C ą 0
ă C,

i arribem a contradicció. Amb això acaba l’exercici.
Notem que en realitat es tracta d’un si i només si: si limtŒ0 ω8fptq “ 0, aleshores per

qualsevol ε ą 0 existeix δ ą 0 tal que

ω8fptq ă ε per tot t ď δ,
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i com que |fpx` hq ´ fpxq| ď ω8fp|h|q, obtenim que

|fpx` hq ´ fpxq| ď ω8fp|h|q ď ω8fptq ă ε per tot x, x` h P I, |h| ď t ď δ.

Solució de l’exercici 3.25

Del teorema de Bolzano-Weierstrass es deriva fàcilment que f és uniformement cont́ınua
ja que f s’estén de manera periòdica a R i, per tant, és uniformement cont́ınua en r´2π, 2πs.
Obtenim de l’exercici anterior que

}fp¨q ´ fp¨ ` π{nqq}L8pTq ď ω8fpπ{|n|q Ñ 0

Solució de l’exercici 3.26

La condició Lipschitz es pot traduir per

ω8fpδq ď Kδ.

A la demostració del lema de Riemann-Lebesgue hem vist que

| pfpnq| ď
1

2
}fp¨q ´ fp¨ ` π{nq}L8pTq “

1

2
ω8fpπ{nq ď

Kπδ

2n
.

Solució de l’exercici 3.28

Per les fórmules trigonomètriques sabem que

ˆ
E

cos2pnx` αnqdx “

ˆ
E

cosp2nx` 2αnq ` 1

2
dx

“ cosp2αnq

ˆ
E

cosp2nxq

2
dx´ sinp2αnq

ˆ
E

sinp2nxq

2
dx`

|E|

2
.

En termes de Fourier, això és

ˆ
E

cos2pnx` αnqdx “
π

2
pcosp2αnqc2npχEq ´ sinp2αnqb2npχEqq `

|E|

2
.

Pel lema de Riemann-Lebesgue, els coeficients de Fourier convergeixen a zero, i els sinus
i cosinus romanen acotats.

Solució de l’exercici 3.35

N’hi ha prou amb veure que no té variació acotada a r0, πs. És a dir que podem trobar
una partició amb variació arbitràriament gran.
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Sigui PN “ t0u Y
!

θn :“ 1
π{2`2nπ

)N

n“0
. Aleshores

N
ÿ

n“1

|fpθnq ´ fpθn´1q| “

N
ÿ

n“1

|θn sinpθ´1
n q ´ θn´1 sinpθ´1

n´1q|

“

N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpπ{2` 2nπq

π{2` 2nπ
´

sinpπ{2` 2pn´ 1qπq

π{2` 2pn´ 1qπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p´1qn

π{2` 2nπ
´

p´1qn´1

π{2` 2pn´ 1qπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Traient p´1qn de factor comú, obtenim

N
ÿ

n“1

|fpθnq ´ fpθn´1q| “

N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

π{2` 2nπ
`

1

π{2` 2pn´ 1qπ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

«

N
ÿ

n“1

1

n
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 8.

Dedüım que la variació no és acotada.

Solució de l’exercici 3.45

1. fpθq “ θ, p´π ă θ ă πq.

La funció és discont́ınua a π però la seva derivada és constant a p´π, πq i, per tant,
té ĺımits laterals a la discontinüıtat. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de Fourier
convergeix a tot arreu. En l’interval p´π, πq convergeix a la funció i a π convergeix
al punt mig que és pπ ´ πq{2 “ 0.

2. fpθq “ |θ|, p´π ă θ ă πq.

La funció és cont́ınua i la seva derivada és constant a p´π, 0q i a p0, πq i, per tant, té
ĺımits laterals als vèrtexs de la gràfica. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de Fourier
convergeix a tot arreu. Pel teorema de Jordan la convergència és uniforme.

Efectivament, notem que pel teorema del valor mitjà

V pfq “ sup
P

N
ÿ

1

|fpθnq ´ fpθn´1q|
T.V.M.
ď

›

›f 1
›

›

L8
sup
P

N
ÿ

1

|θn ´ θn´1| “ 2π
›

›f 1
›

›

L8

Aix́ı, en les condicions del teorema de Dirichlet la funció és de variació fitada i
el teorema de Jordan es pot aplicar. De fet, si la funció f és Lipschitz, es pot
argumentar de la mateixa manera.

3. fpθq “ π ´ θ, p0 ă θ ă 2πq.

La funció és discont́ınua a 0 però la seva derivada és constant a p0, 2πq i, per tant,
té ĺımits laterals a la discontinüıtat. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de Fourier
convergeix a tot arreu. En l’interval p0, 2πq convergeix a la funció i a 0 convergeix
al punt mig que és pπ ´ πq{2 “ 0.
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4. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
θ, p0 ă θ ă πq,

La funció és discont́ınua a π però la seva derivada és constant a p´π, 0q i a p0, πq
i, per tant, té ĺımits laterals tant a la discontinüıtat π com al vèrtex de la gràfica
situat a l’origen. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de Fourier convergeix a tot arreu.
En l’interval p´π, πq convergeix a la funció i a π convergeix al punt mig que és
pπ ` 0q{2 “ π{2.

5. fpθq “ sin2 θ “
1´ cosp2θq

2
.

Es tracta d’un polinomi trigonomètric. Podŕıem dir que hi ha convergència uniforme,
però en realitat és directament una igualtat a partir del grau 2, S2f “ f .

6. fpθq “

"

´1, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

La funció és discont́ınua a 0 i a π però la seva derivada és nul.la allà on existeix i,
per tant, té ĺımits laterals a les discontinüıtats. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de
Fourier convergeix a tot arreu. En els intervals p´π, 0qYp0, πq convergeix a la funció
i a 0 i π convergeix al punt mig que és p1´ 1q{2 “ 0.

7. fpθq “

"

0, p´π ă θ ă 0q;
1, p0 ă θ ă πq,

La funció és discont́ınua a 0 i a π però la seva derivada és nul.la allà on existeix i,
per tant, té ĺımits laterals a les discontinüıtats. Pel teorema de Dirichlet la sèrie de
Fourier convergeix a tot arreu. En els intervals p´π, 0qYp0, πq convergeix a la funció
i a 0 i π convergeix al punt mig que és p1` 0q{2 “ 1{2.

8. fpθq “ | sin θ|, La funció és cont́ınua i la seva derivada és cont́ınua a p´π, 0qY p0, πq.
A més, la derivada té ĺımits laterals en els dos vèrtexs de la gràfica 0 i π. Pel teorema
de Dirichlet la sèrie de Fourier convergeix a tot arreu a la funció. La convergència
és uniforme pel teorema de Jordan.

9. fpθq “ | cos θ|, Es tracta d’una translació de l’anterior i, per tant, té les mateixes
propietats de convergència.

10. fpθq “ sin θ`| sin θ|
2 . És la suma d’un polinomi trigonomètric i una funció que com hem

vist té sèrie absolutament convergent. Per tant, la sèrie convergeix uniformement.

11. fpθq “

"

1
2a , p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

La funció és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergència als intervals oberts
i convergència al valor mitjà als punts de discontinüıtat.

12. fpθq “

"

1
2a , p|θ ´ θ0| ă aq;
0, pa ă |θ ´ θ0| ă πq,

La funció és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergència als intervals oberts
i convergència al valor mitjà als punts de discontinüıtat.
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13. fpθq “

$

&

%

1, p|θ| ă aq;
´1, p2a ă θ ă 4aq;
0 altrament,

on a ă π
4 i ´π ă θ ă π.

La funció és constant a trossos. Com hem vist hi ha convergència als intervals oberts
i convergència al valor mitjà als punts de discontinüıtat.

14. fpθq “

"

θ, p|θ| ă aq;

aπ´θπ´a , pa ă θ ă 2π ´ aq,

Es tracta d’una funció cont́ınua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la sèrie convergeix
uniformement a tot arreu.

15. fpθq “

"

pa´|θ|q
a2

, p|θ| ă aq;
0, pa ă |θ| ă πq,

Es tracta d’una funció cont́ınua i Lipschitz. Pel

teorema de Jordan la sèrie convergeix uniformement a tot arreu.

16. fpθq “ θ2 p´π ă θ ă πq,

Es tracta d’una funció cont́ınua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la sèrie convergeix
uniformement a tot arreu.

17. fpθq “ θpπ ´ |θ|q p´π ă θ ă πq,

Es tracta d’una funció cont́ınua i Lipschitz. Pel teorema de Jordan la sèrie convergeix
uniformement a tot arreu.

18. fpθq “ ebθ p´π ă θ ă πq,

La funció és cont́ınua a p´π, πq i presenta una discontinüıtat de salt a π. A la resta
té derivada cont́ınua i acotada i aquesta té ĺımits laterals al punt de discontinüıtat.
Pel teorema de Dirichlet, la sèrie convergeix a tot arreu. El ĺımit és f en l’interval
obert i al punt mitjà pebπ ` e´bπq{2 “ coshpbπq.

19. fpθq “ ebθ p0 ă θ ă 2πq, La funció és cont́ınua a p0, 2πq i presenta una discontinüıtat
de salt a 0. A la resta té derivada cont́ınua i acotada i aquesta té ĺımits laterals al
punt de discontinüıtat. Pel teorema de Dirichlet, la sèrie convergeix a tot arreu. El
ĺımit és f en l’interval obert i al punt mitjà pe2bπ ` 1q{2 “ ebπ coshpbπq.

20. fpθq “ sinh θ p´π ă θ ă πq, La funció és cont́ınua a p´π, πq i presenta una discon-
tinüıtat de salt a π. A la resta té derivada cont́ınua i acotada i aquesta té ĺımits
laterals al punt de discontinüıtat. Pel teorema de Dirichlet, la sèrie convergeix a tot
arreu. El ĺımit és f en l’interval obert i al punt mitjà psinhπ ` sinhp´πqq{2 “ 0.

Solució de l’exercici 3.46

1. L’apartat 8 ens diu que per tot ´π ă θ ď π tenim

| sin θ| “ fpθq “ Sfpθq “
2

π
`

8
ÿ

1

4 cosp2nθq

πp1´ 4n2q
.
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Avaluant l’expressió a θ “ 0 i a θ “ π
2 obtenim que

8
ÿ

1

1

4n2 ´ 1
“

1

2
,

8
ÿ

1

p´1qn`1

4n2 ´ 1
“

π ´ 2

4
.

2. L’apartat 16 ens diu que per tot ´π ă θ ď π tenim

θ2 “ fpθq “ Sfpθq “
π2

3
` 4

8
ÿ

1

p´1qn cospnθq

n2
.

Avaluant l’expressió a θ “ π i a θ “ 0 obtenim que
8
ÿ

1

1

n2
“
π2

6
,

8
ÿ

1

p´1qn`1

n2
“
π2

12
.

3. L’apartat 17 ens diuen que per tot ´π ă θ ă π tenim

θpπ ´ |θ|q “ fpθq “ Sfpθq “
8

π

8
ÿ

1

sinpp2n´ 1qθq

p2n´ 1q3
.

Avaluant l’expressió a θ “ π
2 obtenim que

8
ÿ

1

p´1qn`1

p2n´ 1q3
“
π3

32
.

4. L’apartat 18 ens diuen que per tot ´π ă θ ă π tenim

ebθ “ fpθq “ Sfpθq “
sinhpbπq

π

˜

1

b
`

8
ÿ

1

2p´1qnpb cospnθq ´ n sinpnθqq

n2 ` b2

¸

.

Avaluant l’expressió a θ “ 0 obtenim que
8
ÿ

1

p´1qn

n2 ` b2
“

π

2b
csch bπ ´

1

2b2
.

5. Avaluant als extrems l’expressió de l’apartat anterior, obtenim per la discontinüıtat
de salt la identitat

ebπ ` e´bπ

2
“ Sfpπq “

sinhpbπq

π

˜

1

b
`

8
ÿ

1

2p´1qnpb cospnπq ´ n sinpnπqq

n2 ` b2

¸

.

Avaluant l’expressió obtenim que
8
ÿ

1

1

n2 ` b2
“

π

2b
coth bπ ´

1

2b2
.

Solució de l’exercici 3.47

La funció f és cont́ınua (i infinitament diferenciable) per θ P R, tot i que al perioditzar-
la, apareix un salt a l’extrem de l’interval r0, 2πs. Es pot comprovar que

pfpnq “
1

α` n
.
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Aix́ı, pel teorema de Jordan (vegeu teorema 3.34), la sèrie Sfpθq “
ř

Z
einθ

α`n convergeix a
fp0q`fp2πq

2 a l’origen. Per tant,

ÿ

Z

1

α` n
“
fp0q ` fp2πq

2
“

π

sinπα

eiπα ` e´iπα

2
“

π

tanπα

Solució de l’exercici 3.48

Sigui fpxq “ 4 sinx
17´8 cosx . Volem veure que

bnpfq “
1

π

ˆ π

´π

4 sinx

17´ 8 cosx
sinpnxqdx “

1

4n
.

Sabem, de fet, que Snf convergeix uniformement a f a T ja que és infinitament diferenci-
able a T. Com que f és imparella, tenim cnpfq “ 0. És a dir que fpxq “

ř8
1 bnpfq sinpnxq

uniformement en x P T.
Considerem

gpxq :“
8
ÿ

1

sinpnxq

4n
.

Aquesta funció és suma de funcions infinitament diferenciables i en particular cont́ınues
a T, i la convergència és uniforme, ja que es pot acotar per una suma geomètrica. Aix́ı
doncs g és una funció uniformement cont́ınua. Pel teorema 2.40 obtenim que

bnpgq “
1

4n
.

Per altra banda, per la fórmula d’Euler (1.2) i usant l’expressió de la sèrie geomètrica,
per tot x P T tenim

gpxq
(1.2)
“

8
ÿ

1

einx

2i4n
`

8
ÿ

1

e´inx

2i4n
“

1

2i

ˆ

eix

4

1

1´ eix{4
´
e´ix

4

1

1´ e´ix{4

˙

.

Calculant la suma, obtenim

gpxq “
1

2i

4eix ´ 1´ 4e´ix ` 1

16´ 4eix ´ 4e´ix ` 1

(1.2)
“

4 sinx

17´ 8 cosx
“ fpxq.

Solució de l’exercici 3.49

Sabem que

pgpnq “

ˆ
T
gpθqe´inθ dθ “

ˆ
T
fpθ ` aqe´inθ dθ “

ˆ
T
fptqe´inpt´aq dt “ eina pfpnq.

Per tant,
SNgpθq “

ÿ

|n|ďN

pgpnqeinθ “
ÿ

|n|ďN

pfpnqeinpθ`aq “ SNfpθ ` aq.
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En particular,
|gpθq ´ SNgpθq| “ |fpθ ` aq ´ SNgpθ ` aq|

i la convergència de l’una implica la convergència de l’altra, tant puntual com uniforme
en intervals o en norma Lp.

Solució de l’exercici 3.50

Donades dues successions de nombres complexos tanuně0 i tbnuně0, definim SN :“
řN
k“0 akbk. Volem veure que la fórmula de suma per parts:

SN “ aNBN ´
N´1
ÿ

k“0

Bkpak`1 ´ akq,

on BN “
řN
k“0 bk se satisfà.

Raonarem per inducció. Si N “ 0, aleshores S0 “ a0b0 i la fórmula es compleix trivial-
ment.

Suposem que la fórmula és certa per N , és a dir que

SN “ aNBN ´
N´1
ÿ

k“0

Bkpak`1 ´ akq.

Aleshores

SN`1 “ aN`1bN`1 ` SN “ aN`1pBN`1 ´BN q ` aNBN ´
N´1
ÿ

k“0

Bkpak`1 ´ akq

“ aN`1BN`1 ´

N
ÿ

k“0

Bkpak`1 ´ akq,

tal i com voĺıem veure.
Procedim amb el primer apartat: sigui tAnun una successió de termes positius tal que

An ě An`1 i limnAn “ 0. Aleshores veurem que

8
ÿ

n“0

Ane
inx “ lim

NÑ8

N
ÿ

n“0

Ane
inx

és convergent si x ‰ 0. Per la fórmula de suma per parts i la fórmula de la suma geomètrica,
tenim

N
ÿ

n“0

Ane
inx “ An

N
ÿ

n“0

einx ´
N´1
ÿ

k“0

k
ÿ

j“0

eijxpAk`1 ´Akq.

“ An
1´ eipN`1qx

1´ eix
´

N´1
ÿ

k“0

1´ eipk`1qx

1´ eix
pAk`1 ´Akq.
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Ara bé, com que

N´1
ÿ

k“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1´ eipk`1qx

1´ eix

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|Ak`1 ´Ak| ď
N´1
ÿ

k“0

2

1´ eix
pAk ´Ak`1q ď

2

1´ eix
pA0 ´AN q

és absolutament convergent, obtenim que la sèrie convergeix. De fet, notem que si prenem
x lluny de 0, obtenim convergència uniforme mitjançant el criteri M de Weierstrass.

L’altre apartat demana veure que que la sèrie

ÿ

ně2

sinnx

log n
,

és convergent per a tot x. Usem que el logaritme és creixent per definirAn :“ 1
logn , satisfent

les hipòtesis del primer apartat. Ara usem la fórmula d’Euler per escriure sinpnxq “
Impeinxq. Obtenim

ÿ

ně2

sinnx

log n
“ Im

ÿ

ně2

einx

log n
,

que és convergent per x ‰ 0 per l’apartat anterior. Si, en canvi x “ 0, aleshores sinpnxq “ 0
per tot x i la suma és nul.la i, per tant, convergent.

Pel mateix argument veiem que
ř

ně2
cosnx
logn convergeix fora de l’origen, però a l’origen

ens queda la sèrie divergent
ř 1

logn “ 8.

Solució de l’exercici 4.2

Tenim fpθq “ pθ ` 1qχr´1,0spθq ` p´θ ` 1qχr0,1spθq i gpθq “ χr´1{2,1{2spθq, aix́ı que

f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ
χr´1{2,1{2spθ ´ tq

`

pθ ` 1qχr´1,0spθq ` p´θ ` 1qχr0,1spθq
˘

dt.

Donat θ P r´3{2,´1{2s, tenim θ ´ 1{2 ď ´1 ď θ ` 1{2 ď 0, i per tant

f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ θ`1{2

θ´1{2
fptq dt “

1

2π

ˆ θ`1{2

´1
pt` 1q dt “

1

2π
rpt` 1q2{2s

θ`1{2
´1 “

1

4π
pθ ` 3{2q2.

Donat θ P r´1{2, 1{2s, tenim ´1 ď θ ´ 1{2 ď 0 ď θ ` 1{2 ď 1, i per tant

f ˚ gpθq “
1

2π

˜ˆ 0

θ´1{2
pt` 1q dt`

ˆ θ`1{2

0
p´t` 1q dt

¸

“
1

2π

´

rpt` 1q2{2s0θ´1{2 ´ rp´t` 1q2{2s
θ`1{2
0

¯

“
1

4π

ˆ

1´ pθ ` 1{2q2 ´ p1{2´ θq2 ` 1

2

˙

“
p3{4´ θ2q

2π
.

Si θ ą 0 podem usar que

f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ
fpθ ´ tqgptq dt “

1

2π

ˆ
fp´θ ` tqgp´tq dt
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ja que les dues funcions són parelles, i fent el canvi s “ ´t obtenim

f ˚ gpθq “
1

2π

ˆ
fp´θ ´ sqgpsq dt “ f ˚ gp´θq.

Per tant, f ˚ g és també una funció parella i l’exercici queda completat.

Solució de l’exercici 4.3

En primer lloc, volem calcular

f ˚ fpθq “
1

2π

ˆ
χr0,1sptqχr0,1spθ ´ tq dt “

1

2π

ˆ 1

0
χr0,1spθ ´ tq dt

Si θ ă 1, aleshores per t P r0, θs tenim χr0,1spθ´tq “ 1 i per t P pθ, 1s tenim χr0,1spθ´tq “ 0,
és a dir que

f ˚ fpθq “
1

2π

ˆ θ

0
dt “

θ

2π
.

Si 1 ď θ ă 2, aleshores per t P r0, θ ´ 1q tenim χr0,1spθ ´ tq “ 0 i per t P rθ ´ 1, 1s tenim
χr0,1spθ ´ tq “ 1, és a dir que

f ˚ fpθq “
1

2π

ˆ 1

θ´1
dt “

2´ θ

2π
.

En segon lloc, volem calcular

f ˚ pf ˚ fqpθq “
1

2π

ˆ
pf ˚ fqptqfpθ ´ tq dt

Si escrivim rf per la funció f de l’exercici anterior, f ˚ fpθq “
rfpθ´1q

2π , gairebé per tot (al

punt θ “ 1, la funció rf val 2, però el valor a un punt no modifica la integral). A més a
més, amb la notació de l’exercici anterior tenim fpθq “ gpθ ´ 1{2q. Aix́ı,

f ˚ pf ˚ fqpθq “
1

p2πq2

ˆ
rfpt´ 1qgpθ ´ t´ 1{2q dt.

Prenent s “ t´ 1 obtenim

f ˚ pf ˚ fqpθq “
1

p2πq2

ˆ
rfpsqgpθ ´ s´ 3{2q ds “

rf ˚ gpθ ´ 3{2q

2π
,

i aplicant l’exercici anterior obtenim

f ˚ pf ˚ fqpθq “
θ2χr0,1spθq ` 2p3θ ´ θ2 ´ 3{2qχp1,2qpθq ` pθ ´ 3q2χr2,3spθq

2p2πq2
.
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Solució de l’exercici 4.11

Per la desigualtat de Hölder, la convolució està definida puntualment quan f P Lp i
g P Lp

1

:

}fp¨qgpθ ´ ¨q}L1pTq
H.
ď }f}LppTq}g}Lp1 pTq. (4.4)

Donades f P LppTq, g P Lp1pTq, per densitat existeixen funcions tfkukPN, tgkukPN Ă CpTq
tals que fk Ñ f i gk Ñ g en les normes Lp i Lp

1

respectivament. Vegem que fk ˚gk Ñ f ˚g
uniformement en T.

Ens cal mirar les seves diferències puntuals, que recordem que estan ben definides arreu
ja que les funcions són dels espais duals Lp i Lp

1

:

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď
1

2π

ˆ π

´π
|fkpζqgkpθ ´ ζq ´ fpζqgpθ ´ ζq| dζ.

Sumant i restant fkpζqgpθ ´ ζq i aplicant la desigualtat triangular obtenim

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď
1

2π

ˆ π

´π
|fkpζqpgkpθ ´ ζq ´ gpθ ´ ζq| dζ

`
1

2π

ˆ π

´π
|pfkpζq ´ fpζqqgpθ ´ ζq| dζ.

Aplicant la desigualtat de Hölder dedüım que

|fk ˚ gkpθq ´ f ˚ gpθq| ď }fk}LppTq}gk ´ g}Lp1 pTq ` }fk ´ f}LppTq}g}Lp1 pTq.

Notem que la cota és independent de θ. Aix́ı,

}fk ˚ gk ´ f ˚ g}L8pTq ď }fk}LppTq}gk ´ g}Lp1 pTq ` }fk ´ f}LppTq}g}Lp1 pTq
kÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Però el ĺımit uniforme de funcions cont́ınues és cont́ınua, de manera que f ˚ g P CpTq,
tal i com voĺıem veure.

Solució de l’exercici 4.12

Sabem que
zf ˚ P pnq “ pfpnq pP pnq

Per tant, si |n| ą n, aleshores zf ˚ P pnq “ 0 i si |n| ă N tenim zf ˚ P pnq “ an pfpnq. Pel
teorema 3.14 sabem que

pf ˚ P qpxq “ Spf ˚ P qpxq “
N
ÿ

n“´N

an pfpnqe
inx,

tal i com voĺıem demostrar.
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Solució de l’exercici 4.16

Pel teorema fonamental del càlcul, tenim que per x ă θ ` π

F pxq :“

ˆ x

θ´π
fptq dt

és una funció derivable amb F 1pxq “ fpxq. Pel teorema del valor mitjà existeix un punt
cθ,n P rθ ´

1
n , θ `

1
n s tal que

F pθ ` 1{nq ´ F pθ ´ 1{nq “ F 1pcθ,nq
2

n
“ fpcθ,nq

2

n
.

Com que |fpθq ´ fpcθ,nq| ď ω8fp
1
nq, obtenim que la mitjana de f és

´

ˆ θ` 1
n

θ´ 1
n

fptq dt “
n

2
pF pθ ` 1{nq ´ F pθ ´ 1{nqq “ fpcθ,nq ´ fpθq ` fpθq

nÑ8
ÝÝÝÑ fpθq.

Solució de l’exercici 4.17

La primera propietat es demostra amb un canvi de variable ζ “ nθ:

ˆ π

´π
Knpθq dθ “

ˆ π{n

´π{n
nKpnθq dθ “

ˆ π

´π
nKpζq

dζ

n
“ 2π.

En segon lloc, al ser K cont́ınua, existeix una cota M tal que |K| ďM . Aix́ı,

ˆ π{n

´π{n
|Knpθq| dθ “

ˆ π

´π
n|Kpζq|

dζ

n
“ 2πM.

Per acabar, donada δ ą 0 existeix n0 tal que π
n0
ă δ. Per tot n ą n0 tenim

ˆ
|θ|ąδ

Knpθq dθ “ 0,

ja que el suport de Kn està contingut en
“

´π
n ,

π
n

‰

Ă

”

´ π
n0
, πn0

ı

Ă t|θ| ą δuc.

Solució de l’exercici 4.19

El cas f P LppTq tenim

}Kn ˚ f ´ f}LppTq “

ˆ

1

2π

ˆ π

´π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2π

ˆ π

´π
Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθqs dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dθ

˙
1
p

.

Aleshores usant la desigualtat integral de Minkowski obtenim

}Kn ˚ f ´ f}LppTq ď
1

2π

ˆ π

´π
|Knpζq|

ˆ

1

2π

ˆ π

´π
|rfpθ ´ ζq ´ fpθqs|p dθ

˙
1
p

dζ.
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A la part local tenim

1

2π

ˆ
|ζ|ăδ

|Knpζq|

ˆ

1

2π

ˆ π

´π
|fpθ ´ ζq ´ fpθq|p dθ

˙

dζ

ď sup
|ζ|ăδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}LppTq
1

2π

ˆ π

´π
|Knpζq| dζ

b)
ď ωpfpδqM.

on hem escrit el mòdul de continüıtat integral

ωpfpδq :“ sup
|ζ|ăδ

}fp¨ ´ ζq ´ fp¨q}LppTq.

Pel corol.lari 2.51 sabem que
lim
δÑ0

ωpfpδq “ 0.

A la part no local procedim com abans:

1

2π

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq|

ˆ

1

2π

ˆ π

´π
|fpθ ´ ζq ´ fpθq|p dθ

˙
1
p

dζ

ď 2}f}LppTq
1

2π

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, donat ε ą 0, prenent δ prou petit i n prou gran obtenim

}Kn ˚ f ´ f}LppTq ď ωpfpδqM `
1

π
}f}LppTq

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq| dζ ă ε.

Solució de l’exercici 4.20

Notem d’entrada que, respecte al teorema 4.18, estem relaxant dues condicions: I en-
lloc de demanar continüıtat, estem demanant l’existència de ĺımits laterals, cosa que es
compensa demanant que els nuclis siguin parells. I enlloc de demanar que la funció sigui
acotada essencialment, només demanem integrabilitat, i això fa que necessitem la condició
cq alternativa.

Sigui θ un amb ĺımits laterals de f , és a dir

ε`f pδ, θq “ sup
0ăhăδ

|fpθ ` hq ´ fpθ`q|
δÑ0
ÝÝÝÑ 0.

i
ε´f pδ, θq “ sup

0ăhăδ
|fpθ ´ hq ´ fpθ´q|

δÑ0
ÝÝÝÑ 0.

Com que les funcions Kn són parelles, tenim que Utilitzant la propietat a) de la Definició
4.14, obtenim que

ˆ 0

´π
Knpζq dζ “

1

2

ˆ π

´π
Knpζqfpθ ´ ζq dζ “ π.
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Aix́ı doncs

Kn ˚ fpθq ´
fpθ`q ` fpθ´q

2

“
1

2π

ˆ 0

´π
Knpζqfpθ ´ ζq dζ `

1

2π

ˆ π

0
Knpζqfpθ ´ ζq dζ ´

fpθ`q ` fpθ´q

2

a)
“

1

2π

ˆ 0

´π
Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθ

`qs dζ `
1

2π

ˆ π

0
Knpζqrfpθ ´ ζq ´ fpθ

´qs dζ

Prenent valors absoluts dedüım que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Kn ˚ fpθq ´
fpθ`q ` fpθ´q

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2π

ˆ 0

´π
|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθ

`q| dζ `
1

2π

ˆ π

0
|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθ

´q| dζ

Per la part local utilitzem que la funció f té ĺımits laterals i l’acotació uniforme de les
normes L1 de Kn:

ˆ
´δăζă0

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθ
`q| dζ ďMε`f pδ, θq,

ˆ
0ăζăδ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθ
´q| dζ ďMε´f pδ, θq,

i per la part no local, demanem que π{n ă δ, de manera que

ˆ
δď|ζ|ďπ

|Knpζq||fpθ ´ ζq ´ fpθ
˘q| dζ ď }Kn}L8pδď|ζ|ďπq2}f}L1pTq.

Prenent δ prou petit acotem la part local per ε{2 i prenent n prou gran en funció de δ
acotem la part no local per ε{2.

Solució de l’exercici 4.22

Suposem que fn Ñ χr0,1s de manera uniforme. Aleshores χr0,1s seria cont́ınua. Però no
és aix́ı.

Alternativament, sense fer servir el resultat “ĺımit uniforme de funcions cont́ınues és
continu”, n’hi ha prou amb veure que si existeix k tal que

›

›χr0,1s ´ fk
›

›

8
ă ε, aleshores

|χr0,1sp1` δq ´ fkp1` δq| ă ε i |χr0,1sp1`q ´ fkp1q| ă ε per tot δ ą 0. Aleshores

|fkp1` δq ´ fkp1q| ě |χr0,1sp1` δq ´ χr0,1sp1q| ´ |χr0,1sp1` δq ´ fkp1` δq|

´ |χr0,1sp1`q ´ fkp1q|

ě 1´ 2ε

i arribem a una contradicció amb la continüıtat de fk.
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Solució de l’exercici 4.24

Notem que

xP,DN px´ ¨qy “ P ˚DN pxq
E.4.12
“

ÿ

|j|ďN

ajyDN pjqe
ijx.

Com que DN és un polinomi trigonomètric amb coeficients an “ 1, dedüım que

xP,DN px´ ¨qy “
ÿ

|j|ďN

aje
ijx “ P pxq.

Solució de l’exercici 4.26

Recordem que

DN pθq “
sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q

Aleshores

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ “ 2

ˆ 2
2N`1

π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ ` 2

ˆ π

2π
2N`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ.

Per θ ď π tenim que sinpθ{2q ě θ{π. Per tant,

ˆ 2π
2N`1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ ď

ˆ 2π
2N`1

0

p2N ` 1qθ{2

θ{π
dθ ď

2π2p2N ` 1q

2N ` 1
“ 2π2.

Per altra banda,

ˆ π

2π
2N`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpp2N ` 1qθ{2q

sinpθ{2q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ ď

ˆ π

2π
2N`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

θ{π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dθ ď rπ logpθqsπ 2π
2N`1

“ π logpπq ´ π log

ˆ

2π

2N ` 1

˙

.

Hem vist doncs que

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ ď 2π2 ` π logpπq ´ π logp2πq ` π log p2N ` 1q

“ 2π2 ´ π logp2q ` π log p2N ` 1q .

Per N prou gran, això implica

ˆ π

´π
|DN pθq| dθ ď 2π log p2N ` 1q .
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Solució de l’exercici 4.28

Per |y| ă π, tenim |y| À | tanpy{2q|. Aix́ı, la condició de l’enunciat

ˆ 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` yq ` fpx´ yq

2
´A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

|y|
ă 8

implica en particular que
ˆ π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` yq ` fpx´ yq

2
´A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

| tanpy{2q|
ă 8.

Volem veure que Sfpxq “ A, és a dir que

lim
NÑ8

pDN ˚ fpxq ´Aq “ lim
NÑ8

pSNfpxq ´Aq “ 0.

Escrivint aquesta convolució expĺıcitament, com que el nucli té integral 1 podem escriure

DN ˚ fpxq ´A “
1

2π

ˆ π

´π
pfpx´ yq ´Aq

sinpp2N ` 1qy{2q

sinpy{2q
dy

“
1

π

ˆ π

0

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

sinpp2N ` 1qy{2q

sinpy{2q
dy.

Utilitzant l’expressió del sinus de la suma tenim

sinpp2N ` 1qy{2q “ sinpNyq cospy{2q ` cospNyq sinpy{2q.

Aix́ı,

DN ˚ fpxq ´A “
1

π

ˆ π

0

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

cospNyq dy

`
1

π

ˆ π

0

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

sinpNyq

tanpy{2q
dy.

La primera integral és immediata, ja que
ˆ π

0

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

cospNyq dy “ πcN ppτ´xfp´¨q ` τ´xfq{2´Aq
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0

pel lema de Riemman-Lebesgue.
Pel que fa a la segona integral, com hem vist, la condició de l’enunciat implica que

gpyq “

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

1

tanpy{2q

satisfà que g P L1p0, πq. Aix́ı doncs, pel lema de Riemann-Lebesgue altra vegada, obtenim

ˆ π

0

ˆ

fpx´ yq ` fpx` yq

2
´A

˙

sinpNyq

tanpy{2q
dy “ bnpgq

NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.
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Solució de l’exercici 4.29

Només cal veure que f satisfà el test de Dini. Usant la desigualtat triangular i la condició
Lipschitz, obtenim

ˆ π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx0 ` yq ` fpx0 ´ yq

2
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

|y|
ď

ˆ π

0

|fpx0 ` yq ` fpx0 ´ yq ´ 2fpx0q|

2

dy

|y|
ď Cπ.

Aix́ı doncs, f satisfà la hipòtesi del test de Dini i concloem que Sfpx0q “ fpx0q.

Solució de l’exercici 4.31

És clar que f satisfà la condició del test de Dini en conjunts compactes K de l’interval
I: per x P K tenim

ˆ π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` yq ` fpx´ yq

2
´ 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

|y|
“

ˆ π

distpx,Icq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpx` yq ` fpx´ yq

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dy

|y|
ď
C}f}1LpTq
distpx, Icq

,

i concloem que Sfpxq “ 0. Falta veure que la convergència és uniforme.
Per fer-ho, seguirem la demostració del teorema 4.18. Notem que el nucli de Dirichlet no

satisfà la propietat (b) ni la propietat (c), aix́ı que ens haurem d’espavilar per substituir-
les. En primer lloc, suposem que f s’anul.la en pa, bq, i volem demostrar que la convergència
és uniforme en ra` δ, b´ δs.

Tenim

DN ˚ fpθq “
1

2π

ˆ π

´π
DN pζqfpθ ´ ζq dζ.

Sigui θ P ra` δ, b´ δs. Seguint el raonament de l’exercici 4.28, obtenim

|DN ˚ fpθq| ď
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
fpθ ´ ζq cospNζq dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
fpθ ´ ζq

sinpNζq

tanpζ{2q
dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

A la demostració del lema de Riemann-Lebesgue, hem comprovat la cota

pfpnq ď
1

2
ω1fpπ{|n|q “ 0

per tota funció integrable f . Aleshores

1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
fpθ ´ ζq cospNζq dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
|cN pfpθ ´ ¨qq|

2

ex. 3.49
ď | pfpNq| ` | pfp´Nq| ď Cω1fpπ{Nq

que convergeix uniformement a 0 independentment de θ.
Per controlar el terme corresponent a sinpNζq, al tenir la tangent al denominador ens

cal anar més amb compte. Necessitem controlar el mòdul de continüıtat integral d’un
producte: donades f P L1, g P CpTq, tenim

ω1pfgqphq “ sup
|t|ďh

}τtfτtg ´ fg}L1pTq ď sup
|t|ďh

}τtfτtg ´ fτtg}L1pTq ` sup
|t|ďh

}fτtg ´ fg}L1pTq

ď }g}L8pTqω1fphq ` }f}L1pTqω8gphq.
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Aplicant aquest argument al producte de f amb
χδă|ζ|

tanpζ{2q , ens trobaŕıem que la dis-

continüıtat ens posa un problema. Per sort, com que f s’anul.la pθ ´ δ, θ ` δq, podem
agafar una versió suau de la funció caracteŕıstica: sigui ψ : R Ñ R cont́ınua tal que
χpδ,8qp|ζ|q ď ψptq ď χpδ{2,8qp|ζ|q. Aleshores definim gpζq “ ψp|ζ|q

tanpζ{2q i tenim

1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
fpθ ´ ζq

sinpNζq

tanpζ{2q
dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2π

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ π

´π
fpθ ´ ζq

ψp|ζ|q

tanpζ{2q
sinpNζq dζ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ C|bN pfpθ ´ ¨qgp¨qq| ď Cω1pfpθ ´ ¨qgp¨qqpπ{Nq

À }g}L8pTqω1fpπ{Nq ` }f}L1pTqω8gpπ{Nq.

Obtenim doncs que la velocitat de convergència no depèn de θ. En canvi śı que depèn de
}g}L8pTq ě 1{ tanpδ{2q i de ω8gpπ{Nq, i ambdós empitjoren a mida que δ es fa més petit.

Solució de l’exercici 4.32

Recordem que

DN pθq “
eip2N`1qθ{2 ´ e´ip2N`1qθ{2

eiθ{2 ´ e´iθ{2
.

Per tant

FN pθq “
D0pθq `D1pθq ` ¨ ¨ ¨ `DN´1pθq

N

“
1

Npeiθ{2 ´ e´iθ{2q

N´1
ÿ

n“0

´

eip2n`1qθ{2 ´ e´ip2n`1qθ{2
¯

,

i usant la fórmula de la sèrie geomètrica

FN pθq “
1

Npeiθ{2 ´ e´iθ{2q

ˆ

eiθ{2
1´ eiNθ

1´ eiθ
´ e´iθ{2

1´ e´iNθ

1´ e´iθ

˙

,

és a dir

FN pθq “
1

Npeiθ{2 ´ e´iθ{2q

ˆ

1´ eiNθ

e´iθ{2 ´ eiθ{2
´

1´ e´iNθ

eiθ{2 ´ e´iθ{2

˙

“
eiNθ ` e´iNθ ´ 2

Npeiθ{2 ´ e´iθ{2q2
,

Tenim doncs

FN pθq “
1

N

ˆ

sinpNθ{2q

sinpθ{2q

˙2

,

tal i com voĺıem veure.

Solució de l’exercici 4.33

Veurem que

a) Per tot N P N tenim 1
2π

´ π
´π FN pθq dθ “ 1.

b) Existeix M ą 0 tal que }FN}L1pTq ďM per tot N P N.
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c) Per cada δ ą 0 tenim supδď|θ|ďπ |FN pθq|
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

La primera condició és trivial, ja que

ˆ π

´π
FN pθq dθ :“

řN´1
k“0

´ π
´πDkpθq dθ

N
“ 1.

La segona condició és immediata ja que al ser FN ě 0, dedüım que

ˆ π

´π
|FN pθq| dθ “

ˆ π

´π
FN pθq dθ “ 1.

Finalment,

sup
δď|θ|ďπ

|FN pθq| dθ
(4.7)
ď

1

N

ˆ

1

sinpδ{2q

˙2
NÑ8
ÝÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 4.36

Al tenir els mateixos coeficients de Fourier,

σNf “ σNg.

Per tant,
}f ´ g}L1pTq ď }f ´ σNf}L1pTq ` }g ´ σNf}L1pTq.

Pel teorema de Féjer sabem que

lim
NÑ8

}f ´ σNf}L1pTq “ 0.

i
lim
NÑ8

}g ´ σNg}L1pTq “ 0.

Aix́ı, necessàriament tenim }f ´ g}L1pTq “ 0 i aquestes dues funcions han de coincidir
g.p.t. arreu.

Solució de l’exercici 4.38

ÿ

nPZ
r|n|einθ “

ÿ

ně0

r|n|einθ `
ÿ

ně1

rne´inθ “
1

1´ reiθ
` re´iθ

1

1´ re´iθ
.

ÿ

nPZ
r|n|einθ “

1´ re´iθ ` re´iθp1´ reiθq

p1´ reiθqp1´ re´iθq
“

1´ r2

1´ 2r cos θ ` r2
.

Si r “ 0, r0 no està ben definit. Però la segona expressió śı que és correcta i val 1.

Solució de l’exercici 4.39

Veurem que
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a) Per tot r P r0, 1q tenim 1
2π

´ π
´π Prpθq dθ “ 1.

b) Existeix M ą 0 tal que }Pr}L1pTq ďM per tot r P r0, 1q.

c) Per cada δ ą 0 tenim supδď|θ|ďπ |Prpθq|
rÑ1
ÝÝÝÑ 0.

Com que |r|n|einθ| “ rn, pel criteri M de Weierstrass tenim convergència uniforme i, pel
teorema 2.44 podem intercanviar el ĺımit i la suma:ˆ π

´π

ÿ

nPZ
r|n|einθ dθ “

ÿ

nPZ

ˆ π

´π
r|n|einθ dθ “ 2π.

Obtenim aix́ı la primera propietat per r ‰ 0. Per r “ 0 el nucli de Poisson és constant
igual a 1 i també ho compleix.

Per la segona, observem que

Prpθq “
1´ r2

1´ 2r cos θ ` r2
ě 0,

aix́ı que se segueix de la primera propietat.
Per la tercera, per r proper a 1 i δ ď |θ| ď π, tenim cos θ ď cos δ i

|Prpθq| “
1´ r2

1´ 2r cos θ ` r2
ď

1´ r2

1´ 2r cos δ ` r2

rÑ1
ÝÝÝÑ

0

2´ 2 cos δ
“ 0.

Solució de l’exercici 4.41

Considerem r ă 1 fixat. De fet, la convergència de la sèrie Prpθq “
ř

nPZ r
|n|einθ és

uniforme pel criteri M de Weierstrass. Aix́ı doncs, pel teorema 2.44 podem intercanviar
l’ordre de la suma i la integral per escriure

Pr ˚ fpθq “
1

2π

ˆ
T
Prptqfpθ ´ tq dt “

1

2π

ˆ
T

ÿ

nPZ
r|n|eintfpθ ´ tq dt

“
1

2π

ÿ

nPZ
einθ

ˆ
T
r|n|einpt´θqfpθ ´ tq dt “

ÿ

nPZ
r|n| pfpnqeinθ “ Arfpθq.

Solució de l’exercici 4.42

Per l’exercici anterior tenim
Arf “ Pr ˚ f.

Com que la funció Pr P C
8, aleshores també Arf P C

8.
Efectivament, si f P L1 i g P C8, per k P N sabem que pgpnq ď Ckn

´k pel corol.lari 3.9,
i pfpnq ď }f}L1pTq. Aleshores

|zf ˚ gpnq| “ pfpnq||pgpnq| ď Ckn
´k

i pel teorema 3.19 dedüım que f ˚ g P C8.
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Solució de l’exercici 5.3

Per una banda tenim

}f1}
2
L2pTq “

1

2π

ˆ π

´π
θ2 dθ “

1

2π

“

θ3{3
‰π

´π
“

2π3{3

2π
“
π2

3
.

Per l’altra, del primer apartat de l’exercici 1.12, sabem que pf1pnq “
ip´1qn

n i, per tant,

ÿ

nPZ
| pf1pnq|

2 “
ÿ

n‰0

1

n2
“ 2

8
ÿ

n“1

1

n2
.

De la identitat de Parseval, resulta que

π2

3
“ 2

8
ÿ

n“1

1

n2
.

Prenem ara f2pθq “ θ2. Aleshores

}f2}
2
L2pTq “

1

2π

ˆ π

´π
θ4 dθ “

1

2π

“

θ5{5
‰π

´π
“

2π5{5

2π
“
π4

5
.

Per l’altra, del setzè apartat de l’exercici 1.12, sabem que

bnpf2q “ 0 cnpf2q “

#

2π2

3 si n “ 0,
4p´1qn

n2 altrament.

i

pf2pnq “
cnpf2q ´ ibnpf2q

2
“

#

π2

3 si n “ 0,
2p´1qn

n2 altrament.
.

Per tant,
ÿ

nPZ
| pf2pnq|

2 “
π4

9
`

ÿ

n‰0

22

n4
“
π4

9
` 8

8
ÿ

n“1

1

n4
.

La identitat de Parseval implica que

8
ÿ

n“1

1

n4
“

1

8

ˆ

π4

5
´
π4

9

˙

“
4π4

360
“
π4

90
.

Prenem ara f3pθq “ θ3. Aleshores

}f3}
2
L2pTq “

1

2π

ˆ π

´π
θ6 dθ “

1

2π

“

θ7{7
‰π

´π
“

2π7{7

2π
“
π6

7
.

Per l’altra, calculem el coeficient de Fourier enèsim:

pf3p0q “

ˆ
θ3 dθ “ 0,
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i per n ‰ 0

pf3pnq “
1

2π

ˆ
θ3e´inθ dθ “

1

2π

„

θ3e´inθ

´in

π

´π

´
3i

2πn

ˆ
θ2e´inθ dθ

“
iπ2p´1qn

n
´

3i

n
pf2pnq “

iπ2p´1qn

n
´

6ip´1qn

n3
“ p´1qni

π2n2 ´ 6

n3
,

Per tant,

ÿ

nPZ
| pf3pnq|

2 “
ÿ

n‰0

pπ2n2 ´ 6q2

n6
“

ÿ

n‰0

π4

n2
`

ÿ

n‰0

´12π2

n4
`

ÿ

n‰0

36

n6

“ 2π4π
2

6
´ 24π2π

4

90
` 72

8
ÿ

n“1

1

n6
.

La identitat de Parseval implica que

8
ÿ

n“1

1

n6
“

1

72

ˆ

π6

7
´ 2π4π

2

6
` 24π2π

4

90

˙

“
90´ 210` 168

72 ¨ 630
π6 “

π6

945
.

Solució de l’exercici 5.6

xα1f1 ` α2f2, β1g1 ` β2g2y “ α1xf1, β1g1 ` β2g2y ` α2xf2, β1g1 ` β2g2y

“ α1xβ1g1 ` β2g2, f1y ` α2xβ1g1 ` β2g2, f2y

“ α1β1xg1, f1y ` β2xg2, f1y ` α2β1xg1, f2y ` β2xg2, f2y

“ α1β1xf1, g1y ` α1β2xf1, g2y ` α2β1xf2, g1y ` α2β2xf2, g2y.

Solució de l’exercici 5.7

La regla del paral.lelogram se segueix dels següents càlculs:

2}f}2H ` 2}g}2H “ 2xf, fy ` 2xg, gy

}f ` g}2H ` }f ´ g}
2
H “ xf ` g, f ` gy ` xf ´ g, f ´ gy

Ex.5.6
“ xf, fy ` xf, gy ` xg, fy ` xg, gy ` xf, fy ´ xf, gy ´ xg, fy ` xg, gy.

El teorema de Pitàgores és immediat, ja que xf, gy ` xg, fy “ 0:

}f}2H ` }g}
2
H “ xf, fy ` xg, gy ` xf, gy ` xg, fy “ xf ` g, f ` gy.

La desigualtat de Cauchy-Schwarz porta una mica més de feina. Si f “ 0, aleshores
f “ 0g i

xf, gy “ 0xg, gy “ 0}g}2H “ 0 “ 0xf, fy “ xf, fy “ }f}2H .
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Falta veure el cas f ‰ 0, és a dir }f}H ą 0. En tal cas, definim

h :“ g ´
xf, gy

xf, fy
f.

Aleshores

xf, hy “ xf, g ´
xf, gy

xf, fy
fy “ xf, gy ´

xf, gy

xf, fy
xf, fy “ 0.

Dedüım que f i h són ortogonals i, per tant, també ho són xf,gy
xf,fyf i h. Podem aplicar el

teorema de Pitàgores:

}g}2H “

›

›

›

›

›

h`
xf, gy

xf, fy
f

›

›

›

›

›

2

H

“ }h}2H `

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xf, gy

xf, fy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

}f}2H “ }h}
2
H `

|xf, gy|2

}f}2H
ě
|xf, gy|2

}f}2H
,

obtenint aix́ı la desigualtat de Cauchy-Schwarz. Notem que la igualtat només s’assoleix si
h “ 0, que implica en particular que f i g són linealment dependents.

Per acabar, la desigualtat triangular és conseqüència de la de Cauchy-Schwarz:

}f ` g}2H “ }f}
2
H ` }g}

2
H ` xf, gy ` xg, fy ď }f}

2
H ` }g}

2
H ` 2|xf, gy|

C.S.
ď }f}2H ` }g}

2
H ` 2}f}H}g}H “ p}f}H ` }g}Hq

2 .

Solució de l’exercici 5.9

1. Tota successió de Cauchy tfnunPN té una parcial tfnkukPN tal que
›

›fnk ´ fnj
›

›

L2 ď

2´m si j, k ą m, es pot obtenir reindexant convenientment.

2. Suposem que aquesta condició es compleix d’entrada. Aleshores fn Ñ f és equivalent
a
ř8
n“0 gn “ f , on gn “ fn ´ fn´1 (prenem f´1 :“ 0).

3. En aquest cas tenim
ř8
n“0 }gn}L2 ď

ř8
n“0 2´n “ 2 ă 8.

4. Definim rg :“
ř8
n“0 |g|. En ser una successió creixent, el ĺımit està ben definit per

tot arreu. Aquesta funció és de quadrat integrable per la desigualtat de Minkowski:

ˆ

1

2π

ˆ
rg2

˙
1
2

“

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“0

|gn|

›

›

›

›

›

L2

ď

8
ÿ

n“0

}gn}L2 ă 8.

En particular rg és finita gairebé per tot arreu. Allà on la suma dels valors absoluts és
finita, també ho serà la suma, ja que la convergència absoluta d’una sèrie numèrica
n’implica la convergència. A més, tenim |

ř

gn| ď
ř

|gn|. Aix́ı doncs, f :“
ř

gn està
ben definida gairebé per tot arreu, i |f | ď rg.
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5. Com que |f ´
řN
n“1 gn| ď 2rg, podem aplicar el teorema de convergència dominada

per concloure que

lim
NÑ8

¨

˝

ˆ ˜

f ´
N
ÿ

n“1

gn

¸2
˛

‚

1
2

“

¨

˝

ˆ
lim
NÑ8

˜

f ´
N
ÿ

n“1

gn

¸2
˛

‚

1
2

“ 0.

Solució de l’exercici 5.11

Que x, y és un producte escalar és fàcil de veure.
Vegem que l’espai és complet. Donada una successió ttaknu

8
n“1u

8
k“1 de Cauchy de suc-

cessions de `2pZq, és a dir que per tot ε existeix k0 tal que per k, j ą k0 tenim
›

›

›
takn ´ a

j
nu
8
n“1

›

›

›

`2pTq
ă ε.

Passant a una parcial, podem suposar que per k, j ą k0 tenim
›

›

›
takn ´ a

j
nu
8
n“1

›

›

›

`2pTq
ă 2´k0 .

Cada coordenada de la successió defineix una successió de Cauchy a C, ja que per tot
n0 P N tenim

|akn0
´ ajn0

| ď

›

›

›
takn ´ a

j
nu
8
n“1

›

›

›

`8pTq
ď

›

›

›
takn ´ a

j
nu
8
n“1

›

›

›

`2pTq
ă ε,

i aix́ı es pot definir la successió candidata a ser el ĺımit de manera uńıvoca:

an0 :“ lim
kÑ8

akn0
.

Vegem que la successió tanu
8
n“1 pertany a `2pZq i, de fet, n’és el ĺımit. Per tot n existeix

un kn tal que si k ą kn aleshores tenim

|an ´ a
k
n| ď ε2´n.

Aleshores, fixat N P N, si prenem k ą kn per tot n ď N i k ą j, i prenent ε “ 2´2j

obtenim

N
ÿ

n“1

|an ´ a
j
n|

2 ď 2
N
ÿ

n“1

|an ´ a
k
n|

2 ` 2
N
ÿ

n“1

|akn ´ a
j
n|

2 ď 2
N
ÿ

n“1

ε2´n ` 2´2j`1 ď 2´2j`2.

Com que aquesta cota és independent de N , dedüım que

8
ÿ

n“1

|an ´ a
j
n|

2 ď 2´j .

aix́ı que efectivament tanu
8
n“1 n’és el ĺımit i és de `2 per la desigualtat triangular.
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Solució de l’exercici 5.13

La nostra hipòtesi és que

lim
NÑ8

›

›

›

›

›

f ´
N
ÿ

k“1

hk

›

›

›

›

›

H

“ 0.

Usant la sesquilinealitat del producte escalar i la desigualtat de Cauchy-Schwarz,

lim
NÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

k“1

xg, hky ´ xg, fy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ lim
NÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xg,
N
ÿ

k“1

hk ´ fy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

C.S.
ď lim

NÑ8
}g}H

›

›

›

›

›

N
ÿ

k“1

hk ´ f

›

›

›

›

›

H

“ 0.

Solució de l’exercici 5.14

Per l’exercici anterior, tenim

xamem,
ÿ

nPZ
bneny

ex. 5.13
“

ÿ

nPZ
xamem, bneny

ex. 5.6
“

ÿ

nPZ
ambnxem, eny

ex. 1.7
“ ambm.

Altra vegada per l’exercici anterior tenim

x
ÿ

mPZ
amem,

ÿ

nPZ
bneny “

ÿ

mPZ
xamem,

ÿ

nPZ
bneny “

ÿ

mPZ
ambm.

Solució de l’exercici 5.15

Sigui J Ă Λ un conjunt finit i siguin αλ P C coeficients tals que
ÿ

λPJ

αλfλ “ 0.

Per la sesquilinealitat del producte escalar i l’ortogonalitat dels elements de Λ, tenim que

0 “ x
ÿ

λPJ

αλfλ,
ÿ

µPJ

αµfµy
sesq.
“

ÿ

λPJ

ÿ

µPJ

αλαµxfλ, fµy
ort.
“

ÿ

λPJ

|αλ|
2}fλ}

2
H .

Com a suma de termes no negatius que s’anul.la, tots els termes han de ser zero i, per
tant, αλ “ 0. Aix́ı doncs, la famı́lia tfλuλPJ és linealment independent, tal i com voĺıem
veure.

Solució de l’exercici 6.3

Notem que

xek, ejy “
N´1
ÿ

n“0

1
?
N
ωkn

1
?
N
ωjn.

Com que ω “ e2πi{N “ e´2πi{N “ ω´1, tenim

xek, ejy “
1

N

N´1
ÿ

0

ωpk´jqn.
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Si k “ j, aleshores

xek, ejy “
1

N

N´1
ÿ

0

ω0 “
1

N

N´1
ÿ

0

1 “ 1.

En cas contrari, notem que ωpk´jq ‰ 1, i

pωk´jqN “
`

ωN
˘k´j

“ 1k´j “ 1.

Però qualsevol solució de zN ´ 1 “ 0 tal que z ‰ 1 satisfà que

zN´1 ` zN´2 ` ¨ ¨ ¨ z0 “ 0,

ja que zN ´ 1 “ pz ´ 1qpzN´1 ` zN´2 ` ¨ ¨ ¨ z0q. Per tant,

N´1
ÿ

0

ωpk´jqn “ 0

i dedüım que per k ‰ j tenim

xek, ejy “
1

N

N´1
ÿ

0

ωpk´jqn “ 0.

Solució de l’exercici 6.4

Vegem quin és el quadrat del mòdul de la transformada de Fourier:

N´1
ÿ

k“0

|pvpkq|2 “
N´1
ÿ

k“0

pvpkqpvpkq “
1

N

N´1
ÿ

k“0

˜

N´1
ÿ

n“0

vpnqω´kn

¸˜

N´1
ÿ

m“0

vpmqωkm

¸

“
1

N

N´1
ÿ

n“0

vpnq
N´1
ÿ

m“0

vpmq
N´1
ÿ

k“0

ωkpm´nq
ex. 6.3
“

1

N

N´1
ÿ

n“0

vpnq
N´1
ÿ

m“0

vpmqδm,n

“
1

N

N´1
ÿ

n“0

vpnqvpnq “
N´1
ÿ

n“0

|vpnq|2

Solució de l’exercici 6.9

La condició d’ortonormalitat és trivial per la definició, ja que B´1B “ Id.
Per altra banda,

vT “ BB´1vT “ B

»

—

–

xv, w1y
...

xv, wNy

fi

ffi

fl

“

»

–

| |

v1 ¨ ¨ ¨ vN
| |

fi

fl

»

—

–

xv, w1y
...

xv, wNy

fi

ffi

fl

“

N
ÿ

j“1

xv, wjy

»

–

|

vj
|

fi

fl “

N
ÿ

j“1

xv, wjyv
T
j .
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L’altra igualtat es demostra anàlogament.

Solució de l’exercici 6.11

Notem que

xUv,Uwy “ pUvqT pUwq “ vTUTUw “ vT Idw “ xv, wy.

Solució de l’exercici 6.14

Això és conseqüència de l’exercici 6.3 i del fet que la matriu FN és simètrica, ja que
enpkq “ ωnk “ ekpnq.

Solució de l’exercici 6.15

Es pot aplicar l’exercici 6.11 directament ja que la matriu de Fourier normalitzada és
unitària. Alternativament, podem replicar l’argument:

xpv, pwy “ x
1
?
N
FNv,

1
?
N
FNwy “

1

N
pFNvq

T pFNwq “
1

N
vTF TNFNw “ vT Idw “ xv, wy.

Solució de l’exercici 6.16

zv ˚ wpkq “
1
?
N

N´1
ÿ

n“0

v ˚ wpnqe´2πink{N “
1

N

N´1
ÿ

n“0

N´1
ÿ

m“0

vpmqwpn´mqe´2πipn´m`mqk{N

“
1

N

N´1
ÿ

m“0

vpmqe´2πimk{N
N´1
ÿ

n“0

wpn´mqe´2πipn´mqk{N “ pvpkq pwpkq.

Solució de l’exercici 7.2

Per demostrar 7.7, n’hi ha prou amb observar que |fχr´R,Rs| ď |f | P L
1, de manera que

podem aplicar el teorema de la convergència dominada per concloure que

lim
TÑ8

ˆ T

´T
fpxqe´2πiξx dx “

ˆ
R
fpxqe´2πiξx dx “ pfpξq.

Solució de l’exercici 7.4

Tenim

pfpξq ´ pfpζq “

ˆ
´

e´2πiξx ´ e´2πiζx
¯

fpxq dx “

ˆ
e´2πiξx

´

1´ e´2πipζ´ξqx
¯

fpxq dx
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Prenent valors absoluts tenim

| pfpξq ´ pfpζq| ď

ˆ
|x|ăR

ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´2πipζ´ξqx

ˇ

ˇ

ˇ
|fpxq| dx`

ˆ
|x|ąR

ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´2πipζ´ξqx

ˇ

ˇ

ˇ
|fpxq| dx.

Fixats R ą 0, escollint |ζ ´ ξ| ă 1
2πMR amb M ą

2}f}1
ε , com que

|1´ e´ix| “

b

p1´ cosxq2 ` sin2 x “

b

4 sin2px{2q ď |x|,

tenim que
ˆ
|x|ăR

ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´2πipζ´ξqx

ˇ

ˇ

ˇ
|fpxq| dx ď 2π|ζ ´ ξ|R}f}1 ď

}f}1
M

ď
ε

2
.

Per altra banda, ˆ
|x|ąR

ˇ

ˇ

ˇ
1´ e´2πipζ´ξqx

ˇ

ˇ

ˇ
|fpxq| dx ď

ε

2

si R és prou gran, ja que }f}1 ă `8.

Notem que hem demostrat que el mòdul de continüıtat de pf és uniforme, és a dir que pf
és uniformement cont́ınua. Per altra banda,

| pfpξq| ď ω1f

ˆ

1

2|ξ|

˙

,

com ja hem vist al lema de Riemann Lebesgue, de manera que lim|ξ|Ñ8 |
pfpξq| “ 0.

Solució de l’exercici 7.5

Efectivament,

{χp´1,1qpξq “

ˆ 1

´1
e´2πixξ dx “

e´2πiξ ´ e2πiξ

´2πiξ
“

sinp2πξq

πξ
.

Solució de l’exercici 7.7

Fem el primer cas:

{af ` bgpξq “

ˆ
e´2πixξpafpxq ` bgpxqq dx

“ a

ˆ
e´2πixξfpxq dx` b

ˆ
e´2πixξgpxq dx “ a pfpξq ` bpgpξq

El segon apartat es veu amb un canvi de variable:

yτhfpξq “

ˆ
e´2πixξfpx´ hq dx “

ˆ
e´2πipy`hqξfpyq dy

“ e´2πihξ

ˆ
e´2πiyξfpyq dy “M´h

pfpξq
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El tercer és immediat:

zMhfpξq “

ˆ
e´2πixξe2πixhfpxq dx “ pfpξ ´ hq “ τh pfpξq

El quart torna a sortir amb un canvi de variable: per tot s ‰ 0 tenim

yDsfpξq “

ˆ
e´2πixξsfpsxq dx “

ˆ
e´2πipy{sqξsfpyq

dy

|s|
“ pfpξ{sq “ |s|Ds´1 pfpξq.

Notem que el cinquè apartat és el mateix prenent s “ ´1.
El conjugat és similar:

pfpξq “

ˆ
e´2πixξfpxq dx “

ˆ
e2πixξfpxq dx “ pfp´ξq “

r

pfpξq “ qfpξq.

L’apartat g es demostra usant integració per parts:

pf 1pξq “

ˆ
e´2πixξf 1pxq dx

Ex.7.2
“ lim

RÑ8

ˆ R

´R
e´2πixξf 1pxq dx

TFC
“ lim

RÑ8

”

e´2πixξfpxq
ıR

´R
´ lim
RÑ8

ˆ R

´R
p´2πiξqe´2πixξfpxq dx

Ex.7.2
“ 0` 2πiξ

ˆ
e´2πixξfpxq dx “ 2πiξ pfpξq

Solució de l’exercici 7.8

El cas k “ 1 es resol repetint la demostració de la propietat h), però usant h0 :“ ε
2CM2}f}1

per la part local, mentre que la part no local surt directament.
Suposem que la fórmula és certa per tot j ď k ´ 1. Volem veure que

lim
hÑ0

pfpξ ` hq ´
řk´1
j“0

1
j!
pf pjqpξqhj

hk
´

1

k!

`

p´2πi¨qkfp¨q
˘

ppξq “ 0,

és a dir que

lim
hÑ0

pfpξ ` hq ´
řk´1
j“0

1
j!
pf pjqpξqhj ´ 1

k!

´
p´2πixqkfpxqe´2πixξ dxhk

hk
“ 0.

Per la hipòtesi inductiva, les derivades d’ordre menor ja les tenim, i ens queda que volem
veure que

lim
hÑ0

´
fpxqe´2πixpξ`hq dx´

řk
j“0

1
j!

´
p´2πixqjfpxqe´2πixξ dxhj

hk
“ 0.

Agrupant les integrals i traient factor comú, obtenim que és suficient veure que

lim
hÑ0

ˆ
fpxqe´2πixξ

˜

e´2πixh ´
řk
j“0

1
j!p´2πixhqj

hk

¸

dx “ 0.
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I prenent valors absoluts veiem que és suficient demostrar que

lim
hÑ0

ˆ
|fpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πixh ´
řk
j“0

1
j!p´2πixhqj

hk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx “ 0.

Considerem primer la part local de la integral, quan la variable |x| ă M , amb M ąą

1. Sabem que la funció exponencial és anaĺıtica amb radi de convergència infinit. En
particular, per |z| ă 1, tenim

|ez ´
k
ÿ

j“0

zj

j!
| ď C0|x|

k`1.

Prenem |h| ă h0 :“ ε
2p2πqk`1C0}f}1M

k`1 i suposem que ε ď C0{π}F }1, és a dir que és prou

petit per garantir que 2πh0M ă 1. Notem que si x ăM , aleshores |2πihx| ă 1 i, per tant,

|e2πihx ´

k
ÿ

j“0

p2πihxqj

j!
| ď C0|2πihx|

k`1 ď p2πqk`1C0|h|
k`1Mk`1.

Aix́ı,

1h :“

ˆ
|x|ăM

|fpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πixh ´
řk
j“0

1
j!p´2πixhqj

hk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď

ˆ
|x|ăM

|fpxq|
p2πqk`1C0|h|

k`1Mk`1

|h|k
dx

satisfà que

1h ď }f}1p2πq
k`1C0h0M

k`1 “
ε

2
.

Per altra banda, notem que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πixh ´

k
ÿ

j“0

1

j!
p´2πixhqj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosp´2πxhq ´
k
ÿ

j“0 tq j és parell

1

j!
p2πxhqjp´1qj{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinp´2πxhq ´
k
ÿ

j“0 tq j és senar

1

j!
p2πxhqjp´1q

j´1
2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Recordem que l’error dels polinomis de Taylor de sinus i cosinus en t està acotat per

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosptq ´
k´1
ÿ

j“0 tq j és parell

1

j!
tjp´1qj{2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
|y|ď|t|

| sinpyq|

k!
tk ď |t|k{k!,
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i anàlogament passa amb el sinus. Aix́ı,

2h :“

ˆ
|x|ąM

|p2πxqkfpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πixh ´
řk
j“0

1
j!p´2πixhqj

|2πxh|k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď C

ˆ
|x|ąM

|x|k|fpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

k!
`

1

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx
MÑ8
ÝÝÝÝÑ 0,

ja que |x|kf P L1pRq.
Ara, prenent M de manera que 2h ă ε{2 i escollint després h0 com hem fet abans,

garantim que ˆ
|fpxq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´2πixh ´
řk
j“0

1
j!p´2πixhqj

hk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ă ε,

i obtenim el pas inductiu. Per tant, la derivada k-èsima de la transformada de Fourier
existeix i és precisament

dk

dξk
pfpξq “

`

p´2πi¨qkfp¨q
˘

ppξq.

Solució de l’exercici 7.9

Escrivim Gpxq “ e´πx
2
, i notem que f1 “ G. Si veiem que pGpξq “ Gpξq, aleshores tenim

que

xfαpξq “ α´1{2
{Dα1{2f1pξq

d)
“ α´1{2α1{2Dα´1{2

pf1pξq “ Dα´1{2
pGpξq

“ Dα´1{2Gpξq “ α´1{2e´π
ξ2

α .

Manca justificar que la campana de Gauss és invariant per Fourier. Ho farem usant la
unicitat de les solucions d’una equació diferencial ordinària. Notem primer que

#

G1pxq “ ´2πxGpxq,

Gp0q “ 1.

Tot seguit comprovarem que pG satisfà la mateixa EDO que la campana de Gauss. En
primer lloc, sabem que

pGp0q “

ˆ
R
Gpxq dx “ 1.

Per altra banda,

d

dξ
pGpξq “ ´ {2πi ¨Gp¨qpξq “ ´2πi

ˆ
R
xGpxqe´2πiξx dx “ i

ˆ
R
G1pxqe´2πiξx dx

per parts
“ rie´πx

2
e´2πiξxs8´8 ´

ˆ
R
ie´πx

2
e´2πiξxp´2πiξq dx

“ 0´ 2πξ

ˆ
R
e´πx

2
e´2πiξx dx “ ´2πξ pGpξq.
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Trobem doncs que G i pG satisfan la mateixa EDO amb la mateixa condició inicial. Són
doncs iguals en un obert. El conjunt on conicideixen, per la unicitat de les EDO’s és, de
fet, un obert. Però a la vegada, com que les dues funcions són cont́ınues a R, el conjunt
de coincidència és necesàriament també un conjunt tancat. Per tant, coincideixen a tota
la recta real.

Solució de l’exercici 7.10

Tenim

xgαpξq “

ˆ 8

´8

e´2πα|x|e´2πixξ dx “

ˆ 8

0
e´2πpα´iξqx dx`

ˆ 8

0
e´2πpα`iξqx dx.

Aix́ı,

xgαpξq “

«

e´2πpα´iξqx

´2πpα´ iξq

ff8

0

`

«

e´2πpα´iξqx

´2πpα` iξq

ff8

0

“
1

2πpα´ iξq
`

1

2πpα` iξq
“

α

πpα2 ` ξ2q
.

Solució de l’exercici 7.11

En primer lloc, amb el canvi de variable y “ x{t, per a ą 0 tenim que

Γpaq “

ˆ 8

0
e´xxa´1 dx “

ˆ 8

0
e´typtyqa´1 tdy “ ta

ˆ 8

0
e´txxa´1 dx.

Aleshores, si a “ α{2 i t “ 1`4π2ξ2

4π , dedüım que

Γ
´α

2

¯

“
p1` 4π2ξ2q

α
2

p4πq
α
2

ˆ 8

0
e´

x
4π
p1`4π2ξ2qx

α
2
´1 dx.

Aı̈llant p1` 4π2ξ2q
α
2 , trobem que

Fαpξq “
1

p1` 4π2ξ2q
α
2

“
1

p4πq
α
2 Γpα2 q

ˆ 8

0
e´

x
4π
p1`4π2ξ2qx

α
2
´1 dx.

Notem que per α ą 1, la funció Fα és integrable. Per tant, |Fα està definit puntualment,
i es pot calcular com

Gαpxq :“ |Fαpxq “

ˆ
e2πixξFαpξq dξ

“
1

p4πq
α
2 Γpα2 q

ˆ
e2πixξ

ˆ 8

0
e´

t
4π
p1`4π2ξ2qt

α
2
´1 dt dξ.

En el pas següent usem els teoremes de Fubini i Tonelli, que requereixen una justificació
que deixem per més endavant:

Gαpxq “
1

p4πq
α
2 Γpα2 q

ˆ 8

0

ˆ
e2πixξe´πtξ

2
dξe´

t
4π t

α
2
´1 dt.
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Per l’exercici 7.9 sabem que
ˆ
e2πixξe´πtξ

2
dξ “ pftpxq “ t´

1
2 e´

πx2

t ,

de manera que

Gαpxq “
1

p4πq
α
2 Γpα2 q

ˆ 8

0
t´

1
2 e´

πx2

t e´
t
4π t

α
2
´1 dt “

1

p4πq
α
2 Γpα2 q

ˆ 8

0
e´

πx2

t e´
t
4π t

α´1
2
dt

t
.

Amb el canvi y “ t{4π obtenim, tal i com voĺıem veure, que

Gαpxq “
p4πq´1

Γpα{2q

ˆ 8

0
e
´y´x2

4y y
α´1
2
dy

y
.

Per justificar el canvi d’ordre en la integració, notem que el teorema de Tonelli ens diu
que ˆ ˆ 8

0
e´

t
4π
p1`4π2ξ2qt

α
2
´1 dt dξ “

ˆ 8

0

ˆ
e´tπξ

2
dξe´

t
4π t

α
2
´1 dt.

Emprant el canvi de variable ζ “
?
tξ,

ˆ ˆ 8

0
e´

t
4π
p1`4π2ξ2qt

α
2
´1 dt dξ “

ˆ 8

0

ˆ
e´tπζ

2 dζ
?
t
e´

t
4π t

α
2
´1 dt “

ˆ 8

0
e´

t
4π t

α
2
´ 3

2 dt.

Aquesta integral impròpia és convergent a l’infinit sempre, i és convergent a l’origen si i
només si α

2 ´
3
2 ą ´1, és a dir, si α ą 1, tal i com assumim a l’enunciat.

Solució de l’exercici 7.13

Un cop més tot es redueix a utilitzar els teoremes de Fubini i Tonelli i el canvi de variable
w “ x´ y:

ˆ ˆ
fpyqgpx´ yq dye´2πixξ dx “

ˆ ˆ
gpx´ yqe´2πixξ dxfpyq dy

“

ˆ
gpwqe´2πiwξ dw

ˆ
fpyqe´2πiyξ dy.

Solució de l’exercici 7.16

Cal veure que

i) Les funcions Kt tenen integral unitària:
´
RKtpxq dx “ 1.

ii) Les funcions Kt tenen massa uniformement acotada: existeix una constant C P R tal
que

´
R |Ktpxq| dx ď C per tot t P Λ.

iii) La massa de Kt es concentra a prop de x “ 0 a mida que el paràmetre s’acosta a t0:
limtÑt0

´
|x|ąδ |Ktpxq| dx “ 0 per tot δ ą 0.
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Les dues primeres condicions ex comproven mitjançant el canvi de variables:

ˆ
tKptxq dx “

ˆ
Kpyq dy “ 1.

Pel que fa a la tercera propietat, com que K P L1, les cues tenen massa cada vegada
més petita i convergint a zero a l’infinit (pel teorema de la convergència monòtona). Per
tant

lim
tÑ0

ˆ
|x|ąδ

tKptxq dx “ lim
tÑ0

ˆ
|y|ąδ{t

Kpyq dy “ lim
RÑ8

ˆ
|y|ąR

Kpyq dy “ 0.

Solució de l’exercici 7.21

Raonem com en la demostració anterior, però cal canviar alguns detalls. Notem en
primer lloc que les nostres hipòtesis garanteixen que Kt ą 0. A la part local usem la
propietat del punt de Lebesgue. Vegem que

ˆ
|y|ăδ

|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy ď Crεf pδ, xq.

Efectivament, el nucli Kt és integrable Riemann en r´δ, δs per ser una funció monòtona a
trossos, i en particular existeix una partició 0 ă a0 ă a1 ă ¨ ¨ ¨ ă aN tal que per tot y ă δ
tenim

Ktpyq ď
N
ÿ

n“0

αnχr´an,anspyq “: SN pyq

amb αn ą 0, amb
ÿ

αn2an “

ˆ
SN ď 2

ˆ
Kt “ 2.

Aix́ı doncs,

ˆ
|y|ăδ

|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy ď

ˆ
|y|ăδ

SN pyq|fpx´ yq ´ fpxq| dy

“

N
ÿ

n“1

αn

ˆ an

´an

|fpx´ yq ´ fpxq| dy

“

N
ÿ

n“1

αn2an ´

ˆ an

´an

|fpx´ yq ´ fpxq| dy

ď 2rεf pδ, xq.

A la part no local usarem la propietat iii’):

ˆ
|y|ąδ

|Ktpyq||fpx´ yq ´ fpxq| dy ď 2}f}L1pRq sup
|y|ąδ

|Ktpyq| dy.
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Donat ε ą 0 escollim t tal que }f}L1pTq sup|y|ěδ |Ktpyq| dy ď ε{4 i escollim prèviament δ
perquè rεf pδ, xq ă ε{4. Amb aquestes eleccions obtenim

|Kt ˚ fpxq ´ fpxq| ă ε,

tal i com voĺıem veure.

Solució de l’exercici 7.22

Notem que
´ ´

fpsqgpζq dζ ds “ }f}1}g}1 ă `8. Podem doncs aplicar el teorema de
Fubini per trobar que

ˆ
R
fpsqpgpsq ds “

ˆ
fpsq

ˆ
e´2πisζgpζq dζ ds

Fubini
“

ˆ ˆ
fpsqe´2πisζ dsgpζq dζ

“

ˆ
R
pfpζqgpζq dζ.

Solució de l’exercici 7.23

Veiem que

N´1
ÿ

n“0

pfpnqgpnq “
N´1
ÿ

n“0

1
?
N

N´1
ÿ

m“0

e´
2πimn
N fpmqgpnq “

N´1
ÿ

m“0

1
?
N

N´1
ÿ

n“0

e´
2πimn
N gpnqfpmq

“

N´1
ÿ

m“0

fpmqpgpmq.

Solució de l’exercici 7.25

Usarem la fórmula d’inversió i els teoremes de Fubini i Tonelli.

pf ˚ pgpξq “

ˆ
pfpξ ´ ζqpgpζq dζ “

ˆ ˆ
e´2πixpξ´ζqfpxq dxpgpζq dζ

“

ˆ
e´2πixξfpxq

ˆ
e2πixζ

pgpζq dζ dx

“

ˆ
e´2πixξfpxqqpgpxq dx

T.7.24
“

ˆ
e´2πixξfpxqgpxq dx

“ xfgpξq.

Solució de l’exercici 7.26

En primer lloc suposem α ă β ď 1. En tal cas,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

sinx

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˆ β

α

sinx

x
dx.
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La funció sinx
x és positiva i acotada per una constant C a l’interval p0, 1q. De fet, sin z

z P

HpCq. Aix́ı,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

sinx

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ 1

0

sinx

x
dx “ C.

D’altra banda, si 1 ď α ă β ă `8, integrant per parts

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

sinx

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

´ cosx

x

β

α

`

ˆ β

α

cosx

x2
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2`

ˆ β

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď 3.

D’altra banda, si 1 P pα, βq, aleshores trenquem la integral en dues parts.
Considerem f P L1pRq senar. Aleshores

ˆ β

α

pfpξq

ξ
dξ “

ˆ β

α

´
fpxqe´2πiξx dx

ξ
dξ “

ˆ β

α

´
fpxqpcosp2πξxq ´ i sinp2πξxqq dx

ξ
dξ

Com que f és senar i cosp2πξxq és parell, tenim
´
fpxq cosp2πξxq dx “ 0 i, per tant,

ˆ β

α

pfpξq

ξ
dξ “ ´i

ˆ β

α

´
fpxq sinp2πξxq dx

ξ
dξ.

Mentre 0 ă α ă β ă 8, podem aplicar el teorema de Fubini i obtenim, usant (7.14),
que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ β

α

pfpξq

ξ
dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
fpxq

ˆ β

α

sinp2πξxq dx

ξ
dξ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C}f}L1 .

Notem que si g és senar i g “ pf , amb f P L1, aleshores f ha de ser senar. Efectivament,

tenim g “ rg, és a dir, pf “
r

pf “
p

rf i, per tant,
{

f ´ rf “ 0 P L1pRq, de manera que
f ´ rf “ p0 “ 0. És a dir que f és senar.

Prenem gpξq :“ ξ
|ξ| log |ξ|χ|ξ|ď1{2. Aleshores

ˆ 1
2

α

gpξq

ξ
dξ “

ˆ 1
2

α

1

ξ log ξ
dξ “ rlog | log ξ|s

1
2
α “

„

log

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

log
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ log | logα|



αÑ0
ÝÝÝÑ ´8,

que no és acotat. Per tant, és impossible que g “ pf .

Solució de l’exercici 7.28

És clar que

faptq :“
a

t2 ` a2

és una funció integrable i de quadrat integrable. A més a més, de l’exercici 7.10 sabem
que

fa “ pga,
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on gapxq :“ πe´2πa|x|. Aleshores,
ˆ

ab

pt2 ` a2qpt2 ` b2q
dt “

ˆ
pgaptqpgbptq dt “

ˆ
rgapxqgbpxq dx.

Per tant, ˆ
ab

pt2 ` a2qpt2 ` b2q
dt “

ˆ
πe´2πa|x|πe´2πb|x| dx

Aquesta integral es pot calcular directament, però usarem els càlculs que ja tenim fets:
ˆ

ab

pt2 ` a2qpt2 ` b2q
dt “ π2

ˆ
e´2πpa`bq|x| dx “ πyga`bp0q “ πfa`bp0q “ π

a` b

pa` bq2

“
π

a` b
.

Solució de l’exercici 7.29

Hem definit la transformada de Radon com

Rθfptq :“

ˆ
R
fp´t sin θ ` ρ cos θ, t cos θ ` ρ sin θq dρ.

Aleshores, la seva transformada de Fourier en la variable t és

yRθfpξq :“

ˆ
R
e´2πiξt

ˆ
R
fp´t sin θ ` ρ cos θ, t cos θ ` ρ sin θq dρ dt.

Aplicant els teoremes de Fubini i Tonelli, obtenim

yRθfpξq :“

ˆ
R

ˆ
R
e´2πiξtfp´t sin θ ` ρ cos θ, t cos θ ` ρ sin θq dt dρ.

Tot seguit apliquem el canvi de variable

φ :R2 Ñ R2

pt, ρq ÞÑ φpt, ρq “ p´t sin θ ` ρ cos θ, t cos θ ` ρ sin θq “ px, yq.

Aleshores

Dφ “

ˆ

´ sin θ cos θ
cos θ sin θ

˙

ùñ |Jφ| ” 1.

Aplicant el canvi de variable anterior a la integral doble, obtenim

yRθfpξq :“

ˆ
R

ˆ
R
e´2πiξφ´1px,yq1fpx, yq dy dx,

on φ´1px, yq1 denota la primera coordenada de l’antiimatge de px, yq pel canvi de variable
definit abans. Ara, si

#

x “ ´t sin θ ` ρ cos θ

y “ t cos θ ` ρ sin θ
ùñ ´ sin θx` cos θy “ t “ φ´1px, yq1.
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Per tant, hem vist que

yRθfpξq “

ˆ
R

ˆ
R
e´2πiξp´ sin θx`cos θyqfpx, yq dy dx

“

ˆ
R

ˆ
R
e´2πip´ξ sin θ,ξ cos θq¨px,yqfpx, yq dy dx

“ pfR2p´ξ sin θ, ξ cos θq.

Aix́ı, si coneixem Rθf , podem recuperar la funció f usant que

f “
q

pf “
´

yRθfpξq
¯

q,

o, per ser més curosos, en calcular la transformada de Fourier unidimensional de Rθf ,
obtenim la transformada de Fourier bidimensional de f parametritzada en coordenades
polars. Fent el canvi de variable i computant la transformada de Fourier inversa, obtenim
f .

Solució de l’exercici 8.1

Suposem en primer lloc que f P S. Aleshores, com que

|x|kf p`qpxq

és una funció cont́ınua i té ĺımit zero a l’infinit, és acotada.
Suposem que |x|kf p`qpxq és acotada per tot k, `. Aleshores, donats k, ` P N tenim

|x|k|f p`qpxq| “
|x|k`1|f p`qpxq|

|x|
ď C|x|.

Solució de l’exercici 8.4

Si f P C8c p´R,Rq, aleshores f p`q té suport compacte també en r´R,Rs i és acotada pel
teorema de Weierstrass. Aix́ı,

|x|k|f p`qpxq| ď Rk
›

›

›
f p`q

›

›

›

8
ă `8.

Solució de l’exercici 8.6

En ser la caracteŕıstica i l’exponencial infinitament derivables a l’interior dels intervals
respectius, només cal veure la derivabilitat als punts x “ a i x “ b. Per simetria, n’hi ha

prou amb estudiar la derivabilitat de hpxq “ e´
1

x´a en x “ a.
Notem que si x P pa, bq, aleshores

h1pxq “ e´
1

x´a
1

px´ aq2
.
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Per inducció, tenim

hpkqpxq “ e´
1

x´aPk

ˆ

1

px´ aq

˙

.

on Pk és un polinomi de grau 2k, ja que les derivades k-èsimes de 1{px´aq2 són múltiples
de potències de grau menor o igual a 2k.

Raonant per inducció, suposem que hpk´1qp0q “ 0. Aleshores

lim
tÑ0

|hpk´1qpa` tq ´ hpk´1qpaq| “ lim
tÑ0

|Ppk´1qp1{tq|e
´ 1
t “ 0,

aix́ı que hpkqp0q “ 0.

Solució de l’exercici 8.2

Sigui f P SpRq. Aleshores

ˆ
|f | “

ˆ
|fpxq| ` |x|2|fpxq|

1` |x|2
dx ď pρ0,0pfq ` ρ0,2pfqq rarctanxs8´8

ď π pρ0,0pfq ` ρ0,2pfqq .

Hem vist doncs que SpRq Ă L1pRq.

Solució de l’exercici 8.7

Suposem que f, g P SpRq, és a dir que per tot k, ` P N tenim ρk,`pfq ă 8, i el mateix
passa amb g. Les combinacions lineals de f i g són de Schwartz:

|x|k|pαf ` βgqp`qpxq| ď |α|ρk,`pfq ` |β|ρk,`pgq ă `8.

Demostrem ara que fg P SpRq:

|x|k|pfgqp`qpxq| “ |x|k
ÿ̀

j“0

c`,j |f
pjqpxqgp`´jqpxq| ď

ÿ̀

j“0

c`,jρk,jpfqρ0,`´jpgq ă `8.

Vegem tot seguit el producte per x:

|x|k|pxfqp`qpxq| “ |x|k
ˇ

ˇ

ˇ
xf p`q ` `f p`´1qpxq

ˇ

ˇ

ˇ
ď ρk`1,`pfq ` `ρk,`´1pfq ă `8.

Per inducció obtenim que el producte per qualsevol monomi és de la classe de Schwartz i
per l’estructura d’espai vectorial obtenim el producte per qualsevol polinomi.

Considerem eξpxq “ e2πiξx. Aleshores

|x|k|peξfq
p`qpxq| “ |x|k

ÿ̀

j“0

c`,j |f
pjqpxqe

p`´jq
ξ pxq| “

ÿ̀

j“0

c`,j |p2πiξq
`´jeξpxqf

pjqpxq|

ď
ÿ̀

j“0

c`,jρk,jpfq|2πξ|
`´j ă `8.
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La derivació preserva també la classe de Schwartz:

|x|k|pf 1qp`qpxq| “ |x|k|f ``1pxq| ď ρk,``1pfq.

Ara bé, no tota funció de SpRq és derivada d’una funció de SpRq. Efectivament, si
f P SpRq, aleshores per l’exercici 7.1, tenim

ˆ
f 1 “ lim

RÑ8

ˆ R

´R
f 1 “ lim

RÑ8
rfpxqsR´R “ 0.

Per tant, només les funcions f que tenen integral zero poden tenir primitiva a la classe de
Schwartz. La campana de Gauss, per exemple, no té primitiva a la classe de Schwartz.

Solució de l’exercici 8.9

Siguin x, t P R. Aleshores
ˇ

ˇpf ˚ gqpx` hq ´ pf ˚ gqpxq ´ pf 1q ˚ gpxqh
ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
pfpx` h´ yq ´ fpx´ yq ´ f 1px´ yqhqgpyq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Ara bé, com que f P C2, del residu de Taylor en dedüım que per x, y, h P R existeix
c P Bpx´ y, hq tal que

|fpx` h´ yq ´ fpx´ yq ´ f 1px´ yqh| ď f2pcq|h|2.

Per tant,

ˇ

ˇpf ˚ gqpx` hq ´ pf ˚ gqpxq ´ pf 1q ˚ gpxqh
ˇ

ˇ “ sup
cPR

|f2pcq||h|2
ˆ
|gpyq| dy.

Concloem que
pf 1q ˚ gpxq “ pf ˚ gq1pxq,

tal i com voĺıem veure.
Notem que la condició f P C2 es pot substituir per f P C1`ε amb petits canvis a la

demostració, només cal demostrar que la cota de l’error de Taylor és una constant per
|h|1`ε.

Si només tenim f P C1 amb f 1 uniformement cont́ınua, aleshores hem d’afinar més.
Notem que si z “ x´ y, aleshores pel teorema del valor mitjà existeix c P Bpz, hq tal que

|fpz ` hq ´ fpzq ´ f 1pzqh| “ |f 1pcqh´ f 1pzqh| “ ω8f
1p|h|q.

Solució de l’exercici 8.10

Notem que per l’exercici 8.9 tenim

|x|k|pf ˚ gqp`qpxq| “ |x|k|pf p`q ˚ gqpxq|
(8.1)
ď 2k}g}L1ρk,`pfq ` 2k}f}L1ρk,0pgq
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Solució de l’exercici 8.16

Diem que T és cont́ınua a ϕ0 si per tota successió ϕn
nÑ8
ÝÝÝÑ ϕ0 se satisfà que T pϕnq

nÑ8
ÝÝÝÑ

T pϕ0q, és a dir si T pϕn ´ ϕ0q
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Sigui ϕ P SpRq i considerem una successió tϕnun Ă SpRq tal que ϕn Ñ ϕ a la classe de
Schwartz. Aleshores tenim que ϕn ` ϕ0 ´ ϕÑ ϕ0:

ρk,`ppϕn ` ϕ0 ´ ϕq ´ ϕ0q “ ρk,`pϕn ´ ϕq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per continüıtat de T a ϕ0, obtenim que

T pϕn ´ ϕq “ T ppϕn ` ϕ0 ´ ϕq ´ ϕ0q
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 8.17

Sabem que
›

›

›
ϕp`qn ´ ϕp`q

›

›

›

L8
“ sup

xPR

ˇ

ˇ

ˇ
ϕp`qn pxq ´ ϕ

p`qpxq
ˇ

ˇ

ˇ
“ sup

xPR

ˇ

ˇ

ˇ
pϕn ´ ϕq

p`qpxq
ˇ

ˇ

ˇ
“ ρ0,`pϕn ´ ϕq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 8.18

La linealitat no depèn de les condicions de f , més enllà d’assegurar-se que el producte
fϕ sigui integrable per tota ϕ P SpRq:

Tf paϕ` bψq “

ˆ
fpaϕ` bψq “ a

ˆ
fϕ` b

ˆ
fψ “ aTf pϕq ` bTf pψq.

Comprovem la continüıtat a l’origen, que és suficient per l’exercici 8.16, per exemple f
és acotada. Si ϕn Ñ 0 a SpRq, aleshores

|Tf pϕnq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
fϕn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8

ˆ
|ϕn| “ }f}8

ˆ
p1` |x|2q|ϕnpxq|

1` |x|2
dx

ď }f}8pρ0,0pϕnq ` ρ2,0pϕnqq

ˆ
dx

1` |x|2
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Si, en canvi, |f | ď C|P pxq|, on P pxq és un polinomi de grau N , aleshores usem que
}f{P }8 ă C i que |P pxq|p1` |x|2q ď Cp1` |x|N`2q i escrivim

|Tf pϕnq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
fϕn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }f}8

ˆ
|ϕn| “ }f{P }8

ˆ
|P pxq|p1` |x|2q|ϕnpxq|

1` |x|2
dx

ď C}f}8pρ0,0pϕnq ` ρ2`N,0pϕnqq

ˆ
dx

1` |x|2
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Aix́ı, una condició suficient per tal que Tf sigui una distribució temperada és que |f | ď
Cp1` |x|N q. De fet, és suficient que f P L1

loc i

lim
xÑ8

fpxq

ppxq
ă `8

188



10 Solucions

per algun polinomi p. Fins i tot podem relaxar més la condició demanant que f es pugui
expressar com la suma d’una funció de L1 i una funció que satisfaci la darrera condició,
per exemple,

fpxq “ ppxq `
8
ÿ

n“1

χpn´1,n`1qpxq

2n
logp|x´ n|q.

Solució de l’exercici 8.19

Vegem que ε és injectiva. Suposem que φ, ψ P SpRq satisfan que Tψpϕq “ Tφpϕq per
tota ϕ P SpRq, és a dir que

ˆ
φpxqϕpxq dx “

ˆ
ψpxqϕpxq dx per tota ϕ P SpRq.

Sigui ϕn Ă SpRq una aproximació de la identitat. Aleshores, per tot x P R dedüım que

ˆ
φpyqϕnpx´ yq dy “

ˆ
ψpyqϕnpx´ yq dy.

Però quan nÑ8, pel teorema 7.18 deduim que

φpxq “ ψpxq.

Com que això ocorre per tot x P R, tenim que les funcions coincideixen arreu.
Vegem ara que ε és cont́ınua. Suposem que ϕn Ñ ϕ a SpRq. Volem veure que Tϕn

nÑ8
ÝÝÝÑ

Tϕ a S 1pRq, és a dir que per tota ψ P SpRq tenim

Tϕnpψq
nÑ8
ÝÝÝÑ Tϕpψq

a C. Efectivament,

|Tϕnpψq ´ Tϕpψq| “

ˆ
pϕn ´ ϕqψ ď }ϕn ´ ϕ}8}ψ}1 ď ρ0,0pϕn ´ ϕq}ψ}1

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 8.22

• DsTf pϕq
T.8.1.b)

:“ Tf psDs´1ϕq
T.7.1.d)
“

´
fpxqss´1ϕpx{sq dx “

´
fpsyqϕpyq sdy

T.8.1.b)
“

TDsf pϕq.

• pTf q1pϕq :“ ´Tf pϕ
1q “ ´

´
fϕ1 “ ´rfpxqϕpxqs8´8 `

´
f 1ϕ “ Tf 1pϕq. Notem que

rfpxqϕpxqs8´8 s’ha d’entendre com un ĺımit i que aquest s’anul.la en ser les funcions
f i ϕ de Schwartz.

• xTf pϕq :“ Tf ppϕq “
´
f pϕ

Ex.7.22
“

´
pfϕ “ T

pf
pϕq.

• |Tf pϕq :“ Tf pqϕq “
´
f qϕ

Ex.7.22
“

´
qfϕ “ T

qf
pϕq.
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• MgTf pϕq :“ Tf pMgϕq “ Tf pgϕq “
´
fgϕ “ Tgf pϕq “ TMgf pϕq.

• ĂTf pϕq :“ Tf prϕq “
´
fpxqϕp´xq dx “

´
fp´xqϕpxq dx “ T

rf
pϕq.

• Tf pϕq :“ Tf pϕq “
´
fϕ “

´
fϕ “ Tf pϕq.

• ψ ˚ Tf pϕq :“ Tf p rψ ˚ ϕq “
´
fpxq rψ ˚ ϕpxq dx “

´
fpxq

´
rψpx ´ yqϕpyq dy dx

Fubini
“´ ´

ψpy ´ xqfpxq dxϕpyq dy “
´
ψ ˚ fpyqϕpyq dy “ Tψ˚f pϕq.

Solució de l’exercici 8.24

Comprovem en primer lloc la linealitat de τhT . Siguin α, β P C i ϕ,ψ P SpRq. Aleshores,
usant la linealitat de la translació per funcions de Schwartz, tenim

τhT pαϕ` βψq :“ T pτ´hpαϕ` βψqq “ T pατ´hϕ` βτ´hψq.

Ara usem la linealitat de T per deduir que

τhT pαϕ` βψq “ αT pτ´hϕq ` βT pτ´hψq “ ατhT pϕq ` βτhT pψq,

tal i com voĺıem veure. Per la resta d’operacions ometrem la linealitat ja que la prova és
sempre igual.

Anem a veure la continüıtat a l’origen de les distribucions definides a la taula 8.1.
Suposem que tϕnunPN Ă SpRq és tal que ϕn

nÑ8
ÝÝÝÑ 0 a SpRq. Això és tant com dir que

per totes k, ` P N tenim ρk,`pϕnq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0. Utilitzem aquest fet i la continüıtat de T a

l’origen per demostrar que les distribucions definides aplicades a aquesta successió també
van donen una successió amb ĺımit zero:

• Com que τhT pϕnq “ T pτ´hϕnq, volem veure que la successió tτ´hϕnun convergeix a
zero a la classe de Schwartz. Efectivament,

ρk,`pτ´hϕnq “ sup
xPR

|x|k|pτ´hϕnq
p`qpxq| “ sup

xPR
|x|k|ϕp`qn px` hq| “ sup

xPR
|x´ h|k|ϕp`qn pxq|

ď Ck sup
xPR
p|h|k ` |x|kq|ϕp`qn pxq| ď Ck pρk,`pϕnq ` ρ0,`pϕnqq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, com que T és continu a l’origen, dedüım que

|τhT pϕnq| “ |T pτ´hϕnq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

• En el cas de la dilatació, estudiem sDs´1pϕnqpxq “ ϕnpx{sq.

ρk,`psDs´1ϕnq “ sup
xPR

|x|k|psDs´1ϕnq
p`qpxq| “ sup

xPR
sk|x{s|k|s´`ϕp`qn px{sq|

ď sk´`ρk,`pϕnq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, com que T és continu a l’origen, dedüım que

|DsT pϕnq| “ |T psDs´1ϕnq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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• Per la derivada, tenim que

ρk,`pϕ
1
nq “ ρk,``1pϕnq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

• Per la transformada de Fourier,

ρk,`pxϕnq “ sup
ξPR

|ξ|k|pxϕnq
p`qpξq| “ Ck,` sup

ξPR
|p {|x|p`qϕnq

pkqpξq| ď Ck,`ρ`,kpϕnq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, com que T és continu a l’origen, dedüım que

| pT pϕnq| “ |T pxϕnq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

• Per tractar la multiplicació per funcions, cal saber en quin cas ens situem. Cal
recordar que suposem que g satisfà que Mgf P SpRq per tota f P SpRq. De fet, la
condició que fa que MgT sigui cont́ınua és que Mg : SpRq Ñ SpRq sigui cont́ınua.
Aix́ı, automàticament tenim

ρk,`pMgϕnq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, com que T és continu a l’origen, dedüım que

|MgT pϕnq| “ |T pMgϕnq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Una condició raonable és que g P C8pRq i que per tot ` P N existeixi un j P N tal que
|gp`qpxq| ď Cp1` |x|jq. Aleshores és un exercici que queda per l’estudiant veure que

pgϕnq
nÑ8
ÝÝÝÑ 0 a SpRq tal i com hem fet en els exercicis anteriors, usant la fórmula

de Leibnitz per les derivades d’ordre ` del producte.

• La simetria central es resol molt fàcilment.

• La conjugació també.

• La convolució porta més feina:

|x|k
ˇ

ˇ

ˇ
p rψ ˚ ϕnq

p`qpxq
ˇ

ˇ

ˇ
“ |x|k

ˇ

ˇ

ˇ
p rψp`q ˚ ϕnqpxq

ˇ

ˇ

ˇ

Tot seguit notem que

p rψp`q ˚ ϕnqpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
rψp`qpyqϕnpx´ yq dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ |x|{2

´|x|{2

ˇ

ˇ

ˇ

rψp`qpyqϕnpx´ yq
ˇ

ˇ

ˇ
dy `

ˆ
|y|ą|x|{2

ˇ

ˇ

ˇ

rψp`qpyqϕnpx´ yq
ˇ

ˇ

ˇ
dy

ď

ˆ |x|{2

´|x|{2

ˇ

ˇ

ˇ

rψp`qpyq
ˇ

ˇ

ˇ
dy sup

|y|ď|x|{2

|x´ y|k |ϕnpx´ yq|

|x´ y|k

`

ˆ
|y|ą|x|{2

|ϕnpx´ yq| dy sup
|y|ą|x|{2

|y|k
ˇ

ˇ

ˇ

rψp`qpyq
ˇ

ˇ

ˇ

|y|k

ď

›

›

›

rψp`q
›

›

›

1

ρk,0pϕnq

p|x|{2qk
` }ϕn}1

ρk,`p rψq

p|x|{2qk
.
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Al darrer pas hem usat que si |y| ď |x|{2, aleshores |x ´ y| ě |x| ´ |y| ě |x|{2
(desigualtat triangular).

Hem vist doncs que

ρk,`p rψ ˚ ϕnq ď 2k
´›

›

›

rψp`q
›

›

›

1
ρk,0pϕnq ` }ϕn}1ρk,`p

rψq
¯

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Per tant, com que T és continu a l’origen, dedüım que

|ψ ˚ T pϕnq| “ |T p rψ ˚ ϕnq|
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 8.26

• paT ` bUqppϕq “ paT ` bUqppϕq “ aT ppϕq ` bUppϕq “ a pT pϕq ` bpUpϕq

• yτhT pϕq
8.1.d)
“ τhT ppϕq

8.1.a)
“ T pτ´h pϕq

7.1.c)
“ T p{M´hϕq

8.1.d)
“ pT pM´hϕq

8.1.f)
“ M´h

pT pϕq.

• zMhT pϕq “MhT ppϕq “ T pMh pϕq
7.1.b)
“ T pzτ´hϕq “ pT pτ´hϕq “ τh pT pϕq.

• zDsT pϕq “ DsT ppϕq “ T psDs´1 pϕq
7.1.d)
“ T ps

`

s´1Dsϕ
˘

pq “ pT pDsϕq “ sDs´1 pT pϕq.

• p

rT pϕq “ rT ppϕq “ T prpϕq
7.1.e)
“ T pprϕq “ pT prϕq “

r

pT pϕq.

• pT pϕq “ T ppϕq “ T ppϕq “ T pqrϕq
7.1.f)
“ T pprϕq

7.1.e)
“ T prpϕq “ rT ppϕq “

p

rT pϕq “
p

rT pϕq. Per

altra banda, pT pϕq “ T prpϕq “ T pqϕq “ qT pϕq “ qT pϕq.

• ypT 1qpϕq “ T 1ppϕq “ T p´ppϕq1q
7.1.h)
“ T p {M2πiξϕq “ pT pM2πiξϕq “M2πiξ

pT pϕq.

• {M´2πiξT pϕq “M´2πiξT ppϕq “ T pM´2πiξ pϕq
7.1.g)
“ T p´xϕ1 q “ ´ pT pϕ1q “ p pT q1pϕq.

Solució de l’exercici 8.28

Tenim

δhpϕq :“ τhδ0pϕq
T.8.1.a)
“ δ0pτ´hϕq “ τ´hϕp0q “ ϕp0` hq “ ϕphq.

Per altra banda, a l’exercici 8.24 hem vist que la multiplicació per funcions trigo-
nomètriques està ben definida a l’espai de distribucions temperades. A més tenim

pδh “ yτhδ0
T.8.2.b)
“ M´h

pδ0 “Me´hT1
Ex.8.22
“ TMe´h

1 “ Te´h .
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Solució de l’exercici 8.29

Donada ϕ P SpRq, tenim

δ
pkq
0 pϕq “ δ0pp´1qkϕpkqq “ p´1qkϕpkqp0q.

És a dir que la derivada de la delta de Dirac és l’avaluació de la derivada a l’oŕıgen amb
el signe corresponent a la partiat del nombre de derivades.

La seva transformada de Fourier és un polinomi:

y

δ
pkq
0 “Mp2πiξqk

pδ0 “ TM
p2πiξqk

1 “ Tp2πiξqk .

Finalment, notem que

H 1pϕq “ ´Hpϕ1q “ ´

ˆ
χxą0ϕ

1 “ ´

ˆ 8

0
ϕ1 “ ´rϕpxqs80 “ ϕp0q “ δ0pϕq.

Aix́ı, efectivament, la derivada de la funció graó de Heaviside és la delta de Dirac.

Solució de l’exercici 8.31

Donada ψ P SpRq, volem veure que

ψ ˚ δ0 “ Tψ.

Però per ϕ P SpRq tenim

ψ ˚ δ0pϕq “ δ0p rψ ˚ ϕq “ rψ ˚ ϕp0q “

ˆ
rψp0´ yqϕpyq dy “

ˆ
ψpyqϕpyq dy “ Tψpϕq.

Solució de l’exercici 8.32

Sigui ϕ P SpRq. Volem veure que limtÑt0 TKtpϕq “ δ0pϕq “ ϕp0q. Però efectivament

lim
tÑt0

TKtpϕq “ lim
tÑt0

ˆ
Ktpxqϕpxq dx “ lim

tÑt0

ˆ
Ktpxqrϕp0´ xq dx

T.7.18
“ rϕp0q “ ϕp0q.

Solució de l’exercici 8.33

Efectivament,

}f}pLp “

ˆ
|fpxq|p ` p|x|

2
p |fpxq|qp

1` |x|2
dx ď Cp

´

ρ0,0pfq
p ` ρ0,r 2

p
spfq

p
¯

,

on
ρk,`pϕq “ sup

xPR
|x|k|ϕp`qpxq|

són nombres acotats per l’exercici 8.1.
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Solució de l’exercici 8.34

Que Tf és lineal es deriva de la linealitat de la integral. Vegem que és cont́ınua: supo-
sem que tϕnun Ă SpRq. Aplicant la desigualtat de Hölder i la desigualtat obtinguda en
l’exercici anterior, tenim

|Tf pϕnq| ď

ˆ
|f ||ϕn| ď }f}p}ϕn}p1

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Solució de l’exercici 8.36

Notem que per la desigualtat integral de Minkowski, podem estendre la desigualtat de
Young del lema 4.5 a

}f ˚ g}Lp ď }f}L1}g}Lp ,

de manera que Kt ˚ f està ben definida g.p.t. arreu, i és una funció de Lp.
Sigui f P LppTq. Tenim

}Kt ˚ f ´ f}LppTq
i)
“

ˆˆ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ
Ktpyqrfpx´ yq ´ fpxqs dy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

dx

˙
1
p

.

Aleshores usant la desigualtat integral de Minkowski, obtenim

}Kt ˚ f ´ f}LppTq ď

ˆ ˆˆ
|Ktpyqrfpx´ yq ´ fpxqs|

p dx

˙
1
p

dy.

A la part local tenim

ˆ
|y|ăδ

|Ktpyq|

ˆˆ
|fpx´ yq ´ fpxq| dx

˙
1
p

dy ď sup
|y|ăδ

}fp¨ ´ yq ´ fp¨q}LppRq

ˆ
|Knpyq| dy.

Dit d’una altra manera, escrivint el mòdul de continüıtat integral

ωpfpδq :“ sup
|y|ăδ

}fp¨ ´ yq ´ fp¨q}LppTq,

hem obtingut

ˆ
|y|ăδ

|Ktpyq|

ˆˆ
|fpx´ yq ´ fpxq| dx

˙
1
p

dy
ii)
ď ωpfpδqC.

Pel corol.lari 2.51 i l’exercici 2.52, sabem que

lim
δÑ0

ωpfpδq “ 0.

A la part no local, usant la desigualtat triangular

ˆ
δď|y|

|Ktpζq|

ˆˆ
|fpx´ yq ´ fpxq|p dx

˙
1
p

dy ď 2}f}LppTq

ˆ
δď|y|

|Ktpyq| dy
tÑt0
ÝÝÝÑ 0.
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Per tant, donat ε ą 0, prenent δ prou petit i t prou proper a t0 obtenim

}Kt ˚ f ´ f}LppRq ď ωpfpδqC ` 2}f}LppRq

ˆ
δď|y|

|Ktpyq| dy
iii)
ă ε.

Solució de l’exercici 8.38

Tenim que |e´ξf | “ |f | és una funció integrable i, per tant, la integral

F1pfqpξq “

ˆ
eξf

està ben definida puntualment. A més,

|F1pfqpξq| ď

ˆ
|eξf | “

ˆ
|f | “ }f}L1 .

Per tant, F1pfq P L
8pRq. De fet, podem veure que pf P C0pRq (vegeu l’exercici 7.4).

Per veure que F1f “ pf , és a dir que TF1f “
xTf , suposem donada ϕ P SpRq i vegem que

l’acció dels dos funcionals coincideix. En primer lloc,

xTf pϕq “ Tf ppϕq “

ˆ
fpxqpϕpxq dx.

Per altra banda,

TF1f pϕq “

ˆ
F1fpξqϕpξq “

ˆ ˆ
e´2πixξfpxq dxϕpξq dξ

Pels teoremes de Fubini i Tonelli, obtenim que

TF1f pϕq “

ˆ
fpxq

ˆ
e´2πixξϕpξq dξ dx “

ˆ
pϕpxqfpxq dx “ xTf pϕq.

Solució de l’exercici 8.41

Notem que faptq “
sinpatq
t és una funció de quadrat integrable tot i no ser integrable.

Aix́ı doncs, podem aplicar la fórmula d’intercanvi de barrets que acabem de demostrar.
Notem també que si gaptq :“ sinpatq, aleshores

pga “
1

2i
{eiat ´ e´iat “

1

2i

´

{M a
2π

1´ {M´a
2π

1
¯

“
1

2i

´

τ a
2π

p1´ τ´a
2π

p1
¯

“
1

2i

´

δ a
2π
´ δ´a

2π

¯

.

I com que gaptq “ tfaptq, aleshores

pga “
1

2πi
{M2πitfa “

1

2πi
p pfaq

1.

és a dir que
pfa
1
“ 2πi pga “ π

´

δ a
2π
´ δ´a

2π

¯

.
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Coneixem una distribució que té per derivada la delta de Dirac, i és la funció Heaviside.
Aix́ı, tindrem que

pfa “ π
´

τ a
2π
H ´ τ´a

2π
H
¯

` C “ π
´

χxą a
2π
´ χxą´a

2π

¯

` C.

Alerta, estem fent servir que si la derivada d’una distribució és zero, aleshores la distribució
és TC per alguna constant. Sabries demostrar-ho?

Com que pfa és constant a trossos i de quadrat integrable, a les components no acotades
s’ha d’anul.lar. Aix́ı, C “ ´π, i tenim

pfa “ ´πχ a
2π
ăxă´a

2π
.

Ara ja tenim que

ˆ
fafb “

ˆ
p

qfafb “

ˆ
qfa pfb “

ˆ
r

pfa pfb “ π2

ˆ
χ a

2π
ăxă´a

2π
p´xqχ b

2π
ăxă´b

2π
pxq dx,

és a dir que ˆ
fafb “ π2

ˆ minta,bu
2π

´
minta,bu

2π

dx “ πminta, bu.

Solució de l’exercici 8.43

Sabem que la funció

χt|x|ą1u|x|
´ 1
p R Lp,

ja que la primitiva de |x|
´
p
p és el logaritme, que divergeix a infinit. Però, en canvi,

χt|x|ą1u|x|
´ 1
p P Lq per tot q ą p,

ja que ˆ 8

1
x
´
q
p dx “

p

p´ q

”

x
p´q
p

ı8

1
“

p

q ´ p
.

Per altra banda, la funció

χt|x|ă1u|x|
´ 1
q R Lq,

ja que la primitiva de |x|
´
q
q és el logaritme, que divergeix a l’origen. Però, en canvi,

χt|x|ă1u|x|
´ 1
q P Lp per tot p ă q,

ja que ˆ 1

0
x
´
p
q dx “

q

q ´ p

”

x
q´p
q

ı1

0
“

q

q ´ p
.
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Solució de l’exercici 8.46

Notem que al ser p ă 2 tenim

|fλ|
2 ď λ2´p|f |p.

Per tant,

}fλ}
2
2 “

ˆ
|fλ|

2 ď λ2´p

ˆ
|f |p “ λ2´p}f}pp ă `8.

Per veure l’altra implicació necessitem demostrar que la mesura del suport de fλ és
finita. Per veure-ho, notem que

tx : fλpxq ‰ 0u “ tx : |fpxq| ą λu.

Sabem que

|tx : |fpxq| ą λu| “

ˆ
tx: |fpxq|ąλu

1 dx ď
1

λp

ˆ
|fpxq|p dx ă `8.

Per tant, usant la desigualtat de Hölder, veiem que

›

›

›
fλ

›

›

›

1
“

ˆ
|fλ| “

ˆ
tx: fλpxq‰0u

|fλ| “

ˆ
fχtx: |fpxq|ąλu ď }f}Lp |tx : |fpxq| ą λu|

1
p1 ă `8.

Solució de l’exercici 8.53

Recordem que f és de decreixement moderat si |fpxq| ď C
1`|x|1`ε

per uns certs valors

C, ε ą 0. Estudiem primer la convergència de la sèrie Pf . Com que Pfpxq “
ř

mPZ fpx`
mq, i

ÿ

mPZ
|fpx`mq| ď

ÿ

mPZ

1

1` |x`m|1`ε
ă 8.

Pel criteri M de Weierstrass, la convergència de la sèrie Pf és doncs uniforme i, en
particular, en ser f cont́ınua trobem que les parcials també ho són i, per tant, la suma Pf
també ho és. Per tant, podem intercanviar la suma i la integral:

xPfpnq “

ˆ 1

0

˜

ÿ

mPZ
fpx`mq

¸

e´2πinx dx “
ÿ

mPZ

ˆ 1

0
fpx`mqe´2πinx dx

“
ÿ

mPZ

ˆ m`1

m
fpyqe´2πiny dy “

ˆ
R
fpyqe´2πiny dy “ pfpnq.

Pel Teorema 3.18, SPf és cont́ınua i coincideix gairebé per tot arreu amb Pf . Però com
que Pf és cont́ınua també, la convergència és a tot arreu.

Per altra banda,

S1fpxq :“
ÿ

nPZ

pfpnqe2πinx “
ÿ

nPZ

xPfpnqe2πinx “ SPfpxq “ fpxq.
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Apliquem-ho ara al cas del nucli de Poisson. Notem que Pypxq “
y

πpx2`y2q
és un nucli

de decreixement moderat, ja que, fixada la y ą 0, tenim

0 ă Pypxq ď
y

1` x2

1` x2

πpx2 ` y2q
ď Cy

1

1` x2
,

ja que la funció yp1`x2q
πpx2`y2q

és infinitament diferenciable a la recta real i acotada a prop de

l’infinit: limxÑ8
yp1`x2q
πpx2`y2q

“
y
π . Al seu torn, per l’exercici 7.10 tenim

0 ă |Pypξq “ e´2πy|ξ|

que és de decreixement exponencial i, en particular, de decreixement moderat. Notem que
|Py és parella i, per tant, xPypξq “ e´2πy|ξ|.

Per la fórmula del sumatori de Poisson, obtenim que
ÿ

nPZ
Pypx` nq “

ÿ

nPZ

xPypnqe
2πinx,

és a dir que la periodització del nucli de Poisson és

ÿ

nPZ

y

πppx` nq2 ` y2q
“

ÿ

nPZ
e´2πy|n|e2πinx,

que efectivament coincideix amb el nucli de Poisson a T:

Prpθq “
ÿ

nPZ
r|n|einθ “

1´ r2

1´ 2r cos θ ` r2
.

per r “ e´2πy i θ “ 2πx P T.

A continuació treballem el nucli de Féjer FRpxq :“ R
´

sinpπRxq
πRx

¯2
per R ą 0. Notem que

0 ď FRpxq “ RsincpRxq2 ď
CR

1` |Rx|2
,

ja que per R|x| ă 1 la funció és acotada, mentre que per R|x| ě 1 tenim FRpxq ď
R

π2R2x2
.

Ajuntant les dues acotacions obtenim el decäıment moderat. A més, sin2 z{z2 és una funció
holomorfa del pla complex, és a dir entera, de manera que FR és anaĺıtica i, en particular,
C8. Per altra banda, la derivada està acotada en qualsevol compacte i, per valors grans
de |x|, la derivada és una funció trigonomètrica per 1{x2 més una funció trigonomètrica
per 1{x3, és a dir que és també integrable. També podem deduir el mateix per f2.

Per l’exercici 7.7, trobem que pf 1pξq “ 2πiξ pfpξq. Anàlogament tenim que xf2pξq “
p2πiξq2 pfpξq. Aix́ı doncs, pf és una funció acotada tal que per valors grans de |ξ|, | pfpξq| ď

C{|ξ|2, ja que xf2pξq és una funció acotada per ser la transformada d’una funció integrable.
Per tant,

| pfpξq| ď
C

1` |ξ|2
,
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i podem aplicar la fórmula del sumatori de Poisson.
Tot seguit calcularem expĺıcitament quan val xFR. Notem que FRpxq “

1´cosp2πRxq
2pπRxq2

. Aix́ı,

definim

gpxq :“ 1´ cosp2πRxq “
2pπRxq2

R
FRpxq.

Tenim per tant que

pg “
{2pπR¨q2

R
FR “

´2R2

4R

`

p´2πi¨q2FR
˘

p “
´R

2
pxFRq

2.

Notem que

{cospαxq “ {eiαx ` eiαx2 “
1

2

´

{M α
2π

1` {M´α
2π

1
¯

“
1

2

´

δ α
2π
` δ´α

2π

¯

.

Dedüım que

pgpξq “ {1´ cosp2πRxq “ δ0 ´
1

2
pδR ` δ´Rq .

Tenim doncs que

xFR
1
“
´2

R

ˆ

H ´
1

2
pτRH ` τ´RHq

˙

` C “ ´
1

R

`

´χr´R,0q ` χr0,Rq
˘

` C.

Per determinar la constant C, com que FR és de quadrat integrable, també tindrem que
xFR
1

és de quadrat integrable i, per tant, C “ 0 (d’altra manera la integral seria infinita).
És fàcil veure que Lpxq “ xχxą0 satisfà que la seva derivada distribucional és L1 “ H. Per
tant, tenim

xFR “
´2

R

ˆ

L´
1

2
pτRL` τ´RLq

˙

` C “ ´
1

R

`

p´ξ ´Rqχr´R,0q ` pξ ´Rqχr0,Rq
˘

` C.

Com que la funció és de quadrat integrable, decüım que C “ 0. Per tant,

xFR “
R´ |ξ|

R
χr´R,Rq.

Aplicant la fórmula del sumatori de Poisson pel cas R “ N P Z, obtenim que el nucli
perioditzat

ÿ

nPZ
N

ˆ

sinpπNpx` nqq

πNpx` nq

˙2

“
ÿ

nPZ

N ´ |n|

N
χr´N,Nqe

2πinx “
ÿ

|n|ăN

N ´ |n|

N
e2πinx.

Aix́ı doncs, coincideix amb el nucli de Féjer a T:

FN pθq “
ÿ

|n|ăN

N ´ |n|

N
einθ “

1

N

ˆ

sinpNθ{2q

sinpθ{2q

˙2

,

amb θ “ 2πx P T. Notem en particular la coincidència

ÿ

nPZ

ˆ

sinpNpθ{2` nqq

Npθ{2` nq

˙2

“

ˆ

sinpNθ{2q

N sinpθ{2q

˙2

.
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Solució de l’exercici 8.54

Hem calculat en exercicis anteriors que si fpxq “ e´πtx
2
, aleshores pfpxq “ t´

1
2 e´πx

2{t.
Com que la campana de Gauss és una funció de la classe de Schwartz, podem aplicar la
fórmula del sumatori de Poisson a l’origen (8.7) i tenim

ϑptq “
ÿ

nPZ
e´πn

2t “
ÿ

nPZ
t´1{2e´πn

2{t “ t´1{2ϑp1{tq,

tal i com voĺıem veure.

Solució de l’exercici 8.55

Veiem que e´2π|x|t és de decäıment moderat per ser una exponencial d’exponent amb
creixement lineal i signe negatiu, i la seva transformada és t

πpt2`ξ2q
, que és de decäıment

moderat, com hem comprovat a l’exercici 8.53. Aix́ı, la fórmula del sumatori de Poisson
a l’origen (8.7) i la fórmula de la sèrie geomètrica ens permeten calcular

ÿ

nPZ

1

n2 ` t2
“
π

t

ÿ

nPZ
e´2π|n|t “

π

t

«

p´1q ` 2
ÿ

ně0

e´2πnt

ff

“
π

t

ˆ

´1` 2
1

1´ e´2πt

˙

“
π

t

1` e´2πt

1´ e´2πt
.

Per fer el pas al ĺımit quan tÑ 0, notem que ambdós ĺımits són infinits. Però si eliminem
el terme problemàtic de la suma, que és n “ 0, obtenim

2
ÿ

ną0

1

n2 ` t2
“
π

t

1` e´2πt

1´ e´2πt
´

1

t2
“
πpt` te´2πtq ´ 1` e´2πt

t2p1´ e´2πtq
.

Calculant els termes significatius del polinomi de Taylor per calcular el ĺımit, obtenim

2
ÿ

ną0

1

n2 ` t2
“
πpt` tp1´ 2πt` p´2πtq2{2q ´ 2πt` p´2πtq2{2` p´2πtq3{6`Opt4q

t2 p1´ p1´ 2πt`Opt2qqq

“
2π3t3 ´ p2πtq3{6`Opt4q

2πt3 `Opt4q .

Prenent ĺımits,

ÿ

nPZ

1

n2
“ lim

tÑ0

ÿ

ną0

1

n2 ` t2
“ lim

tÑ0

2{3π3t3 `Opt4q
4πt3 `Opt4q “

π2

6
.

Solució de l’exercici 8.59

A la demostració del principi d’incertesa hem usat dues desigualtats. La igualtat, doncs,
es donarà si i només siˆ

R
xRe pψpxqψ1pxqq dx “

ˆ
R
|x||ψpxq||ψ1pxq| dx

“

ˆˆ
R
|x|2|ψpxq|2 dx

˙
1
2
ˆˆ

R
|ψ1pxq|2 dx

˙
1
2

.
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10 Solucions

La primera igualtat només s’obté si ´xRe pψpxqψ1pxqq “ |x||ψpxq||ψ1pxq| gairebé per tot
x, és a dir, si la contribució de la part imaginària és nul.li la part real contribueix en la
direcció que toca, és a dir, si

Impψpxqψ1pxqq “ 0 g.p.t. x P Rzt0u

i
Re pψpxqψ1pxqq “ ´signpxq|ψpxq||ψ1pxq|.

La primera condició ens diu que existeix λpxq P Rzt0u tal que

ψpxq “ λpxqψ1pxq.

La segona condició ens diu que

signpλpxqq “ ´signpxq.

La continüıtat de ψ i ψ1 fan que les igualtats s’assoleixin a tot arreu llevat, potser, de
l’origen.

La segona igualtat s’assoleix quan la desigualtat de Cauchy-Schwarz és una igualtat,
cosa que passa si i només si existeix un escalar α ą 0 tal que |x||ψpxq| “ α|ψ1pxq|. En
particular, per continüıtat, ψ1p0q “ 0. Tenim doncs

|x||λpxq||ψ1pxq| “ α|ψ1pxq|.

Allà on ψ1 ‰ 0, tindrem

α “ |x||λpxq| “ signpxqxsignpλpxqqλpxq “ ´xλpxq.

Per tant, λpxq “ ´α{x, i obtenim per tot x que

xψpxq “ ´αψ1pxq.

Solucionant l’EDO trobem que

ψpxq “ e´
x2

2α
`C “ Ae´Bx

2
.

Per la unicitat de les solucions, sabem que no n’hi ha més. Com que la integral de ψ2 val
1, normalitzant trobem la solució demanada.

Solució de l’exercici 8.60

Definim
ψx0,ξ0pxq “ e2πixξ0ψpx` x0q “M´ξ0τ´x0ψpxq.

Notem que la translació i la modulació no modifiquen la norma L2 i, per tant, }ψx0,ξ0}2 “ 1.
Utilitzant les propietats de la transformada de Fourier i fent canvis de variables adients,
trobem que

ˆ
|x|2||ψx0,ξ0pxq|

2 dx “

ˆ
|x|2|τ´x0ψpxq|

2 dx “

ˆ
|y ´ x0|

2ψpyq dy,
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10 Solucions

i ˆ
|ξ|2||{ψx0,ξ0pξq|

2 dξ “

ˆ
|ξ|2|τ´ξ0Mx0

pψpξq|2 dξ “

ˆ
|ξ|2| pψpξ ` ξ0q|

2 dξ

“

ˆ
|ζ ´ ξ0|

2| pψpζq|2 dζ.

Aplicant el principi d’incertesa, obtenim

1

16π2
ď

ˆˆ
|x|2||ψx0,ξ0pxq|

2 dx

˙ˆˆ
|ξ|2||{ψx0,ξ0pξq|

2 dξ

˙

“

ˆˆ
R
px´ x0q

2|ψpxq|2 dx

˙ˆˆ
R
pξ ´ ξ0q

2| pψpξq|2 dξ

˙

.

Solució de l’exercici 8.61

Suposem que supp pf Ă r´M,M s i suppf Ă r0, L{2s. Calculant la perioditzada de f de
peŕıode L, tenim

Pfpθq :“
ÿ

nPZ
fpθ ` nLq,

que és una funció de peŕıode L amb }PF }L2pr´L{2,L{2sq ă `8. Aix́ı, pel teorema de
Carleson, sabem que gairebé per tot θ P r´L{2, L{2s tenim, usant la notació de la secció
1.3.2 que

Pfpθq “ SLPfpθq “
ÿ

nPZ

xPf
L
pnqe2πinθ{L.

Però

xPf
L
pnq “

ˆ L{2

´L{2
Pfpθqe´2πinθ{L “

ˆ L{2

´L{2
fpθqe´2πipn{Lqθ “ pfpn{Lq.

Per tant,
Pfpθq “

ÿ

nPZ

pfpn{Lqe2πinθ{L.

I aquests sumands s’anul.len quan N{L ąM , aix́ı que hem vist que

Pfpθq “
ÿ

|n|ďM

pfpn{Lqe2πinθ{L

és un polinomi trigonomètric gairebé per tot arreu. I sabem que Pfpθq “ 0 per tot
´L{2 ă θ ă 0. Per tant, es tracta del polinomi trigonomètric nul, i tenim Pf ” 0, és a
dir que f ” 0.

Solució de l’exercici 8.62

Tenim que

peh “ r

qeh
Ex.8.28
“ Ąδ´h “ δh.
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