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Introduccid

Aquests apunts beuen de diverses fonts, perd per sobre de tot sén el resultat d’anys
d’evolucié de les assignatures d’analisi complexa dels graus en Matematiques de la UB i la
UAB. Per tant, devem part dels continguts i exercicis aqui presentats a en Joaquim Bruna,
en Josep Maria Burgués, en Juan Carlos Cantero, en Joan Josep Carmona, en Julia Cuff,
en Juan Jesis Donaire, en Xavier Massaneda, en Joan Eugeni Mateu, en Joan Orobitg, en
Quim Ortega i tants d’altres. A tots ells el nostre agraiment per la seva generositat.

L’objectiu d’aquest llibre és poder servir de material pels cursos d’analisi complexa
dels graus en Matematiques de les universitats catalanes, aixi com d’algun altre grau on
el contingut de la materia superi el d’un receptari. Ens centrem, doncs, en fer un text
amb un enfocament didactic —pero sempre rigorés—, mirant d’incloure el corpus basic
de 'analisi complexa, i també amb pinzellades d’alguna aplicacié practica i de teoremes
avancats rellevants. La lectura inclou nombrosos exemples per il'lustrar els continguts i
també exercicis per practicar, amb les solucions disponibles per mitja electronic.

Bibliografia complementaria

A [BCO8] hi trobareu un manual d’analisi complexa completissim i en catala, i la seva
traducci6 a l'angles a [BC13].

Als llibres [Ah179], [BG12], [Con78] [D’A10], [Burl2], [Gam03], [RT79], [SS10] i [VLAT72]
podreu trobar aproximacions alternatives i llistes d’exercicis per complementar la vostra
formacié. El llibre [MH99] és una referencia molt didactica.

Agraiments

Volem agrair la collaboracié dels alumnes de I’assignatura d’Analisi Complexa i de Fourier
del grau en Matematica Computacional i Analitica de Dades (2023-25) i del grau en
Matematiques (2024-25) de la UAB per la seva paciéncia amb les actualitzacions permanents
dels apunts, i per la seva contribucié en millorar-los, especialment als alumnes Pol Abadia
Conejos, Rok Aladrovic Molina, Sergi Almendros Montoya, Guim Casadella Cors, Marc
Herrero Lazaro, Aiman Himi Ben Alilou, Lluis Panal Majé, Helena Pisa Escribano, Laia
Querol Alturo, Adria Rodriguez Estrada, Marc Roig Oliva, David Ruiz Caceres, Laia
Alexandra Sjoberg Cerezo i Ariadna Sola Lara (MatCAD 24), Albert Caire Rodriguez,
Lluis Gay Torné, Oriol Jiménez Asensi, Catalina Mascaré Catala, Sergi Prats Molino, Alex
Vega Tomas i Ferran Villarta Burés (MatCAD 25), Ainara Almendariz Martinez, Carlos
Baca Garcia, Sonia Blanes Molina, Roger Brusau Maimdé, Marcel Duran Puig, Axel Espuela
Alvarez, Nidia Esteve Gomez, Joel Ferndndez Laparra, Gina Gardenes Farré, Bernat
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Graugés Bellver, Pep Giiell Rigall, Gabriel Guerra De Quadras, Adria Jimeno Ruiz, Judith
Lara Piqueras, Ana Lépez Bruballa, Ada Lépez Del Castillo Avilés, Marta Merino Sdnchez,
Judith More Bataller, Clara Mulet Ballesta, Katia Moreno Aspiroz, Marta Noguera Segura,
Arnau Nunez Martinez, Lara Angélica Olarte Bayani, Tomas Planelles Alonso, Miguel
Puelma Martinez, Mart{ Puig Sampera, Eric Recio Chorro, Alvaro Resa Asensio, Albert
Ricart Quilez, Marina Rubies Bedds, Adria Saz Guerra, Drus Sentis Cahué, Héctor Serrano
Asensio, Babaldeep Singh, Ainhoa Trillo Rodriguez, Clara Valls Moreso, Arnau Viladevall
Ferré, Marta Vilchez Garcia, Lluis Vivé Pons i David Xifré Palacios (Matematiques 25),
Eric Benavente Carreira, Sara Chillén Dominguez, Daniel Genov Draganova, Emma Llado
Vinals, Pau Lorenzo Pareja, Joan Serra Ortega i Daniel Solana Carretero (MatCAD
26), Abel Alvarez Rodriguez, Oriol Antoja Vandellés, Ana Aragén Lopo, Dex Balada
Pena, Joan Doria Ribera, Carla Dux-Santoy Escorza, Miquel Ferrandiz Alvarez, Adridan
Franco Morales, Jan Lopez Bocache, Edgar Luque Fernandez, Mireia Marcos Canal, Leyre
Martinez De Albéniz Merino, Martina Miquel Folch, Marti Mota Llobet, Abel Portas
Puigdemont, Blanca Ramos Baiget, Mireia Rizo Rovira, Rubén Rodriguez Lépez, Marti
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Del Olmo i Laia Xifra Casas (Matematiques 26) per la seva excellent labor en la deteccié
d’errors matematics, tipografics, ortografics i gramaticals.
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1. El cos dels nombres complexos

El naixement dels nombres complexos esta intrinsecament lligat a una serie d’enfrontaments
entre matematics italians del segle X VI, principalment Scipione del Ferro', Niccoldo Fontana
Tartaglia®, Girolamo Cardano®, Lodovico Ferrari* i Rafael Bombelli®. Cardano fou el
primer en publicar en el seu Ars Magna (1545) una solucié de 1’equacié de tercer grau.
Aquesta havia estat préviament descoberta per Scipione del Ferro i redescoberta per
Tartaglia, pero, en mantenir-les secretes per usar-les en duels matematics, la seva publicacio
es va retardar uns quants anys fins que Cardano va fer el pas. En la resolucié es fan servir
nombres imaginaris (és a dir, arrels de nombres negatius) que Bombelli va descriure i
sistematitzar al cap de poc en el seu tractat Algebra (1572). Finalment, Leonhard Euler®
va estandarditzar-ne la notacié que coneixem avui dia i va popularitzar-ne I'is. D’aquesta
forma es va donar per fi sortida a un coneixement que havia quedat aparcat fins aleshores.

El metode de Cardano per resoldre una ctbica, emprant el llenguatge modern, diu que,
donada una equacié de tercer grau y* + ay? + by + ¢ = 0, la podem reescriure amb el canvi
de variable y = z — a/3 com 'equacié de Cardano (o equacio de del Ferro-Tartaglia):

3+ pr+q=0. (1.1)
Aleshores creem dues noves variables u, v tals que

r=u-+wv, (12)
3uv = —p. '

Aquestes satisfan que

1.1
0 = u3+U3+3u2v+3uv2—|—pu+pv+q=u3+v3+q,

de manera que ens queda el sistema

3,3 _ —p°
u-"v = 27

ud 4+ 03 = —q.

3

Per tant, u? i v3 sén les solucions de I'equacié de segon grau

3
2 p
w* + qw 57 0,

'Bolonya, 1465 — 1526, https://ca.wikipedia.org/wiki/Scipione_del_Ferro
*Brescia, 1499 — Venécia, 1557, https://ca.wikipedia.org/wiki/Niccolo_Fontana_Tartaglia
3Pavia, 1501 — Roma, 1576, https://ca.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
“Bolonya, 1522 — 1565, https://ca.wikipedia.org/wiki/Lodovico_Ferrari
®Bolonya, 1526 — 1572, https://ca.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli
Basilea, 1707 — 1783 https://ca.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler



https://ca.wikipedia.org/wiki/Scipione_del_Ferro
https://ca.wikipedia.org/wiki/Niccolo_Fontana_Tartaglia
https://ca.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
https://ca.wikipedia.org/wiki/Lodovico_Ferrari
https://ca.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli
https://ca.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

1. El cos dels nombres complexos

és a dir,

Usant (1.2) trobem que

_ _ 33 b
r=u+v=Vu +33u3' (1.4)
Si anomenem
o q2+p3
V2 V4 o7
aleshores
v=C—- L
3C

és una soluci6 de ’equacié de Cardano (1.1).
Notem que els nombres u? i v3 que apareixen a (1.3) poden no estar definits en els reals
quan p és negatiu i de modul gran (respecte de ¢), concretament si

¢ 7
Notem també que a (1.4) I'arrel cibica d’'un nombre real esta univocament determinada (a
R, és clar).

Si ens restringim als nombres reals i p,q € R, amb aquest metode podem trobar una
solucié de la cibica, sempre i quan % + g—i > (0. Sabem que sempre hi ha una solucié (pel
teorema de Bolzano”). Sabem que hi ha equacions amb tres solucions reals, i totes tres es
poden intentar descompondre usant (1.2), pero el metode com a molt en dona una. Que
esta passant? Doncs que ens cal sortir de la recta real per tornar-hi a entrar!

Sigui R el cos dels nombres reals. L’equacié 22 41 = 0 no té solucions reals. Construirem
un cos més gran que R, que anomenarem C, on en tindrem les solucions. Per fer-ho, ens
cal definir un element i tal que i + 1 = 0 per fer les combinacions R-lineals de 114 (és a
dir, a + bi amb a,b € R). Aquest cos ens permetra resoldre la cibica en general.

Construim, per exemple, una solucié de 23 — 7 + 6 = 0 usant el metode de Cardano.
Estem en el cas p = —7 1 ¢ = 6, aix{ que (1.3) queda

Usant que i? = —1, i suposant que el producte és commutatiu, trobem que (10i)?> = —100,
aixi que ens atrevim a escriure ’expressié anterior com

{u, 03} = {—3 + ?i%z} .

"Bernard Bolzano, Praga, 1781 — 1848, https://ca.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
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Si trobem un nombre v = a + bi tal que a® 4 3a%bi — 3ab? — b%i = u® = —3 + %i (ara hem
suposat que C és un anell), aleshores podem prendre de (1.2) altra solucié v = 7/(3u), i
trobarem z. Ens cal resoldre, doncs,

{a?’ — 3ab® = -3,

2 3 _ 10
3a“b—0b =35

Més endavant veurem una manera rapida de trobar aquestes arrels ctibiques. De moment
conformem-nos amb observar que una possible solucié és u = 1+ %i, com es pot comprovar

directament. Aleshores, v =1 — %z i trobem

3
+ 1+ 2 + 1 2, 2
rT=u+v= —1 — —i=2.
V3 V3
Efectivament, = 2 soluciona 2 — 7z + 6 = 0, com també ho fan x = 11 z = —3.

De fet, tot polinomi de coeficients reals (i de coeficients complexos!) tindra almenys una
arrel, la qual cosa es coneix com a teorema fonamental de I’algebra. Diem que C és un cos
algebraicament tancat. Amb aquesta ampliacid, seguiran havent-hi dues arrels quadrades
per tot element del cos llevat del zero, i tres arrels cibiques! Notem també que a (1.4)
Ielecci6 de 'arrel quadrada no té importancia (per conjugacié...), pero poden apareixer
tres solucions diferents, amb la precaucié que cal prendre la mateixa arrel cibica en les
dues aparicions.

En aquest capitol introduim el cos C i veiem les seves propietats basiques. Explicarem la
forma polar i com usar-la per fer operacions, perd abans ens caldra introduir I’exponencial
complexa per donar rigor a aquest calcul. Finalment, veurem com les equacions amb
potencies tenen multiples solucions, ja siguin polinomials o exponencials, per acabar
exposant el teorema fonamental de 1’algebra, que demostrarem al capitol 4.

1.1. El cos dels nombres complexos

Si som capacos de definir i = v/—1, aleshores i sera solucié de 2% + 1 = 0: efectivament,
(+i)2 +1 = 0. Per tant, de la mateixa manera que si un polinomi té una arrel real a,
aleshores es pot dividir per (x — a), esperem poder escriure

22+ 1= (z—i)(z+1).

Pero de moment la identitat anterior no té cap sentit. Necessitem definir el cos dels nombres
complexos.
De moment tenim 1’element ¢ ideat: volem que sigui un nombre tal que ¢ -7 = —1.

Definicié 1.1 (Nombre complex). Donats a,b € R, definim
a+ b
com un nombre complex. Diem, doncs, que, com a conjunt, tenim que

C:={a+bi: (a,b)e RQ},
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i anomenem nombres complexos els elements de C. Anomenem respectivament part real i
part imaginaria els nombres

Re(a+bi)=a i Im(a+bi)=0>. .
6.
5.
z=a+0bi

—4 —3. 4 5 6 7
= Re(z)
-1y
—_92. 1

Figura 1.1.: Part real i imaginaria d’un nombre complex. Marcarem els punts 0, 1, ¢, —1,
—i amb un cercle i quatre triangles respectivament en les figures del text.

Ara ens falta definir les operacions del conjunt per tal de tenir una estructura de cos.
Notem de moment que C ~ R?, on identifiquem (a,b) € R? amb el nombre complex a + bi.
La suma, doncs, sera heretada de l’estructura d’espai vectorial subjacent, pero el producte
és una operacié nova que creem ad hoc per tal d’aconseguir el nostre proposit:

Definicié 1.2 (Operacions de C). Si z = a +bi i w = ¢ + di sén dos nombres complexos,
llavors definim la seva suma com

z4+w=a+c+ (b+d)i;

i el seu producte com
z-w = ac—bd + (ad + be)i.

Sovint escriurem zw en lloc de z - w. .

Notem que amb aquesta definicié, si a,c € R, aleshores, en identificar-los amb els
nombres complexos a + 0¢ i ¢+ 07 respectivament, trobem que la seva suma i el seu producte
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zw = (ac — bd) + (ad + be)i

z4+w=(a+c)+ (b+d)i

\

Figura 1.2.: Producte i suma de complexos, i oposat d’un nombre complex.

coincideixen amb els habituals:
(a+0i)+ (c+0i))=a+c+0i=a+c,
(a+0i) - (c+ 0i) = ac+ 0i = ac.
A més, efectivament, tenim que
i-i=0+1)(0+1i) =—-1+0i =—1.

Per tant, amb aquesta definicié hem creat un conjunt amb dues operacions (suma i producte)
que estén els nombres reals amb les seves operacions habituals, i on el polinomi z? + 1 té
(almenys) dues arrels. Notem que la suma és compatible amb l'estructura d’espai vectorial
de R?, perd el producte de nombres complexos no coincideix amb el producte vectorial
ni amb el producte escalar: és una operacié que no existeix a 1’espai vectorial tal com el
definim habitualment.

Exemple 1.3 (Calcul del producte). Podem pensar 1'operacié producte en termes de la
propietat distributiva com

(1+2i)(—3+2i)=-3+2—6i+4i>=-3—4di—4d=—T7—4.

Notem que el resultat coincideix amb la definicid, i el procediment és més intuitiu. %
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Podem veure facilment que el conjunt C equipat amb aquestes dues operacions satisfa
les seglients propietats, que es poden resumir amb la seglient afirmacio: els complexos
tenen estructura d’anell commutatiu.

Lema 1.4 (Els complexos com a anell). Siguin z,w,v € C. Aleshores se satisfan les
propietats respecte a la suma:

S1 Associativa de la suma: (z +w) +v =z + (w +v).

S2 Element neutre per la suma: si escrivim Oc = 0 + 07, aleshores z + 0c = O¢c + z = z.
Amb la identificacid dels reals amb la inclusio dels reals en els complexos, escrivim
Oc = 0.

S3 Element oposat (de la suma): existeix un nombre complex u € C tal que u+z = z+u = 0,
que anomenem nombre oposat a z, i que escrivim com (—z) = u.

S4 Commutativa de la suma: z +w = w + 2.
També se satisfan les segiients propietats respecte al producte:
P1 Associativa del producte: (zw)v = z(wv).

P2 Element neutre pel producte: si escrivim 1¢ := 1+ 01, aleshores z-1¢c = 1¢-z = z. Amb
la identificacio dels reals amb la inclusio dels reals en els complexos, escrivim 1¢c = 1.

P3 Commutativa del producte: zw = wz.
P} Distributiva del producte respecte a la suma: z(w + v) = zw + zv.

De fet, C és un cos (és a dir, tot element diferent de zero té invers respecte del producte).
Per veure-ho, primer introduim el concepte de conjugat.

Definici6 1.5 (Conjugat i modul d’un nombre complex). Si z = x + iy, el conjugat de z és
zZ=x—1y.

i el seu modul és

|z| = /a2 + y2. .
Exemple 1.6. De les definicions podem deduir que
e 2— 31 =2+ 3i.

= —1.

°
.

—
x

° = 13. O
Observacié 1.7. Clarament tenim que

e 2=7% < Im(z) =0 < zeR.
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o |Rez| < |z|; [Im z| < |2|.

e 2 t+tw=z+w i Z W=7z Ww.
o 2.z =|z%
Les primeres sén evidents, la darrera és també un simple calcul:

2 Z=(zx+ay)(z—iy) = 2>+ = |2]°

Amb aquesta relacié ja podem veure que C és efectivament un cos:

Lema 1.8 (Els complexos com a cos). Sigui z = x + yi € C\{0}. Aleshores se satisfa la
segtient propietat respecte del producte:

P5 Element invers (del producte): existeiz un nombre complex u € C tal que uz = zu = 1,
que anomenem nombre invers de z, i que escrivim com z~! = 1/z = u.

Aquest nombre és

1 T Yy . 1 _
= - = 2
I N {1
2,2 o
Demostracid. Efectivament, (z + yi) - (# - #z) = ””‘ngf + “"Zﬁyz =1 O

Ara ja podem definir la divisid o fraccié de dos nombres complexos z € C, w € C\{0}:

z 1
— =z —.
w
Aixi, tenim que

1

Y

z

2z |22 z-zZ

Es a dir, per calcular 'invers d’un nombre complex, només hem de multiplicar numerador
i denominador pel seu conjugat.

Exemple 1.9 (Més calculs). Tenim

o L _ 3—10¢ _3-10i _ 3 _ 10,
3410 — (3+104)(3—10i) _ 9+100 _ 109 ~ 109 *
1 _ = _
¢ ;=71 =t v

Lema 1.10 (Relacié entre z,y i 2,2z.). Si z =z +1iy i Z = x — iy, aleshores

z+z z2—Z
r=Rez = 1 =Imz =
2 Y 2i
Demostracid. Es tracta de sumar i restar z amb Z, vegeu la figura 1.3. O
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Figura 1.3.: Conjugat i invers d’un nombre complex.

Observaci6 1.11 (Reinterpretacié dels polinomis). Un polinomi en z,y és un polinomi en
z,Z (amb coeficients complexos). Per exemple

z+z2 (z2—%2) (242 (2—%)
2 * 2 * 2 27

11 11 1 1
R e O
Z<2+2z‘)+z<2 2i>+ T2 (4@') : (4i>

1.1.1. Doneu en forma a + bi:

a) (—1+1)2, c) 2, 2+ 2
o ) (50 9)

- q) (8 +2i) — (1 —14) - '

b) %=, 2+i2 f) ((3—1)° = 3)i.

+1

r+ytay+1=

Exercicis

1.1.2. Demostreu o doneu un contraexemple:

a) Re(z+w) = Rez+Rew, b) Re(zw) = (Rez)(Rew), ¢) Re(3) = %. <

1.1.3. Sigui z € C tal que Im (z) > 0. Proveu que Im (1/z) < 0. q

1.1.4. Siz=x+1iy on x,y € R, trobeu les parts real © imaginaria de:
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(1,) Z27 C) Zi3’ 6) sztlg);
b) == + 1), Q) . f) 2 .
. r+iy . ‘ 9 . 19
1.1.5. Sigui = =a+ib amb (z,y) # (0,0) i z,y,a,b € R. Proveu que a* + b* = 1. «
T — 1y
1.1.6. Proveu que —1 + i satisfa 2% + 2z 4+ 2 = 0. <
1.1.7. Escriviu l’equacié complera 23 + 522 = z + 3i com dues equacions reals. <

1.1.8. a) Si z1, 29 son complexos amb z1 + zo i 2129 Teals negatius proveu que z1,z2 SON
reals.

b) Proveu que el vector z1 # 0 és parallel al vector zo # 0 si i només si Im (2122) = 0. <

1.1.9. Proveu analiticament i grafica que |z — 1| = |z — 1]. q
1.1.10. Demostreu que — ’ =1silal =1 0 béb] =1. Quina excepcié cal fer si
la] = [b] =17
, a—b , .
Demostreu també que 1 b‘ <1lsilal<1i|bl<1.
—a

Per acabar, si per a € D definim ¢.(2) = {==, demostreu que @, : D — D, que és

bijectiva en D i en 0D i doneu-ne la inversa. <

1.2. Els nombres complexos com a espai vectorial

A més de la seva estructura algebraica, el cos C hereta, a través de la identificacié amb R?,
I’estructura geometrica i topologica del pla.

Per tot nombre real A € Ri z = a + ib € C, definim Az := (\a) + (A\b)i, és a dir,
identifiquem A amb el nombre complex A + 0i i fem el producte de dos nombres complexos,
tal com hem descrit a la seccié anterior.

Aquesta multiplicacié per un escalar real compleix les propietats:

E1l. Compatibilitat del producte per escalar: (Au)z = A(puz).
E2. El producte per ’element neutre és la identitat: 1z = z.
E3. Distributiva respecte a la suma real: (A + )z = Az + pz.

E4. Distributiva respecte a la suma complexa: A(z + w) = Az + Aw.
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Aqui estem suposant que A\, p € Ri z,we C.

Com que el pla complex també satisfa les propietats S1-54 descrites més amunt, diem
que té estructura de R-espai vectorial. Com a R-espai vectorial, C coincideix amb R2.
L’eix de les x s’anomena eiz real, i 'eix de les y s’anomena eix imaginari. El pla format
per R? en identificar-se amb els complexos (i incorporar, per tant, ’'operacié producte de
complexos) s’anomena pla complex o pla d’Argand®.

Per tant, C hereta l'estructura de R?, i és un espai normat amb |z|c = |2|, és a dir,

NI. |z|c =0 < z = 0;
N2. |az|c = |a| |z|c, VaeR (de fet, Ya € C);
N3. |z + w|c < |z|c + ||w|c (desigualtat triangular).

Donats z,w € C, definim
d(z,w) = |z —w|.

Amb aquesta distancia, C és un espai metric?, de manera que té una topologia.

Definicié 1.12 (Topologia de C). El pla complex hereta la topologia del pla. Per tant, el
disc obert (o bola oberta) centrat en a i de radi r és el conjunt

D,(a) ={zeC:|z—a| <r}.
El disc unitat normalment es denota D := D;(0). El disc tancat és
Dy(a) ={2z€C:|z—a|<r}.

Diem que un conjunt A < C és obert si per tot a € A existeix r > 0 tal que D,(a) < A.

Diem que A és tancat si A° = C\A és obert.

Diem que és fitat si existeix un r > 0 tal que A < D,.(0).

Diem que A és conner si no es pot obtenir com a unié de dos oberts relatius disjunts
i no buits. Diem que és arc-conner si donats dos punts a,b € A existeix un cami en A
que els uneix, i.e., existeix una aplicacié continua 7 : [0,1] — A de manera que y(0) = a i
~v(1) = b.

Diem que A és un domini si és obert i connex. o

Observacio 1.13. Notem que ¢J i C sén oberts i tancats, pero no hi ha cap més conjunt
que sigui obert i tancat alhora. °

8Jean-Robert Argand, Ginebra, 1768 — 1822, https://ca.wikipedia.org/wiki/Jean-Robert_Argand
9Es a dir, que satisfa:

D1. d(z,w) =0 < z = w;
D2. d(z,w) = d(w, z) (simetria);
D3. d(z,w) < d(z,v) + d(v, w) (desigualtat triangular).
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Exemple 1.14 (Conjunt connex no arc-connex). Recordem que tot conjunt arc-connex és
connex, i que tot obert connex és arc-connex. Pero hi ha conjunts connexos que no sén
arc-connexos. Un cas paradigmatic és la pinta: donada una successié {z,} < (0,1) tal
que x, — 0, el conjunt A = [0,1] U |J,, zn + (0,1)i (podem anomenar-lo pinta per la seva
forma) és arc-connex i, per tant, connex. Si afegim un punt limit no accessible, per exemple
B = A u {i}, aleshores B no és arc-connex, ja que el punt afegit no pot ser connectat amb
cap punt d’A, pero segueix sent connex, ja que aquest punt no pot ser separat de la resta
per un obert. O

Com que tenim una metrica (en aquest cas derivada d’una norma), podem parlar de
convergencia de successions:

Definicié 1.15 (Convergencia de successions). Diem que una successié de nombres
complexos {z,}n 1 < C és convergent si existeix z € C tal que

|z, — 2| = 0.

Diem que z, tendeix a z, o que z és el limit de la successid, i ho escrivim com

n—ao0 s e
Zp ——> 2 o bé lim z, = z.
n—o0

Sovint ometrem la notacié n — oo en les expressions anteriors quan sigui clar pel context.
[ ]

A més, (C,|-|) és complet: tota successié de Cauchy'’ de nombres complexos és
convergent.

També tenim que
Rez, — Rez
Zn > 2 & (1.5)
Im =z, — Im z.

1 + (nfl)

n n

i tendeix a i, ja que 1/n — 0 i (n=1) . O

Exemple 1.16. La successié —

Adverténcia 1.17. No sempre és convenient passar a part real i part imaginaria. Quan ja
es té practica amb les relacions anteriors, la majoria de vegades és millor fer servir notacié
complexa, vegeu 'exercici 1.2.2 i el teorema segiient. .

Teorema 1.18 (Limits i funcions continues). Sigui f : C — C, una funcié continua en
a€C. Sia, — a, aleshores f(a,) — f(a).

Demostracid. Es deriva del resultat a R2 i la identificacié de R? amb C. O

Tot seguit discutim la convergencia de series:

10 Augustin Louis Cauchy, Parfs, 1789 — 1857, https://ca.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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Definicié 1.19 (Convergencia de series). Sigui {zx} < C una successié de nombres com-
0 n

plexos. Aleshores, diem que Z zk és convergent si Z Zr ¢ €s una successio convergent.

k=1 k=1 n
En tal cas, si el limit de la successié és z, escrivim

e}
S
k=1
e ¢] 0 ¢]
Diem que Z 2k és absolutament convergent si Z |zk| < o0. .
k=1 k=1

Observacié 1.20 (Condici6é necessaria de convergencia). Notem que si una serie de
nombres complexos Y ¢, és convergent, aleshores |¢,| — 0. .

Observacié 1.21 (Convergencia absoluta implica convergencia). Tota seérie absolutament
convergent de nombres reals és convergent. En el pla complex passa el mateix. En
efecte, si Y |zx| < o0, llavors > |Rez;| < 00 i també ) |[Im z;| < 0, ja que |Rezi| < |z i
|Im 2| < |z i, per tant,
> Rezp és convergent, i
{ > Imz, és convergent,

de manera que Y. zj és convergent per (1.5). .

Teorema 1.22 (Teorema de Mertens'!). Siguin Y. cun @ Y B dues séries de nombres
complezos absolutament convergents. Llavors la serie producte de Cauchy de les séries
anteriors, Z;O:o Yns ON Y = 2p_o OBk, €s absolutament convergent i

0 0 0
Z Tn = Z Qn Z Bn
n=0 n=0 n=0
Demostracio. Vegeu 'exercici 1.2.5. O

Definicié 1.23 (Limit superior). Donada una successié {a,} de nombres reals, definim el
seu limit superior com

lim a,, = limsup a,, := ir]if (sup an> .

n=k

També es compleix

lim sup a,, = sup { lim ay, : ay, és una subsuccessié de an} .
k—00

"Franz Mertens, Sroda Wielkopolska, 1840 — 1927, https://ca.wikipedia.org/wiki/Franz_Mertens
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Exemple 1.24. Fem un exemple de calcul: si tenim la successié {a,,} = {0,1,0,1,0,1,0, ...},
aleshores liminfa, = 0 i limsupa, = 1. Si {b,} = {(—1)"}, aleshores liminfb, = —1, i
limsup b, = 1. O

Tot seguit recordem el criteri de ’arrel, que hauria d’haver estat introduit en cursos
anteriors.

Lema 1.25 (Criteri de I'arrel). Considerem una successio de nombres reals {a,} < R, i
sigui a = limsup {/|ay,|. Aleshores,

(1) si o <1, la série Y, a, és convergent;
(it) si > 1, la série Y, a, no convergeic.
Observacié 1.26 (Criteri del quocient). Recordem que si existeix

1 ’an+1|
|an|

= (€ [0, +x],

aleshores lim,, {/|a,| existeix i també val £. Recordeu també que el reciproc no és cert:
si a, = r"D"VR aleshores limy, {/an =1, perd M — . rED VRV que no t6
limit. De fet, si 0 < r < 1, tenim que lim sup “ = +oo i liminf “2 = 0, de manera que
el criteri del quocient no és concloent respecte a la convergencia, mentre que el criteri de
I’arrel si que ho és. .

Exercicis

1.2.1. Descriviu els conjunts de punts del pla que satisfan:
a) 1 <Im(iz) <2, ¢) |z] =Rez +1, e) |z—2| >z —3|,

b) Im 2% = 0,a € C\{0}, d) |z —1] = |z +1, fllz=1+z+1=7. «

1.2.2. Suposem que a, — a i b, — b. Demostreu que a,, + b, — a + b i a,b, — ab, sabent
que ambdues propietats son certes a la recta real. 4

1.2.3. Digueu si les seglients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limit:

1 b) n+1 3in?

n+ ) )
@) i n+1 n—1 ¢) n2 — 9’

1.2.4. Estudieu la convergéncia i la convergeéncia absoluta de les series:

13
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N

0 i CDZ
Y P 4

1.2.5. Demostreu el teorema de Mertens. q

1.2.6. Tota successio convergent {zp}n=0 < C satisfa que |zp+1 — zn| — 0. <

1.3. Repas de trigonometria

En estudiar Calcul en Diverses Variables, vam aprendre que podem calcular la longitud
d’una corba diferenciable 7 : I — R2:

Ly) = /I /(1) dt.

t—(t) = (-t,V1-1t)
envia l'interval [—1, 1] al semicercle unitat superior. Definim 7 com la longitud d’aquesta
corba. Com que 7/(t) = (=1, —t/v/1 — ?), la definici6 és equivalent a

Aixi, la corba

1
Sy
141 =42

que és una integral impropia convergent.

Notem que ~ és injectiva i la longitud de v([—1,¢]) és una funcié creixent en ¢ i continua
(de fet, derivable) en (0, 7) pel teorema fonamental del calcul; per tant, és exhaustiva

n [0,7]. Aixi, associem a un nombre (que anomenem angle) a € [0, 7] la semirecta

oberta del pla amb extrem a lorigen de coordenades que passa pel punt ~(¢) tal que
a = longitud(y( =/ | A
la longitud del Semlcercle L’ angle a = m/2 (anomenat també angle recte) correspon a la
meitat del semicercle per simetria, que correspon a t = 0, és a dir, que té associada la
semirecta vertical {(0,y) : y > 0}.

Si a € (m,2m), aleshores associem « a la semirecta oposada a ’associada a o — 7.

Si a € [2km,2(k + 1)m) amb k € Z\{0}; aleshores associem « a la semirecta associada a
a — 2km

. Per exemple, per o = w prenem t = 1 ja que 7 és

Definicié 1.27 (Funcions trigonometriques reals). Donat un angle « € R, definim el seu
sinus com el quocient de la coordenada vertical entre el modul de qualsevol dels punts de
la seva semirecta associada, (ben definit pel teorema de Tales'?). Definim el cosinus com
el quocient de la coordenada horitzontal entre el modul de qualsevol dels punts de la seva
semirecta associada. I definim la tangent com el quocient entre sinus i cosinus. .

12Tales de Milet, Milet, 625 a.C. — ~545 a.C., https://ca.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Milet
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Observacié 1.28 (Angle nul, recte i pla). Tenim
sin(m) = cos(mw/2) = sin(0) = 0,

sin(m/2) = cos(0) = 1,

cos(m) = —1.

Notem que, per definicid, el sinus i el cosinus sén funcions 27-periodiques, mentre que la
tangent és m-periodica.

Lema 1.29 (Paritat de les funcions trigonometriques). Si x € R, aleshores

sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(x), tan(—z) = — tan(x).
Demostracid. Es conseqiiencia directa de la definicié. ]
13)

Lema 1.30 (Teorema de Pitagores™”). Si x € R, aleshores

sin?(x) + cos*(x) = 1.
Demostracid. Aixo es deriva del fet que t2 + /1 — 22 = 1. O

Lema 1.31 (Suma d’angles). Donats x,y € R, tenim que

cos(z +y) = cosxcosy —sinxsiny

sin(z + y) = sinz cosy + cos x sin y.

Idea. Aquest lema es pot demostrar usant geometria elemental, vegeu la figura 1.4. O

Lema 1.32 (Angles complementaris, suplementaris i periodicitat). Donat z € R, es
compleizen les identitats (entenent la tangent com a funcid a la recta projectiva real, de
manera que +00 = —0):

sin(m/2 — x) = cos(z), cos(mw/2 —x) = sin(x), tan(m/2 — x) = 1/tan(x);
sin(m — z) = sin(x), cos(m —x) = —cos(x), tan(w —x) = —tan(x);

sin(z + 2m) = sin(z), cos(x + 27) = cos(x), tan(z + 7) = tan(z).

Demostracio. Cal combinar la suma d’angles amb les simetries de les funcions trigo-
nometriques del lema 1.29 i els valors donats a 1’observaci6 1.28. O

Lema 1.33 (Infinitesims). Tenim

. sinx . .1 —cosx 1
lim =1 1 lim — =5
z—0 X x—0 x 2

13Pitagores, Samos, 586 a.C. — ~490 a.C., https://ca.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A0gores
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Sl
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+ °
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: i
' i
cos 3 cos « !

Figura 1.4.: Demostracié visual de les férmules trigonometriques per la suma d’angles.

Idea. Notem que el segon és conseqiiencia del primer ja que

1—cosx 1 130 sin? z

z? 22(1 + cosx)’
Per veure el primer, n’hi ha prou amb justificar geometricament que si 0 < x < I, aleshores

sinx

cosx < <1

T

i després fer pas al limit. O

Teorema 1.34 (Propietats de derivabilitat). Les funcions sin(zx) i cos(x) sdn 2w-periodi-
ques, infinitament derivables i

(sin(z))" = cos(x) i (cos(x))" = —sin(z).

A més, les seves séries de Taylor son convergents a tot R i trobem que

k 2k+1

o0 00]
sin(x Z 2k+1 , 1 cos(x =Z_:

k 2k

Idea. Per veure la derivabilitat n’hi ha prou amb comprovar les dues derivades, que surten

de

sin'(z) — lim sin(z + h) —sin(z) _ . sin(z) cos(h) + cos(x) sin(h) —sin(x) | 13

h—0 h h—0 h cos(z).

L’altra es fa analogament. La convergencia s’obté usant estimacions del residu de Taylor. [J
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Definicié 1.35 (Funcions trigonomeétriques inverses). Es pot demostrar que la tangent és
injectiva en (—m/2,7/2) i la seva imatge és R. Per tant, podem definir I’arctangent d’un
nombre x € R (arctan z), com 1'inic nombre real a € (—7/2,7/2) tal que tan o = z. També
pel sinus tenim injectivitat en [—m/2,7/2] i definim 1’arcsinus d’'un nombre x € [—1,1]
(arcsin ), com 1'inic nombre real a € [—7/2, 7/2] tal que sina = . Finalment, el cosinus
és injectiu a [0, 7], 1 definim I’arccosinus d’un nombre z € [—1, 1] (arccosz), com 'inic
nombre real a € [0, 7] tal que cosa = z. Pel teorema de la funcié inversa per funcions de

variable real, sabem que les tres funcions sén C® a 'interior del seu domini. .
Exercicis
1.3.1. Demostreu tots els resultats de la seccio. <

1.3.2. Definim el sinus i el cosinus hiperbolics de x € R com

-z Ty e
c-° cosh(z) = =%
2 2

Demostra que se satisfan les segiients identitats:

a) sinh(0) =0 i cosh(0) = 1.

sinh(z) =

b) lim sinhz = lim coshz =+ i lim sinhz = —c0.
T—+00 r—+00 r——00

¢) sinh(—z) = — sinh(x) i cosh(—z) = cosh(z).

d) cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

e) cosh(x + y) = coshz coshy + sinh x sinh y.

f) sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y.

g) (sinhz)" = coshz i (cosh(z)) = sinh(x). q

1.4. L’exponencial complexa

Per la formula de Taylor, tenim que

=
Z — Vz e R.
= n!
Podem fer servir aquesta mateixa expressié per tal de definir e* per z € C.

Definicié 1.36 (I’exponencial complexa). Per z € C, definim

Z il

= n!
Aquesta série de nombres complexos és absolutament convergent (ja que Z | < ) i, per
tant, convergent. Aixi doncs, e® esta ben definit per a tot z € C. o
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Per x € R, tenim del teorema 1.34 que
cosx = Re (¢'); sinz = Im (e™).
Aixi doncs, tenim la identitat d’Euler:
e = cosx + isinz, VreR,
i, usant el lema 1.10, deduim la férmula inversa d’Euler:
cosT = 1 (em + e_m) i sing = i (em — e_m) , Vo e R.
2 29

Notem que la corba v : R — C definida per v(z) = € retorna valors de modul 1 pel

teorema de Pitagores:
€| = Vcos?x + sin®z = 1.

Per tant, la corba v “enrotlla” la recta real sobre la circumferencia unitat, amb velocitat
constant i periodicitat 2.

Podem definir els sinus i cosinus de nombres complexos analogament usant el teorema
1.34, pero en aquest capitol només apareixen les funcions sinus i cosinus amb variable real.
Proposicié 1.37 (Conjugacié de 'exponencial). Per a tot z € C, es compleix que
z

e = e”.

Demostracié. Per definicid, tenim que

n

=

QU

I
18
3|

Zn
= lim —.
k—o0 n!

0 0

3
Il
3
Il

Com que I’aplicacié conjugada és continua, podem treure el limit a fora del conjugat
(teorema 1.18) per obtenir

n

= _ 1 £ an L &7 z
S DI DI
O
Com a propietat fonamental de I’exponencial real, tenim que
etV = eV, Vr,y € R.
L’exponencial complexa e® manté aquesta propietat.
Proposicié 1.38 (Productes i poténcies d’exponencials). Donats z,w € C, tenim que
ool — ot
Sin €N, trobem per tant
()" =€, i (f) =€ (1.6)
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En particular, tenim que
e = e*(cosy + isiny),

que generalitza la identitat d’Euler.
Demostracio de la proposicio. Per la definicié de ’exponencial complexa, tenim que
k

o0 n 0 n k n—
tw (z +w)" n \ 2"w
=) 22<k> nl
n=0 n=0k=0

on hem aplicat la formula de la poténcia d’un binomi en la darrera identitat. Recordem

també que
n\ n!
k) kl'(n—k)

Pel criteri del quocient (vegeu l'observacié 1.26), tenim que >, Zk—lf és absolutament
convergent. Podem doncs aplicar el teorema de Mertens, i trobem que

e“e’ = -7 — | = 25w\
= k! =, ml S\ 2k (n— k)

que coincideix amb ’expressié anterior.
Per veure 1.6, notem que és cert per n € {0,1}. Per n > 1, suposant que és cert per n — 1
com a hipotesi inductiva, trobem que

nz (n—1)z+=

e = e _ e(nfl)zez _ (ez)n—l % = (ez)n )

Finalment,

1=e'=e%e™® — 7% = (&),

Observacié 1.39. Una demostracié alternativa de |ei“”| =1 per a tot z € R: Tenim
‘eix‘Q _ (e”)i(eix) — T gl _ i im0 _

Definint les poténcies negatives de la manera habitual (és a dir, =% = (2¥)~1), aleshores
1.6 s’estén a tots els enters n € Z. .

Observem (vegeu I'observacié 1.28 i el lema 1.32) que

. . Sl .
e’ T =—1; e'2 = —i.

INE]

Il
e
Q

Il

Lema 1.40 (Férmula de De Moivre'*). Per tot ne€ N i 0 € R, tenim que

cos(nf) = Re ((ew)n) i sin(nf) = Im ((ei(’)n) .

Y Abraham de Moivre, Vitry-le-Francois, 1667-1754, https://ca.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_
Moivre
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Demostracid. Aixd és una reescriptura de ! = (eie)n, vegeu (1.6). O

Usant la identitat anterior, podem expressar cos(nf) i sin(n#) en termes de sinf i cosé.
Vegem un exemple:

Exemple 1.41 (Férmula de De Moivre per n = 3). Com que

()3 = (cos# + isinB)3 = cos®  + 3icos® 6 sinh — 3cos @ sin® § — isin® 6,

% = cos 30 + isin 36,

obtenim la identitat cos(30) = cos®# — 3 cos 6 sin? 6. O

Exercicis

1.4.1. Fent servir la formula de De Moivre, trobeu expressions de sin 36 ¢ sindf en termes
de sinf i cosf. <

1.4.2. Trobeu les arrels de z* +1 = 0 i feu-les servir per veure que z* +1 = (22 — /22 +
(2% + 22+ 1). q

1.5. Representacié polar d’un nombre complex

Tot nombre complex z # 0, el podem expressar en termes del seu modul r (on r = |z]) i
I’angle 6 que forma amb 1’eix real. Es a dir, podem fer un canvi de coordenades

z=xT+1iy — 719

Aquest angle 6 quedara completament determinat si imposem que es trobi en un interval
de longitud 27 fixat.

Definicié 1.42 (Coordenades polars). Donat z € C* := C\{0}, s’anomena !’argument
principal™® de z i es denota per
Argz

I"inic angle 6 que pren valors —m < # < 7 de manera que
Rez = |z| cos b,
Imz = |z|sin 6.
Aleshores tenim que
z=x+iy = |z|(cosf + isinf) = |z]e”.

Anomenem coordenades polars de z el parell (r,0) amb r = |z|. .
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1. El cos dels nombres complexos

2z =1y =re'?

t Imz=rsind

0=Argz

Rez =rcosf

\

Figura 1.5.: Coordenades polars d’un nombre complex.

Observacié 1.43 (Calcul de 'argument principal mitjancant 'arctangent). Per trobar
I'argument principal de z = z + iy, podem calcular 'arctangent, vegeu la figura 1.6:
¢ := arctan (£). Aleshores,

z

e si x > 0 (primer i quart quadrants del pla complex), calculem 6 = é;

e siz<01iy=0 (segon quadrant), tenim que —7/2 < 6 < 0, aix{ que per calcular-lo
podem prendre 6 = 0 + 7;

e six <01y <0 (tercer quadrant), tenim que 0 < 0 < /2, aixi que 0 = 0 —
e siz =01y > 0 (semieix imaginari superior), prenem 0 = 7/2 i
e sizx =01y <0 (semieix imaginari inferior), prenem 6 = —7/2.

D’aquesta manera, per tot z € C\{0}, tenim que

Argz =0€ (—m,7]. .
Exemple 1.44. 1. La representacié polar de 7 és
i=e'z.

2. Calculem la representacié polar de z = /3 + i

Tenim |z| = 4/ (v/3)2 + 12 = v/4 = 2, de manera que
3
z V3. i
|z 2 2

15Vegeu-ne la grafica interactiva a https://www.geogebra.org/3d/jgnzfcu.
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1. El cos dels nombres complexos

%2 | Argzy = /2 2 Latan (y2/0) =7
23. .C| 23' .,11
Arg zz € (7/2,7) Arg 21 € (0,7/2) atan (ys/x3) € (—7/2,0) | atan (y; /1) € (0,7/2)
o
Argzy =7 Argzp =0 atan (0/z4) =0 atan (0/z¢) =0
o < D> P = < > Zo
\% \%
Arg zs € (—m,—7/2) atan (ys/x5) € (0,7/2)
* <o °* 4
26 TArg 26 = —7/2 26 Tatan (ys/0) =?

Figura 1.6.: Relaci6 entre 'argument principal i 'arctangent de la part imaginaria entre la

real.
Com que ﬁ = ¢ per la identitat d’Euler obtenim
cosf = @
sinf = %,

de manera que 6 = /6. Per tant, la representacié polar és

V3 +i =265, O
Proposicié 1.45 (Periodicitat de I’exponencial). Siguin z1,z2 € C. Es compleir que
el = e*2 gi i només si 21 — z9 € 2mil.

En altres paraules, la funcid exponencial complexa és una funcid periodica amb conjunt
de periodes 2miZ 1 és injectiva en franges horitzontals semiobertes d’amplada 2.

Demostracié. Suposem que per a un k € Z, z1 = zo + 2mwik. Llavors

el = 622+27I'Zk2 _ ezz627mk = *2.

Reciprocament, si e*! = 2, es compleix que 17?2 = 1, de manera que eRfes1—Rez —
le1=22| = 11 e (1=22) = 1 és a dir,

cosIm (z1 — z2) 1.

Per tant, Rez; = Re 2z i Im (21 — 22) = 2km, o, equivalentment, z; — z3 € 27iZ.
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1. El cos dels nombres complexos

Tornant a la definicié 1.42, és clar que, fixant un altre interval de longitud 27, hi ha
altres possibilitats amb ’angle € que ens dona la representacié polar. De fet, aqui n’hem
fixat una de concreta per fer de referencia. Aixi doncs, hi ha infinits nombres reals 0
(s’anomenen arguments de z) que compleixen la identitat

z = |z|e®.

Sén
Arg z + 27k, ke Z.

Exemple 1.46.
i=e'7 =¢72 =¢ 'z, O

Definicié 1.47 (Arguments de z). Un argument de z # 0 és un nombre real § de manera
que z = |z|e®.
arg z denota tots els possibles arguments de z. o

Exemple 1.48 (Calcul dels arguments). Sigui z = 1 — 1/3i. Llavors |z| = 2, de manera
que

=1
I T e .
— =575t =14 sinf=-% = 0=—.
|z| 2 2 2 3
—T<f<mw
Per tant,
Arg z = —%; arg z = —% + 2km, kelZ. %

El producte, el quocient i la poteéncia solen ser més facils de calcular en forma polar, tal
com veurem al segiient exemple.

Exemple 1.49 (Calcul de productes i potencies en forma polar).
263i X \/ge’iﬂ' _ 2\/§€i(3+ﬂ').

3i
2e” 2 i(377r):2\/§6i(377r).

V3em  3° 3
s 25 2 - 257 2 -24mw [ m 2 s
(2&2) = 2215 = 921 it = 220617

Notem que en multiplicar un nombre z € C per 7€ el modul es multiplica per r i
I’argument augmenta en 6. Es a dir, que en multiplicar dos nombres complexos trobem un
nombre que té per modul el producte de moduls i per argument, la suma d’arguments (per
tenir 'argument principal podem sumar o restar 27). O

Exercicis

1.5.1. Trobeu la forma polar dels nombres segiients i dibuizeu-los.
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1. El cos dels nombres complexos
a) 3(1++/31), b) 24/3 — 2i, c) =2+ 2i, d) —1—1. a

1.5.2. Ezxpresseu en forma cartesiana (a + ib) els segiients nombres:

a) (24 3i)(4 +1), c) 4%”-; e) (1—24)3, g) (1+i)100 4 (1 —)100,

b) (4 + 2i)? d) 5+ B h) 1e2i) a
) (4 + 2i)7, ) 2437 f) s T 330 1—4

1.5.3. Fent servir el producte (1 +4)(5 — i), deduiu la férmula de Machin'®: w/4 =
4 arctan(1/5) — arctan(1/239). q

1.5.4. Estudiar la convergéncia de {z} si|z0| <1 o si |z > 1. <

1.5.5. Digueu si les segiients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limat:

= Z n:Ar _1 ; , 1_2 n
a) = c) = g(—=1+i/n) e) Zn:( v > :
n(2 +1) B 2ni

b) zp = i(—1)", d) zp, = T f) zn = exp z .

Aqui hem escrit exp(z) = €.

1.6. Equacions amb exponencials

Exemple 1.50. Solucionem I’equaci6

Tenim
1=¢€*=¢€"e" =e*(cosy +isiny).

Com que |e®¥| = 1, igualant moduls i arguments obtenim

cosy =1
l=le*l=¢" = x=0 :>{ N = y=2km, kel
siny =0
Per tant,
=1 < z=2kmi, ke Z.
O
6John Machin (1706), podeu trobar més informaci6é a https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-1ike_
formula.
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1. El cos dels nombres complexos

Moltes de les equacions “exponencials” es redueixen a ’anterior. Per exemple

ef=i=¢

(ME
I\
|
<
INIE]

Exemple 1.51. Recordem que, donats z, w € C, per la proposicié 1.45 tenim ’equivaléncia

e =e¥ < z=w+ 2kmi per algun k € Z.

Sabent que 1 = €°, podem dir directament que

" =¥ = 2z =0+ 2kmi,

tal com hem vist pas a pas en ’exemple anterior.

Exercicis

1.6.1. Resoleu les segiients equacions:

2

a) e =1+1, b) e =1, c) e = —1.

1.7. Arrels n-ésimes

Figura 1.7.: Arrels setenes de la unitat.

27i

Donat n € N, si definim (, :== e » , aleshores
(Ck>" _ p2kmi _q
o .

Diem que {¢¥}}Z; sén les n arrels n-¢simes de la unitat.
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1. El cos dels nombres complexos

Sigui a € C amb a # 0. Per n € N, calculem els nombres complexos z € C de manera que

zZ = a.

(Aqui no és convenient passar a notacié real i fer (z + iy)” = a.) Posem z = re?? amb

—7m < § < 7. Llavors

rem? — |ale

Igualant moduls obtenim 7" = |a| = r = {/|a|. També

iArga

el = gihtga o ilnf—Arga) _ | o pg_ Argq=2kn, keZ.
Per tant, les solucions de z"™ = a sén

: A 2k
2 = 8/|ale, amb 0 = rga_f_l’ 0<k<n-1
n n

Tenim n solucions (amb k£ > n dona solucions repetides). Notem que

. Arga i2k7r iAl:faCk
n?
Arg

2z = X/|ale’ n e'n = {/]ale
. a
i, com que zp = {/|ale’ " » , podem escriure les arrels n-ésimes de a com

k
2k = CnZO)

vegeu la figura 1.8.

Figura 1.8.: Arrels setenes de a = 1 + 3.

Exemple 1.52. v/i — ¢i™/8 ¢7/8 i97/8 oil31/8 Elg quatre resultats satisfan que

A= O

Exercicis

1.7.1. Calculeu:
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1. El cos dels nombres complexos

a) ¥—1, b) 3U/4, ) V=i, d) (“14+E)Y2, e) (3+4i)2. <
1.7.2. Donat a € C, quin és el maxim de |z" + a| per a |z| <17 <

1.8. Polinomis: enunciat del teorema fonamental de I'algebra

Per acabar aquest capitol, comentem un dels principals motius que fa dels complexos una
eina imprescindible: tot polinomi de coeficients reals o complexos té sempre almenys una
arrel complexa i, per tant, el grau del polinomi coincideix amb el seu nombre d’arrels
comptant multiplicitats.

Acabem de comprovar que hi ha nombres complexos que sén solucié de certs polinomis.
Per exemple, si 0 < k < n, aleshores els nombres

i2km
e n

sén tots diferents i satisfan que
2t =1.

Hem trobat, doncs, n arrels diferents del polinomi z™ — 1, que anomenem arrels n-esimes
de la unitat.
En general, tot polinomi de grau n amb coeficients complexos p € C[x], és a dir,

n
p(z) = Z apz",
k=0

on ag € Cia, # 0, té exactament n arrels comptant multiplicitats. Dit d’una altra manera,
existeixen n nombres {ak}’,;”;é < C (possiblement coincidents) de manera que

n—1
p(2) = an H(z — ag).
k=0
Diem que « és una arrel de multiplicitat j si existeixen exactament j subindexs kq,...,k;

tals que a = ay,,. Per exemple,
A 22241 =2 +1)2=(2+49)%(z—i)?

té dues arrels dobles, que sén +i. Aquest resultat es coneix com a teorema fonamental de
l’algebra, vegeu el teorema 4.32.

Notem també que el resultat es pot aplicar a polinomis de coeficients reals, p € R[x]: tot
polinomi de grau n amb coeficients reals té n arrels complexes comptant multiplicitats. A
més, com que a = ag, trobem que

P = Yzt = Y ak = Y a - o)
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1. El cos dels nombres complexos

Per tant, si @ € C\R és una arrel de p, el seu conjugat també ho és:

p(@) = pla) =0 =0.

Treballant una mica es pot deduir que la multiplicitat de « i la del seu conjugat coincideixen.
Per tant, tot polinomi de grau n amb coeficients reals té j arrels de part imaginaria positiva
ag, en té j amb part imaginaria negativa ag i n — 24 arrels reals (B, de manera que

J n—2j J —2j
= H z—ay)(z —ag) H (z— Bk) :anH(ZQ—(ak—i-ak Z + apay) H (z — Br),
k=1 k=1 k=1 k=1
és a dir,
j n—2;
p(z) = an | [(z* = 2Re (an)z + [axl?) [ | (= = Br).
k=1 k=1

En la darrera expressié, hem trobat una factoritzacié amb coeficients reals on tots els
factors son de grau 1 o 2.

Exercicis

1.8.1. Resoleu (z +1)° = 25. q

1.8.2. Sigui P(z) = 1+ 22 + 322 + -+ + nz""L. Considerant el polinomi (1 — z)P(z),
demostreu que tots els zeros de P(z) estan dins del disc unitat. <
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2. Funcions de variable complexa

En aquest capitol introduim els conceptes de funcié de variable complexa (i parlarem de com
representar aquestes funcions) i de funcié multivaluada. Treballarem les determinacions
continues d’aquestes funcions multivaluades, centrant-nos en arguments, logaritmes i arrels.
Finalment, treballarem amb les series de potencies de nombres complexos. Veurem que és
el radi de convergencia i com calcular-lo i treballarem diferents tipus de convergencia a
I'interior del disc de convergencia i a la frontera, concloent amb els criteris de Dirichlet! i
d’Abel?.

2.1. Funcions

Recordem diversos conceptes:

e O c C és obert si Va e Q hi har >0 amb D,(a) < 2, on D,(a) denota el disc obert
Dr(a) ={z€C:|z—a| <r}.

e [ és tancat < C\F és obert < F és tancat per successions (és a dir, si z, € F amb
zp — z, aleshores z € F).

Sigui 2 < C un obert. Una funcid de variable compleza és
f:Q—-C.
Podem posar f(z) = u(z) + iv(z), on denotem
u = Re f; v = Im f.

Donat z € Q1w € C tals que w = f(z), aleshores diem que w és la imatge de z per f. El
conjunt Q és el domini de definicié de f. Si B < Q, f(B) c C és la seva imatge, és a dir

f(B) ={we C:3ze B tal que f(z) = w}.
Si prenem B = Q, diem que f(Q2) és el rang o recorregut de f.

Exemple 2.1. Si f(z) = iz amb domini C, la imatge de R < C és f(R) = iR = {iy : y € R}.
En general, f actua com una rotacié de 90° al voltant de I'origen en sentit antihorari. ¢

!Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, Diiren, 1805-1859, https://ca.wikipedia.org/wiki/Johann_
Peter_Gustav_Lejeune_Dirichlet
2Niels Henrik Abel, Finngy, 1802-1829, https://ca.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
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2. Funcions de variable complexa

Definicié 2.2 (Limit d’una funcié en un punt). Diem que lim,_,, f(z) = ¢ si i només si
per a tot € > 0 existeix § > 0 (que pot dependre d’a) de manera que per a tot z € Q,

O<|z—al<d = |f(z) /| <e. .

Definicié 2.3 (Continuitat). Una funcié f: Q — C és continua en € si és continua en tot
punt a € €.
f és continua en a < lim f(z) = f(a).
zZ—a

Es compleix que f és continua en a si i només si Re f i Im f sén continues en a, i també si
i només si, per a tota successi6 {z,} amb z, — a se satisfa que f(z,) — f(a). .

Exemple 2.4. Els polinomis en z i Z sén continus. També e* és continua en tot punt de

C. %

Adverteéencia 2.5. Arg z és continua en C\(—0,0] i NO és continua en (—o0,0].
En efecte, si ens acostem a la semirecta (—o0,0) per dalt, llavors Arg z — 7. En canvi,
si ens hi acostem per baix, tendeix a —m, de manera que si a € (—0, 0], llavors

no existeix  lim Arg z. .
z—a

Figura 2.1.: A lesquerra, una coloracié del pla complexr amb la graella de coordenades
cartesianes enteres, mentre que a la dreta, la graella marca els cercles de modul
ek, ke Z, i els eixos real i imaginari. Per la coloracid, s’escull el color en funcié
de I'angle i la saturacié en funcié del logaritme del modul (empallideix amb
moduls grans). Dibuixem des de —6 — 64 fins a 6 + 6i. Aqui, i al llarg dels
apunts, quan dibuixem en aquest domini, direm que dibuixem en 6Q, i quan
dibuixem en —2 — 27 fins a 2 + 24 direm que és en 20Q.
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2. Funcions de variable complexa

Comentari 2.6 (Dibuixar una funcié complexa). Recordem que per dibuixar una funcid,
entenem representar el conjunt

graf f == {(z,w) € C?: f(2) = w}.

Si f: R — R es pot fer en el pla, perd per una funcié complexa necessitem quatre
dimensions reals per fer aquesta representacié. Dificilment podem arreglar-ho amb una
bona, perspectiva com solem fer amb les funcions de R? en R. Coses que podem fer:

e Estudiar la imatge de conjunts especials {x = ¢}, {y = ¢}, {r = ¢} o {6 = ¢}, vegeu la

figura 2.2.
147
i
ﬂ 1S
75,81' ]
z
* .
< 1
<] B
o
4

Figura 2.2.: Representacié de la funcié exponencial. Representem ’accié en bandes horit-
zontals i verticals i en rectangles parallels als eixos. Notem que té periode
2kmi, i que bandes horitzontals d’amplada + van a sectors d’obertura +.

e Dibuixar (z,y) — |f(z,y)|i (z,y) — Arg (f(z,y)), o bé (2,y) — Re f(z,y) i (z,y) —
Im f(z,y).

e Fer un grafic de colors (complex_plot). Es tracta d’assignar un color a cada pixel w
(figura 2.1) i aleshores pintem el punt z en funcié del color de w = f(z), vegeu les
figures 2.3, 2.4 1 2.5. o

Exemple 2.7 (La funcié exponencial). Comencem amb les imatges de rectes verticals:
sabem que a C, la funcié exponencial complexa és 2mi-periodica. Per tant, el que passi en
una banda horitzontal d’amplada 27, passa en qualsevol altra.

Donat que per la férmula d’Euler, e* = e**% = ¢%(cosy + isiny), es compleix que si y
varia de 0 a 27, €Y dona una volta al cercle unitat T. Per tant, la imatge de tot segment
vertical de longitud 27 i part real xg es transforma en un cercle al voltant del zero de radi
eo,

Anem a veure en que es transformen les rectes horitzontals. Recordem que ’exponencial

real envia homeomorficament R en la semirecta (0,00). Per tant, si fixem yp € R i
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2. Funcions de variable complexa

NRN |

Figura 2.3.: Grafic de colors de la funcié exponencial en coordenades cartesianes i polars en
69, vegeu la figura 2.1. A la imatge superior esquerra, la graella correspon als
punts d’imatge amb una coordenada entera (vegeu la figura superior dreta), és
a dir, sén corbes de nivell de les parts real i imaginaria. A la imatge inferior
esquerra, correspon als d’imatge en els eixos o bé en els cercles de radi e*
(corbes de nivell del modul i dels arguments multiples de 7/2). Es tracta
doncs de la preimatge de les graelles representades a la figura 2.1 per la funcié
exponencial. Observem, per exemple, que cada rectangle petit de la figura
inferior esquerra és enviat a un quadrant d’un anell centrat a I'origen que té
per radis interior i exterior dues potencies consecutives de e. En properes
imatges obviarem la figura de la dreta.

considerem els punts de la forma z = x + iyp, amb =z € R, es compleix que els punts
e* = e%e™0 cobreixen la semirecta {e%e'° : x € R}. Vegeu les figures 2.2 i 2.3. O

Comentari 2.8 (Poteéncies). Les poténcies d’exponent natural sén funcions n a 1, és a dir,
que cada imatge té n preimatges (llevat de l'origen). La funcié 22, per exemple, fa que els
moduls menors que 1 decreixin, els majors a 1 creixin i la imatge d’una circumferencia
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2. Funcions de variable complexa

centrada a l'origen doni tres voltes entorn de l'origen, vegeu la figura 2.4. o

Figura 2.4.: Representem el polinomi 2% en 2Q en cartesianes i polars. Notem que si w # 0,
aleshores té tres arrels ctibiques, que sén els vertexs d’un triangle equilater
centrat a Dorigen. A la imatge, arrels cibiques de w = 5e'1z.

Exercicis

2.1.1. Escriure les segiients funcions de la forma u(z,y) + iv(x,y).

a) f(z) =1/z, b) g(z) — 22243 ¢) h(z) = €% + e P

|z — 1]’

2.1.2. Trobeu el rang de
a) f(2) = 22 si z esta en el primer quadrant,
b) g(z) =1/z per 0 < |z| < 1,

c) h(z) = —223 per z tal que 0 < |z| < 1 i Argz < /2. q

2.1.3. Digueu on son continues les segiients funcions

) 1 ) 3z—1
a) —— c) ——m—
z—2+ 33 2242447
iz3 4+ 2z
b) 211 d) 22(22* =32+ 1)72 q

2.1.4. Proveu que la inversid w = f(z) = 1/z transforma
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2. Funcions de variable complexa

Figura 2.5.: Dibuixem la funcié f(z) = 22 4+ 1 en el mateix domini que abans (des de
—2 — 2¢ fins a 2 + 2i). Notem que a +i, la funcié val zero.

a) el cercle |z| =1 en el cercle |w| = 1/r,

b) el raig Argz = 0y, —7 < 0y < 7, en el raig Argw = —0y,

c) el cercle |z — 1] = 1 a la linia vertical x = 1/2. <
2.1.5. Trobeu una funcid afi que transformi el cercle |z| < 1 en el cercle |lw — wo| < R
de manera que els centres es corresponguin i el diametre horitzontal es transformi en el
diametre que forma un angle o amb [’eix real. <
2.1.6. Per l’exzponencial f(z) = €*:

a) Descriviu-ne el domini i el rang.

b) Proveu que f(—z) =1/f(z2).

¢) Descriviu la imatge de Rez = 1.

d) Descriviu la imatge de Im z = 7/4.

e) Descriviu la imatge de la banda 0 < Im z < 7/4. q

2.1.7. La funcié de Jukovski® és w = J(z) = % (z + %), vegeu la figura 3.7. Proveu que

a) J(z) = J(1/z2),

b) J porta el cercle unitat |z| =1 a Uinterval real [—1,1],

3Nikolai Jukovski, Orekhovo, 1847-1921, https://ca.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Jukovski
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2. Funcions de variable complexa

c) J porta el cercle |z| =7 (r>0,% 1) a lellipse i

2 (r+3)]
els focus a +1. <

2.1.8. Fent servir la comanda contour_plot de Sage dibuizeu les corbes de nivell de u @
vsif=u+1iv és

a) z, d) sin(z), g) €%,
1 1
b) 22, e) 1/z, h) por + PR
¢) log(2), f) 1/22, i) log(z — 1) + log(z + 1). «

2.2. Funcions multivaluades: logaritmes i arguments

Ja hem vist que hi ha funcions com ara I'argument que prenen multiples valors:
. -3 7w 57
arg(l): T 2 75)77"'

També és el cas de les arrels n-esimes:

= g + 2km.

1 argz 1 Argz . 2kmw
Vz = {|z]neZ n }: {]z\ne’ noe'n ke{0,--- ,n—l}}.
Definicié 2.9. Donada una funcié multivaluada en A, diem que una funcié f: B — C
n’és una branca continua (o determinacid) en B < A si f(z) és una eleccié d’entre les
diferents opcions de manera que aquesta eleccié sigui continua en B.

Comentari 2.10. En la definicié anterior, suposem implicitament que hi ha una distancia
en A, o bé, de manera més general, una topologia. Aixi podem parlar de continuitat de
funcions.

Per exemple, si A = {z € C: Re z > 0}, aleshores la funcié argument principal Argz és
una branca continua de 'argument en A. Qualsevol altra branca de 'argument f: A —> R
que escollim consistira en fixar un k € Z i tindrem f(z) = Arg z + 2km.

En canvi, si prenem A = {z € C: Rez < 0}, aleshores I’argument principal no és una
branca continua, ja que tindrem una discontinuitat al llarg de la semirecta {x € R : x < 0}.

SizeRiy >0, sabem que e = y si i només si x = Iny. Volem estudiar aquesta
equacio en C. Ja sabem que ’exponencial complexa és periodica i, per tant, no injectiva,
ja que e*2k™ — ¢% per a tot k € Z, vegeu la proposicié 1.45.

Recordem que per a cada z € C\{0} existeix un tnic 6 € (—m, 7] tal que

i z

2|’
que s’anomena argument principal, i es denota Arg(z). Aleshores

eln|z\+zArg (2) _ eln\z|ezArg (2) _ |Z|7 - 5

2|
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2. Funcions de variable complexa

Definicié 2.11. El logaritme principal de z € C\{0} es defineix com
Log (z) = In|z| 4+ iArg (2).

Per tant Log : C\{0} — {w e C: —7 < Imw < 7}. En general, un logaritme de z és un
nombre w € C amb eV = z. Escrivim log z per anomenar el conjunt de tots els logaritmes
de z.

1

Donat n € N, definim 1’arrel n-ésima com la funcié multivaluada {/z = en 1982,

Com hem vist a la proposicié 1.45, el logaritme és doncs
w =logz = Log z + 2kmi = In |z| + i Argz + 2kmi = In|z| + { argz; keZ.

En particular, a diferéencia del que passa a R, hi ha infinits logaritmes. Per distingir-los,
escriurem “In” pel logaritme neperia definit a la recta real, i “log” per la funcié multivaluada
del pla complex. Per altra banda, notem que ’arrel n-ésima pren n valors diferents.

Exemples 2.12. 1. logl = In|1| +i0 + 27ki = 27ki; ke Z.

2. log(—1) =Inl+ir + 27ki; ke Z. O

-

Figura 2.6.: A l'esquerra, la funcié logaritme principal Log en el domini C\(—o0,0]. A la
dreta, la branca log = Log + 274 en el mateix domini. Totes dues representaci-
ons amb la graella cartesiana de la imatge. Observem com les circumferencies
centrades a l'origen es transformen en rectes verticals. Veiem també com, en
el logaritme principal, en arribar als reals negatius des del segon quadrant,
trobem una discontinuitat que es podria evitar prenent la determinacié del
logaritme representada a la dreta (pagant el preu de trobar la discontinuitat
més endavant).
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Exemple 2.13. Log(l +4) = In|1 + | + iArg(1 + i) = Inv2 + Z%
Els altres logaritmes serien In V2 + i% + 2kmi. O

Observacié 2.14. Si considerem {2 ¢ C* i fixem una branca de I'argument A : ) — R,
llavors

L(z) ==1In|z| +iA(2)

també ens dona una branca del logaritme £ : Q — C. Si la primera és continua, la segona
també, ja que In |z| és continua a C*. En particular, com que 'argument principal Arg z és
continu en C\(—o0,0], deduim que Log z és continua en C\(—o0,0].

A la inversa, si £ : Q — C és una branca continua del logaritme en €, aleshores A = Im £
ens dona una determinacié de 'argument.

A més, en ambés casos podem definir la branca continua de 'arrel n-ésima S(z) = et

[ ]
De fet, tenim el segiient resultat:

Proposicié 2.15. Ezisteiz una branca continua de l'argument de z en C\r, on r és
qualsevol semirecta de C amb extrem en el 0.
Per tant, també hi ha una branca continua del logaritme (i de qualsevol arrel) de z en

C\r.

Demostracio. Posem
r={Re” : 0 < R < w}.

Escollim Az la branca de ’argument de z que pren valors en (6,6 + 27), i vegem que és
continua. Siguin z,,zp € C\r amb z, — z;. Volem veure que Az, — Azj. Suposem el
contrari. Llavors, substituint (si és necessari) la successié (z,) per una subsuccessié, podem
suposar que existeix € > 0 tal que per a tot n > 0, | Az, — Azy| > . Donat que la funcié
Az pren valors en un interval fitat, aplicant el teorema de Bolzano-Weierstrass®, podem
trobar una subsuccessié convergent. Es a dir, hi ha Zp,, amb

Az, — o # Az, a€ 6,0+ 2n].

(o # Azp, ja que per a tot n >0, | Az, — Az| > ¢ ).
Com que l'exponencial és continua, 4" — @ perd també

oiAzny, _ P 0 _ iAzo
[2n | |20l
Per tant
e = A0 o — Az = 2kn

per algun k € Z, i aix0 és absurd ('inica possibilitat és k = 0 i estem suposant que
a # Azp). L]

Proposicié 2.16. No hi ha cap branca continua de l’argument de z en JD.

“Karl Weierstrass, Ostenfelde, 1815-1897, https://ca.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass
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Demostracid. Suposem que n’hi ha una de continua, diguem-li A(z). Com que |z| = 1,
tenim que si z = €%,

et AZ) = é =z2=¢% = 3kyeZ: A(eie) = 0 + 2kgm.

Aleshores kg = (A(e?) — ) /27 és una funcié continua que pren valors enters i, per tant, és
constant. Es a dir, kg = k. Llavors

0+ 2km = A(e®) = A1) = A(e"*™) = 21 + 2k,
fet absurd. 0

Observacié 2.17 (Propietats del logaritme). (i) Si £ és una branca continua del loga-
ritme en €, aleshores e£(*) = z per z € Q. Ara bé, L(e*) = z no és cert en general,
donat que per a k € Z, e* = e*+2™ Diem, doncs, que £ és una inversa per la dreta
de I'exponencial en 2. Podem dir el mateix de les branques continues d’arguments i
arrels.

(ii) Per z1, 29 € C\{0}, com a conjunts de nimeros, tenim que
log(z1 22) = log z1 + log 2.

Ara bé, fixada una branca L£(z) del logaritme de z, pot passar que L(z122) #
L(z1) + L(z2) ja que la suma de dos arguments potser no pertany a la mateixa
branca. )

Exemple 2.18. Considerem els punts —1 — ¢, 1 — 4. Llavors
Log ((—1 —14)(1 —4)) = Log(—2) = In2 + iArg(—2) = In2 + mi.

D’altra banda,
. . 3m . T, .
Log (—=1 —1i) 4+ Log (1 — i) = (Inv2 — ZZ) + (Inv2 - Zz) =In2 — mi. O

Exercicis

2.2.1. Donada Uequacio de Cardano z3+pz+q = 0, comprova que si C' = (—g + % + g;) 3,
aleshores z1 = C' — % és solucio de la cubica. Les tres arrels s’obtenen canviant [’eleccio
de Uarrel cibica.

Tot sequit obre GeoGebra® i dibuiza els punts p = 1+i i q = 2+0i; defineiz w = —%—i—@i,
C mitjangant la férmula anterior, i zy = C — &5, 2o = wC — gt 1 23 = w?C — Threl
Escull tres colors diferents per z;, i activa la seva traca. Deizant q fizat i movent p,
per exemple, comprova que els tres punts son funcid de p, i es poden determinar com a

branques continues localment de manera continua, tot i que C presenta discontinuitats

®0 entra a https://www.geogebra.org/m/jbszj89u
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de salt que fan que els tres z; vagin permutant la seva posicid. Per exemple, pots fizar p
en la circumferéncia de radi 4 amb la instruccié p=Punt (Circumferéncia((0, 0), 4))
i observar que ocorre, i comparar amb el radi 2 o 3. Pots usar també la instruccio 1loc
geométric. Quantes voltes cal que faci p a aquesta circumferencia per tal que una arrel
doni la volta a lorigen de manera continua? <

2.2.2. Calculeu els possibles valors de

a) log(1), b) log(—1), c) log(1+ 1), d) log(1 —i/3), e) log(i). q
2.2.3. Escrivim cosz = (e* + e~ %)/2 i sinz = (e”* — e7%)/2i. Resoleu les equacions

a) e = 2i, ¢) e +ef+1=0, e) cosz = sin z.

b) Log(z* — 1) = in/2, d) cosz = 2i,

2.2.4. Determinar explicitament la inversa de q(z) = 2e* + ¥ en funcié de logaritmes.
Resoldre q(z) = 3, trobant totes les solucions.

2.2.5. Doneu exemples que mostrin la falsedat de la igualtat Log (a - b) = Loga + Logb.
(Per exemple, a = b= —1—1). <

2.2.6. Sigui L una determinacid del logaritme en C\(—o0,0] tal que £(1) = 2mi. Proveu
que la funcid f(z) = L(z + 3) és continua en

D :={z€eC; Re(z) > —3}.
Quant val f(3i)? q

2.2.7. Una branca de 'argument A(z) (i la del logaritme L(z) corresponent, vegeu I’Ob-
servacid 2.14) queda fizada si donem i) el domini £ on esta definida ii) el valor de A(z)
(o de L(z)) d’un punt d’Q. Considereu els dominis:

Q1 =C\{re'™, r > 0}; 0y = C\ {rei”/4, r = 0} ;

Q3 =C\({ze[-1,0]} u{-1+1iy, ye[0,1.5]} u{x+ 1.5i, z€[-1,00)}).

Completeu la segiient taula.

91 Qo Q3
A1) =0 | A@G) = A1) = A(i) =
L(i) = L(i) = L(i) =
L£(2i) =
A(l) = =27 | A(i) = A1) = A(i) = .
L(i) = L(i) = L(i) =
L(2i) =
A(D) = =5 | A1) A(1) A(1)
L(1) L(1) L(1) =
£(2i)
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2.2.8. Estudieu si existeix alguna determinacio del logaritme en els conjunts segiients 1
determineu els possibles conjunts imatge:

a) {ze C|Re z >0}, b) {zeC|Re z>1Im 2z}, ¢){zeC|l<]z|<2}. <«

2.2.9. Feu un esbds del domini Q = {z € C* : z # T2 per z € R}. Sigui A: Q — R una
determinacio de 'argument en aquest domini i L la determinacio del logaritme associada.
Suposant que A(i) = ==, determineu A(—i) i L(e>/?). q

2.2.10. Siguin ho(z), h1(z) @ ha(z) les determinacions de l'arrel cibica en @ = C\(—o0, 0]
(és a dir, funcions continues que satisfan que hj(z)> = z en Q) tals que ho(1) = 1,
hi(1) = e2™/3 § hy(1) = e*i/3,

i) Descriviu h;(2) per j =0,1,2.

ii) Per j = 0,1,2 relacioneu h;j amb Log i Arg (on Log i Arg denoten les branques
principals del logaritme i de ’argument respectivament).

iii) Usant les relacions anteriors, trobeu el valor de h;(i), per j = 0,1, 2. <

2.3. Potencies complexes

Definicié 2.19 (Poténcies complexes). Sigui z € C amb z # 0ia € C. Sabem que z = e£(?)

per a qualsevol branca del logaritme £ i, per tant, per a n € Z, 2" = (e£())" = ¢n£(?)

=e .
Llavors definim

20 . palogz _ ea(ln|z\+1argz) _ ea(Longerﬂz)' .

Adverténcia 2.20. L’anterior definici6 és un abus de notacié en tota regla, i no I'aplicarem
mai quan a la base escrivim el nombre e: sempre parlem de
a _ eRe aezlma

(&

ino de
e £ ealoge _ ea(1+2km)’

la desigualtat sent certa sempre que a ¢ Z. Notem que aquesta definicid seria, en el fons,
circular! .

A priori, la potencia z% pren infinits valors com arg z. Per exemple, donat que logi =
Inl+i(5 + 2km) = i(5 + 2kn),

Z-i _ eilogi _ ei(i(%+2k7r)) _ e—(g-‘erJﬂ'); keZ,
que pren infinits valors reals.

Hi ha casos en qué pren un nombre finit de valors, com /4 que pren 4 valors.
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Observacié 2.21. De fet es pot comprovar que si z,a € C1i z # 0,
e Sia € Q aleshores 2% = e®°82¢2kma pren un nombre finit de valors.

e El valor és tnic si i només si a € Z (és a dir, no depen de la branca del logaritme

escollit). En aquest cas tenim una potencia natural de z o de 2z~ 1.

e Sia=p/geQ, amb ¢ > 01imecd(p,q) = 1, aleshores zP/9 pren exactament ¢ valors.

2mika °

e Si a no és racional, z? té infinits valors que difereixen en un factor e

a+b

Observacié 2.22. Comparem z%z® amb 2%, En 1’observacié assumim en general que

a,b,c e C i que les bases sén no nulles.
b _ +b)L +2mi(ka+3jb .
o 2050 = elatb)logz+2mi(katib) on | je 7,
b b)L 27 b
o 20tb = platb)logzt2mim(a+b) o € 7,

+b

Per tant, com a conjunts, 24+ < 292, amb igualtat quan a € Z o b € Z.

Analogament
° (Za)b _ 6abLogz-&-27ri(lm+j)b7 onk,jeZ,

ab _ eabLog z+2mimab

* 2 ,onmEeEZ,

i tenim que 2% < (2%)°, amb igualtat quan b € Z.
En canvi, com a conjunts de valors, si que és cert que

(ab)c _ 6clog;(ab) _ ec(loga+logb) — a°b°.

Exercicis

2.3.1. Trobeu l'error en el segiient raonament de Bernoulli: (—z)% = 22, llavors 2log(—z) =
2log z. Per tant, log(—z) = log(z). 4

2.3.2. Calculeu els possibles valors de

a) it, b) (V3+i)t ) 27, d) (i%), e) (i%)2. <
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2.4. Determinacions de logaritmes i arrels de funcions

Recordem que L és una branca o determinacié del logaritme de z en 2 si £ és continua en
Qi

£ = 4 Vz e Q.

Definim una determinacié del logaritme (respectivament ’argument i I’arrel n-ésima) d’una

funcié continua f com una branca continua de log(f) (respectivament, arg(f) i {/f). La
definicié que segueix és una manera equivalent d’escriure-ho:

Definicié 2.23. Sigui X espai metric (normalment X = Q < C obert o X = [a,b] un
interval). Sigui f: X — C\{0} continua. Una determinacié del logaritme de f en X és
una funcié Ly : X — C continua tal que

L1 — f(a) Vo e X.
Diem que Ay és una determinacié de I'argument de f en X si Ay és continua en X i
f@) = |f(x)| e vreX.

Diem que Sy és una determinaci6 de I'arrel n-ésima de f en X, {/f, si Sy és continua en
Xi
Se(x)" = f(x) Vo e X. .

Observacié 2.24. Si tenim una determinacié Ay de 'argument de f, llavors també tenim
una determinaci6 del logaritme de f definint

Ly(x)=1In|f(z)] +iAs(x).

També, si L és una determinacié del logaritme de f, llavors Im L és una determinacié
de l'argument de f. Resumint, hi ha determinacié del logaritme si i només si, hi ha
determinacié de ’argument. o

Exemple 2.25. Si X = C\{0} i f(z) = z, llavors no existeix cap determinacié de
log f(2) = logz en X. (Varem veure que no hi ha cap argument continu en JD). O

Exemple 2.26. Si X = [0,1] i f(z) = €', llavors L(z) = 4mix és una determinacié de
log f en X (altres serien i(4mwx + 2km)). O

Observacié 2.27. (i) Si hi ha una determinacié £y del logaritme de f, aleshores hi ha
determinacié de {/f.

1

Simplement definim Sy(x) = entr@),
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(ii) Pot existir una determinacié de l’arrel n-¢sima {/f, encara que no n’hi hagi cap del
logaritme.

Per exemple, sigui f(z) = 2" per z € C\{0} =: Q. La funcié Sf(z) = z és una
determinacié de {/f en Q (ja que S¢(2)™ = f(z)). Pero la funcié f no té determinacié
del logaritme en €.

Efectivament, suposem que existeix una determinaci6 del logaritme de f, que ano-
menem L i arribarem a una contradiccié: definim ¢(t) = 2™, ¢ € [0,1]. Llavors
ho(t) = 2mint i hq(t) = Lf(p(t)) sén determinacions del logaritme de la funcié ¢™ en
[0,1]. En efecte,

6h1(t) _ eﬁf(ap(t)) _ eﬁf(ez’”t) _ f(€27rit) _ (627rit)n _ (@(t))n,

i, d’altra banda,

eho(t) _ eQm‘nt _ go(t)n.
Per tant, per a tot t € [0,1], e"®) = M) de manera que existeix k € Z tal que
h1 = hg + 2kmi, vegeu la proposicié 2.29.

A més a més, com que ¢(0) = 2™ = 2™ = ¢(1), es compleix que
h1(0) = Ly(¢(0)) = Ly(p(1)) = ha(1).
Pero,

0 = h1(0) — hi(1) = ho(0) + 2mik — (ho(1) + 2mik) = 2min - 0 — 2min - 1 # 0.

(iii) Si existeix una determinacié £ del logaritme de z en la imatge f({2), aleshores hi ha
determinacié del logaritme de f en 2.

Simplement, definim L¢(2) = L(f(2)).

Ara bé, el reciproc no és cert. Pot existir determinacié del logaritme de f en (),
encara que no hi hagi cap logaritme continu de z en f(£2). N’hi ha prou amb prendre
f(z) =¢€* Lf(z) =2, Q=C, f(Q) = C*, vegeu 'exemple 2.28. .

Exemple 2.28. Sigui v : [a,b] — JD continua i wy € C tal que e*° = v(a). Llavors
existeix una tnica determinacié del logaritme de v, L., tal que £,(a) = wg. Es demostra a
la proposicié 5.1. En canvi, no hi ha determinacié del logaritme de 0D, vegeu la proposicié
2.16. O

Proposicié 2.29. Sigui X espai métric connex, i f : X — C\{0} continua. Si L1 i Lo
son dues determinacions del logaritme de f en X, llavors

Li(z) = Lo(x) + 27kt re X

per un cert k € 7.
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Demostracié. Per x € X, tenim que
1@ — f(z) =2 = A, e Z: L1(2) — Lo(x) = 2kymi

Com que L1 i Lo sén continues en X, aleshores la funcié k : X — Z definida per

_ . _ Lai(x) = Ly(x)
k(z) == kz_%

és continua en X. Com que X és connex, llavors k(X ) és un connex de Z i, per tant, és un
punt, de manera que k(x) = k per a tot x € X. O

Exercicis

2.4.1. Sigui X un espai topologic connex. Demostreu que si S 1 So son dues determinacions
de l'arrel n-ésima de f : X — C\{0} llavors ezisteix una arrel n-ésima de la unitat ¢ tal
que Sa(x) = (- S1(x), per a tot x € X. a

2.4.2. Determineu els dominis de continuitat (és a dir l’obert mazimal on una funcid és
continua) de les funcions €=, €'/%, 1/e%, 1/(e* — 1), de la branca principal de /1 — z i de
la branca principal de /1 + 7. <

2.4.3. Donar una determinacié de f(z) que sigui continua a la regid D donada.

W) fi() = (212 D= {zeC:]o| < 1),

b) fa(z) = (* +4)"?, D =C\{iye C: |y| <2},

&) fs(x) = (=~ )2, D= {zeC: |2 > 1},

d) falz) = (*—1)3, D= {zeC:|2| > 1}. .

2.5. Series de potencies de nombres complexos

Una série de poténcies de nombres complexos és una expressié de la forma
n
Z CLn(Z - b) )
n=0

on {a,} és una successié6 de nombres complexos i b € C.
Per tal d’estudiar series de poténcies de nombres complexos, primer ens cal recordar
diversos conceptes i resultats.

Definicié 2.30 (Convergencia uniforme). Diem que f,, — f uniformement en A si
sup | (=) — £(2)] = 0.
z€A

Dit d’una altra manera, per tot € > 0 existeix n. € N tal que per tot n > n. itot z € A es
té | fn(2) — f(2)| < e. També, una serie de funcions »; _ f, convergeix uniformement en
A si la successi6 Y, _ fi convergeix uniformement en A. .
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Observacié 2.31. Recordem que una successié {f,} és uniformement convergent si i
només si és uniformement de Cauchy, i el mateix passa per una série Y, gx. Es a dir, que
per tot € > 0 existeix un ng € N tal que per tot m = n = ny tenim que

> gk(2)

k=n

sup | fn(2) = fm(2)| <e, 1 sup < € respectivament.

zeA zEA

Recordem que si, a més a més, f,, son continues, aleshores el seu limit uniforme és una
funcié continua. .

Teorema 2.32 (Criteri M de Weierstrass). Si tenim una série de funcions ), fn, on
fn i A— C, de manera que |fn(2)| < My per a tot z€ A, amb Y, M, < w©, aleshores la
série Y, fn convergeir absolutament i uniforme en A.

Demostracio. Es una aplicacié immediata de I'observacié 2.31. O

Teorema 2.33 (Cauchy-Hadamard®). Sigui >}, ~ an(z—b)" série de poténcies de nombres
complexos. Llavors existeiz un unic R € [0, 40| de manera que

(a) La série convergeix absolutament per a tot z € C amb |z — b| < R.
(b) Per ze C amb |z —b| > R, la série és divergent.
(c) Si0<r <R, la série convergeix absolutament i uniforme en |z —b| < r.
A més, es té
% = lim sup W.
R s’anomena radi de convergencia de la série de poténcies.

Observacié 2.34. Cal entendre bé el significat de convergencia uniforme en el teorema
anterior. Dir que per tot r < R hi ha convergéncia uniforme en D, (b) no significa que
hi hagi convergencia uniforme en el disc de convergencia Dg(b). El que significa és que
per tot € > 01 tot 0 < r < R existeix n., tal que per tot n > n., i tot z € D,(b) es

té |f(2) — Yp_oar(z — b)¥| < e. Pot passar que n., LindiN o0, de manera que no podem
esperar convergencia uniforme en tot el disc de convergencia.

Dit d’una altra manera, la velocitat de convergencia sol empitjorar a mesura que ens
apropem a la vora del disc Dg(b). Un exemple paradigmatic d’aquest comportament és la
funcié fn(x) = 2™, que convergeix a zero a l'interval [0,1) de manera uniforme en [0, r]
per r < 1, tot i que supgc - |fn(z) — 0] = 1.

Notem també que la funcié limit, diguem-ne S(z) = >, - an(z — b)", és continua en
D, (b) per tot » < R (vegeu l'observacié 2.31) i, per tant, és continua en Dp(b). .

Abans de demostrar el teorema, vegem alguns exemples.

5Jacques Hadamard, Versalles, 1865-1963, https://ca.wikipedia.org/wiki/Jacques_Hadamard
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2. Funcions de variable complexa

Exemples 2.35. 1. El radi de convergencia de la seérie de potencies Y, 2" és R = 1.
Aqui aprofitem per recordar que, si 0 < r < 1, llavors Z;O:o r’ = 1—; De la mateixa
manera, també tenim que

1
Eznzli, 2| < 1.
n>0 - F

Aquesta identitat és molt 1util per calcular el valor de la suma d’algunes series de
potencies.

2. Calculem el radi de convergencia de la serie de potencies
R
n=0

Tenim 1
B= limsup V2" = 2.

Per tant, el radi de convergencia és R = 1/2, de manera que la série convergeix si
|z| < 1/2 1 és divergent si |z| > 1/2.

3. El radi de convergencia de la serie de potencies >, -, n"z" és R = 0. O

Prova del teorema. Clarament (c) implica (a), de manera que només ens cal demostrar (c)
i(b).
(¢) Si R = 0 no hi ha res a demostrar. En cas contrari, prenem p amb |z —b| <r < p < R.

Llavors 1 1
— > — = limsup {/|a,| = inf sup {/|a,]|.
R k nzk

p
Per tant, existeix un k € N de manera que

1
Van| < —, n=k.
P

Per veure la convergencia uniforme en |z — b| < r, aplicarem el criteri M de Weierstrass.
Tenim que

|an(z —b)"| < (;) , lz—b<7r; n>=k.

n
Com que r/p < 1, la serie ), <%) és convergent, de manera que pel criteri M de
Weierstrass, la nostra série de poteéncies convergeix absolutament i uniforme en |z — b| < 7.
(b) Sigui z € C amb |z — b| > R. Prenem p > R amb |z — b| > p. Tenim que
1

1
—< = =1 L .
> <R imsup {/|ay|

De la definicié de limit superior, veiem que hi ha infinits nj, de manera que "§/|a,,| > 1/p.
Aleshores

z — b|™

N |

|ank(z —b) | > 710% > 1,

de manera que la serie és divergent ja que el terme general no tendeix a zero. O
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Com veiem, el calcul del radi de convergencia R ens determina tota la regié de convergencia
de la serie (un disc obert de radi R, d’aqui que R s’anomeni radi de convergencia), excepte
els punts z amb |z — b| = R, és a dir, els punts de la frontera del disc de convergencia. Per
aquests punts, la série tant pot ser convergent com divergent, i s’ha d’estudiar a part (ho
farem més endavant).

Exercicis

2.5.1. Considereu la série de poténcies S(z) == > _qan(z —i)". Digueu si son certes les
segiients afirmacions.

a) S(z) pot ser divergent en z = 0 i convergent en z = —i simultaniament.
b) S(z) pot ser convergent en z =1+1i i en z = 2 + i simultaniament.
c) St S(z) és convergent en z = 1 + i, aleshores també ho és en z = 2i.

d) Si S(z) és divergent en z = 2i, aleshores també ho és en z = 2 + i. q

2.5.2. Sigui f(z) = anz" una série convergent en el disc D = Dg(0). Demostreu que

i8

0

27 ) d9 0
/ [Fre®)? 5= X lanlr™,si 0<r<R. ;
0 0 n=0

Q0 0
2.5.3. Sigui S1(2) = X anz"™ i S2(2) = 3 anz™!. Demostreu que Si és convergent en z
n=1 n=1

si i només si ho és Sa. En cas afirmatiu, tenim que S1(z) = 252(2).

2.6. Calcul del radi de convergéencia

Pel criteri del quocient, observacié 1.26, podem obtenir una altra manera de calcular el
radi de convergencia d’una serie de potencies, que en alguns casos pot ser més convenient
que aplicar el criteri de I’arrel.

Lema 2.36 (Criteri del quocient). Podem calcular el radi de convergéncia de la série de

poteéncies
Z an(z —0)"
n=0
amb la féormula
R — tim 1%
n |an+1|

sempre que aquest limit existeii.
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Exemples 2.37. Calculem el radi de convergencia R de les segiients series de potencies:

(1) Z nz". Apliquem el criteri del quocient. Tenim que

n=1

R = lim
n n+1

=1.

n

(2) E 7( j_ ik Aplicant el criteri del quocient, tenim que
n !
n=1

o 1/(n+1)! o
R—hﬁnm—hrrln

|
(n+2)t_ lim(n + 2) = +c0.

(n+1)! n

El criteri del quocient sol ser més simple per fer els calculs, especialment quan apareixen
factorials. O

Adverténcia 2.38. El fet que existeixi el limit superior

) a
lim sup

no implica que aquest coincideixi amb lim sup {/|a,|, vegeu I’Observacié 1.26. .

Exemple 2.39. Per tant, per calcular el radi de convergencia R de la serie de poténcies

Z n2n22n

n=1

no podem aplicar directament el criteri del quocient. Per tal de calcular R en aquest cas,
ho podem fer:

(i) Aplicant la definicié de R amb la férmula % = limsup {/|a,|. En el nostre cas, tenim
que ag, = n2" i a, val zero si n és senar. Llavors

1
= limsup 4/]a,| = lim %/|ag,| = lim X/n27 = V2 lim ¥/n = v/2,

de manera que R = 1//2.

(ii) Fent el canvi de variables w = z? obtenim la serie de poténcies D=1 n2"w". Apliquem
el criteri del quocient per calcular el radi de convergencia R’ d’aquesta nova serie:
n2"

1 n
R =lim———— = - 1i
" (n+1)2n+t 2 ot 1

=1/2.

Aleshores la série és convergent si |w| < 1/2 i divergent si |w| > 1/2. Es a dir, la nostra série
inicial és convergent si 22| < 1/2 < |z| < 1/4/2, i és divergent si |2%| > 1/2 < |z| > 1/4/2.
Aix{ també obtenim que R = 1/ V2. O
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2. Funcions de variable complexa

Exemple 2.40. Calculem el radi de convergencia R de la série de poteéncies lacunar”

e
n=1

Aqui no tenim cap canvi de variable que ens permeti aplicar el criteri del quocient. Aleshores
hem de fer servir la definicié )
B lim sup v/|an,]|.

Ara observem que a, sempre val zero excepte quan n = 2¥, que tenim que Gok = 2k,
Llavors

k
E—hmsup A/ |an| = lim sup \/|a2k —hm 2 k—hm2 2k =20 =1,

de manera que R = 1. O

Fins ara, només hem vist exemples de calcul quan els coeficients sén reals. No hi ha
diferéncia si els coeficients sén complexos, ja que sempre estem treballant amb el modul
dels coeficients.

Exemple 2.41. Calculem el radi de convergencia de la série de poténcies

0
1
Z - 2",
—nti
En aquest cas, tenim que a, = - + , de manera que |a,| = |n}ri‘ = \/n%“ Per tant
) a ) n+1)24+1
R—tim [l VPP EL o
Y R Y

Exemple 2.42. Per veure un altre exemple, calcularem el radi de convergencia R de la
serie de potencies
0
1—
Z ( ( Z)) N
el 1+2

En aquest cas, tenim que

n 1+4 n
ja que
1—4¢  (1—49) -2 ,
1+ 1412 2 ~ "
Llavors

de manera que

2
lan| lim\/1+n . (n+1) . o

ans1| 0 m (n+1)2+1

"https://en.wikipedia.org/wiki/Lacunary_function

R—l
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Exercicis

2.6.1. Calculeu el radi de convergéncia de les segiients séries de poténcies

a) inazn; aeR, f) i (22)”7
n=1

b) gl (n+1)(nni 2)"'2nzn7 g) ;1 ngnl_gnl) (Z 2) (n+1)’
(2 + 1) z"
7 2211( ;n) 7 / §0n+2”’

n=1 n=1
0 ) 0
e) S a”(z+1)" ac ), i) (1 (—1ymyne? :
n=0 n=0

2.7. Comportament a la frontera del disc de convergencia

Quan estudiem la convergéncia d’una serie de poteéncies de nombres complexos

Z an(z —b)",

n=0

amb radi de convergencia R, sabem que la serie convergeix per |z — b| < R, i que la serie
és divergent quan |z — b] > R. Que passa pels punts z amb |z — b| = R 7 Llavors pot
convergir o no. Per exemple, la seérie de potencies

>

n=1

té radi de convergencia R = 1. Per z = 1, la serie és divergent, i per z = —1 la serie és
alternada i, per tant, convergent (aqui quedaria estudiar els altres punts del cercle |z| = 1).
En la frontera del disc de convergeéncia, tenim que z — b = Re, aixi que la serie a

estudiar queda
Z anR"e"™.
n=0

Per tal d’estudiar la convergencia per t fixat, el primer que hem de fer és mirar si el terme
general tendeix a zero o no. Es a dir, mirem si

‘aaneznt

-0 quan n — 0.
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2. Funcions de variable complexa

En cas que no tendeixi a zero, llavors ja sabem que la serie és divergent. En cas que
tendeixi a zero, ens cal estudiar-ho millor.

Si no hem tret cap conclusié del primer pas, el segiient pas natural sol ser comprovar
si la serie decreix prou rapidament, de manera que tinguem convergencia absoluta a la
frontera, és a dir si

D lanR"| < +oo.

Aleshores pel criteri M de Weierstrass la serie convergeix uniformement i absoluta en el
disc tancat Dpg(b).

Si no es compleix cap de les dues situacions anteriors, és a dir, si la série no convergeix
absolutament en cap punt de la frontera del disc de convergencia perd no podem garantir
la divergencia arreu, aleshores ens caldra filar més prim.

Lema 2.43 (Férmula de sumacié per parts). Siguin {an}, {bn} successions de nombres
complexos, i posem A, = ag+ -+ + a,. Llavors

D agby = Apbpi1 — > Ag(besr — br).
k=0 k=0

Demostracié. Posant A_; = 0, tenim que

n n n n—1
Z apby = Z (A — Ap—1) by = Z Apby — Z Apbri1
k=0 k=0 k=0 k=0
= Z Ak(bk — bk+1) + Anbn+1. O

=
Il

0

Com a cas particular, estudiem les cues Z;n:n arbr amb m > n. En tal cas podem definir

g = Qpik, bp = by 1 A = Z?:o a; = Z;L:s aj. Aplicant la férmula de sumacié per

parts, tenim que

Y kb = Amnbmoni1 — Y Ar(brs1 — be).
k=0 k=0

Deduim doncs la segiient identitat:

D7 arby = Anmbmi1 + . Ang(br — bpa), (2.1)
k=n k=n

k
on ara Ay = Zj:n a;.

D’altra banda, notem que per tota constant A € C tenim que
m
Abp1 — Aby + Y A(by — 1) = 0.
k=n

Com que Ay = Z?:o aj = Ak + Ap—1 (per tot k > n), prenent A = A,,_;, de (2.1) en
deduim que

Z apby = Apbmi1 — Ap_1by + Z Ak(bk — bk+1). (2.2)
k=n k=n
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Teorema 2.44 (Criteri de Dirichlet-Abel uniforme). Siguin X,Y dos conjunts. Siguin
{an}n=1, una successié de funcions ap, : X — C i {by}n>1 una successié de funcions
by : Y — R . Suposeu que es verifica alguna de les segiients dues condicions:

1. (criteri de Dirichlet) Existeiz M > 0 pel qual

N
Z ak(‘r) < M7
k=1

per atotxe X i« N = 1.
La successio {bp}n>1 €s no negativa i decreix cap a 0 uniformement en Y (i.e.
bn+1(y) < bp(y) per a tot n >0 i per a totye Y, i b,(y) — 0 uniformement en Y ).

2. (criteri d’Abel) La série Y i an(z) convergeir uniformement en X.

La successio (by) és una successio monotona de funcions reals fitada uniformement
enY.

Aleshores, la seérie funcional Y| an(x)by(y) convergeiz uniformement en X x Y.

Demostracid. Demostrem el criteri de Dirichlet. Posem Sy, p(x,y) = D -, ax(x)bk(y), i
sigui € > 0. Pel criteri de Cauchy uniforme (vegeu 'observaci6 2.31), ens cal veure que hi
ha ng € N de manera que per a tot t € X, ye Y,

Per la versié (2.2) de la férmula de sumacié per parts (amb ag = 0), tenim que

|Snm (2, )| = ‘ i ak(l’)bk(y)’

k=n

= 2 A@)Br) = bia () + ()b (4) — Ans (@) (v)]
k=n

on Ag(x) = Z?Zl a;(x), que per hipotesi estan uniformement fitades per M.

Com que b, — 0 uniformement en Y, podem trobar ng € N, de manera que 2Mb,,,(y) < ¢
per a tot y € Y. Siguin m = n = ng. Donat que també es compleix que la successié {bx(y)}
és decreixent, i no-negativa, obtenim que per a tot x € X, ye Y,

|Snm (2, 9)] < MY [br(y) = brar ()] + M(Jbmr1(y)] + [ba(v)])
k=n

=M (i(bk(y) —bes1(y)  + (bmra(y) + bn(y))> = 2Mby,(y)
k=n
< 2Mby,(y) < €.

De manera similar es pot demostrar el criteri d’Abel, usant la férmula de sumacioé per
parts (2.1). O
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2. Funcions de variable complexa

Com a conseqiiencia del criteri d’Abel, tenim el segiient resultat que no demostrarem:

Teorema 2.45 (Teorema d’Abel). Si la série de poténcies Y o o an(z — b)" convergeix
uniformement en un conjunt A < C, llavors també convergeix uniformement en el con

C(Ab) =b+ | t(A=D).

0<t<1

En particular, si la série convergeix en zg amb |z9 — b| = R, llavors

lim Z anr™(zo — b)" = Z an(zo — b)".

r—1” n=0 n=0

Demostracio. Vegeu l'exercici 2.7.2 O

Exemple 2.46. Considerem la série de poténcies S(z) = >, %
Meétode 1: El radi de convergencia és R = 1. Vegem com és comporta en |z| = 1.
Clarament, la serie ), (i)n és convergent pel criteri de Dirichlet. Ara bé, el criteri de

Dirichlet ens serveix també per estudiar la convergencia de la serie ), %emt. Tenim que

&+

Zn] okt _ it (1—e™) _ et sin (')
1—eit sin(%)

)

k=1

on hem fet servir que
; it it it L4t .t
1—et =¢e2(e2 —¢'2) = —2i€'2 sin —
27

i de la mateixa manera,

; _4nt . ont
1 —e™ = —24¢'2 sin 5

. (n41)t
e 2

Com que =1, i|sin(%t)| < 1, obtenim

S 1 C
Zelkt <ﬁ<f SitE[E,Qﬂ'—E].
= [sin(3)[ el

Com que % N\, 0, aplicant el criteri de Dirichlet, obtenim que la serie

1. . .
Z —etmnt convergeix uniformement en [g, 27 — ¢].

n=1

O equivalentment, en tot arc I tancat del cercle unitat que no contingui a z = 1.

Per tant, aplicant el teorema d’Abel, la serie Z;O:l % és uniformement convergent en el
con {re’; 0 <r <1, te[e,2r —¢]}. Per Cauchy-Hadamard, també tenim convergencia
uniforme en D,.(0) sir < 11, per tant, en tenim a tot compacte contingut en D\{1} (sempre
el podrem recobrir per la unié d’un con i un disc de radi r < 1.).

Sit =0 ens queda la serie ) % que ja sabem que és divergent.
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Meétode 2: Treballem directament amb z € A — D. Volem caracteritzar els conjunts A
de manera que hi tinguem convergencia uniforme. Primer mirem que hi poguem aplicar el
criteri de Dirichlet. Si z = 1 la serie és divergent. Si ens situem a distancia major que €, és
a dir z € A, := D\D.(1), aleshores

que és uniforme en A; i en n. Com que % . 0, podem aplicar el criteri de Dirichlet i
concloem directament que S convergeix uniformement en A, i, per tant en tenim a tot
compacte contingut en D\{1}. Ens hem estalviat els teoremes d’Abel i Cauchy-Hadamard.

Més endavant (a I'exercici 3.4.5) veurem S(z) = —Log (1 — 2), aixi que quan z — 1 tenim
que |S(2)| = |In(|]1 — z|)| — o0, i no podrem tenir convergencia uniforme en cap conjunt
que s’acumuli en z = 1. Per tant, tot conjunt on hi hagi convergencia uniforme, de fet,
esta contingut en A, per € prou petit. O

Exercicis

2.7.1. Estudieu la convergencia de les segiients séries de poténcies:

0 on 0 z3n+1 0 n(z_i)nfl

%) ;17’ ¢) ;03n+1’ Z n; ST i
© o2 © (_1)(n+1)

Y oAy Er
= (n+1)(n+2) = n

2.7.2. Demostreu el criteri d’Abel i el teorema d’Abel. Indicacié: Vegeu [BC13, teorema
2.20] per un cas més general en regions no tangencials (angles de Stolz). <
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