4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

4.7. Teorema de Liouville i teorema fonamental de I’algebra

Teorema 4.30 (Teorema de Liouville). Tota funcid entera i fitada és constant.

Demostracio. Sigui z € C. Per a tot R > 0, tenim que Dgr(z) c Q2 =C1i f e H(C). Com
que |f(w)| < M per a tot w € C, aplicant les desigualtats de Cauchy amb n = 1, obtenim

1M
! <7—>0
et

quan R — o, ja que M no depén de R. Per tant f’(z) = 0 per a tot z € C, i f és
constant. O

Corollari 4.31. Si f és entera amb Re f = 0, llavors f és constant.

Demostracié. En efecte, considerem la funcié entera g(z) = e~7(*). Llavors

9(:)] = e < 0 =1

)

de manera que g és entera i fitada. Pel teorema de Liouville, g és constant. Com que g és
constant i ¢ = e~ no s’anul-la, derivant obtenim

0= g, = _f eif)
i per tant f/ = 0. Aix{ f és constant. O

El teorema fonamental de ’algebra ja havia aparegut al capitol inicial com una de
les grans motivacions per introduir els nombres complexos. Ara en podem donar una
demostracio curta i elegant a partir del teorema de Liouville, mostrant com una propietat
analitica de les funcions enteres implica un resultat algebraic fonamental.

Teorema 4.32 (Teorema fonamental de 1’algebra). Donat un polinomi (holomorf) no
constant P, existeir zg € C tal que P(zy) = 0.

Demostracié. Suposem que P(z) # 0 per a tot z € C. Aleshores la funcié f(z) = % és

entera. Si veiem que és fitada, aplicant el teorema de Liouville arribarem a contradiccié.
Si P(2) = apz™ 4+ an_12""' + - + a1z + ag, llavors

1

_ n Qp— ag
|P(2)| = |2|" |an + S Tt |t
quan |z| — +00, aixi que lim|;_,, [f(2)| = 0, fet que clarament implica que f és fitada.
Com que f és entera i fitada, pel teorema de Liouville, f ha de ser constant, de manera
que P és constant! O

Corollari 4.33. Tot polinomi de grau n té exactament n arrels complexes (comptant
multiplicitats).

Demostracio. Sabem que P té un zero, diem «ay. Llavors P(z) = (z — a1)Pi(2), on Py és
un polinomi de grau n — 1, que també té un zero si n > 2. Iterant aquest procés obtenim
el resultat. O
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Exercicis

4.7.1. Suposem que f és entera. Provar que si f(4)(z) és fitada en el pla llavors f és un
polinomi de grau 4 com a maxim. <

4.7.2. La funcié f(z) = 1/2% tendeiz a 0 quan z — o0 perd no és una funcié constant.
Contradiu aizo el teorema de Liouville? <

4.7.3. Sigui f una funcid entera. Per a |a| < R i [b] < R calculeu

) e
I‘/M_R CERCED

Useu el resultat per demostrar el teorema de Liouville. 4
4.7.4. Caracteritzeu les funcions enteres f tals que |f'(z)| < |z| per a tot z € C. <

4.7.5. Sigui f una funcio entera. Usant el teorema de Liouville proveu que
(a) Si|f| =1, llavors f és constant.
(b) SiRe f =0, llavors f és constant.
(¢c) Silm f <1, llavors f és constant. a
(d) SiRe f no té zeros, llavors f és constant.

4.7.6. Sigui f una funcid entera tal que |f(2)| < CeR?, per a tot z€ C, on C > 0 és una
constant. Qué es pot dir de f? <

4.7.7. Sigui f una funcid entera tal que |f'(2)| < |f(2)| per a tot z € C. Qué podem dir de
fe <

4.8. Teorema de Morera

El teorema de Morera es pot veure com una mena de reciproc del teorema de Cauchy-
Goursat: si una funcié continua té integrals nul-les sobre tots els triangles, aleshores
necessariament és holomorfa.

Teorema 4.34 (Teorema de Morera). Sigui Q < C un obert i f € C(2). Si per a tot
triangle T < ), es té

f(z)dz =0,
oT

llavors f és holomorfa en Q.
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Demostracio. Si resseguim la prova del teorema de Cauchy per un disc, veurem que hem
provat que si D < € és un disc obert, f € C(D) i fan = 0 per a tot triangle T' c D,
llavors f té primitiva holomorfa en D.

Fixem zp € €, i prenem r > 0 de manera que D,(z9) < €. Llavors f té primitiva F
holomorfa en D, (z), aix{ que f = F’ és holomorfa en 2. O

Corollari 4.35. Sigui Q < C un obert i f e C(Q) n H(Q\{p}). Llavors f € H(Q).

Demostracid. Pel teorema de Cauchy-Goursat, tenim que fan = 0 per a tot triangle
T < €, i aplicant el teorema de Morera, se segueix que f és holomorfa en ). O

Teorema 4.36 (Principi de reflexié de Schwarz®). Sigui Q un domini simétric respecte de
Ueix real, i anomenem Qy = Qn{Imz >0} i Q_ = Qn {Imz < 0}. Sigui g€ H(Q) tal
que per tot x € R 0 Q existeir g(x) := limg, 5., g(2) i g(x) € R. Aleshores la funcio

z

g stz €8y

(2)
()

zZ) sizef

sixeRNQ

f(z) =

x

K

—~

9
satisfa que f e H(Q).

Demostracié. Que f € C(£2) és un exercici (vegeu l'exercici 4.8.1). Per veure que f és
holomorfa n’hi ha prou amb veure que integra zero en triangles, en el sentit del teorema de
Morera.

Notem que f € H(Q_) per la regla de la cadena (vegeu 'observacié 3.25, el lema 3.24 i
Iexemple 3.18), ja que per z € _ tenim que

0f(2) = 0f(2) = 0g()(2) = 0g(2) - 1 = 0.

Per veure que la integral
/ f(z)dz=0
oTr

s’anulla en triangles que intersequin amb la recta real, n’hi ha prou amb veure que s’anulla
en rectangles continguts en 2_ U (2 " R) o en 24 U (2 N R) i amb un costat contingut
en la recta real, aixi com per triangles amb només un vértex sobre la recta real, vegeu la
figura 4.5. Ara, aquesta integral s’anulla en quadrilaters continguts en 2_ o en €2, per
I'holomorfia de f en aquests dos dominis (i de Cauchy-Goursat), i per pas al limit obtenim
el mateix per aquests casos. Deixem els detalls pel lector. ]

Teorema 4.37 (Teorema de Weierstrass). Sigui 2 = C un obert, i sigui { f,} una successid
de funcions de H(Q2) de manera que f, — f uniformement sobre els compactes d’SQ.
Llavors f € H(Q), i f], — f" uniformement sobre els compactes d’<Q.

8Karl Hermann Amandus Schwarz, Sobieszéw, 18431921, https://ca.wikipedia.org/wiki/Hermann_
Schwarz
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

\

Figura 4.5.: Per acabar la demostracié del principi de reflexié de Schwarz, només cal veure
que fw f(z)dz — fm f(z)dzi f%‘ |f(2)||dz| — 0 per j € {3,4} quan fem petita
la component vertical de vs.

Demostracié. Com que f, € H(Q) < C(Q) i f, — f uniformement sobre compactes, se
segueix que f € C(Q2). Llavors, pel teorema de Morera, per provar que f € H(f2), ens cal

veure que
/ f(2)dz=0
oT

per a tot triangle T' < . Fixem T < € triangle. Com que f,, — f uniformement en el
compacte 0T, podem passar el 1imit a fora de la integral en el calcul que segueix,

/ f(2)dz = / lim fr,(2)dz = lim [ f,(2)dz =0,
oT or "

nJor

ja que, en ser f, holomorfes en €2, aplicant el teorema de Cauchy-Goursat, tenim que

/ann(z)dz=0

Finalment, per veure que f’ = lim,, f], i que la convergencia és uniforme en compactes,

n’hi ha prou amb veure que ho és en K, = {z € Q : dist(z,9Q¢) = e} n D1(0) per € > 0.
Aleshores (sempre que K. # &), usem la féormula integral de Cauchy per a derivades amb
radi r = £/2, i obtenim

4.25 1
sup | (z0) — foz0)| L7 sup o
z0eK¢ 20€Ke T

/ f2) = 1n(2) fngz) dz| < }sup \f = ful =550,
|z—zo|=r (Z - ZO) TKp

suposant que € és prou petit (fa falta ja que quan z € 0D, (zp) tenim que |z| < |zo| + 7 <

% +5 < % i, per tant, z € K, si, per exemple € < 1). O
Exercicis
4.8.1. Demostreu la continuitat de f en el principi de reflexid de Schwarz. <

4.8.2. Sigui f(z) = 1/22. Comproveu que f7 f(z)dz =0 per a tot camd tancat vy que no
passi per 0, pero f no és analitica en 0. Contradiu aixo el corollari 4.35 del teorema de
Morera? a
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

4.8.3. (a) Sigui h una funcié continua a R amb suport compacte (és a dir, existeix
K < R compacte tal que h(z) =0 si x ¢ K) i sigui

H(z) =/Rh(t)e_itzdt

(quan ens restringim a z € R, H s’anomena transformada de Fourier de h; si prenem
iz en el lloc de z, H s’anomena transformada de Laplace’ bilateral de h). Proveu

que H és una funcié entera amb creixement exponencial: existeixen A,C > 0 tals
que |H(z)| < CeAlmal,

(b) Sigui h una funcié continua a [0,1]. Demostreu que la seva transformada de Hilbert?’

és analitica per a z € C\[0,1]. q

4.8.4. Sigui f holomorfa en un obert Q, i sigui zg € Q amb f'(29) # 0. Demostreu que hi
ha ro > 0 de manera que, per 0 < e < rg, es compleix la identitat

2mi dz
f/(ZO) - /|zz0|€ f(Z) - f(ZO)'

Indicacid: proveu primer que la funcio G definida per

{ O () .
z) =

z—20
fi(20) 81 z2=2

és holomorfa en Q. <

4.9. Derivacio sota el signe integral i formula integral de Cauchy
per derivades

Sigui Q < C un obert i f € H(2). Suposem que D,(a) < Q. Llavors, per la formula
integral de Cauchy, tenim que
1 f(2)

z0) = — dz zo —al < r.
f( 0) 271 ‘z_a|=TZ—ZO ’ | 0 |

També tenim la féormula integral de Cauchy per derivades.

n! /()
- S AC?
2mi |z—al|=r (Z - a)nJrl :

™ (a)

9Pierre-Simon  Laplace, Beaumont-en-Auge, 1749-1827,  https://ca.wikipedia.org/wiki/
Pierre-Simon_Laplace
David Hilbert, Kénigsberg, 1862-1943, https://ca.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Observem aqui una diferencia: podem aplicar la férmula integral de Cauchy per a tot
20 € Dy(a); 1 en canvi en la versi6 per derivades només tenim 1’enunciat per a zyp = a, que
és el centre del disc. Aixi doncs, una qiliestié que ens apareix de manera natural és si en la
férmula integral de Cauchy per derivades, també podem agafar zy € D, (a) igual que en la
férmula de Cauchy. La resposta és que si, i 'obtindrem com a conseqiiéncia del segiient
resultat, que té interes per si sol i que usarem per les demostracions de la teoria global de
Cauchy. Notem que la férmula integral de Cauchy per derivades no centrada també es pot
obtenir usant la férmula integral de Cauchy per derivades centrada i el teorema de Cauchy
en convexos, vegeu l'exercici 4.9.2.

Teorema 4.38 (Derivacié sota el signe d’integracid). Sigui Q@ < C un obert, sigui vy :
[a,b] — C un cami i sigui F : Q x v([a,b]) — C una funcié continua. Si F(-,z) és
holomorfa en Q per a cada z € v* == y([a, b]), llavors la funcié definida per

Y
f(w)z/F(w,z)dz, w € )
g

és holomorfa en Q0 amb

Abans de passar a la prova d’aquest teorema, apliquem-lo per provar la versié desitjada
de la féormula integral de Cauchy per derivades.

Corollari 4.39 (Férmula integral de Cauchy per derivades). Sigui Q < C un obert i
fe H(Q). Suposem que D,(a) < Q. Llavors, per n € N,
n! f(z)

f(") z20) = — — = dz, sempre que |zg —a| <.
( ) 2mi |z—a|=r (Z - Zo)n+1 | |

Demostracié. Suposem que D, (a) < . Llavors, com que f és holomorfa en , per la
férmula integral de Cauchy, tenim que

fw) = L 1@,

2T Z—w

z = / F(w,z)dz, w € Dy(a),
|z—al|="r

|z—al|="r

Flos) - L 10

27 (z —w)’

Passarem a aplicar el teorema de derivacié sota el signe integral amb = D,.(a) i la corba
y(t) = a+ e, t € [0,2r]. Tenim que v* = v([0,27]) = {z : |z —a| = r}. Com que
w € Dy(a) i |z —a| = r, llavors clarament F' és continua en D, (a) x v([0,27]), i també, per
z € ([0, 27]) fixat, la funcié F,(w) = F(w, z) és holomorfa en w. Aix{ doncs, aplicant el
teorema de derivacid sota el signe integral, se segueix que

, 1 z
fi(w) = /|Z_a|=T (f()2 dz, w € D,(a).

© 2mi zZ—w)
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Iterant aquesta formula, obtenim que

£ (w) = n!/za|_r(f(z)dz |lw—al| <r.

270 z—w)ntt

Per provar el teorema 4.38, és suficient demostrar el seglient cas particular.

Proposicié 4.40. Sigui Q < C un obert i F : Q x [a,b] — C continua. Si F(w,s) és
holomorfa en w per a tot s € [a,b], llavors la funcié

és holomorfa en Q0 amb

boF
/
w) = —(w, s)ds, we .
fw) = [ S ws)
Demostrem ara el teorema de derivacié sota el signe integral a partir de la proposicio
anterior.

Demostracié del teorema 4.38. Podem suposar que v és de classe C!. Llavors

A Flw,2)d: = [ " (w1 (s)) o (s)ds = / " G, 5) s,

on G(w,s) = F(w,v(s)) v (s) que és clarament continua en Q x [a,b] degut a la hipotesi
sobre F'. També G és holomorfa en w per a tot s € [a,b]. Per tant, aplicant la proposicid,
se segueix que f és holomorfa en 2 amb

b b
P = [ Stwsds = [ S (s ds = [ 5wz de m
a v

w a

Demostracio de la proposicio. Podem suposar a = 0i b = 1. Per n > 1, considerem la
suma finita de funcions

Com que, per hipotesi, les funcions F'(w, %) sén holomorfes en w i en tenim una suma
finita, se segueix que les funcions f,, sén holomorfes en ).

Per veure que f és holomorfa en €2, provarem que f, — f uniformement sobre els
compactes d’Q2, aixi que aplicant el teorema de Weierstrass (vegeu el teorema 4.37),
obtindrem que f € H(2), amb f'(w) = lim,, f] (w).
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Sigui K < ) compacte. Recordem que, si una funcié és continua en un compacte,
aleshores hi és uniformement continua. Per tant, en ser F' continua en el compacte
K x [0,1], donat € > 0, hi ha § > 0 de manera que

sup |F(w, s1) — F(w,sz)’ <e, si|s1—sa| <. (4.4)
weK

Observem que, com que + = % _ %

fn(): F<,>d
w ,;/k;l wn s

, tenim que

També

~—

flw) = /01 F(w,s)ds = Zi] /fl F(w,s)ds.

k=17 "%
Aleshores, sin >1/6iwe K,
n k k
)= f| = |3 [ (7 (0] - Fwn) s
k=17 "
n k k
< Z/c1 F w,n) — F(w,s)| ds
k=17 "%
Sk (k-1
<e ) (7 _ )) .
=\n n
on hem aplicat (4.4), ja que per s € [%1, %] Obtenim ’3 - %f < % < 0, ja que hem triat

n > 1/9. Per tant,

sup | fn(w) — f(w)| <e, n > 1/6,
weK

provant que f, — f uniformement en compactes d’ 2 i, per tant, f és holomorfa en 2 pel
teorema de Weierstrass.

Fixem ara w € Q i prenem r > 0 de manera que D,(w) < €. Per la férmula integral de
Cauchy per derivades (la versi6 on prenem el centre del disc, que ja tenim provada), tenim

que

Finalment, aplicant el teorema de Fubini obtenim

ja que com que fixat s € [0,1], la funcié Fy(w) = F(w,s) és holomorfa, per la férmula
integral de Cauchy per la derivada, tenim que

oF 1 Fy(2) 1 F(z,5)
aw (w’ 5) S(w) 2772 /|z—w|=7‘ (Z — w)2 o 27‘(‘2 /|Z—’UJ|=7‘ (Z - w)2 ©
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4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Per tal de justificar I’aplicacié del teorema de Fubini, cal provar que

i F
J::/ / M\dz! ds < o0.
0 27 |z—w|=r ’Z - 'U}|

Com que F és continua en Q2 x [0, 1], en particular és continua en el compacte 0D, (w) x [0, 1]
i, per tant, fitada en aquest compacte. Llavors hi ha una constant M > 0 de manera que
|F(z,s)] < M per a tot z amb |z —w| =r1itot s € [0,1]. Llavors

1 1 M 1
J—— / / IF(z,9)| |dz] ds < 2 / ords < oo, 0
2mr< Jo |z—w|=r 2mr= Jq

Exercicis

4.9.1. Avalueu, usant la formula de Cauchy per a les derivades
e sin(z) o
/ o=t (2= 1/2)2 / 2= (32 —2)* Z /0 e )

4.9.2. Demostreu la formula integral de Cauchy per derivades no centrada usant la formula
integral de Cauchy per derivades centrada i el teorema de Cauchy en convezxos.

4.10. Zeros de funcions holomorfes i principi de prolongacio
analitica

Tot seguit estudiem el conjunt de punts on una funcié holomorfa donada val zero, ’anomenat
conjunt de zeros de la funcié. Sigui < C un obert i f € H(2), i escrivim

Z(f) ={ze: f(2) = 0}.

Proposicié 4.41. Sigui Q < C un obert connex i f € H(S). Si existeix a € Q de manera
que f(a) = 0 per a tot n e N U {0}, llavors f = 0.

Demostracid. Sigui
Az{zeQ:f(")(z) =0 peratotneNuU{0}}.

Tenim que A és no buit ja que a € A. Vegem que A és relativament tancat en (2. Donada
una successié {by} € A amb by — b € Q, volem provar que b € A. Com que cada f (n) g
continua i bg € A, tenim que

£ (b) = f<">(1i]?1bk) = lim M)y =0 = beA.

112



4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Per tant A és tancat en 2. Vegem que A és obert. Sigui b € A. Com que tota funcid

holomorfa és localment una série de poténcies, podem trobar > 0 amb D, (b) i

n

O f(n)
flz)=> / ,(b) (z—=b)"=0, zeD(b).
n=0 :

Com que f(z) = 0 per a tot z € D,(b), se segueix que D, (b) c A aixi que A també és
obert.

Com que 2 és connex, i A és no buit, i obert i tancat en €2 a la vegada, se segueix que
A=Qif=0en Q. O

Teorema 4.42. Sigui Q < C un obert connex i f € H(2) amb f # 0. Per a tot zo € Z(f)
hi ha un tinic m € N (anomenat 'ordre o multiplicitat del zero zp) de manera que

f(z)=(z=20)"g(2), z€,
on g € H(Q) amb g(z) # 0.

Demostracio. Com que tota funcié holomorfa és localment una serie de potencies, podem

trobar r > 0 amb D, (zp) < Qi tal que
0
f(2)=Dlan(z—2)",  z€ D).
n=0

Sabem que ag = f(z9) = 0. Sigui m el minim nombre natural amb a,, # 0 (aquest minim

C o C . . (n) .
existeix per la proposicié anterior, ja que a, = fTEZO)) Tenim que

f(z) = Z an(z —20)" = (z — 20)" h(2), z € Dy(20),

nzm

amb

h(z) =am + am+1(z - ZO) + am-&-Q('Z - ZO>2 +oee = Z am+k(2 - ZO)kv S DT(ZO)
k=0

que és holomorfa en D, (zp) amb h(zp) # 0. Finalment, definint

f(z)

G si ze Q\{z0}

9(z) =

h(zo) si z =z,

tenim que lim,_,,, g(2) = am = h(z0) # 0, g és holomorfa en Q\{zp} i g és continua en zj i,
per tant, holomorfa en tot €2, vegeu el corollari 4.35. O

Exemple 4.43. Trobem la multiplicitat de z = 0 com a zero de la funcié

f(z) = 6sin(23) + 2 — 623,
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Tenim que
‘ 3,5 -
smz=z—§+§+(9(z ),
vegeu ’Observacié 3.3. Per tant,
9 15
. z z
sin(23) = 2% — 5 + = + 0%,

aixi que

6 15
f(z) = 6sin(23) + 27 — 623 = % + 0(2%)

i, per tant, z = 0 té ordre o multiplicitat 15, vegeu la figura ?77?.

Figura 4.6.: Representaci6 del zero d’ordre 15 de f(2) = 6sin(z3)+ 2% — 623, vegeu I’exemple
4.43.

Corollari 4.44. Sigui Q < C un obert connex i f € H(Q) amb f # 0. Llavors els zeros de
f son aillats.

Demostracid. Sigui zp € Z(f). Pel teorema anterior existeix m € N tal que f(z) =
(z —20)"g(z) amb g € H(2) i g(z0) # 0. Per continuitat, hi ha ¢ > 0 de manera que
g(z) # 0 per z € D.(z), aixi que f(2) # 0 si z € D.(29) amb z # 2. O

Recordem que zy és un punt d’acumulacié d’un conjunt A si hi ha una successié
(zn)n < A\{z0} amb z, — 2.

Teorema 4.45 (Principi de prolongacié analitica). Sigui Q2 < C un obert connex i f € H(S).
Si Z(f) té un punt d’acumulacid en Q, aleshores f =0 en .

Demostracio. Sigui zp € Q punt d’acumulacié de Z(f), és a dir, hi ha z, € Z(f) amb
zn — 20. Com que f és continua, llavors f(zg) = lim,, f(z,) = 0,1 20 € Z(f), pel que 2 és
un zero de f que no és aillat. Com que sabem que els zeros d’'una funcié holomorfa no
idéenticament nulla sén aillats, aixo implica que f = 0. O

114



4. Integrals de linia i teoria local de Cauchy

Corollari 4.46. Sigui 2 < C un obert connex i f : Q@ — C una funcié holomorfa, no
identicament zero. Llavors el conjunt de zeros de f és un conjunt finit o numerable.

Demostracié. Podem escriure Q = |J,, Ky, on K, == {z € C; d(2,C\Q) > 1} n D,(0).
Llavors, per a cada n, K, és compacte (tancat i fitat a C). Donat que f no és idénticament
zero, els zeros son aillats, i es compleix en particular que Z(f) n K, és finit (si no hi hauria
un punt d’acumulacid), aixi que

2(0) =) n K2

és finit o numerable en ser unié numerable de conjunts finits. O

Observacio6 4.47. En cas que f tingui un nimero infinit de zeros, aquests s’han d’acumular
a la frontera d’ Q. Si f és entera, llavors els zeros s’acumulen a {00}. Per exemple, els zeros
de f(z) =sinz sén kr per k € Z. .

El principi de prolongacié analitica s’aplica moltes vegades en la forma segiient:

Corollari 4.48 (Principi de prolongacié analitica, versié 2). Sigui @ < C un obert connex
i f,ge H(Q). Si{zeQ: f(z) =g(2)} té un punt d’acumulacié en ), aleshores f =g en
Q.

Demostracio. Apliquem el principi de prolongacié analitica a la funcié holomorfa h = f —g,
i obtenim el resultat, ja que Z(h) = {z€ Q: f(z) = g(2)}. O

En particular, si Q2 és connex i f,g € H(Q2) coincideixen en, per exemple, un obert, o bé
un arc, o una recta, o un cercle, o un segment; llavors f = g en €.

Exemple 4.49. Cerquem totes les funcions f € H(D) amb f(%) = n%ﬂ, per atot n e N
amb n > 1. Observem que

f(%) - n21—|—1 - n2(11+nlz) B <112)21+1(71L)2

Llavors la funcié g(z) = ﬁ% és holomorfa en D i compleix que g(1) = n%ﬂ, i deduim
que f,g € H(D) amb f(1) = g(2). Com que 2 — 0e D iD és connex, llavors aplicant el
principi de prolongacié analitica, obtenim que
52
= = - e D.
=9 = 1o 2
O
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Exercicis
4.10.1. Trobeu els zeros, amb l’ordre corresponent, de les segiients funcions:

2
+1 1 1
;_1, b) 2*sinz, c) St q

a)

4.10.2. Trobeu la multiplicitat de z = 0 com a zero de la funcid entera f(z) = 2 cosz> +
6
2> —2. 4

4.10.3. Trobeu tots els zeros de les segiients funcions holomorfes i calculeu-ne les seves
multiplicitats:

a) f(z) =22 - 1), c) f(z) = (Vz—2).

b) f(z) = (22— n?)z " sinz,
Aqui /- és la determinacié de l'arrel quadrada en C\(—0,0] que val =1 en z =1. <«

4.10.4. Sigui Q < C un domini. Demostreu que l’anell de funcions holomorfes H()) a
una regio ) és un domini d’integritat, és a dir, si f,g € H(2) amb fg =0 aleshores f =0
0g=0. <

4.10.5. Sigui {an}n una successid estrictament decreizent de nombres reals ay, € (0,1) i tal
que lim a, = 0. Sigui f una funcio holomorfa en D. Demostreu que:
n—a0

(a) Si f(an) € R per a tot n, aleshores f(z) = f(z) per a tot z € D.

(b) Si a més f(az,) = f(agn+1) per a tot n, aleshores f és constant. q

4.10.6. Trobeu totes les funcions holomorfes a D tals que:
(a) |f(1/n)| < 1/2", per a tot nombre natural n = 2.

(b) f(1/n) =In(1+n?) —3Inn per an > 1. q

4.10.7. Trobeu totes les funcions f holomorfes en el disc Do(0) tals que f(e'?) = 27 per
a tot 0 € [0,2m), i a més f(0) = 0. q

4.10.8. (a) Sigui f una funcié entera tal que ezisteizen constantsne N, C >0 i R >0
tals que |f(z)| < C|z|™, per a |z| = R. Demostreu que f és un polinomi de grau més petit
o igual que n.
(b) Deduiu que si f és una funcid entera amb lim |f(z)| = oo, llavors f és un polinomi.
—00

|2
Indicacié: Demostreu que f només té un nombre finit de zeros ai,...,a, (comptant
multiplicitats) i apliqueu Uapartat (a) a la funcic F = P/f, on P(2) = (z—a1) -+ (2 —ap).

<
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4.10.9. Sigui Q < C un domini (obert connex) tal que Q@ "R # &. Suposem que tenim
fig,he HQ) iu,v:Q — R tals que per x + iy € Q tenim

f(z +1iy) = u(x,y) +iv(z,y),

i per x € QN R tenim
u(@,0) = g(x) v(x,0) = h(z),
Demostreu que
f(z) =g(z) +ih(z) per a tot z € Q. q

4.11. El principi del modul maxim

Una caracteristica de les funcions holomorfes és que no poden tenir maxims absoluts en el
seu domini de definicié. Podem observar el contrast amb 1’analeg real: existeixen moltes
funcions derivables amb maxims absoluts en 'interior del domini de definicié com, per
exemple, la funcié f: (—1,1) — R definida per f(z) = 1 — 22 que té un maxim absolut en
xz = 0.

Teorema 4.50 (Principi del modul maxim). Sigui Q < C un obert connez i f € H(Q2). Si
|f| té un maxim absolut en , llavors f és constant.

Demostracio. Sigui zg € Q amb |f(z)| < |f(20)| per a tot z € Q. Posem

A={zeQ:|f()] = fGo)l}.

Es compleix que A és no buit ja que zp € A. Com que () és connex, si veiem que A és
obert i tancat en €2, tindrem que A = ), que implica que |f| és constant i, per 1’exercici
3.2.6, també f és constant. Ja sabem que A és tancat en €, ja que |f| és continua i
A= (f)" (xo) amb 2o = |f(20)|.

Vegem que A és obert. Donat a € A, volem trobar r > 0 de manera que D,(a) < A.

Sigui r > 0 tal que D, (a) < Q. Per la propietat de la mitjana, es compleix llavors que

1 2 )
f(a+ se™)dt, 0<s<r.

f(a)

Per tant, com que a € A, obtenim

1
gi
2

21
f(a)] A Flat st dt < |f(z0)| = (@), O<s<r

Com que |f| és continua i |f(a + se)| < |f(a)| per a tot t € [0, 27], es verifica que
If(a)] = |f(a+ se™)|, Vtel0,2n], 0<s<r.

Es a dir, D,(a) C A. O
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Passem ara a veure algunes conseqiiencies, que quan les apliquem, seguirem dient que
apliquem el principi del modul maxim.

Corollari 4.51. Sigui Q < C regi6 fitada, i f € H(Y) n C(Q). Llavors el mazim de |f]|
s’assoleix a la frontera 0€2.

Demostracié. Com que 2 és fitat, llavors Q és un tancat i fitat de C i, per tant, compacte.
Com que |f| és continua en el compacte €, llavors |f| té6 un maxim absolut en un punt a
de Q. En cas que a € 09, ja hem acabat. Si, en canvi, a € €, pel principi del modul maxim,
llavors f és constant, aixi que, |f(2z)| = |f(a)| en Q i, per continuitat, | f| assoleix el maxim
en tot punt de la frontera. O

Corollari 4.52. Sigui Q < C un obert connex i f € H(Q). Si|f| té un maxim local en S,
llavors f és constant.

Demostracié. Per hipotesi, hi ha a € Q i 7 > 0 de manera que |f(z)| < |f(a)| per a tot
z € Dy(a). Com que f e H(Dy(a))i|f|] té un maxim absolut en D,(a), pel principi del
modul maxim, se segueix que f és constant en D, (a) i, en ser ) connex, aplicant el principi
de prolongacié analitica obtenim que f és constant en (2. O

Lema 4.53 (Lema de Schwarz). Sigui f : D — D una funcié holomorfa tal que f(0) = 0.
Aleshores
|f(2)] < |z| pertot zeD,

i |f(0)] < 1. Si es compleiz la igualtat |f(z0)] = |z0| en algun punt zo € D\{0} o bé la
igualtat |f'(0)| = 1, aleshores f(z) = Az per algun X € JD.
I(z)

< L. Pel
2]

Demostracio. Suposem f # 0. Sabem que g(z) = és analitica, i |g(2)

principi del modul maxim,

l9(2)] <~ en D,(0).

1
r
Fent r — 1 deduim la primera desigualtat. A més, |f/(0)] = |g(0)] < 1.

Si es produeix alguna igualtat |f(z0)| = |z0| amb 2o € D\{0} (respectivament |f’(0)| = 1),
aleshores ¢ assoleix un extrem del modul en zp (respectivament en 0) i, per tant, g és
constant. O

Exemple 4.54. Vegem que, per a tot polinomi holomorf P, tenim que

P - -

sup > 1.

|2|=1

Aquest resultat ens diu que la funcié é no es pot aproximar uniformement per polinomis

holomorfs en el compacte S* = {|z]| = 1}.
Observem primer que

P(z)— 1| =

P(z)—1
sup [2P(2) = 1] = sup |zP(z) — 1|.
z

sup
2|=1 |2] l2|=1

|z[=1
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En ser la funcié h(z) = zP(z) — 1 entera, pel principi del modul maxim

Py - L.

1 = [h(0)] < sup [h(z)] = sup ;

|z|=1 |z|=1

Una altra propietat rellevant de les funcions holomorfes (no constants) és que envien

oberts a oberts. Aquesta propietat no val per a funcions de variable real (tan regulars

com vulguem). Per exemple, la imatge de la funcié f(z) = 22 de l'interval obert (—1,1) és
[0,1) que no és obert.

O

Teorema 4.55 (Teorema de I'aplicacié oberta). Sigui Q < C un obert connez i f € H(2)
no constant. Aleshores f és oberta. Fs a dir, si U és un obert d’$Q), llavors f(U) és obert.

Demostracid. Sigui U < 2 obert, i zg € U. Per veure que f(U) és obert, volem trobar un
entorn de wg := f(zp) dins de f(U). Considerem la funcié

9(z) = f(z) — wo, z €.

Com que g(z9) = 0 i els zeros de les funcions holomorfes sén aillats, en ser f no constant,
podem trobar r > 0 de manera que D,(z9) € U amb g(z) # 0 per a tot z € D,(z0)\{z0}

Sigui v(t) = 20 + 7€ amb 0 < ¢ < 27, de manera que v* = 0D,.(2g). Llavors 0 ¢ (go~v)*,
on g o« denota la imatge per g de la corba . Per tant

0 = inf |g(z)| > 0.
zey*®
Es a dir,
l9(z)| =06,  |z—z|=r

Passarem a provar que Dg/s(wo) < f(U).

Suposem que w € Ds(wp)\f(U). Aixo implica que la funcié

1
h(z) = —— 4.5
&) = 7w (45)
és holomorfa en U. Pel principi del modul maxim, tenim que
|h(20)| < sup |h(z)]. (4.6)
zEY*

(Aquesta desigualtat també es pot obtenir fent servir la propietat de la mitjana, per
exemple). Com que |g(2)| = 0 > |w — wp| per z € v*, tenim que

1 1 1
h(2)] = = <
1f(z) —w|  |f(z) —wo + (wo —w)| ~ |g(2)] = [w —wo
1
<— *
§ — |w —wpl’ “e7
Per tant,
1 4.5 4.6 1 o
e — — h < - _ > -,
|w — wo| [h(z0)] d — |w — wo| = |w—wl 2
és a dir, w ¢ Djs(wp). Concloem doncs que f és oberta. O
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Exercicis

4.11.1. Cerqueu lenunciat del teorema de Stone'!-Weierstrass i compareu-lo amb lexemple

4.54.

4.11.2. Trobeu el mazim de:

a) |cosz| i|sinz| a [0,27] x [0, 27].

b) |e7| i|e*’| a2 < 1. 4

4.11.3. Trobeu totes les funcions holomorfes en D tals que f(1/2) = 3 i |f(z)| < 3 si
|z| < 1. <

4.11.4. Es considera f(z) = e°(3)22 j el disc D de radi 2 centrat a 5. Provar que f(z)
assoleiz el valor mazim i minim del modul en D a la frontera. Indicacié: considerar 1/f(z).
<

4.11.5. Sigui f una funcié holomorfa en el disc Dr(0), R > 0. Definim

M(r) = max|f(z)], 0<r<R.

|z|=r
Demostreu que si f no és constant, aleshores M(r) és estrictament creizent a [0, R). <
4.11.6. Sigui f una funcié holomorfa en un obert connex 2 ¢ D un disc obert tal que
D < Q. Suposeu que |f(z)| = ¢ per tot z € D, on ¢ és una constant. Proveu que f té

almenys un zero en D o bé f és constant en ). Indicacié: Distingiu segons sic =0 o
c> 0. En el segon cas, proveu que si f no té zeros en D, aleshores f és constant en D. «

4.11.7. Sigui f una funcié holomorfa i no constant en Q < C, un obert connex. Suposeu
que ezisteiz a € Q tal que |f(a)| < |f(2)| per a tot z € Q. Proveu que aleshores f(a) = 0. <

4.11.8. Sigui f € H(QY) en un domini Q < C tal que f o f = f. Demostreu que o bé f és
constant, o bé és la identitat. <

4.11.9. Sigui f € H(C) no constant. Demostreu que, per a tot ¢ > 0,

{z 1f () <c} ={z |f(z) < o <

" Marshall Harvey Stone, New York City, 1903-1989, https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_H.
_Stone
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5. Topologia en el pla complex: teoria global
de Cauchy

Un cop hem estudiat la teoria local de Cauchy, el proper objectiu és estudiar propietats
globals de les funcions holomorfes. Mitjancant la versié global del teorema de Cauchy,
estudiarem la relacié entre I’holomorfia d’una funcié i la topologia del domini on esta
definida. Per a donar aquesta versié global, cal estudiar un concepte topologic, el de cicle
homoleg a zero. Veurem aplicacions importants de la teoria global, entre les quals es troben
el teorema dels residus, que ens permetra calcular molts tipus d’integrals, o el principi de
I’argument i teorema de Rouché que controlen els zeros de les funcions holomorfes.

5.1. index d’una corba tancada respecte d’un punt

Comencem amb la nocié d’index d’una corba tancada v respecte d'un punt zg, Ind (v, 29).
Intuitivament, Ind (v, z9) compta el nombre de voltes que ha de donar sobre si mateix un
observador collocat en el punt zg per a resseguir la corba, vegeu la figura 5.2.

Abans de donar la definicid, necessitem el segiient resultat:

Proposicié 5.1. 1. Siguin a,wo € C ir > 0 tals que D,(a) = C\{0}. Sigui zp € D,(a)
tal que e = zy. Llavors existeix una unica determinacié del logaritme en D,(a), L,
tal que L(zp) = wo.

2. Sigui v : [a,b] — C\{0} continua i wy € C tal que e*° = ~(a). Llavors ezisteiz
una unica determinacié del logaritme de v, ¥, tal que 4(a) = wog. A més, si 7y és
_ 7Y@

diferenciable, aleshores 5 també ho és i y'(t) = R

Demostracié. Provem 1. La unicitat és immediata, ja que dues determinacions del logaritme
només poden diferir en un multiple de 27i per la proposicié 2.29. Per veure 'existencia,
sigui @ = |ale’®. Llavors D,(a) = C\e'*(—00,0] i si £ és una determinacié del logaritme
a C\e'*(—o0, 0], llavors D, (a) és una determinacié del logaritme a D, (a). Es compleix,
doncs, que si denotem k = %@ € Z, la funci6 L(z) := {(z) + 2mik és una determinacié
del logaritme en D, (a) tal que L£(zp) = wy.

Provem ara 2. Com abans, la unicitat és evident. Per demostrar ’existencia, sense
perdua de generalitat, podem suposar que a = 01i b = 1. Sigui ¢ = %infte[o,l] |v(t)] > 0.
Donat que v és uniformement continua en [0, 1], existeix 6 > 0 tal que |y(t) —v(s)| < &
per a tot s,t € [0,1] tal que |t — s| < J.

Sigui n > 1 tal que % < 6 1sigui 2z, = 'y(%), per a k = 0,1,--- ,n. Llavors per a
kE=0,1,---,n—1, tenim |2 — 21| <€ i
k k+1
(2 ) € D) < o).
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Aplicant 'apartat 1, sigui £y I'inica determinaci6é del logaritme en D.(zg) tal que
Lo(z0) = wp. I, recurrentment, per a k = 1,--- ,n — 1, sigui £ I'inica determinacié del
logaritme en D.(zx) tal que Li(zk) = Lr—1(2x).

Llavors si k = 1,--- ,n — 1, les determinacions L;_1 i £y coincideixen en D.(zg) N
D.(zx—1), ja que dues determinacions del logaritme en un domini connex difereixen en
una constant de la forma 2rim. Per tant, la funcié 4(t) = L(v(t)), si £ < ¢ < B,
k=0, ---,n—1,és la determinaci6 del logaritme de v que compleix que §(0) = wy.

Finalment, si v és diferenciable, com a conseqiiencia de la construccié de 4 i del fet
que les determinacions del logaritme sén holomorfes, es verifica que 4 és diferenciable i si
B <t < B2 Navors 4/() = Ly (v(t)7(t) = ZH. 0
Definici6 5.2 (Index d’una corba tancada respecte a un punt). Sigui 7 : [a,b] — C una
corba tancada en C i z € C\y*. Llavors, I'index de «y respecte a z es defineix per:

Ind (v, 2) := —%(b) _ ,:yz(a)

2mi ’

on 4, és qualsevol determinacié del logaritme de +, : [a,b] — C\{0}, definida per ~,(t) =
~v(t) — z, vegeu la figura 5.1. o

v(b)

Figura 5.1.: Construccié de 4, com a logaritme de v, = 7 — z. Notem que en aquest cas
tenim Ind (v, z) = 1, ja que 4, augmenta en 27i en recérrer el cami, és a dir,
que largument de y(t) — z augmenta en 27 en recérrer el cami 7.

Observacié 5.3. 1. Donat que dues determinacions del logaritme de v, difereixen en
un multiple de 27, I'index esta ben definit.
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2. L’index Ind (v, z) és un nombre enter. En efecte, donat que 7 és una corba tancada,
7. també ho és i, per tant, e7:(") = ~,(b) = 7, (a) = €7@, Llavors,

Ind (v, 2) := M € Z.

27

Aquest valor, doncs, pot ser positiu, negatiu o zero: una volta és positiva si es realitza
en el sentit contrari a les agulles del rellotge i és negativa si es fa en el sentit de gir
de les agulles del rellotge, vegeu la figura 5.3. .

z1*

Figura 5.2.: Tenim Ind (v, z1) = 0, ja que des de z; podem observar tot el cami sense haver
de “girar” sobre nosaltres mateixos. En canvi, Ind (v, z2) = 1 perque ens cal
fer una volta si som a 2z, 1 Ind (v, 2z3) = 2 perque ens cal fer dues voltes per
resseguir el cami amb la mirada si ens situem a z3. Vegeu l’observacio 5.3.

Observacié 5.4 (Calcul geometric de I'index). Fixem una semirecta L amb origen zy que
no travessi punts on el cami té interseccions. Per cada vegada que el cami « passa per L en
sentit positiu, li sumem 1, i si passa en sentit negatiu, li restem 1. Vegeu figures 5.3-5.5. o

Figura 5.3.: Podem observar els camins verds que intersequen en sentit positiu o antihorari
i els vermells en negatiu o horari, vegeu 1’observacié 5.4.
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Figura 5.4.: Per a calcular I'index de v respecte a z;, tracem una semirecta partint del
punt i sumem interseccions amb la corba en sentit positiu i restem les de sentit
negatiu, tal com illustra la figura 5.3, vegeu la figura 5.5.

Proposicié 5.5 (Expressi6 integral de I'index). Sigui Q < C un obert, v un cami tancat
en Qi zg ¢ v*. Lindex de vy respecte a zg ve definit com

g
2mi ), 2 — 2

Ind (v, 20) ==

En particular, si v~ denota el cami invers de vy (és a dir, recorregut en sentit invers),
tenim que

Ind (’Y_az) = —Ind (772’()7 z ¢ ’7*

Demostracid. Sense perdua de generalitat, podem suposar que v és de classe C! ja que,
altrament, descompondriem el cami i la integral en un nombre finit de trossos. Llavors
si 7y :[a,b] > C1i4, és una determinaci6 del logaritme de v, =y — 2z : [a,b] — C\{0}, es
verifica que

md(p,) = LO 2@ o L gy L[ A0 L[ d g
(3:2) | Gy =i

2mi T 2mi Comi ), vt =z 2mi ), (—z

A continuacié ens mirem 'index Ind (y, z) com una funcié de z.
Proposicié 5.6 (Propietats de la funci6 index). Sigui v un cami tancat. Llavors:
a) La funcid Ind (v, z) : C\y* — Z és continua;
b) Ind (v, 2) és constant en cada component connexa de C\y*;

¢) Ind (v, 2z) = 0 si z pertany a la component no fitada de C\v*.
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Figura 5.5.: Trobem Ind (vy,21) = 1+1 = 1+1—1+1 = 2 per dues semirectes diferents. Aix{
mateix calculem Ind (v, z2) = 1, Ind (7, 23) = 0, Ind (7, 24) = 21 Ind (v, 25) =
—1.

Demostracio. (a) Per z,zp € C\v*, tenim que

1 1 1
P / ( — )dw’
2m Jy\w—2z  w— 2z

e dw
- /v(w_z)(w_zt))

27
Volem veure que aquesta quantitat tendeix a zero quan z — zy. Sigui

IInd (7, 2) — Ind (v, 20)| =

1
§ = 3 dist(z0,v*).
Clarament tenim que |w — zg| = 20 si w € v*. Llavors, per |z — 29| < ¢, tenim també
|lw—2z| = |w—20| — |z — 20| =20 —0 =9, w e y*.

Per tant, si |z — zg| < d, tenim que

fnd (7,2) = Tnd (3, 20)| < 52 / = % —l e 10

Com que aquesta quantitat tendeix a zero quan z — zp, ja hem provat la continuitat de la
nostra funcié.

(b) Com que la funci6 Ind (v, z) és continua i pren valors en Z, és constant en cada
component connexa.

(c) Sabem que és constant en aquesta component. Prenem R > 0 prou gran de manera
que v* < Dpg(0) i també R > L(y) on L(7v) és la longitud de 7. Si |z| > 2R, llavors
|lw—z| = |z| — lw| = 2R — R = R per w € y* i, per tant,

1 |dw| - 1 1

< — < —=L(v) < —.
2r [, lw—z " 27R ) 27

|Ind (v, 2)|
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Com que Ind (7, z) ha de ser un enter, 1"inica possibilitat és que valgui 0, i com que 'index
és constant en aquesta component, val zero en tot punt d’aquesta. ]

Exercicis

5.1.1. Considerem el cami v(t) = 4e' cos 3t, (0 < t < 6m). Calculeu Ind (7,3) 4 Ind (v, 1).

<

5.1.2. Considerem el cami y(t) = (1 + e + e~#)e't (0 < t < 27). Esbosseu el dibuiz de
la corba i calculeu-ne l’index en cada component connexa del complementari de la seva

imatge. Calculeu
3z—3
# dZ N
5 ze — EZ + 1

5.2. El teorema global de Cauchy

Recordem la férmula integral de Cauchy per oberts convexos: Sigui {2 = C un obert convex
isigui f e H(Q2). Llavors

£(20) Ind (7, 20) = = /

2mi

e,

Z— 20

20 ¢ v*

per a tot cami tancat v en 2, vegeu el teorema 4.18 i 'observacié 4.21.

Exemple 5.7. Sigui v la corba en forma d’infinit o “ulleres”, anomenada lemniscata de
Bernoulli! (vegeu la figura 5.6), amb —1/2 1 1/2 un a dins de cada part. Com que la funcié
f(z) = cos(5z) és entera (holomorfa a tot C), tenim que

/ M dw = 2mi cos(—m/4) Ind (v, —1/2) = 2mi \f = V/2ri,
.

w+1/2
i també
/wa_(ui)/Q dw = 27i cos(m/4) Ind (v, 1/2) = 27i \2@ (-1) = —v2mi. 0

Volem obtenir versions més generals tant del teorema de Cauchy com de la férmula
integral de Cauchy, que siguin valides per oberts no necessariament convexos, com també
per unions de camins.

Definicié 5.8 (Cadenes i cicles). Una cadena és una combinacié lineal de camins

k
F:anry’h niEZ7
i=1
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Figura 5.6.: Lemniscata de Bernoulli.

r\l/l

I'=m+m7
Figura 5.7.: Una cadena formada per dos camins.

on 7; és un cami per a tot 1 < i < k. Vegeu la figura 5.7 per exemples de cadenes.
La imatge o recorregut de I' és I'* =~ U -+ - U ¥}.
Si f e C(I'*), definim la integral per linealitat

/Ffdz:nl/mfdz+~~+nk/mfdz.

Diem que I' és un cicle si ; és un cami tancat per a tot 1 <1 < k.
L’index d’un cicle T respecte d’un punt zg ¢ I'* és

k

1 dz

Ind(nzo):m/rz_z() = > niInd (v, 2). .
izl

Degut a la definicié, aquest index té les mateixes propietats que I'index d’una corba: és
un enter, és constant en cada component connexa de C\I'*, i val zero a la component no

fitada.

1Jacob Bernoulli, Basilea, 16541705, https://en.wikipedia.org/wiki/Jacob_Bernoulli
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V2

Figura 5.8.: Vegeu 'exemple 5.11.

Exemple 5.9. Considerem les corbes 1 (t) = 4e' i y5(t) = €' per t € [0,27]. Formem el
cicle

F=v+(—) =71 —.

Tenim Ind (T", 67) = 0, ja que estem a la component no fitada. També

Ind (T,2) = Ind (71,2) — Ind (72,2) =1 -0 = 1.

Ind (T',0) = Ind (71,0) — Ind (72,0) =1 —1 = 0. O
Definicié 5.10 (Homologia). Sigui 2 < C un obert i I" un cicle en Q. Diem que I' és

homoleg a 0 en € si
Ind (Tya) =0 Va ¢ Q.

Posem I' & 0 en (2 per indicar que I' és homoleg a 0 en €. .
Exemple 5.11. En la figura 5.8, els camins ;1 i 72 no sén homolegs a 0 en ). En canvi,
el cicle I' = 1 + 72 si que ho és. O

Definicié 5.12. Sigui 2 < C un obert, i siguin I'; i I's cicles en 2. Diem que I'y és
homoleg a I'y en €2 si I'y — I'y és homoleg a 0 en 2. En aquest cas, fem servir la notacié
I'i T’y en Q. .

Teorema 5.13 (Teorema de Cauchy global). Sigui Q < C un obert i sigui I' un cicle en Q.
Llavors, les segiients afirmacions son equivalents:

(a) T' és homoleg a 0 en .
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(b) Es compleiz la féormula integral de Cauchy global: per tota f € H(S2),

f(z) Ind (T m/ dw, Vze Q\I'.

w—z

/F f(2)dz =

Per ser precisos, sovint s’anomena teorema de Cauchy global la implicacié (a) = (c); la
resta de ’enunciat incorpora també la férmula integral de Cauchy global.

(c) Per tota f € H(QY),

Prova de (¢) = (a). Si tenim un cicle I' en Q de manera que [, f = 0 per a tota
fe H(Q), llavors si prenem un punt a ¢ €, la funcié f,(z) = ﬁ és holomorfa en €, i

Ind (I', a) = 1/

2mi Jrz—a " 2mi

/f )=0, VagQ.

Prova de (b) = (c). Fixem a € Q\I'*, i definim la funci6é F(z) = (z — a) f(2), que és
holomorfa en Q2. Aplicant la férmula integral de Cauchy, com que F'(a) = 0, tenim que

L [ peyas= L [ EG)

21 Jr 2w Jrz—a

dz = F(a)Ind (I';a) = 0.

Prova de (a) = (b). Considerem la funcié F : Q x @ — C definida per

fw)—f(z)

2 S1 z #w

F(z,w) =
1'(2) si z=w.

Llavors F' és continua en € x Q (vegeu la demostracié al final de la prova), i per a tot w € ,
la funcié F,(z) == F(z,w) és holomorfa en Q (clarament és holomorfa en Q\{w} i continua
en €), i sabem que aquestes dues condicions, aplicant el teorema de Cauchy-Goursat i el
teorema de Morera (concretament usant el corollari 4.35), impliquen que és holomorfa a
tot 2). Pel teorema 4.38 de derivacié sota el signe integral, la funcié

z)=/F(z,w)dw, ze)
r
és holomorfa en Q.

Ara volem estendre aquesta funcié a tot C, per tal d’obtenir una funcié entera. Conside-
rem l'obert no buit
U={weC\I'*: Ind (T',w) = 0}.

Observeu que donat que hem vist que Ind(T’,-) és constant en cada component connexa de
C\I'*, U és la uni6 d’algunes d’aquestes components connexes que sén obertes, i entre elles
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hi ha la component connexa no fitada de C\I'*. A més, com que I" és homoleg a 0 en €,
tenim que Ind (T, a) = 0 per a tot a € C\2, de manera que C\Q2 U i, per tant,

QuU=C.

):/pw@ldw’ zeU.

Per z € U n (), fent servir la definicié d’index obtenim que

/f w— 2z /f—z - (Z)/Fwdiuz

_/fdw—27rif(z)1nd(F,Z)—§~](Z>7
rw-—z

Definim

ja que Ind (T", z) = 0 per z € U. Per tant, la funcié6 G : C — C definida per

g(z) si zeQ
G(z) =
g(z) si zeU

esta ben definida a tot C i és entera.

Vegem que és fitada. Prenem R > 0 prou gran de manera que I'* < {|¢| < R}. Observem
que, si |z| > 2R, llavors z pertany a la component no fitada de C\I'*, aixi que Ind (T', z) = 0,
que implica que z € U. Per tant, si |z| > 2R, tenim que

N |f(w)] L(T)
GE) =136 < [ 2P v < M 2 (5.1)
on M = supyers |f(w)| 1 L(T') = ] |ni|L(y:). Per tant, G és fitada en {|z| > 2R}. Com
que G és continua, G també és fitada en el compacte Dog(0), de manera que G és una
funcié entera i fitada. Pel teorema de Liouville, G és constant. Ara bé, (5.1) també ens
diu que lim,_,,, G(2) = 0 que, en ser G constant, implica que G = 0.

Aix{ doncs, per z € Q\F*, tenim que

_G(z) _g(?) flw
0= 27 2m 27rz/ —z 2m/ — z f(z) Ind (T, 2). O

Demostracio de la continuitat de F'. Comprovem que la funcié F' : 2 x £ — C definida
per

0 (€ R
f'(z) si 2z =w,

és continua en 2 x .

En efecte, sigui A = {(z,w) € Q x Q; z = w} la diagonal, que és un tancat relatiu en
Q x Q. Llavors, F' és continua en (2 x Q)\A i ens queda comprovar que F és també
continua en els punts de la diagonal.
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Fixem un punt a € © i considerem un disc D,(a) < Q. Siguin z # w € D,(a). Llavors es
verifica

f(z) = f(w)

Z—w

— f'(a)

Z—w

|F(2,w) — F(a,a)| = ’

_ ’f(Z) — f'(a)z — (f(w) — f'(a)w)

1

_ 1 |z —w|
EEE

<

sup |f'(C) = f'(a)l-

|Z - w| Ce[w,z]

/[ Q)= 1@

Observeu que donat que F(z,z) = f/(z), aquesta desigualtat val també si z = w. Tenint
en compte que [’ és continua en a (ja que, per la teoria local de Cauchy, les funcions
holomorfes sén analitiques i, en particular, tenen derivada continua) i, per tant,

lim sup [f(¢) — f'(a)| =0,

(z,w)—>(a,a) CE[U},Z]
obtenim que
( 1)1m( )F(z,w) = F(a,a) = f'(a). O

Vegem ara una aplicacié immediata del teorema anterior.

Corollari 5.14. Sigui Q < C un obert, i f € H(Q). Siguin Ty i Ty cicles en Q. SiT'y ~ T'g
en , llavors

f(z)dz = f(z)dz.
r Iy

Demostracié. Com que el cicle I'y — 'y és homoleg a 0 en €2, aplicant el teorema de Cauchy
global, tenim que

0= / f(z)dz = f(z)dz— | f(z)d=. O
I —TI'> I Iz

Exemple 5.15. Considerem 1’anell
Q={zeC:r<|z| <R}

Per 71,79 amb 7 < r; < r9 < R, considerem els cercles v1(t) = rie i yo(t) = roe® per
t €[0,27]. Com que I' = ;3 — v2 &~ 0, tenim que 7 i 72 s6n corbes homologues en € i, per
tant,

(2)dz =/ f(2)dz
71 Y2
per a tota funcié f holomorfa en (2. O

Corollari 5.16 (Férmula integral de Cauchy per derivades-versié global). Sigui Q2 < C
un obert, f € H(QY), i sigui I' un cicle en Q homoleg a 0. Llavors

FM(2)Ind (T, 2) = b /F (wm”) dw Vze O\I*.

27 — Z)ntl T

Demostracid. Com que I'index és constant en cada component connexa d’ Q\I'*, només cal
aplicar la versi6 global de la férmula integral de Cauchy, i derivar sota el signe integral. [
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Exercicis

5.2.1. Considerem el cami y(t) = (2sin(2t — %),2sin(3t)), amb t € [0,27]. Esbosseu el
cami, calculeu 'index de la corba en cada component connexa de C\v*, i trobeu el valor de

1

e
/2 dz. 4
- +1

5.3. Homotopia i teorema de Cauchy

Definicié 5.17 (Homotopia). Siguin 9,71 : [a,b] — € corbes tancades. Diem que
Y0 1 71 sén homotopes en © (posem vy ~ 1 en §2) si existeix una aplicacié continua
H : [a,b] x [0,1] — Q de manera que

(i) H(
(ii) H(t,1
(iii) H(

Observem que la condicié (iii) ens diu que les corbes ~v;(t) := H (¢, s) sén tancades per a
tot s € [0, 1].
Essencialment, si v9 ~ 1 en €2, llavors la corba 7 s’ha de poder deformar continuament

cap a la corba 71 sense passar per cap punt que no sigui d’Q (vegeu ’exemple de la Figura
5.9).

£,0

o (t) per a tot t € [a, b];
1 (t) per a tot t € [a, b];

)
)

a,s) = H(b,s) per a tot s € [0,1]. .

Definicié 5.18 (Corba homotopa a 0 o contractible). Diem que una corba v és homotopa
a 0 en Q o contractible en Q (posem v ~ 0 en ) si v és homotopa a una corba constant
(és a dir, a un punt). .

Observacié 5.19. Evidentment, el concepte de corbes homotopes també té sentit per
corbes que no siguin tancades pero tinguin els mateixos extrems. Quan es parla d’homotopia
de corbes no tancades d’extrems fixats, se sol imposar que I’homotopia sigui continua,
compleixi (i) i (ii) de la definici6é 5.17, pero que en lloc de la condicié (iii) compleixi
que les corbes 74(t) := H(t, s) tinguin el mateix punt inicial i final que 7o i 71, és a dir,
vs(a) = vo(a) i vs(b) = v0(b) per a tot s € [0, 1].

Es pot veure facilment que dues corbes d’extrems fixats vg i 1 sén homotopes en €2 si i
només si g v y; ¢és homotopa a 0 en 2, vegeu la definicié 4.3. o

Proposicié 5.20. Sigui Q < C un obert, i siguin o, 71 : [a,b] — Q dues corbes tancades
en 2 de manera que yo ~ 1 en 2. Llavors

Ind (70, 2) = Ind (71, 2) Vz ¢ Q.
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* O
V2

Figura 5.9.: Tenim y; ~ 72, 73 ~ 0. Tenim en canvi que 1 % v3, 71 # 01 y2 # 0.

Es a dir, si Y0 ~ 1 en (), aleshores 7y és homologa a 1 en €. En particular, ¥ ~ 0 en {2
implica que 7 és homologa a 0 en 2. Ara bé, el reciproc no és cert (veure la figura 5.10 per
un exemple d’una corba en un obert  homologa a 0, perd no homotopa a 0 en ).

Demostrem primer un resultat d’invariancia de ’'index sota pertorbacions, conegut
informalment com el teorema de l’arbre, la persona i el gos.

Lema 5.21. Siguin vy, n : [a,b] — C dues corbes tancades i sigui z € C. Si
(&) =n(®)] < |z =~(@)]  Vte]a,b],
llavors Ind (v, z) = Ind (1, 2).
Demostracid. Observem que la hipotesi implica que z ¢ v* = y([a, b]). També tenim que
z ¢ n* ja que per t € [a,b] tenim
|z =n(t)] = |z = 7(@) + (v(t) = n@®)| = [z = ()] = [7(t) = n(t)] > 0.
A més a més, per a t € [a,b], escrivint v, (t) = y(t) — z 1 n,(t) = n(t) — z tenim que

V2 (t) = n=(8)] < |72(1)]-

Tot plegat ens dona que 0 ¢ v¥ i la corba tancada «a, = 22

= verifica
11— () <1 Vt € [a, b].

Sigui 4, una determinacié del logaritme de 7, i £ una determinacié del logaritme en D1(1).
Llavors, &, := L o a, és una determinacié del logaritme d’c, i, per tant, 7, =4, + &, és
una determinacié del logaritme de 7,. En conseqiiéncia,
2milnd (, 2) = 72(b) — 9=(a) = (5:(b) — 32(a)) + (&:(b) — &.(a))
= ’AYz(b) - ’A}/z(a) = 2miInd (’77 Z)'
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Q=C\ {a,b}

Figura 5.10.: El cami 7 és homoleg a 0 en  ja que Ind (7,a) = 0 = Ind (v, b), pero v % 0
en {2, ja que no és contractible.

Aqui hem usat que, com que 7 i v sén corbes tancades, també ho és «, i, en particular,

G, (b) = L(a.(b)) = L(az(a)) = as(a). O

Demostracio de la proposicié 5.20. Sigui H una homotopia entre vg i 7;. Volem veure
que Ind (y0,2) = Ind (71, 2) per a tot z € C\Q2. Sigui z € C\Q2. Com que [a,b] x [0,1] és
compacte, H([a,b] x [0,1]) també i H és uniformement continua. Per tant,

(1) €= d(Z, H([aa b] X [07 1])) = inf(t,s)e[a,b]x[[),l] ‘Z - H(ta S)’ > 0.
(2) Existeix n > 1 tal que per a tot t € [a,b] i tots s1, s2 € [0, 1] tals que |s; — s2| < %,

|H(t,s1) — H(t,s2)| <e.

Per a cada s € [0, 1], considerem la corba tancada s en €2 definida per ~4(t) = H(t, s),
sit € [a,b]. Llavors, (1) i (2) ens donen que per a tot t € [a,b], i tot s1,s2 € [0,1] amb
|s1 — sa] < %,

151 (8) = ¥s2 (D) < |2 — 7, (8)]-

Aplicant el lema anterior, deduim que Ind (s, , 2) = Ind (vs,, 2), per a tot s1,s2 € [0,1]

amb |s; — so| < 1. En particular,

Ind (’Yﬂvz) = Ind (’YE’Z))
perak =1,---,n. Per tant,

Ind (70, z) = Ind (71, 2). O
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Com que tota corba homotopa a zero en 2 és homologa a zero en (), a partir del teorema
de Cauchy global, obtenim la segiient versié homotopica.

Teorema 5.22 (Versié homotopica del teorema de Cauchy). Sigui Q = C un obert i v un
cami tancat en ) homotop a 0 en Q. Si f € H(S), aleshores

(a) [, f(2)dz = 0;
(b)

f(2)Ind (v, 2) ! / f(w) dw, Vz e Q\y*.
g

211 w—z

Com a culminacié de la teoria, tenim els segiients corollaris, amb gran quantitat
d’aplicacions, com veurem en els capitols segiients.

Teorema 5.23 (Teorema de deformacié). Sigui Q < C un obert, f € H(Q), i siguin yo, 71
camins tancats homotops en ). Llavors

[ stepa= = /7 e

Demostracio. Tenim que I' = g — 1 és un cicle en Q. Si z ¢ €2, per la proposicié 5.20
tenim que Ind (79, 2) = Ind (71, 2), aixi que Ind (I', z) = 0 per a tot z ¢ Q i, per tant, el
cicle ' és homoleg a 0 en ). Pel teorema de Cauchy global obtenim que

/Ff(z)dzzo - /mf(z)dz= 71f(z)czz. O

Corollari 5.24 (Teorema de la independeéncia del cami). Sigui Q < C un obert, i siguin
0,71 camins amb extrems fixos i homotops en Q (vegeu l'observacid 5.19). Si f € H(Q),

aleshores
/ f(z)dz=/ f(2)dz=.
Y0 o0

Demostracid. El cami 7 := 7g v y; és tancat (ull: en aquest cas, estem considerant el cam{
que primer recorre 7y i després la corba 7, en sentit contrari) i homotop a 0 en €2, vegeu
I’observacié 5.19. Aleshores el resultat és conseqiiecia del teorema anterior. O

5.4. Dominis simplement connexos

Com ja hem mencionat en seccions anteriors, un domini simplement connex és intuitivament
un obert connex del pla “sense forats”. En aquests tipus de dominis, tota la teoria anterior
pren una forma especial ja que, per exemple, totes les corbes tancades sén contractibles,
una propietat que, de fet, es pot prendre com a definicié.

Definicié 5.25. Un obert Q2 < C és simplement connex si és connex i tota corba tancada
en () és homotopa a 0 en ). .
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De fet, si Cy := C U {00} 1  és connex en C, aleshores sén equivalents:
e () és simplement connex,
e tot cicle en 2 és homoleg a 0 en €, i
o Cy\Q és connex.

Vegeu [BC13, proposicié 6.4], per exemple, on la definicié de partida és la tercera, per
veure ’equivalencia de la segona i la tercera. Que la primera implica la segona és la
proposicié 5.20. Que la tercera implica la primera es pot veure usant arguments elementals,
vegeu l'exercici 77. Per exemple, sabem que Q = C\{0} és connex, perd no simplement
connex. Aqui tenim C\Q = {0} que és connex. En canvi C,,\Q2 = {0} U {0} que no és
connex. Notem que la definicié de simplement connex en dimensions superiors o en espais
arc-connexos sol ser analoga a la segona de les anteriors.

Teorema 5.26 (Teorema de Cauchy per dominis simplement connexos). Sigui Q < C
un obert simplement connez, f € H(Q) iy un cami tancat en Q. Llavors f7 f(z)dz=01
també val la formula integral de Cauchy.

Demostracio. Com que ) és simplement connex, podem usar directament la versié ho-
motopica del teorema de Cauchy. O

Proposicié 5.27 (Existéncia de primitives en dominis simplement connexos). Sigui < C
un obert simplement connex, i f € H(Q). Llavors f té primitiva holomorfa en .

Demostracié. Fixem un punt a € €. Com que §2 és un obert connex, llavors és arc-connex,
de manera que donat z € €, hi ha una corba que uneix @ amb z en Q3. Com que volem que
sigui derivable a trossos, podem suposar que es tracta d’'una poligonal L, , < €. Definim

F(z) = : f(w) dw, z €.

Aquesta definicié no depen de la poligonal escollida: si L1 i Lo sén dues poligonals de a a z,
aleshores L1 v Ly és un cami tancat en 2 i, pel teorema de Cauchy en dominis simplement
CONNexos,

f(w) dw — f(w)dw = 0.
Ly Lo

Donat h amb |h| prou petit, considerem el cami tancat « format per la poligonal L, .,
el segment [z, z + h] i la poligonal L, .5 (recorreguda en sentit contrari). Com que €2 és
simplement connex, pel teorema de Cauchy tenim que

0=Lf(w)dwzF(z)+/[Zyz+h]f(w)dw—F(z+h).

A partir d’aqui acabem la prova, veient que F' és holomorfa amb F’(z) = f(2), igual com
vam fer en el teorema de Cauchy per un disc, vegeu el teorema 4.15. 0

3Recordem que no és cert en general que un conjunt connex sigui arc-connex.
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Proposicié 5.28 (Determinacié del logaritme en dominis simplement connexos). Sigui
Q < C un obert simplement connez, i f € H(Q) amb f(z) # 0 per a tot z € Q. Llavors
existeiz g € H() amb

e9?) = f(2) per a tot z € Q.

A més, si zp € Q i tenim que e = f(zy), podem escollir g de manera que g(zy) = wp.

Demostracié. Com que f(z) # 0 per a tot z € Q, llavors la funcié f’/f és holomorfa en
Q. Per la proposicié anterior, té primitiva holomorfa G. Considerem la funcié H(z) =
e“() e H(Q) amb H(z) # 0 per a tot z € Q. Llavors la funcié f/H és holomorfa en Q amb
derivada donada per
f/H _ fH/
(my =TT
Pero H = HG' = Hf'/f aixi que f'"H — fH' = 0. Per tant f/H és igual a una constant
c# 0en (. Es a dir,
f(Z) _ CeG(z) _ eG(z)+c’

per alguna constant ¢. Agafant g(z) = G(z) + ¢ + 2kni per un k € Z apropiat, tenim que
9(z0) = wo 1 la proposicié queda provada. O

Com a exemple, notem que en la regi6 2 = C\E, on E és una espiral que surt del 0 fins
a 'infinit (vegeu l'exercici 2.2.9), hi ha determinacié holomorfa del logaritme de z (ja que
) és simplement connex, la funcié f(z) =z € H(2), 1 f(z) # 0 en Q).

Comentari 5.29. El fet que tota funcié holomorfa tingui primitiva en €2, o que tota funcié
holomorfa sense zeros en () tingui determinaci6 del seu logaritme en €2, caracteritza els
dominis simplement connexos (vegeu [BC13, teorema 6.22]), encara que quan tenim un
obert connex 2, la millor manera de comprovar si és simplement connex és mirar si Cy\{2
és connex o no. .

Exercicis

5.4.1. Siguin f,g € H(C) tals que f? + g> = 1. Demostra que existeiz h € H(C) tal que
f =cos(h) i g =sin(h). q

5.4.2. [Determinacié de ’arrel en dominis simplement connexos] Sigui Q@ < C un obert
simplement connex, i f € H(Q) amb f(z) # 0 per a tot z € Q. Llavors existeiz g € H(2)
amb

g(2)? = f(z) peratotzeQ.
wg

A més, si zg € Q i tenim que wi = f(z0), podem escollir g de manera que g(zp) = wp.
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5.5. Funcions harmoniques

En aquesta seccié farem servir la notacié introduida a la seccié 3.2.
Definicié 5.30 (Funcié harmonica). Diem que f : Q — C és una funcié harmonica si
feC?(Q)iel seu laplacia

Af = (02)*f +(3,)°f = 0.

Diem que f : Q — C és una funcié antiholomorfa si f € C1(Q) i

of =0. o

Exemple 5.31. Les funcions lineals f(z +iy) = = + y s6n evidentment harmoniques. Pero
hi ha altres polinomis harmonics. Per exemple, f(z) = f(z +iy) = 22 — y%> = Re(2?) i
f(2) = 2zy = Im (22). O

Observacié 5.32 (Calcul del laplacia amb les derivades de Wirtinger). Notem que si
f € C?(), aleshores

400f = 20(0xf — i0yf) = 0u0nf + i0y0uf — 1040y f — 10,0, f = AF,

on hem usat el teorema d’igualtat de les derivades creuades per cancellar els termes amb
Oz 1 0y. Analogament trobem que

400f = Af. .

En particular, hem demostrat el segiient resultat.

Lema 5.33 (Holomorfia implica harmonicitat). Una funcié f : Q — C és harmonica si i
només si f e C3(Q) i )
00f =0,

si i només si f € C%(Q) i )
00f = 0.
En particular, f és harmonica si i només si f € C*(Q) i f € H(S).

Lema 5.34. Sigui f € H(S2). Aleshores les seves parts real i imagindria son harmoniques.

Demostracié. Notem que 00f = 0. Per tant, pel lema 5.33, la funcié f és harmonica. Perd
Af=0siinoméssi Au=0i Av=0,onu=Refiv=Imf. O

Anem a veure com podem obtenir el resultat en direccié contraria, suposant 2 simplement
connex. Evidentment, no és suficient que v : 2 > R i v : Q — R siguin harmoniques per
tal que w + v sigui holomorfa, ja que si no serien condicions equivalents. Pero per tota u
harmonica i de valors reals si que podem trobar v tal que u+ iv sigui holomorfa. Comencem
per veure en primer lloc que podem descompondre tota funcié harmonica com a suma de
la seva part holomorfa i la seva part antiholomorfa en dominis simplement connexos.
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Lema 5.35 (Descomposicié en parts holomorfa i antiholomorfa). Sigui Q un domini
simplement connex, i sigui f : Q — C una funcié harmonica. Aleshores existeizen dues
funcions F,G € H(Q) tals que

f=F+G.

A més, la descomposicid és unica modul constants additives.

Demostracio. Pel lema 5.33 tenim que 0f € H(Q2). Per la proposicié 5.27 podem trobar
una primitiva holomorfa F : 0 — C, és a dir tal que

0F=0 i O0F =20f.
Anomenem G = f — F. Aleshores
oG EP oG =a(f —F) =0.

Per veure la unicitat, notem que si f = ﬁ’+5 = F+Gamb F,G, ﬁ’, Ge H(Q), aleshores
tenim que

0G =G =0 =G = oG
i, per tant,

~ ~

(F-FY =0(F-F)=0(F+G—F-G)=a(f - f) =0.

La proposicié 3.14 ens permet concloure que F' — F=ceC. A més,

G-G=(f-F)—(f-F)=—=¢ O

Si f: Q — C és harmonica, aleshores és analitica real, és a dir, per tot zg = a + ib € Q)
existeixen coeficients a, ,, i un radi r tals que

flz+1y) = Z anm(z —a)"(y —b)™  per (x —a)®+ (y —b)? <1

n,m=0

De fet, tenim una forma més concreta, i és que els polinomis aproximadors sén harmonics
i, per tant, en expressar el polinomi en termes de z i Z no poden apareixer termes creuats
tipus (z — 20)"(z — 2z0)™ amb n, m > 0:

Lema 5.36 (Expressi6 en series de potencies). Si f : Q@ — C és harmonica, llavors per
cada zy € Q) existeizen coeficients an,by, € C tals que, si R := dist(zg, 2¢), aleshores

f(z) = Z an(z —20)" + Z b (z — 20)™  per |z — z| < R.

n=0 m=1

La convergéncia és uniforme i absoluta en compactes de Dg(zp).
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Demostracid. Sigui r = dist(zg, 2¢). Aleshores f és harmonica en D, (zp). Pel lema 5.35,
existeixen F,G € H(D,(2)) tals que f = F + G. Pel teorema 4.23, F i G es poden
expressar en forma de seéries de potencies amb radi de convergencia major o igual a 7.
Absorbint els termes independents en ag = F'(z9) + G(zp), obtenim el resultat. O

Teorema 5.37 (Existéencia de la conjugada harmonica). Sigui Q un domini simplement
connez, i sigui u : 2 — R una funcié harmonica. Aleshores existeix una funcid harmonica
v: Q) — R que anomenem harmonica conjugada de u tal que

u+iv e H(Q).
A més, v és unica modul una constant real additiva.

Demostracié. Pel lema 5.35, existeixen F, G € H(Q) tals que u = F + G. En particular,
V:i=ImF =ImG,

i escrivim U = Re F i U = ReG.
En primer lloc vegem que U = U +e. Efectivament, com que U i U prenen valors reals,
tenim que U = U i el mateix passa amb U aixi que

F-G=U+iV-U—-iV=U-U€R,

de manera que
F-G=F—-G,

aixi que
(F-GY=dF-G)=dF -G) £°3F-G)=0.

La proposicié 3.14 ens permet concloure que U — U=F-G=ceR.

Definim ara v = 2V. Com que U = U+c trobem u = F+ G =2U —ciu+iv =
2F — ce H(Q).

Per veure la unicitat, n’hi ha prou amb observar que si tinguéssim dues solucions v i v,
aleshores la seva diferencia seria holomorfa en un obert connex i tindria valors reals, de
manera que ha de ser constant pel primer apartat de 'exercici 3.2.6 aplicat a la funcié
f=iv—"2). O

Per acabar aquesta pinzellada de funcions harmoniques, ens interessem per com queda
la féormula integral de Cauchy en aquest context. Per simplificar les expressions estudiarem
el cas a = 0, és a dir, que treballem amb discs centrats a 1’origen.

Definicié 5.38. El nucli de Poisson* és la funcié

2 2
Z1T — |20
P(z,2) = 7’ | |20l

|z — 20|

4Siméon Denis Poisson, Pithiviers, 1781-1840, https://ca.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A90on_Denis_
Poisson
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El nucli de Herglotz® és la funcié

zZ+ 20
z—2z0

H(z, z) =

Notem que els dos nuclis estan relacionats per la formula

Re H(z,z9) = Re <(Z —|_|ZZO—)(;0|; ZO)) = P(z,z). (5.2)

Teorema 5.39 (Férmula integral de Poisson). Sigui f : Dr(a) — C una funcid harmonica,
i sigui v < R. Aleshores per tot zg € D,(a) tenim que

1

~ 2

F(z0) [D IEPC— 0z —ald

Demostracié. Comencem per comprovar que aquesta féormula val per funcions holomorfes
en Dr(0). Efectivament, la férmula integral de Cauchy diu que

1 f(z)
f(z0) = 27 /(;DT(O) z— 20 dz.
f(2)

D’altra banda, com que P és holomorfa en z € D,(0) ja que el denominador no s’anulla,

i pel teorema de Cauchy per un disc, tenim que

e e,
/GDT(O) 2(z = 20) dz = /aDT(O) 2 7os dz = 0.

Per tant,

_ 1 f(2) f()7z 1 2 o dz
J(z0) = 277i/8DT(0) (z — 20 * 2(z— z0)> dz = 270 aDT(O)f(Z) (z — 20 * (z— Zo)> z

Notem que

z Z0 2z —20) + Z2o(2 — 20 22—202
I ST ES (R JETE
z—2z9 (2= 20) |z — 2o |z — 2o
Deduim que
flao) = o [ FlretyP(ret, ) T2 ] [ PG
20) = — re re’ zg) ——m = — 2)P(z, z9) |dz
O 9w 10 et 271 Jop, (0) 0 ’

tal com voliem veure.

®Gustav Herglotz, Wallern, 1881-1953, https://ca.wikipedia.org/wiki/Gustav_Herglotz
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Si f és harmonica, aleshores considerem la descomposicié f(z+a) = F(z)+ G(z) donada
en Dr(0) pel lema 5.35. Trobem que

f(z0) = F(z0 —a) + G(zp — a)

1 1
= F(2)P(z,z0 —a) |dz +/ G(2)P(z,20 — a) |dz
57 oy PG =l 5 | GG 00l
1
= F(z)+ G(2))P(z,20 — a) |dz|,
7 g F )+ TGN s
i concloem la demostracié amb el canvi de variable z = w — a. O

Vegem com podem recuperar el valor d’una funcié holomorfa en termes de la seva part
imaginaria a la frontera (es pot obtenir una expressié analoga també amb la part real) com
a conseqiiencia del teorema anterior.

Corollari 5.40 (Férmula de representacié de Herglotz). Donada una funcié f € H(), si
v =1Im f, aleshores per tot r < dist(a, Q) tenim que

1

f(z0) = Re f(a) + /(’)D ( )v(z)H(z —a,z9—a)|dz| per a tot zo € D,(a).

2mr
Demostracio. Pel teorema 4.38 de derivacié sota el signe d’integracié, trobem que tota
funcié continua f € C(0D,(a)) dona lloc a una funcié holomorfa en el disc D, (a) en integrar
contra el nucli de Herglotz. En particular, si definim per zg € D, (a) la funcié

1

g(z0) v(z)H(z — a,zp — a) |dz],

N 2rr 6Dr(a)
aquesta és holomorfa en D, (a). Per zy € D,(a) trobem doncs que

1
2rr

1

— v(z)P(z—a, zp—a) |dz|,
ey BRLOL )|dz

Img(zo) = ﬁD ( )Re (v(z)H(2—a, zo—a)) |dz| =

i per la férmula integral de Poisson (vegeu el teorema 5.39) tenim que
Img=vw en D,(a).

Com que ’harmonica conjugada de v és tnica llevat d’una constant additiva, trobem que
f =9+ camb ce R. En particular, avaluant en a tenim que

¢ = fla) - gla) = —— F()P( — a,0)|dz| — —— / v(2)H(z — a,0) |dz]
27r oD, (a) 27r 0Dy (a) O
_ b Re f(z) |dz] = Re f(a).
2mr oD, (a)
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Observacié 5.41. En la demostracié anterior, hem vist que

1

dz
9(z0) = 27T/D ( )v(z)H(z—a,zo —a)

)
zZ—a

i, per tant, utilitzant el teorema 4.38 de derivacié sota el signe integral, obtenim

1 dz 1
/
g'(z0) = / v(z)0,H(z—a,z0—a) — v(2)0,H(z—a,z0—a)|dz|.
27 Jop,(a) =0 z—a 21r oDy (a) =
Per tant,
JGo) == [ o) e,
0) = — —_— [ )
7 JoD,(a) (z — Zo)
Exercicis
5.5.1. Demostra el lema 5.3/ usant les equacions de Cauchy-Riemann directament. <

5.5.2. Sigui Q un domini simplement connex, i sigui @ : D — Q una aplicacié de Riemann,
€s a dir un homeomorfisme holomorf entre D i  amb inversa holomorfa, vegeu el teorema
7.6. Suposem que @ s’estén continuament a 0D, que ! s’estén continuament a 0 i que
les seves derivades s’estenen continuament a 0D i a 0S) respectivament (sense anullar-s’hi).
Demostreu que existeizen determinacions del logaritme i 'argument de manera que

L(20) = Re Ly (0) + — / A (2)H (2, 20)|dz]. .
27'(' oD

5.6. El problema de Dirichlet

Donada una funcié f € C(dD), el problema de Dirichlet consisteix a trobar una solucié
u e C(D) n C%(D) de 'equaci6

{Au(z) =0 per a tot z € D, (5.3)

u(§) = f(§) per atot e dD.

Definim

#(20) 2ﬂ_/ f(2)P(z, z0) |dz|.
Teorema 5.42. Donada f € C(0D), uy soluciona el problema de Dirichlet (5.3).

Demostracio. Suposarem f de valors reals per simplificar 'argument, el cas general se’'n
segueix per linearitat. Tenim doncs

uyp(z Re/ f(2)H(z, zp) |dz|.
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Com que uy és la part real d’'una funcié holomorfa (vegeu el teorema de derivacié sota el
signe integral), inferim que u; és harmonica. Per veure que, de fet, soluciona (5.3), ens cal
veure que el limit quan ens aproximem a la frontera coincideix amb f.

Notem que la férmula integral de Poisson per f(z) =1 diu que

/ P(z,z) |dz| = 2, (5.4)
oD

independentment del valor particular de zp € D. Per altra banda, podem fitar la integral
lluny de zp com

/ Pz, 20) ldz] < (1 — |2])O(1/5), (5.5)
z€dD: |z—z0|>6

vegeu ’exercici 5.6.1.
Sigui € > 0. Volem veure que |uf(zo) — f(§)| < € si |20 — | és prou petit. Fixem-nos que

54) 1
up(z0) - - | repe e - 10 Y 5 [ (16 - 6P ) .
T or 21 Jop
Prenent valors absoluts, i separant la part local i la part no-local, trobem
1
Juslao) = F€)1 < 5 [ 7() — F(©IP(z 20)|dz]
z€0D: |z—z0|<d
1

o |f(2) = F(O)IP (2, 20) |dz| = [+ [2].
T J2€0D: |2—20|>6
Per la part local, notem que si |z0—&| < 0/21 |z—zp| < 9§, aleshores |z—¢| < |z—zp|+]|20—&| <
20 i, si 0 és prou petit, aleshores |f(2) — f(£)| < /2. En resum,

£/2
2m zedD

< P(z,2p) |dz|

w\m

Per la part no local, fitem |f(2) — f(£)| < 2sup|f| i usem (5.5) per inferir que

su 5.5 C(1—|z
@< el Pz, 20)|d2| < supl ) CL=120D).

™ z€0D:|z—2z0|>6 0

Si ara fixem primer 0 per controlar la part local i després suposem que |zp — £| és prou
petit (i en particular 1 — |zg| = |£] — |20] < |20 — &| és petit també) de manera que la part
local estigui fitada per /2, inferim que

luf(z0) — f(E)] <e.

oe
2Csup |f]

depen de sup | f| i d, perd no de £. Per tant, la continuitat trobada és uniforme en & € 0D i
se’n dedueix rapidament que uy € C'(DD). O

Finalment observem que el parametre ¢ escollit no depen de &, ila fita de |zp—¢| <
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Tot seguit donem una expressié alternativa de la solucié del problema de Dirichlet sota
hipotesis extres. Suposem que tenim una funcié u : D — C continua i harmonica en el disc,
i anomenem f(6) := u(e) als seus valors frontera. Aleshores sabem que

u(z) = F+G amb F,G e H(D),

on podem escollir G(0) = 0. De la teoria local de Cauchy, vam aprendre que
0 e}
F(z) = Z az” 1 G(z) = 2 bp 2"
n=0 n=1

per z € D. Fem una suposicié més. Suposem ara que

dllanl <400 1 ) |ba] < +o0.

n=0 n=1

Aleshores, pel teorema d’Abel tenim convergéencia uniforme en D i per tant podem dir que
F i G s6n continues al disc tancat, amb

a0 e ¢]
F(z) = Z apz” 1 G(z) = Z bp 2"
n=0 n=1

per a tot z € D, i a més podem intercanviar limits: si |z| = 1 aleshores

o0

0 0
u(z) = }I_)H?i u(rz) = 71ﬂ1_>n% (Z apr" 2" + Z bm“”Z”) =
n=0 n=1 n

o0
anz" + Z bz".
0 n=1

Per la féormula integral de Cauchy per a derivades, sabem ’expressi6 dels coeficients ay,
en termes dels valors de F' a discs rD amb r < 1 (i de b, en termes de G):

1 F 1 2T F 0 ) 1 2T ) .
an = 5— (wl) dw = / % redf = / F(re')e=™%dp. (5.6)
2mi Jomy wt 21 Jo  (re?)nt 2™ Jq

A més,

1 27 B 00 _ing 1 27 0 ind 1
v w = 10 pin — (n—1)
27rr”/0 G(re)e do 2 | G(re?)emd do 5 irn /6( . G(w)w dw.

Si n > 0, pel teorema de Cauchy en un disc tenim que

G(w)w ™V dw = 0.
o(rD)

Si, en canvi, n = 0, aleshores la férmula integral de Cauchy ens permet arribar a la mateixa

conclusio: 1

— G(w)w™ ' dw = G(0) = 0.
i o CO) (0)
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En resum, tornant a (5.6) i usant la convergeéncia uniforme de F' i G ens permeten passar
al limit:

1 n —inf r—1 1 2 —inf
ap, = u(re?)e do — f(®)e de.
0

2mrn g

Raonant analogament amb @, per n > 1 obtenim

b ! 2ﬁf( )e~™? dp
n 27_[_ bl
és a dir
7 1 mn
"= o |, f( )e™ dg.
T

Si anomenem ara, per n € Z el coeficient de Fourier
1 2

2

f(n) = f(B)e=™? g,

el que hem vist és que
e} R o0 R
= Y fm)"+ > f(—n)z", (5.7)
n=0 n=1

i en particular, per z = € tenim

F60) = 3 fnyen?,

nezZ

amb convergencia uniforme en 6 € [0, 27].

Aquest raonament ens ha permes recuperar f en ¢ en termes dels coeficients de Fourier,
que al seu torn estan determinades pels valors de f en JID. Notem que en aquest raonament
hem partit del fet que f és harmonica en el disc, continua fins la frontera i les seves parts
holomorfa i antiholomorfa tenen a priori bones propietats de convergencia (convergencia
uniforme en la frontera). En general, donada una funcié continua f : 0D — C, podem
definir els coeficients de Fourier anteriors i la podem estendre de manera harmonica al disc
mitjangant (5.7), perd podem garantir-ne la continuitat a la frontera? Podem garantir
que f(0) i, f (n)e™? definides com abans mantenen alguna relacié? Aquest és el camp
d’estudi de I'analisi de Fourier, que s’escapa de ’abast d’aquests apunts.

Exercicis

5.6.1. Demostreu que
/ P(z,20) |dz] < (1 — 20))O(1/6).
2€dD: |z—zo|>d

Indicacié: Feu la integral en anells 276 < |z — zo| < 27715 i sumeu. <
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6. Series de Laurent

En aquest capitol veurem com son les singularitats aillades de les funcions holomorfes i
estudiarem els desenvolupaments en serie entorn d’una singularitat. Obtindrem el teorema
dels residus, que ens permetra calcular integrals definides i indefinides que altrament serien
complicades.

6.1. Series de Laurent i singularitats

Veurem tot seguit que tota funcié holomorfa en un anell té un desenvolupament en série de
Laurent', que té una expressié formal similar a les séries de poténcies, considerant també
exponents negatius.

Sigui @ € C, i siguin 0 < r < R < . Considerem ’anell

Q={zeC:r<|z—a| <R}

Observem que a 2, sén holomorfes les funcions 1, (z —a), (z — a)?, ..., (z —a)™, perd també
ho sén les funcions (z —a)~ !, (z —a)72,...,(z —a)™".

Definicié 6.1 (Serie de Laurent). Anomenem série de Laurent al voltant d’a € C una
serie de la forma

0 a0 a0
E cn (z—a)" E E (z—a)"
(z —a)”
n=—o n=1 n=0

La part amb exponents negatius s’anomena la part singular de la serie de Laurent. .

Observem que fa(2) == > cn (2 — @)™ és una serie de poteéncies que tindra un radi de
convergencia Ry, de manera que fo € H(Dg,(a)).

Considerem ara la série que correspondria a les poténcies negatives, amb w = Zia, és a
dir, estudiem la série g(w) = Z;‘LO:I c_,w". Aquesta és també una serie de potencies, que
tindra el seu radi de convergencia R; i, en particular, convergira uniformement en |w| < 7,
per a tot r < Ry. Aleshores

convergira si < Ry, és adir, si [z —a| > z;. T amés amés, la serie que defineix f1(z)

[e=al
convergeix uniformement en {|z —a| = 1/r}, on r < R;.

'Pierre Alphonse Laurent, Parfs, 1813-1854, https://ca.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_
Laurent
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6. Séries de Laurent

Ajuntant les dues parts de la serie de Laurent f(z) = >, ., cn(2 — a)", veiem que f és
holomorfa en ’anell {R% < |z —a|] < Ry} (sempre que 1/R; < Rg). El reciproc d’aquesta
afirmacié també és certa: tota funcié holomorfa en un anell s’expressa com una serie de
Laurent.

Teorema 6.2 (Existéncia i unicitat). Sigui Q@ ={ze C:r <|z—a| <R} amb0<r <
R < o, i sigui f € H(Q). Aleshores hi ha una unica série de Laurent amb

f(z):ch(z—a)”, z €.

nez

A més, la serie convergeix absolutament i uniforme en els compactes d’S). En particular,

1 f(w)

o = _ S
"2mi f gy (W — @)

dw per qualsevol p € (1, R). (6.1)

Demostracio. Considerem les series fa(z) = >}, ~gcn (2 —a)" 1 f3(w) = X ,o cnw™ amb
¢y, donat per (6.1) (observem que el valor de p escollit no afecta, ja que si r < p; < p2 < R,
els cercles 7,,(t) = a + pje' per t € [0,27] sén homolegs en (2, vegeu I'exemple 5.15), amb

-1
radis de convergencia Ry = (lim SUP;_s o0 A/ \cn|> i R3 = (lim SUP;—s o0 A/ |c_n|>

Notem en primer lloc que sin € Z ir < p < R, aleshores

:® 1/ M\dw\ < SupaDip(“)m.
|

o' w—al=p |w _ a|n+1 n
Per tant,
T /subap, ) Il 4
— < limsup————— = —,
2 n—+0 P P

1 .
— < limsup .,/ sup |flp = p.
R3s  novoo A\loD,(a)

Com que p € (r, R) és arbitrari, deduim que

1
<r 1 R < Rs.

Ry = — <
1 s

Les series fy i f3 convergeixen absolutament i uniforme en compactes dels seus discs de
convergencia Dg,(a) i Dg,(0) respectivament. Fent el canvi w = (z —a)~! en la segona
serie deduim que

filz) = fs((z=a)7) = D] ez —a)"
n<—1
és convergent absolutament i uniforme en compactes de {|z — a| > R;}. Per tant, fi + fo
és convergent absolutament i uniforme en compactes d’§2 tal com voliem veure.
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6. Séries de Laurent

Resta demostrar que f = fi1 + fo i que la série és tnica. Comencem per veure la
coincideéncia. Fixem z € . Prenem ry, 7y amb r < r; < |z —a| < ro < R, i considerem els
cercles

1 (t) = a+ re, Yo(t) = a + rae®, t € [0, 27].

Definim el cicle I' = 49 — ;. Com que I' és homologa a 0 en lanell Q, i Ind (T, z) = 1,
aplicant la férmula integral de Cauchy global, obtenim
1 w 1 w 1 w
Ny (DWW Ny o (W Y (T
2 Jrw — 2 270 Jyy, w — 2 270 Jy W — 2
Ara desenvoluparem en seérie cadascuna de les dues integrals, de la mateixa manera que
vam fer quan vam provar que tota funcié holomorfa és localment una serie de potencies, i
ja haurem acabat. En primer lloc, per w € 5, i com que |z — a| < ro = |w — al, tenim que
|Z a\
| = < 1. Per tant

=2 e
— k+1’
CL
k>0

i la convergencia de la serie és uniforme en 5 pel criteri M de Weierstrass. Per tant,
podem treure el sumatori fora de la integral per obtenir

1 w 1 w
5 f(_)z dw = Z (z — a)k% /wa|_r2 (= )i {(a))kﬂ dw = fo(z).

by W k>0

Per a la segona integral, procedim analogament: observem que, per w € 7} tenim que

< 1. Per tant
1 _E(w—a -
_ o _a)k
mw o A (z—a)

Aplicant el criteri M de Weierstrass, aquest cop en 77, deduim que la seérie anterior
convergeix uniformement en ~{ i, per tant, podem treure el sumatori fora de la integral
per obtenir

1 - 1 g )
2 [n Z (2 —a) <2w2/|wa|_r1f( )( ) ) fi(2).

Vegem ara la unicitat. Prenem p amb r < p < R. Recordem que, per k € Z, tenim que

1 0 si k#-1
5 (z—a)kdz={1 D L— 1
T |z—a|=p S1 =

Si f(2) = Y4ey bi(z — @)* convergeix uniformement en els compactes d’Q (aixd serd aix{
per Cauchy-Hadamard), llavors podem treure el sumatori fora de la integral en el calcul
que segueix, per obtenir

1 fw k
N -~ 7 b w—a _(n+1)dw = b
271 Jw—al=p (w—a) n+1 Z ko /w a|=p( ) n
que determina el coeficient b,, = ¢, de manera tnica. ]
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Exercicis

6.1.1. Calcular la série de Laurent de

z—1
ATl 0<la—4 <4
@) z(z—4)3a <lz =
b) 1/e0=Y2) per || > 0. |
i 3
6.1.2. Per a la funcid f(z) = w
z

1. Trobar els primers termes no nuls de la part central de la seva série de Laurent a

z=0.
2. Calcular ¢ f(z)dz si es recorre |z| = 1 un cop i en sentit antihorari. <
1
6.1.3. Trobeu el desenvolupament en serie de Laurent de f(z) = 71) a les corones:
z2(z —
(a) {ze C:0<|z| <1}, ) {zeC:0<|z—-1 <1}, (¢){zeC:|z| > 1} i
(d) {zeC:|z—1| > 1}. a
o 1 "
6.1.4. Sigui f(z) = m, donar les séries de Laurent per les tres corones
z—1)(z —
centrades a 0 alla on f és analitica (|z| < 1,1 < |z| <3 i|z| > 3). <

6.1.5. Donar els primers termes de la série de Laurent de

a) f(z) = 2% cos <312> per |z| > 0.

b) f(z)

262_1per0<]z]<R. 4
a0 Zn

6.1.6. Quina és la corona (o anell) de convergencia de Z ol ? <

n=—u

6.2. Singularitats aillades de funcions holomorfes

Definicié 6.3. Sigui 2 < C un obert i considerem un subconjunt £ < . Si f e H(Q\E)
i no esta definida en els punts de E (o bé hi esta definida perd no hi és C-derivable),
aleshores diem que E sén les singularitats de f en Q.

Una singularitat zp d’una funcié holomorfa f es diu aillada si hi ha r > 0 de manera

que f € H(D,«(zo)\{zo}). .

Per exemple, les funcions
sin z 1 1/2

) 72a
z z
sén holomorfes a C\{0}, i tenen una singularitat aillada en z = 0.
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6. Séries de Laurent

Definicié 6.4 (Singularitat evitable). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié
holomorfa f. Diem que 2y és una singularitat evitable de f sihihae >0ige H (Dg(zo))
amb

f(z) =g(2)  Vze De(20)\{20}- .

Es a dir, una singularitat evitable seria una singularitat “ficticia”, ja que podriem
redefinir la funcié de manera que sigui holomorfa al voltant del punt. Es clar que si zo és
una singularitat aillada de f, i existeix lim,_,,, f(z), llavors zp és una singularitat evitable
de f (simplement definint f(zp) = lim,_,,, f(z) ). Ara bé, existeix un criteri encara més
feble per determinar quan una singularitat aillada és evitable.

Proposicié 6.5. Sigui zg singularitat aillada d’una funcié holomorfa f. Llavors zy és
evitable si i només si

lim (z — 29) f(z) = 0.

z—20
Demostracid. Tenim que f € H(D,(20)\{z0}). Si 20 és una singularitat evitable, llavors hi
hae>01ige H(D:(z)) amb f(z) = g(z) per z € D:(20)\{20}. Per tant

lim (z — 20) f(2) = lim (2 — 20)g(2) = 0- g(z0) = 0.
zZ—20 Z—20
Suposem ara que lim,_,,,(z — z0) f(z) = 0, 1 provarem que 2 és una singularitat evitable
de f. Definim
h(z) = { (z—20)f(2) si z# 2

10 si z=z

Llavors h és holomorfa en D, (zp)\{z0}. Com que lim,_,,(z — 20) f(z) = 0, la funcié h és
continua en zp, de manera que se segueix que h és holomorfa en D,(zp) (veure una de
les conseqiiencies del teorema de Morera). Com que h(zg) = 0, pel teorema 4.42 hi ha
g € H(D,(2)) amb h(z) = (z — 20)g(z). En particular, f(z) = g(z) per z # z, de manera
que zp és una singularitat evitable de f. O

A partir d’aquesta proposici6 ja podem veure que la funcié f(z) = % t¢ una singularitat
evitable en z = 0. En canvi, les singularitats en z = 0 de les funcions z% i e'/% no sén
evitables.

Definici6 6.6 (Pol). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f. Diem que
zp és un pol de f si
lim |f(z)| = 4o0. .
z—20
Exemple 6.7. La funcio Z% té un pol en z = 0. En canvi, la singularitat en z = 0 de la
funcié f(z) = e'/# no és evitable ni és un pol, ja que si z = —z, tenim que e~ /¥ — 0 quan
x — 0, 1 en canvi, per z = ix, tenim que |el/ix] =1. O

Definicié 6.8 (Singularitat essencial). Una singularitat aillada d’una funci6é holomorfa
que no és evitable ni és un pol es diu que és una singularitat essencial. .
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6. Séries de Laurent

Figura 6.1.: A lesquerra la funcié ;1;, amb un pol d’ordre 2 a l'origen; a la dreta f(z) = el/z,

amb una singularitat essencial a 1’origen.

Tornem al cas en que una funcié f holomorfa en Dg(29)\{z0} tingui un pol en el punt z.
Donat que lim,_,,, |f(z)| = o0, existeix 0 < r < Riper a tot 0 < |z — zo| <r, f(2) #0.
Si definim en 2 = D, (z) la funcié

— Si z# 2
oz =1 1)
0 si z=2 |,
es compleix que lim,_,,, ﬁ = 0, que prova que g és continua en zy3. Per tant, g €
C(Q2) n H(Q\{z0}), que implica que g € H(f2). Com que g(zp) = 0, pel teorema 4.42 hi ha
m € N de manera que ¢g(z) = (z — z9)™g1(2), on g1 € H(Q) amb ¢1(29) # 0. En particular,
g1(2) # 0 en un entorn de zp, de manera que podem desenvolupar en série de poteéncies al
voltant de zp la funcié 1/¢1,

1 0

> Ak(z — 20)*.

MO

Llavors, per z en un entorn de zg amb z # zp, tenim que

1 I - o
16 = o @) = o ,;) Ax(z = 20)
Ao Al Am—l

- (z—zo)m+(z—zo)m_1+“'(z—zo)

+ G(z),

on G és una serie de poténcies al voltant de zg, i Ag # 0.
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6. Séries de Laurent

Definicié 6.9. Donada una funcié f amb un pol en zg, anomenem ordre del pol zg el
nombre natural m tal que podem escriure

+00

fz)= ), alz—20),

k=—m
amb c_,, # 0. .

Per exemple, la funcié f(z) = Z% té un pol d’ordre 2 en z = 0.
També veiem que zg és un pol de f d’ordre m, si

lim |(z — zo)kf(z)’ = 400, peratotk<m,

z2—20
1 existeix el limit

Com = lim (z — 2z9)™ f(2) # 0.

z—2(0

Si tenim una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f, podem veure quin tipus de
singularitat és mitjancant la serie de Laurent de f en 0 < |z — zg| < 7.

Lema 6.10 (Classificacié de singularitats aillades en termes de la serie de Laurent). Sigui
f holomorfa en {0 < |z — zo| < r} amb série de Laurent donada per

[ee}
f(z) = Z cn (2 = 20)", 0<|z—2]|<r
n=—0o0
(i) zo és evitable si i només si c_, =0 per a tot n = 1;
(ii) zo és un pol d’ordre m si i només si c—p, = 0 per a tot n >m i c_p, # 0;

(iii) zo €s una singularitat essencial si i només si hi ha infinits c_, # 0 per n > 0.

El segiient resultat ens dona una idea del que passa al voltant d’una singularitat essencial
d’una funcié holomorfa.

Teorema 6.11 (Casorati’-Weierstrass). Sigui f holomorfa en D,(z0)\{z0}. Si 20 és una
singularitat essencial de f, llavors

£ (De(z0)\{=0})

és dens en C per a tot 0 <e < r.

Demostracid. Sigui e amb 0 < € < r. Suposem que f(D:(20)\{z0}) no és dens en C.
Aleshores hi ha wg € C it > 0 de manera que

|f(z) —wo| =t si 0<|z—2 <e. (6.2)

2Felice Casorati, Pavia, 1835-1890, https://ca.wikipedia.org/wiki/Felice_Casorati
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En particular, f(z) # wq i, per tant, la funci6
1
9(2) =
B = 5w

és holomorfa en D.(z)\{z0}. La condicié (6.2) ens diu també que g és fitada, de manera
que lim,_,.,(z — 20)g(z) = 0, que implica que {zp} és una singularitat evitable de g per la
proposicié 6.5. Llavors existeix

Si a = 0, llavors lim,_,, | f(2)| = +00, de manera que zg seria un pol de f, en contradiccié
amb la nostra hipotesi. Finalment, si o # 0, llavors

lim f(z) = wo + 1

zZ—20 «

de manera que zq seria una singularitat evitable de f, en contradiccié amb el fet que zg és
una singularitat essencial de f. O

Un resultat més avancat (teorema gran de Picard®), ens diu que al voltant d’una
singularitat essencial, una funcié holomorfa pren tots els valors complexos excepte potser
un.

Exercicis

6.2.1. Construccid de funcions

1. Trobar una funcio f que tingui un pol d’ordre 2 a z = 1 4+ 1 1 singularitats essencials
az=0,1.

2. Trobar una funcio f que tingui una singularitat evitable a z = 0, un pol d’ordre 6 a
z =1 1 una singularitat essencial a z = 1. <

6.2.2. Sigui f analitica amb zero d’ordre n a zg i g analitica amb zero d’ordre m a zy. Si
h(z) = f(z)/9(z) proveu que
a) sin>m h(z) té un zero d’ordre n —m a 2,
b) sin <m h(z) té un pol d’ordre m —n a zp,
c) sin=m h(z) s’estén a una funcid holomorfa i no nulla a zy. <
6.2.3. Determineu les singularitats de les funcions segiients. Si a és una singularitat
evitable de f, calculeu el valor que cal donar a f(a) per tal que f sigui holomorfa en un

entorn d’a, i si a és un pol de f, determineu la part singular de f en a (la part de la série
amb indexs negatius).

3Charles Emile Picard, Paris, 18561941, https://ca.wikipedia.org/wiki/Charles_%C3%89mile_Picard
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a) f(z) = zcos(1/z). c) f(z) = (1_1z)2 4
22 +1 )
RS T poy 5

6.2.4. Sigui f € H(D,(a)\{a}). Suposem que existeir una successid (z),, tal que z, — a i

1 1
i e/ =0, |7 (204 1) <1-2, nen
n—0o0 n n
Determineu el tipus de singularitat que té la funcid [ en el punt a. <

6.2.5. a) La funcio tan(1/z) té una singularitat aillada al 0? De quin tipus?

b) Sigui 0 singularitat aillada de f(z). Suposem que |f(2)] < |2|7® on 0 < a < 1.
Demostreu que 0 és una singularitat evitable. <

6.3. Teorema dels Residus

L’objectiu és calcular el valor de f7 f quan v és un cami tancat en §2, pero la funcié f no
és holomorfa en tot €2, siné que té singularitats aillades.

Definicié 6.12. Sigui f holomorfa amb una singularitat aillada en un punt a. Sigui

Fz) = Y enlz—a)"

nez

el desenvolupament en serie de Laurent de f al voltant del punt a. El residu de f en a és

Res(f,a) = c_1. .
Proposicié 6.13. Siguir > 0 ia € C i sigui f € H(Dy(a)\{a}). Llavors

/ f(2)dz = 2miRes (f,a) Vo<e<r.

|z—al=¢e

Demostracid. Aixo és una conseqiiencia immediata del teorema 6.2 i de la definicié de
residu. O

Observacié 6.14 (Calcul de residus). Es clar que si z = a és una singularitat evitable de
f, lavors Res (f,a) = 0.
Si z = a és un pol simple de f, llavors

Res (f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a
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Suposem que z = a és un pol de f d’ordre m. En aquest cas, obtenim el desenvolupament

de Laurent
0

flz) = Z cn(z—a), 0<l|z—a|l<r.

n=—m

Llavors, per 0 < |z — a| < r, tenim que
g(z) =(z—a)"f(z) =com+tcm-n(z—a)+ - +c1(z — )™t eo(z—a)" ...

de manera que el residu de f en el punt a és el coeficient (m — 1)-ésim del desenvolupament
en série de potencies de la funcié g, que sabem que és

9" Y(a)
(m—1)!"

Per tant, si z = a és un pol de f d’ordre m, llavors

L=, ‘

Exemple 6.15. Considerem la funcié

Res(f,a) =

eZ

f(z)=m7

que té singularitats en els punts 25 = 11 z; = —1, que sén pols d’ordre 2. Llavors, si
ez

g(2) = (2 = 1)%f(2) = EEsyLE tenim que
Res (f,1) = /(1) = 0.

Sih(z) =(z+1)2f(z) = ﬁ, llavors h/(z) = % i

Res (f, —1) = h(—1) = % o

Teorema 6.16 (Teorema dels residus). Sigui Q@ < C un obert, i sigui f € H(Q\A), on
A < Q no té punts d’acumulacid en Q. Si T' és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en €2,
llavors

/Ff(z)dz = 2mi Z Ind (T, a) Res (f,a).

acA

Demostracié. Vegem primer que la suma té un nombre finit de termes diferents de zero.
Posem

K =T% U {zeC\I'*; Ind (T, ) # 0}.

Comprovem que K és compacte. Observem primer que K < 2, ja que per hipotesi
Ind (T", z) = 0 per a tot z € C\Q2. Si R és prou gran, llavors I'* < Dg(0) i C\Dg(0) esta
contingut en la component connexa no fitada de C\I'*, on es verifica que Ind (I', -) = 0. Per
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tant, K < Dg(0) i, en particular, K és fitat. D’altra banda, cada component connexa de
C\I'* és un obert i K és el complementari de les components connexes de C\I'* on I'index
val zero, és a dir, K és tancat i, en conseqiiencia, K és compacte.

Com que A no té punts d’acumulacié en €, és finit o numerable i, en particular,

B={aeA:Ind(Tya) #0} =K n A,
és finit ja que el compacte K < €) no pot contenir punts d’acumulacié. Per tant
B ={ai,...,an}.

Considerem els discs oberts D; := D, (a;), i =1,...,n amb D; n (A\{a;}) = & de manera
que

(i) De(ai) =, i=1,...,m;
(ii)) De(ai)) nT* =g, i=1,...,n;

(iii) De,(a;) N De;(a;) = & peri # j.

Per i = 1,...,n, siguin v;(t) = a; + g;e', t € [0,27], cercles de centre a; i radi ¢;, i
considerem el cicle .
Azf—Zni%, n; = Ind (T, a;).
i=1

Llavors A és un cicle en Q\A. Vegem que és homoleg a 0 en 2\ A. Hem de veure que
Ind (A,z) =0 per atot z ¢ (Q\A).

Si z ¢ Q, llavors Ind (T, 2z) = 0, ja que I' és homoleg a 0 en Q. També, peri =1,...,n,
tenim que Ind (75, 2) = 0, ja que z pertany a la component no fitada de C\y, de manera
que Ind (A, z) = 0.

Si z € A\B, llavors Ind (I',z) = 0 per la definici6 del conjunt B. A més, també
Ind (y;,2) =0 per atot i = 1,...,n ja que z es troba a l’exterior del cercle ;. Per tant,
Ind (A, 2) = 0.

Si z € B, llavors z = ay per algun 1 < k < n. Com que Ind (y;,ax) = 0sii # k, i
Ind (&, ax) = 1, tenim que

Ind (A, z) = Ind (A, ax) = Ind (T, ag) — Z n; Ind (73, ag)
i=1
=Ind (T',ar) — ng = Ind (T', ag) — Ind (T, ax) = 0.

Aix{ doncs, tenim una funcié f € H(Q\A), 1 A és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en
O\A. Pel teorema de Cauchy global, tenim que

/A f(z)dz = 0.
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Es a dir,
0= / f(z)dz = / f(z)dz — Z n; / f(2)dz.
A T i=1 Yi
Per la proposici6 6.13, tenim que
f(z)dz = 2miRes (f, a;),

Vi

de manera que, com que n; = Ind (T, a;), tenim que
/ f(z)dz = 2mi Z Ind (T, a;) Res (£, a;). O
r i=1

Moltes vegades aplicarem el teorema dels residus quan tinguem una funcié holomorfa amb
un nombre finit de singularitats {aq,...,a,} dins d'una corba v tancada simple orientada
positivament, aixi que els indexs d’aquests punts valen 1. En aquest cas el teorema dels
residus ens diu que

/f(z)dz = 27i 2”1 Res (f, a;).
g i=1

Exercicis

6.3.1. Ezisteix alguna funcid f amb pol simple a zy tal que Res(f,z0) = 07 Qué passa si
el pol és d’ordre 2, pot passar que Res(f,z9) =07 a

6.3.2. Calculeu els residus de les funcions segiients en els punts indicats:

1
= — =0.
W 1) = = 2
14 ¢?
b) f(Z)Z A 7Z0:0- <
1/z
6.3.3. Calculeu / dz pels diferents valors d’a € C tals que |a| # 1. <
2|=1 %~ @

6.3.4. Decidiu si son certes o falses les segiients afirmacions. Doneu els arguments que
provin les afirmacions.

1. Si f,g tenen un pol a zy llavors f + g té un pol a zp.

2. Si f,g tenen un pol a zg i en els dos casos el residu és no nul llavors f - g té un pol a
zo amb residu no nul.

3. Si f té una singularitat essencial a z = 0 i g un pol d’ordre finit a z = 0 llavors f + ¢
té singularitat essencial a z = 0.
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4. Si f té un pol d’ordre m a z = 0 llavors f(2?) té un pol d’ordre 2m. <

6.3.5. Suposem que f és holomorfa amb un zero d’ordre m a zy. Proveu que g(z) =
1(2)/f(z) té un pol simple a zop amb Res(g, z0) = m. <

6.3.6. a) Proveu que si g(z) té un zero simple a zg, llavors 1/g(z) té un pol simple a zp.
b) Proveu que Res(1/g,z0) = 1/¢'(20).

¢) Sigui f(z) = 1/sin(z), trobeu els seus pols i proveu que son simples. Trobeu els residus.<

6.3.7. Trobeu i classifiqueu les singularitats aillades de cadascuna de les funcions segients.
Calculeu el residu a cada singularitat.

241
a) f(z) = m

1
) (=) = .
c) h(z) =cos(l—1/z). q
6.3.8. Awval }f L dz al llarg de | ba |z—3| =
.3.8. Avalueu (z—l—l)(z—1)(2—2)(z—3)(z—4)(z—5)Za arg de la corba |z =
3 recorrequda en sentit antihorari. <

6.3.9. Awvalueu les segiients integrals

sin z etz
a ——dz, dz.
)ﬁws%—4 Q)%kgﬁw—axz+&>z )

1
b ——d
/ ﬁz:822+2+1 =

6.3.10. Calculeu la integral de la funcié f(z)

1+ 2

= 1oz sobre la vora del disc D7(0). <«

6.3.11. Per at > 0, sigui Cy la circumferéncia de centre it, que passa pels punts —2 i 2.
Calculeu

e’i7’l’Z+1
f(t)z/ ———dz, perat#2. <
o, 2(z —t)
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6.4. Residu a l'infinit

Una funcié holomorfa en un domini que contingui un entorn de Uinfinit i tal que f(0) =
lim,_, f(2) = oo es pot entendre que hi té un pol. Si f(o0) € C, parlarem d’una singularitat
evitable, i si A f (o0), d’una singularitat essencial. El teorema dels residus ens permet també
relacionar el residu en aquesta singularitat amb els residus en C.

Definicié 6.17. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades
FE, isigui I una corba simple tancada orientada positivament i tal que tots els punts de E
queden a l'interior de I'. Aleshores el residu de f a linfinit és

R .
es(f, ) =~ [ ) .
Pel teorema dels residus, si A és el conjunt de singularitats aillades de f en C, tenim que
Res(f, Z Res(f,a)
acA

ja que Ind (I",a) = 1 per hipotesi.

Lema 6.18. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades E.
Aleshores el residu de f a linfinit és

Res(f,0) — — Res (u;f (i}) ,0) .

Demostracid. Fem el canvi de variable w = 1/z. Sigui C; la circumferencia de radi t,
recorreguda en sentit antihorari. Si R és tal que C'r conté totes les singularitats, aleshores

trobem
—2mi Res(f,0) = f(z)dz =/ f <1> —dw
Cr -

w) w?’
1/R

on Cl_/ r €s la corba inversa de (g, vegeu la definici6 4.2. Canviant-ne 'orientacié trobem

—1 1\ dw 1616 1 1
Res(f, ) = 27Ti/6‘1/Rf <w> o — Res (w2f <w> ,0),

tal com voliem veure. O
Exercicis
5
6.4.1. Trobar el valor la integral 55 (Z l)dz calculant el residu de l'integrand a
|z‘ 9 Z\%2 —
Uinfinit. <
a? — 22
6.4.2. Sigui a € R, calculeu, estudiant el residu a linfinit, I = 315 ———5.dz on C és
o 2(22 + a?)
una corba simple que envolta les singularitats de l’integrand. <
6.4.3. Avaluaryg e/#sin(1/2)dz. q
|z]=1
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6.5. Aplicacié al calcul d’integrals

El teorema dels residus es pot fer servir per calcular diverses integrals reals. Farem diversos

exemples tipics.

Exemple 6.19. Tenim una funcié racional R sense singularitats en |z| = 1, i volem calcular

2
I = R(sint, cost) dt.
0
Fent el canvi z = e, podem posar
eit _ it , 1 eit 4 it 24+ 1
sint = = z. cost = = Z,
21 2i 2 2
Com que dz = ie® dt, llavors dt = %, de manera que

I—l/R z—%z—i—% dz
s 2 2 2’

on v és el cercle |z| = 1. Ara apliquem el teorema dels residus i ja esta.

Per exemple,
2 dt
/0 2 +sint’
Fent el canvi z = e, tenim que

Tt 1 dz 2
Eaerv il S eul ool SNy
0 + sin l2]=19 1 ( Z) iz lo|=1 2 + diz —

2i
La funcié 9
)= ——-
/() 22+ 4iz —1
té singularitats en els punts o = (—2++/3)i i 8 = (=2 —+/3)i. Tenim que || < 1i |B] > 1,
aixi que aplicant el teorema dels residus, tenim que

2
- dz = 2mi .
/|2=1 22+4iz—1dz i Res (f, @)
Com que « és un pol simple de f, tenim que
2 2 1
Res (f,a) = lim (2 — a)f(z) = lim = = .
(F0) = lim(z = a)f(2) = lim —— = —— - —

Per tant,
27

o 2+sint lz]=1 2% + diz — 1 Z=emuesi), o V3
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Exemple 6.20. Calcul d’integrals del tipus

/O; f(z) e dx

on f no té cap pol en l'eix real.
Per exemple, donat k > 0, calculem

L coszx
/ ﬁdaj.
0o & +k

© cosz 1 [® coszx 1 © el
S L L R ).
/0 22+ k2 2/_Oox2+k2 YT e(/_oozn2+k‘2 :c)

Aixi doncs, calcularem
[0} T
/ ENeL
———dux.
2 2
_or*+ k

ez’z

f(Z) = 22 4 k2
Aquesta funcié és holomorfa a tot C, excepte en els punts ki, —ki que sén pols de f d’ordre
1. Prenem R > 0 molt gran, de manera que R > k. Integrem la funcié f en el semicercle ~

format pel segment ;1 (z) = x, amb x € [-R, R] i 2(t) = Re®, t € [0, 7]. Com que només

Tenim

Considerem la funcié

72(t) = Re"

v

-R 0 R
Figura 6.2.: Camins per I'exemple 6.20.

el punt ki es troba en l'interior del semicercle, pel teorema dels residus, tenim que
/ f(2)dz = 2mwiRes (f, ki).
~

Calculem ara el residu de f en el punt ki. Com que és un pol d’ordre 1, tenim que

et? ezkz

N o _ _&
Res (f, ki) ZLTIICIZ(Z ki) f(z) zLHinZ‘f‘ki i’
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aixi que

D’altra banda, tenim que

Lf@ﬂw=ﬁj&ﬂz+lj@ﬂz
/wf(z)dz=/_z$2ixk2dx

o0 1T
/Oox;—kk?dx—i— lim Ir = lim /yf(Z)dZ: kefk,

R—0 R—

@:ijm

Si veiem que limp_, o, Ig = 0, aleshores obtindrem

/OO el d NN / cos T _p
———dxr = — = —€ .
o T2+ K2 22+ k2 k2 2k

Provem doncs que limg_,o, Ig = 0. Tenim que

T eiReit .
IRz/ ————s Rie' dt.
0

Tenim

Fent R — o0, obtenim

on

R2e2it 1+ |2
Llavors v
™ ’eiRe”’
|IR| < /0 m Rdt.
Com que \emeitl = e Rt fent servir que |R?e?" + k2| > R? — k2, i que sint > 0 per

€ [0, 7], velem que

R " —Rsint TR
<) " i<p_p 0
quan R — o0, provant el resultat desitjat. O

Exemple 6.21. Si f té algun pol en l’eix real, evitem el pol. Per exemple, calculem

w .
Sinx
dx.
0 X

Integrant per parts, es pot veure que aquesta integral impropia és convergent (encara que
no és absolutament convergent). Considerem la funcié
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Vr(t) = Re'

Figura 6.3.: Camins per I'’exemple 6.21.

que és holomorfa en C\{0}. Integrem f en el cami - de la segiient figura. Pel teorema de

Cauchy, tenim que
/f(z)dz = 0.
.

D’altra banda, com que v = v + Yg + v2 — Y=, amb 1 (z) = z per z € [e, R]; 72(y) =y
per y € [-R, —¢]; Yr(t) = Re® per t € [0, 7] i 7-(t) = ce® per t € [0, 7], tenim que

0— / fde = | faz+ [ fedz+ [ f@de— | f)ae

TR Ve
Tenim
R eix
/ f(z)dz = / —dx.
m e %
També, després de fer el canvi x = —y, tenim que

—€ iy R —ix
(z)dz = / e dy = —/ °  da.
Y2 —R y 3 €T

Per tant, per a 0 < ¢ < R, tenim
R eia: R e—iac
0= —dx — dr + Ig — I..
13 x € x

R .
0:2¢/ ST e+ Ip — I
€

x

Aixo és,

Fent primer R — +00 i després € — 0, i usant que limp_,o, Ir = 0 (vegeu 'exercici 6.5.1),

obtenim Y
sinx
21 / dr = lim I.
0 e—0

X

Tot plegat ens dona que
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Vegem ara que

lim/ (Gl N
Ye

e—0 z

Efectivament, per |z| = & amb 0 < € < 1 tenim que

el —1
<ell =¢f <e

~

e”—l‘

z 2]

(aquestes desigualtats es poden veure a partir del desenvolupament en serie de ’exponencial)

i, per tant, ‘
e —1
/ =1 .,
Ve z

que tendeix a zero quan ¢ tendeix a zero.
Aixo implica que

< eLong(:) = eme,

iz d T itdt
lim I, = lim/ 6—dz: = lim & lim ree @b i,
Y

e— e— . 2 e—0 Ve z e—=0 Jo gelt
Per tant o
sin x T
der = —. O
0 X 2
Observacié 6.22. Si R és una funci6 racional sense pols a ’eix real i
lim zR(z) =0
zZ—00

(és a dir, si R = P/Q amb deg @ > deg P + 2), aleshores podem calcular

/_:O R(z)dx

integrant R sobre un semicercle del semipla superior i fent tendir el radi a infinit. Vegeu
I’exercici 6.5.3. o

© dx
e
0 ].+£Un

Aquesta integral és convergent ja que n > 1. Considerem la funcié

Exemple 6.23. Calcul de

_ 1
142

f(z)
que és holomorfa a tot C excepte en les solucions de z" + 1 = 0, és a dir, en
2k

ap =Gt W) k=0,1,...,n— 1.

Integrem la funcié f en el “formatget” v del dibuix, amb R > 1 gran. Només el pol aq es
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Figura 6.4.: Camins per ’exemple 6.23.

troba en l'interior del cami v, de manera que, pel teorema dels residus,
/ f(2)dz = 2miRes (f, ao).
.

Com que ag = €™/™ és un zero simple de 1 + 2™, tenim

1
Res (f,a0) = ——-
nay
Com que af = —1, aixo també es pot escriure com

ao

Res (f,ap) = -

Per tant,
2
/f(z) dz = —Lemiim,
. n
D’altra banda, si yg(t) = Re®, t € [0,27/n], aleshores

2r R
< =

—0 (R — +00).

A més,
R
d
e = [
[0,R] 0 1+ 2m

mentre que, en el segment radial inclinat, posant z = te2mi/n,

R at
z)dz = 627”/"/ .
/[\07R627ri/n] f< ) 0 1 + t7

Tenint en compte I'orientacié del contorn, obtenim, fent R — +00,

. ©d 27t
(1 o 6271'1/71) /0 - +$xn _ _%ewz/n‘
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Finalment, com que
] . i . 7T
1 — ¥/ = 2™/ sin (ﬁ) ,

deduim

/OO de 7r
o l4+azn  nsin(r/n)’

Exemple 6.24. Per 0 < a < 1, podem calcular

/OO Qz) .
o oz

on @ no té cap pol en {0} U RT amb lim,_, 2Q(z) = 0.
En aquest cas, considerem la funcié

f(z) =Q(z) 2™, 2T = ek

amb Lz = In|z| + iAz, amb Az € (0,27). Llavors 2~ és holomorfa a C\[0, +o0). Sobre la
vora superior del tall,

mentre que sobre la vora inferior,
—« —27riax—o¢‘

z — €

. En aquest cas, integrem f en el recinte “comecocos” « de la figura 6.5.

Figura 6.5.: Camins per I'exemple 6.24.
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Tenim v =71 +vg — 2 — 7, amb

m(z) = x + e, per x € [0, R*];
Yr(t) = Re', per t € [¢¥, 27 — &¥];
Yo(x) = & — e, per z € [0, R*];
) T 3
t) =ee” te|=,—|.
Ye(t) = ee, per 6{2,2]

Aixi, si veilem que els arcs exterior i interior no contribueixen en el limit, el teorema dels
residus dona

(1 — 6727”0[) /000 Q(;E) dx = 2mi Z Res(Q(z)z*a, a),

X
aceA

on A és el conjunt de pols de @ en C\[0, +0), vegeu exercici 6.5.5. O

Exemple 6.25. Calcular integrals del tipus

0
/ R(z) Inzdz,
0

on R no té cap pol en R* isi R = P/Q, grau@ > grau P + 2.

Observem, primer, que si raonem com en els casos anteriors i agafem la funcié g(z) =
R(z) Lz on Lz = In|z|+iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié g en la regié “comecocos”
del cas anterior, es compleix que z € 7f, z = x +i¢, aixi que Lz —> Inx sie — 015si z € 73,
z = x —ie, de manera que Lz — Inx + 27¢ si € — 0. Tot plegat ens dona que si z = z + i€,
amb x > 0, g(z +ic) > R(z)Inz, i g(x —ie) - R(z)(Inz + 27i) quan € — 0 i, com que
els camins es recorren en sentits oposats, la part corresponent a R(z)In(x) es cancella, i
no podem calcular la integral desitjada.

Per aquest motiu, agafem la funcié

f(2) = R(2) (L2)?,

on Lz =In|z| +iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié f en la regié “comecocos”del
cas anterior. La component imaginaria ens permetra recuperar la integral buscada, vegeu
Pexercici 6.5.7. O

Exercicis
6.5.1. Perr > 0, considerem la corba v, : [0,7] — C definida per ~,.(t) = re®, i sigui

I(r) = € de.

Y

Demostreu que lim,_,o, I(r) = 0. q

22

(22 +9)(22 +4)2°

6.5.2. Considereu la funcid f(z) =
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(a) Determineu les singularitats de f.

(b) Calculeu la part principal del desenvolupament de Laurent al voltant de z = 2i.

/000 f(x)dx

1 calculeu-ne el seu valor. 4

(c) Justifiqueu la convergéncia de

6.5.3. Demostreu que

400 :E2 T
dr = —. q
/OO 1+ x? V2

I:z/md:p .
0 1+x5

6.5.5. Donat a € (0,1) calculeu el valor de la integral

0 a
/ — dz. <
0 1+=x

6.5.4. Calculeu

6.5.6. Calcular

/Ooo x/i(fxﬂ:?) )

0
1
/ LA .
0 1+2

6.5.8. Justifiqueu la integrabilitat (Lebesgue o impropia Riemann) i calculeu les segiients
integrals (en tots els apartats k € Z, a e R in =0,1,2,---):

2
sin? ¢ 2 —x 42
dt. d dx.
a)/ 5+ 4cost )/Oo 24 + 1022+ 9
sin? z sinx
b dx.
)/ 2 e)/ooxz—x—kld °

) /27r cos(nt)
c
2+ cost

6.5.7. Calcular
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6.5.9. Justifiqueu la convergéncia de

+00
/ Ve dzx
0

x2 4+ 3

i calculeu-ne el seu valor (cal justificar tots els passos). <

6.5.10. Siguin f(z) = €*/2% i la recta v = {1 +it; t € (—o0, +0)}.

Lf(z)dz.

Indicacié: integreu f sobre la vora del semidisc de centre zg = 1 i radi R amb Rez < 1.

a) Calculeu (justificant tots els passos)

o1 -2 t) + 2tsin(t 2
b) Deduiu que / ( )Ef(l)s—i(- 22—;2 sin( )dt = ?ﬁ. <
—00

6.5.11. Considereu
22 -9

Fz) = (22 4+ 1)2(22 +4)2°

(a) Trobeu la part principal de la série de Laurent al voltant de z = 2i.

(b) Justifiqueu la convergéncia de
+0

f(z)dzx

i calculeu-ne el seu valor (justifiqueu tots els passos). <

6.5.12. Sigui f(z) = €i22, i considereu el cami ygr format per el segment que va de 0 a R;
Uarc del cercle |z| = R que va de R a Re'™* i el segment que va de Re™* a 0. Demostreu
que

f(z)dz =0,

TR

i utilitzeu-ho per a calcular les integrals de Fresnel

0 0
/ cos(z?)dz, / sin(z?)dz.
0 0

Jr

Observacié: Podeu utilitzar que fooo e~ dt = o 4

6.5.13. (a) Sigui f una funcid holomorfa en D* = {0 < |z| < 1}. Suposem que f(a,) =0
per una successio a, € D* tal que a, — 0. Demostreu que f =0 o bé z = 0 és una
singularitat essencial de f.
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(b) Sigui f una funcié holomorfa en D* tal que per a tot n =2, f no té zeros sobre les

corbes |z| = 1/n i a més
1 1
——dz 75/ ——dz.
/|z=}1 f(2) =2 f(2)

“n

Demostreu que z = 0 és una singularitat essencial de f. Indicacié: Utilitzeu el teorema
de deformacid i lapartat anterior. <

6.5.14. Calculeu, justificant tots els passos, la integral

+00 o
/ — Ty, —l<a<l
0

2+ +1
ZCM
Indicaci6: Considereu la funcid f(z) = il Definiu una determinacio del logaritme
22+ z

alog(2)

log(z) a C\[0,+00) de manera que z* = e . Finalment integreu la funcié f(z) a la

mateiza regio que les integrals del tipus

/0 " R(@) (). <

6.6. Principi de I'argument

El principi de I'argument i el teorema de Rouché es fan servir per calcular el nombre de
zeros i pols d’una funcié meromorfa dins d’una corba tancada.

Definicié 6.26. Sigui 2 < C un obert. Diem que f : Q@ — C és meromorfa en € si
fe HOQ\E), on E c Q esta format per punts aillats, i aquestes singularitats de f sén pols.
En aquest cas, posem f € M(). o

Teorema 6.27 (Principi de 'argument). Sigui @ < C un obert i f € M(Q2). Denotem per
Z el conjunt dels zeros de f en ), i per E el conjunt de pols de f en . Sigui v un cami
tancat en Q\(Z U E), homoleg a 0 en Q. Llavors

217”[/ 1'(2) dz = Z Ind (v, z) m(f, z) — Z Ind (v, p) m(f,p),

f(Z) zeZ peE
on m(f,z) és la multiplicitat del zero z, i m(f,p) denota l’ordre del pol p.

Com en el teorema dels residus, les sumes anteriors tenen només un nombre finit de
termes no nuls.

Observacié 6.28. S’anomena el principi de argument, ja que si I'(t) = f(7(t)) és la
corba imatge, llavors
1 (1)

2mi J, f(2)

dz =Ind (T',0),
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aixi que, si v és una corba tancada simple, llavors el nombre de zeros menys el nombre
de pols de f en l'interior de v (comptant multiplicitats) és igual al nombre de voltes que
dona la corba imatge f(7) al voltant del zero, que seria la variacié de 'argument al llarg
de f(v) dividit per 2.

En efecte, tenim que

PTENO i g TR Sy (CTO S T N A

i Jpw—0 2w/, F(v(®) 2mi

Demostracid del teorema 6.27. Observem que si f és holomorfa en Q\FE, llavors la funcié
h = f'/f és holomorfa en Q\(E u Z). Aplicant el teorema dels residus, tenim que

'), 3 Res <f/,w> Ind (v, w).

% 2 f(Z) weEuZ f

e Si 2z és un zero de f de multiplicitat m, llavors f(z) = (2 — z9)™ g(2), on g és holomorfa
en un entorn de zp amb g(zp) # 0. Llavors, en un entorn de zy tenim que

f2)  m g
) " z—z  ge)

Com que ¢g(z) # 0 en un entorn de zg, llavors ¢'/g és holomorfa en aquest entorn, de
manera que

Res(f'/f,20) =m

e Si po és un pol de f d’ordre m, llavors §(z) = (z — po)™ f(z) és holomorfa en un entorn
de pg amb §(po) # 0. Llavors, procedint com abans obtenim

ReS(f//f, pO) =-—-m.

Per tant
1 [, f
27”,/7],(2) dz-lnges(f >Ind v, w I;Res(f >Ind Y, D) .
= > Ind (v, w) m(f,w) = > Ind (v,p) m(f,p).
weZ peE

Exemple 6.29. Aplicant el principi de 'argument calculem el nombre de zeros (comptant
multiplicitats) del polinomi Q(z) = 2* + 223 — 2z + 10 al primer quadrant.
Volem aplicar el principi de 'argument a la corba v = v1 v v v 3 formada per:

7 (x) =z, z € [0, R]
Yo(t) = Re, te[0,7/2]
(3)-(y) =1y,  yel[0,R]
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iR 4
72

3

—([ > >

Figura 6.6.: Camins per 'exemple 6.29.

on R > 0 és prou gran per englobar les arrels de ) al primer quadrant Q1, que sén un
nombre finit. Pel principi de ’argument,

#2(Q) 0 Q1 = Y Ind (v, w) m(Q,w) = Ind(Q ©,0).

wezZ

En el que raonarem a continuacid, provarem també que el polinomi @) no té cap zero a vy*.
Mirem doncs quantes voltes fa la corba () o~y al voltant de 0, vegeu la figura 6.7. Estudiem
cada tros de v.

A

Q(2)

Figura 6.7.: Imatge per () dels camins de ’exemple 6.29.

La corba Q(v1(x)) = Q(z) és continguda a R, ja que
Q(z) =zt +2x(z2 —1)+10> 10 -2 =8> 0.

Tenim doncs que @ no s’anulla a 75 1 Q(1) és un segment al semieix real positiu, que va

de Q(0) a Q(R).
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Seguidament

Qi) = QURCY) = (Re)! (14 125 = 2 + i)

Per tant, quan R és molt gran, Q(v2(t)) no s’anul-la i és una petita pertorbacié de R*e*!,
i podem argumentar com en la demostracié del lema 5.21. Com que ¢ € [0, 7/2], obtenim
que 4t € [0,27] i la variacié de 'argument és 27 + O(R™1).

Pel tercer tros tenim que

Q((13)-() = Qliy) = (y* +10) — 2i(y* + y),

i en particular Q(iR) és un punt amb part imaginaria negativa. Observem que per a y > 0,

ReQ(iy) > 0, Im Q(iy) < 0.

Per tant Q(7v3(y)) va del punt Q(iR) cap a Q(0) restant sempre dins del quart quadrant.
Amb tot aixo tenim que el nombre de voltes que fa @) o~y al voltant de 0 és 1; pel principi
de I'argument

#2(Q) 0 Q1 = nd(Qo,0) = 1. 0

Exercicis

6.6.1. Quines de les segiients funcions son meromorfes a C?

a) 2°, b) 252, c) ez, d) 1/sin(z).

A

6.6.2. Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) amb part real positiva del
polinomi P(z) = 20 — 2% — 22 — 6.
I si alternativament el polinomi fos Q(z) = 2% — 2* — 22 + 67 <

6.6.3. Sigui f una funcid entera tal que
f(z)eR < z€eR.

Demostreu que f té, com a molt, un zero a tot C. <

6.7. Teorema de Rouché

Teorema 6.30 (Teorema de Rouché?). Sigui Q = C un obert i f,ge M(Q). Sigui v un
cami tancat simple homoleg a 0 en . Suposem que f i g no tenen pols en v*. Si

1f(z) —g9(x)| <lg(2)l,  =ze€7"

“Eugene Rouché, Someire, 1832-1910, https://ca.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Rouch%C3%A9
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aleshores
Zf_Pf:Zg_ng

on Zyg, Zy denoten el nombre de zeros (comptant multiplicitats) de f i g en linterior de v,
i Py, Py el nombre de pols (comptant l'ordre) de f i g en linterior de .

Observacié 6.31. Cal que la desigualtat sigui estricta. També, en ser + simple, tenim
que Ind (v, z) val 0 o +1 per z ¢ v*. .

Demostracid del teorema 6.30. Notem que f i g tampoc no poden tenir zeros en v* per la
hipotesi imposada (en cas contrari, tindriem |g(2)| < |g(2)| o bé |f(2)| < 0).

Tenim F' = f/g € M(£2). Si suposem, per simplificar, que els pols i els zeros d’una funcié
no coincideixen ni amb zeros ni amb pols de ’altra, aleshores

{zeros de F'} = {zeros de f} u {pols de g}; {pols de F'} = {zeros de g} U {pols de f}.

Per la hipotesi, tenim que ‘; ((2 — 1‘ < 1 per z € v*, de manera que la corba imatge
I' = F(v) € Dy(1), aixi que I" no dona cap volta al voltant del 0 i, per tant, Ind (I",0) = 0.

Pel principi de 'argument
0=1Ind(I',0) = Zr — Pp = Zy + Py — (Z4 + Py),

d’on obtenim el resultat. En el cas general, la mateixa conclusié se segueix de la identitat
local

ord,(F') = ordg(f) — orda(g),

on els pols es compten amb ordre negatiu. O

La majoria de les vegades apliquem el teorema de Rouché en un cercle {|z —a| = R} i a
funcions f, g holomorfes en un entorn de Dr(a). En aquest cas, si |f(2) —g(2)| < |g(2)| per
|z — a] = R, se segueix que f i g tenen el mateix nombre de zeros comptant multiplicitats
en el disc obert Dg(a). Aixd ens pot servir per determinar els zeros de f en el disc, si
podem triar una funcié g de la qual es pugui determinar facilment el nombre de zeros.

Exemple 6.32. Trobem el nombre de zeros del polinomi P(z) = 27 —22° + 623 — 2+ 1 en
el disc unitat D.

Prenem la funcié g(z) = 623 que té 3 zeros comptant multiplicitats en D. Tenim que
lg(z)| = 6 si |z] = 1. Llavors

|P(2) —g(2)| = |z7 — 25— 24 1] < \z|7 + 2|z|5 +z|+1=5<6=|g(2)], si|z| = 1.

Pel teorema de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros (comptant multiplicitats)
en D, aixi que P té 3 zeros en D. O

Exemple 6.33. Trobem quants zeros té P(z) = 2* — 62 + 3 en I'anell {1 < |z| < 2}.
Primer, trobem els zeros de P dins del disc {|z| < 2}. Prenem g(z) = 2* que té 4 zeros
comptant multiplicitats en {|z| < 2}. Tenim que

|P(2) —g(2)| = | — 62+ 3| <6|z]| +3 =15 < 16 = |g(2)| silz| = 2.
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Com abans, aquesta desigualtat també implica que P no té zeros en |z| = 2. Pel teorema
de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros en {|z| < 2}, de manera que P té 4 zeros
en {|z| < 2}.

Ara, busquem els zeros de P en el disc unitat {|z| < 1}. Prenem h(z) = —6z que té un
zero en el disc unitat. Tenim que

|P(2) —h(2)| = |2* +3| < |2|* +3=4<6=|h(z)] si|z| =1

Pel teorema de Rouché, P té exactament un zero, comptant multiplicitats, en el disc unitat.
En conclusid, el polinomi P té 3 zeros en l'anell {1 < |z| < 2}. O

Teorema 6.34 (Teorema de Hurwitz®). Sigui f,, una successié de funcions holomorfes en
un domini §2 tals que f, — f uniformement en compactes d’Q), per una certa funcio f. Si
per a totan =0, f, no s’anulla en cap punt d’S), aleshores o bé f =0 o bé f no s’anulla
en 2.

Demostracié. Comencem observant que f és holomorfa en ) pel teorema de Weierstrass.
Suposem que f no és idénticament 0, perd f(a) = 0 per un cert a € Q. Aleshores, com que
els zeros de f han de ser aillats (en ser f no idénticament nulla), tenim que f(z) # 0 en
un cert disc puntejat Dy(a)\{a} < €. Sigui 0 < m = min|,_q—, | f(2)| que existeix perque
f és continua i el cercle és un compacte i sigui n prou gran per garantir que

[fn(z) = F(2)] <m

per a tot z en {|z — a| = r}, fet que es dona per la convergeéncia uniforme. Aleshores, sobre
la corba {|z —a| = r},

[fn(2) = F(2)] <m < |f(2)],

i pel teorema de Rouché, f,, i f tenen el mateix nombre de zeros dins {|z — a| = r}. Pero
aixo és una contradiccié ja que f en té almenys un, i f,, no en té cap per hipotesi. ]

Exercicis
6.7.1. Demostreu que l’equacio €* = 2z + 1 té exactament una solucio en el disc unitat

obert. Indicacié: Proveu que |e* — 1| <e—1 si|z| = 1. q

6.7.2. Sigui f una funcié holomorfa en el disc unitat tancat tal que |f(2)| < 1, per a
|z| = 1. Quants punts fixos té f?¢ q

6.7.3. Calculeu el nombre de solucions (comptant multiplicitats) de les segiients equacions
en el disc unitat:

(a) 22 —225+22—-82-2=0.

(b) 225 — 23 +322 — 2+ 8 =0.

® Adolf Hurwitz, Hildesheim, 1859-1919, https://ca.wikipedia.org/wiki/Adolf_Hurwitz
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(c) 27 =524 + 22 =2, a

6.7.4. Quants zeros té P(z) = 2 + 623 — 422 + 1/8 en la regi6 {z € C; 3 < [2| <1}? <

6.7.5. Considerem P(z) = 28 +32% + 22 + 2 + 9.
(a) Proveu que tots els zeros de P(z) son a lanell 1 < |z| < 2.

(b) Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) de P(z) al primer quadrant.<

6.7.6. (a) Calculeu el nombre de solucions a D de l’equacié €* = 4z + 1.

(b) Demostreu que l'equacié e = 3z™ té n solucions en el disc unitat (n =1,2,...). <
6.7.7. SiguiaeC,0<la| <1, ineN.
(a) Demostreu que l’equacid

(z—1)" =a

té exactament n arrels diferents al semipla {z € C | Rez > 0}. Indicacié: Considereu
un disc centrat a z =1 i de radi R = 1 primer, deprés mireu d’augmentar el radi sense
sortir del semipla tancat de la dreta.

(b) Proveu que si, a més, |a| < 1/2", llavors totes aquestes arrels son al disc Dyj(1). <

6.7.8. Demostreu que per a tot R > 0 existeir n(R) = 0 tal que sin > n(R)

2 n
z z
Pn(z):1+z+§-l—---+g

no té zeros al disc {|z| < R}. q

6.7.9. Sigui f, una successié de funcions holomorfes en un domini ) tals que f, — f
uniformement en compactes d’§2, per una certa funcio f.

1. (Corollari de Hurwitz) Deduiu que si fn(z) # a per a tot z € Q i tot n € N, aleshores,
f=aobéf(z)#aen.

2. Proveu que si fp €s injectiva en ) per a tot n = 0, aleshores f és constant o bé f és
injectiva en 2. Indicacié: Argumenteu per reduccié a l’absurd, i utilitzeu ’apartat
anterior.

3. Proveu que si f té un zero d’ordre m en a € ), aleshores existeix pg > 0 tal que per tot
p < po i per tot n > n,, f, té exactament m zeros en D,(a) comptant multiplicitats.
<
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5. Topologia en el pla complex: teoria global de Cauchy

5.6.2. Suposem que ¢1,¢o : Q — R son harmoniques a € i continues fins a 02 i que
¢1 = @2 a la vora 0. Provar que si §) és simplement connex i fitat, aleshores ¢1 = o en
tot punt d’S). Indicacid: trobar la funcié v harmonica conjugada de ¢p1 — ¢ i aplicar el
principi del mazim (minim) a ¢1 — ¢po + iv. q

5.6.3. Una distribucid estacionaria T de la temperatura en una regié € és una funcio
harmonica i continua fins la frontera. Trobeu la temperatura T a linterior d’un disc de
radi 1 si sabem que la temperatura val Im z als dos primers quadrants de la circumferéncia
de frontera i 0 a la resta de punts de la vora. En particular vegeu que la temperatura al
centre del disc és 1/m. q
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6. Series de Laurent

En aquest capitol veurem com son les singularitats aillades de les funcions holomorfes i
estudiarem els desenvolupaments en serie entorn d’una singularitat. Obtindrem el teorema
dels residus, que ens permetra calcular integrals definides i indefinides que altrament serien
complicades.

6.1. Series de Laurent i singularitats

Veurem tot seguit que tota funcié holomorfa en un anell té un desenvolupament en série de
Laurent', que té una expressié formal similar a les séries de poténcies, considerant també
exponents negatius.

Sigui @ € C, i siguin 0 < r < R < . Considerem ’anell

Q={zeC:r<|z—a| <R}

Observem que a 2, sén holomorfes les funcions 1, (z —a), (z — a)?, ..., (z —a)™, perd també
ho sén les funcions (z —a)~ !, (z —a)72,...,(z —a)™".

Definicié 6.1 (Serie de Laurent). Anomenem série de Laurent al voltant d’a € C una
serie de la forma

0 a0 a0
E cn (z—a)" E E (z—a)"
(z —a)”
n=—o n=1 n=0

La part amb exponents negatius s’anomena la part singular de la serie de Laurent. .

Observem que fa(2) == > cn (2 — @)™ és una serie de poteéncies que tindra un radi de
convergencia Ry, de manera que fo € H(Dg,(a)).

Considerem ara la série que correspondria a les poténcies negatives, amb w = Zia, és a
dir, estudiem la série g(w) = Z;‘LO:I c_,w". Aquesta és també una serie de potencies, que
tindra el seu radi de convergencia R; i, en particular, convergira uniformement en |w| < 7,
per a tot r < Ry. Aleshores

convergira si < Ry, és adir, si [z —a| > z;. T amés amés, la serie que defineix f1(z)

[e=al
convergeix uniformement en {|z —a| = 1/r}, on r < R;.

'Pierre Alphonse Laurent, Parfs, 1813-1854, https://ca.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_
Laurent
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6. Séries de Laurent

Ajuntant les dues parts de la serie de Laurent f(z) = >, ., cn(2 — a)", veiem que f és
holomorfa en ’anell {R% < |z —a|] < Ry} (sempre que 1/R; < Rg). El reciproc d’aquesta
afirmacié també és certa: tota funcié holomorfa en un anell s’expressa com una serie de
Laurent.

Teorema 6.2 (Existéncia i unicitat). Sigui Q@ ={ze C:r <|z—a| <R} amb0<r <
R < o, i sigui f € H(Q). Aleshores hi ha una unica série de Laurent amb

f(z):ch(z—a)”, z €.

nez

A més, la serie convergeix absolutament i uniforme en els compactes d’S). En particular,

1 f(w)

o = _ S
"2mi f gy (W — @)

dw per qualsevol p € (1, R). (6.1)

Demostracio. Considerem les series fa(z) = >}, ~gcn (2 —a)" 1 f3(w) = X ,o cnw™ amb
¢y, donat per (6.1) (observem que el valor de p escollit no afecta, ja que si r < p; < p2 < R,
els cercles 7,,(t) = a + pje' per t € [0,27] sén homolegs en (2, vegeu I'exemple 5.15), amb

-1
radis de convergencia Ry = (lim SUP;_s o0 A/ \cn|> i R3 = (lim SUP;—s o0 A/ |c_n|>

Notem en primer lloc que sin € Z ir < p < R, aleshores

:® 1/ M\dw\ < SupaDip(“)m.
|

o' w—al=p |w _ a|n+1 n
Per tant,
T /subap, ) Il 4
— < limsup————— = —,
2 n—+0 P P

1 .
— < limsup .,/ sup |flp = p.
R3s  novoo A\loD,(a)

Com que p € (r, R) és arbitrari, deduim que

1
<r 1 R < Rs.

Ry = — <
1 s

Les series fy i f3 convergeixen absolutament i uniforme en compactes dels seus discs de
convergencia Dg,(a) i Dg,(0) respectivament. Fent el canvi w = (z —a)~! en la segona
serie deduim que

filz) = fs((z=a)7) = D] ez —a)"
n<—1
és convergent absolutament i uniforme en compactes de {|z — a| > R;}. Per tant, fi + fo
és convergent absolutament i uniforme en compactes d’§2 tal com voliem veure.
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Resta demostrar que f = fi1 + fo i que la série és tnica. Comencem per veure la
coincideéncia. Fixem z € . Prenem ry, 7y amb r < r; < |z —a| < ro < R, i considerem els
cercles

1 (t) = a+ re, Yo(t) = a + rae®, t € [0, 27].

Definim el cicle I' = 49 — ;. Com que I' és homologa a 0 en lanell Q, i Ind (T, z) = 1,
aplicant la férmula integral de Cauchy global, obtenim
1 w 1 w 1 w
Ny (DWW Ny o (W Y (T
2 Jrw — 2 270 Jyy, w — 2 270 Jy W — 2
Ara desenvoluparem en seérie cadascuna de les dues integrals, de la mateixa manera que
vam fer quan vam provar que tota funcié holomorfa és localment una serie de potencies, i
ja haurem acabat. En primer lloc, per w € 5, i com que |z — a| < ro = |w — al, tenim que
|Z a\
| = < 1. Per tant

=2 e
— k+1’
CL
k>0

i la convergencia de la serie és uniforme en 5 pel criteri M de Weierstrass. Per tant,
podem treure el sumatori fora de la integral per obtenir

1 w 1 w
5 f(_)z dw = Z (z — a)k% /wa|_r2 (= )i {(a))kﬂ dw = fo(z).

by W k>0

Per a la segona integral, procedim analogament: observem que, per w € 7} tenim que

< 1. Per tant
1 _E(w—a -
_ o _a)k
mw o A (z—a)

Aplicant el criteri M de Weierstrass, aquest cop en 77, deduim que la seérie anterior
convergeix uniformement en ~{ i, per tant, podem treure el sumatori fora de la integral
per obtenir

1 - 1 g )
2 [n Z (2 —a) <2w2/|wa|_r1f( )( ) ) fi(2).

Vegem ara la unicitat. Prenem p amb r < p < R. Recordem que, per k € Z, tenim que

1 0 si k#-1
5 (z—a)kdz={1 D L— 1
T |z—a|=p S1 =

Si f(2) = Y4ey bi(z — @)* convergeix uniformement en els compactes d’Q (aixd serd aix{
per Cauchy-Hadamard), llavors podem treure el sumatori fora de la integral en el calcul
que segueix, per obtenir

1 fw k
N -~ 7 b w—a _(n+1)dw = b
271 Jw—al=p (w—a) n+1 Z ko /w a|=p( ) n
que determina el coeficient b,, = ¢, de manera tnica. ]
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Exercicis

6.1.1. Calcular la série de Laurent de

z—1
ATl 0<la—4 <4
@) z(z—4)3a <lz =
b) 1/e0=Y2) per || > 0. |
i 3
6.1.2. Per a la funcid f(z) = w
z

1. Trobar els primers termes no nuls de la part central de la seva série de Laurent a

z=0.
2. Calcular ¢ f(z)dz si es recorre |z| = 1 un cop i en sentit antihorari. <
1
6.1.3. Trobeu el desenvolupament en serie de Laurent de f(z) = 71) a les corones:
z2(z —
(a) {ze C:0<|z| <1}, ) {zeC:0<|z—-1 <1}, (¢){zeC:|z| > 1} i
(d) {zeC:|z—1| > 1}. a
o 1 "
6.1.4. Sigui f(z) = m, donar les séries de Laurent per les tres corones
z—1)(z —
centrades a 0 alla on f és analitica (|z| < 1,1 < |z| <3 i|z| > 3). <

6.1.5. Donar els primers termes de la série de Laurent de

a) f(z) = 2% cos <312> per |z| > 0.

b) f(z)

262_1per0<]z]<R. 4
a0 Zn

6.1.6. Quina és la corona (o anell) de convergencia de Z ol ? <

n=—u

6.2. Singularitats aillades de funcions holomorfes

Definicié 6.3. Sigui 2 < C un obert i considerem un subconjunt £ < . Si f e H(Q\E)
i no esta definida en els punts de E (o bé hi esta definida perd no hi és C-derivable),
aleshores diem que E sén les singularitats de f en Q.

Una singularitat zp d’una funcié holomorfa f es diu aillada si hi ha r > 0 de manera

que f € H(D,«(zo)\{zo}). .

Per exemple, les funcions
sin z 1 1/2

) 72a
z z
sén holomorfes a C\{0}, i tenen una singularitat aillada en z = 0.

152



6. Séries de Laurent

Definicié 6.4 (Singularitat evitable). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié
holomorfa f. Diem que 2y és una singularitat evitable de f sihihae >0ige H (Dg(zo))
amb

f(z) =g(2)  Vze De(20)\{20}- .

Es a dir, una singularitat evitable seria una singularitat “ficticia”, ja que podriem
redefinir la funcié de manera que sigui holomorfa al voltant del punt. Es clar que si zo és
una singularitat aillada de f, i existeix lim,_,,, f(z), llavors zp és una singularitat evitable
de f (simplement definint f(zp) = lim,_,,, f(z) ). Ara bé, existeix un criteri encara més
feble per determinar quan una singularitat aillada és evitable.

Proposicié 6.5. Sigui zg singularitat aillada d’una funcié holomorfa f. Llavors zy és
evitable si i només si

lim (z — 29) f(z) = 0.

z—20
Demostracid. Tenim que f € H(D,(20)\{z0}). Si 20 és una singularitat evitable, llavors hi
hae>01ige H(D:(z)) amb f(z) = g(z) per z € D:(20)\{20}. Per tant

lim (z — 20) f(2) = lim (2 — 20)g(2) = 0- g(z0) = 0.
zZ—20 Z—20
Suposem ara que lim,_,,,(z — z0) f(z) = 0, 1 provarem que 2 és una singularitat evitable
de f. Definim
h(z) = { (z—20)f(2) si z# 2

10 si z=z

Llavors h és holomorfa en D, (zp)\{z0}. Com que lim,_,,(z — 20) f(z) = 0, la funcié h és
continua en zp, de manera que se segueix que h és holomorfa en D,(zp) (veure una de
les conseqiiencies del teorema de Morera). Com que h(zg) = 0, pel teorema 4.42 hi ha
g € H(D,(2)) amb h(z) = (z — 20)g(z). En particular, f(z) = g(z) per z # z, de manera
que zp és una singularitat evitable de f. O

A partir d’aquesta proposici6 ja podem veure que la funcié f(z) = % t¢ una singularitat
evitable en z = 0. En canvi, les singularitats en z = 0 de les funcions z% i e'/% no sén
evitables.

Definici6 6.6 (Pol). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f. Diem que
zp és un pol de f si
lim |f(z)| = 4o0. .
z—20
Exemple 6.7. La funcio Z% té un pol en z = 0. En canvi, la singularitat en z = 0 de la
funcié f(z) = e'/# no és evitable ni és un pol, ja que si z = —z, tenim que e~ /¥ — 0 quan
x — 0, 1 en canvi, per z = ix, tenim que |el/ix] =1. O

Definicié 6.8 (Singularitat essencial). Una singularitat aillada d’una funci6é holomorfa
que no és evitable ni és un pol es diu que és una singularitat essencial. .
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Figura 6.1.: A lesquerra la funcié ;1;, amb un pol d’ordre 2 a l'origen; a la dreta f(z) = el/z,

amb una singularitat essencial a 1’origen.

Tornem al cas en que una funcié f holomorfa en Dg(29)\{z0} tingui un pol en el punt z.
Donat que lim,_,,, |f(z)| = o0, existeix 0 < r < Riper a tot 0 < |z — zo| <r, f(2) #0.
Si definim en 2 = D, (z) la funcié

— Si z# 2
oz =1 1)
0 si z=2 |,
es compleix que lim,_,,, ﬁ = 0, que prova que g és continua en zy3. Per tant, g €
C(Q2) n H(Q\{z0}), que implica que g € H(f2). Com que g(zp) = 0, pel teorema 4.42 hi ha
m € N de manera que ¢g(z) = (z — z9)™g1(2), on g1 € H(Q) amb ¢1(29) # 0. En particular,
g1(2) # 0 en un entorn de zp, de manera que podem desenvolupar en série de poteéncies al
voltant de zp la funcié 1/¢1,

1 0

> Ak(z — 20)*.

MO

Llavors, per z en un entorn de zg amb z # zp, tenim que

1 I - o
16 = o @) = o ,;) Ax(z = 20)
Ao Al Am—l

- (z—zo)m+(z—zo)m_1+“'(z—zo)

+ G(z),

on G és una serie de poténcies al voltant de zg, i Ag # 0.

154



6. Séries de Laurent

Definicié 6.9. Donada una funcié f amb un pol en zg, anomenem ordre del pol zg el
nombre natural m tal que podem escriure

+00

fz)= ), alz—20),

k=—m
amb c_,, # 0. .

Per exemple, la funcié f(z) = Z% té un pol d’ordre 2 en z = 0.
També veiem que zg és un pol de f d’ordre m, si

lim |(z — zo)kf(z)’ = 400, peratotk<m,

z2—20
1 existeix el limit

Com = lim (z — 2z9)™ f(2) # 0.

z—2(0

Si tenim una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f, podem veure quin tipus de
singularitat és mitjancant la serie de Laurent de f en 0 < |z — zg| < 7.

Lema 6.10 (Classificacié de singularitats aillades en termes de la serie de Laurent). Sigui
f holomorfa en {0 < |z — zo| < r} amb série de Laurent donada per

[ee}
f(z) = Z cn (2 = 20)", 0<|z—2]|<r
n=—0o0
(i) zo és evitable si i només si c_, =0 per a tot n = 1;
(ii) zo és un pol d’ordre m si i només si c—p, = 0 per a tot n >m i c_p, # 0;

(iii) zo €s una singularitat essencial si i només si hi ha infinits c_, # 0 per n > 0.

El segiient resultat ens dona una idea del que passa al voltant d’una singularitat essencial
d’una funcié holomorfa.

Teorema 6.11 (Casorati’-Weierstrass). Sigui f holomorfa en D,(z0)\{z0}. Si 20 és una
singularitat essencial de f, llavors

£ (De(z0)\{=0})

és dens en C per a tot 0 <e < r.

Demostracid. Sigui e amb 0 < € < r. Suposem que f(D:(20)\{z0}) no és dens en C.
Aleshores hi ha wg € C it > 0 de manera que

|f(z) —wo| =t si 0<|z—2 <e. (6.2)

2Felice Casorati, Pavia, 1835-1890, https://ca.wikipedia.org/wiki/Felice_Casorati
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En particular, f(z) # wq i, per tant, la funci6
1
9(2) =
B = 5w

és holomorfa en D.(z)\{z0}. La condicié (6.2) ens diu també que g és fitada, de manera
que lim,_,.,(z — 20)g(z) = 0, que implica que {zp} és una singularitat evitable de g per la
proposicié 6.5. Llavors existeix

Si a = 0, llavors lim,_,, | f(2)| = +00, de manera que zg seria un pol de f, en contradiccié
amb la nostra hipotesi. Finalment, si o # 0, llavors

lim f(z) = wo + 1

zZ—20 «

de manera que zq seria una singularitat evitable de f, en contradiccié amb el fet que zg és
una singularitat essencial de f. O

Un resultat més avancat (teorema gran de Picard®), ens diu que al voltant d’una
singularitat essencial, una funcié holomorfa pren tots els valors complexos excepte potser
un.

Exercicis

6.2.1. Construccid de funcions

1. Trobar una funcio f que tingui un pol d’ordre 2 a z = 1 4+ 1 1 singularitats essencials
az=0,1.

2. Trobar una funcio f que tingui una singularitat evitable a z = 0, un pol d’ordre 6 a
z =1 1 una singularitat essencial a z = 1. <

6.2.2. Sigui f analitica amb zero d’ordre n a zg i g analitica amb zero d’ordre m a zy. Si
h(z) = f(z)/9(z) proveu que
a) sin>m h(z) té un zero d’ordre n —m a 2,
b) sin <m h(z) té un pol d’ordre m —n a zp,
c) sin=m h(z) s’estén a una funcid holomorfa i no nulla a zy. <
6.2.3. Determineu les singularitats de les funcions segiients. Si a és una singularitat
evitable de f, calculeu el valor que cal donar a f(a) per tal que f sigui holomorfa en un

entorn d’a, i si a és un pol de f, determineu la part singular de f en a (la part de la série
amb indexs negatius).

3Charles Emile Picard, Paris, 18561941, https://ca.wikipedia.org/wiki/Charles_%C3%89mile_Picard
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a) f(z) = zcos(1/z). c) f(z) = (1_1z)2 4
22 +1 )
RS T poy 5

6.2.4. Sigui f € H(D,(a)\{a}). Suposem que existeir una successid (z),, tal que z, — a i

1 1
i e/ =0, |7 (204 1) <1-2, nen
n—0o0 n n
Determineu el tipus de singularitat que té la funcid [ en el punt a. <

6.2.5. a) La funcio tan(1/z) té una singularitat aillada al 0? De quin tipus?

b) Sigui 0 singularitat aillada de f(z). Suposem que |f(2)] < |2|7® on 0 < a < 1.
Demostreu que 0 és una singularitat evitable. <

6.3. Teorema dels Residus

L’objectiu és calcular el valor de f7 f quan v és un cami tancat en §2, pero la funcié f no
és holomorfa en tot €2, siné que té singularitats aillades.

Definicié 6.12. Sigui f holomorfa amb una singularitat aillada en un punt a. Sigui

Fz) = Y enlz—a)"

nez

el desenvolupament en serie de Laurent de f al voltant del punt a. El residu de f en a és

Res(f,a) = c_1. .
Proposicié 6.13. Siguir > 0 ia € C i sigui f € H(Dy(a)\{a}). Llavors

/ f(2)dz = 2miRes (f,a) Vo<e<r.

|z—al=¢e

Demostracid. Aixo és una conseqiiencia immediata del teorema 6.2 i de la definicié de
residu. O

Observacié 6.14 (Calcul de residus). Es clar que si z = a és una singularitat evitable de
f, lavors Res (f,a) = 0.
Si z = a és un pol simple de f, llavors

Res (f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a
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Suposem que z = a és un pol de f d’ordre m. En aquest cas, obtenim el desenvolupament

de Laurent
0

flz) = Z cn(z—a), 0<l|z—a|l<r.

n=—m

Llavors, per 0 < |z — a| < r, tenim que
g(z) =(z—a)"f(z) =com+tcm-n(z—a)+ - +c1(z — )™t eo(z—a)" ...

de manera que el residu de f en el punt a és el coeficient (m — 1)-ésim del desenvolupament
en série de potencies de la funcié g, que sabem que és

9" Y(a)
(m—1)!"

Per tant, si z = a és un pol de f d’ordre m, llavors

L=, ‘

Exemple 6.15. Considerem la funcié

Res(f,a) =

eZ

f(z)=m7

que té singularitats en els punts 25 = 11 z; = —1, que sén pols d’ordre 2. Llavors, si
ez

g(2) = (2 = 1)%f(2) = EEsyLE tenim que
Res (f,1) = /(1) = 0.

Sih(z) =(z+1)2f(z) = ﬁ, llavors h/(z) = % i

Res (f, —1) = h(—1) = % o

Teorema 6.16 (Teorema dels residus). Sigui Q@ < C un obert, i sigui f € H(Q\A), on
A < Q no té punts d’acumulacid en Q. Si T' és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en €2,
llavors

/Ff(z)dz = 2mi Z Ind (T, a) Res (f,a).

acA

Demostracié. Vegem primer que la suma té un nombre finit de termes diferents de zero.
Posem

K =T% U {zeC\I'*; Ind (T, ) # 0}.

Comprovem que K és compacte. Observem primer que K < 2, ja que per hipotesi
Ind (T", z) = 0 per a tot z € C\Q2. Si R és prou gran, llavors I'* < Dg(0) i C\Dg(0) esta
contingut en la component connexa no fitada de C\I'*, on es verifica que Ind (I', -) = 0. Per
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tant, K < Dg(0) i, en particular, K és fitat. D’altra banda, cada component connexa de
C\I'* és un obert i K és el complementari de les components connexes de C\I'* on I'index
val zero, és a dir, K és tancat i, en conseqiiencia, K és compacte.

Com que A no té punts d’acumulacié en €, és finit o numerable i, en particular,

B={aeA:Ind(Tya) #0} =K n A,
és finit ja que el compacte K < €) no pot contenir punts d’acumulacié. Per tant
B ={ai,...,an}.

Considerem els discs oberts D; := D, (a;), i =1,...,n amb D; n (A\{a;}) = & de manera
que

(i) De(ai) =, i=1,...,m;
(ii)) De(ai)) nT* =g, i=1,...,n;

(iii) De,(a;) N De;(a;) = & peri # j.

Per i = 1,...,n, siguin v;(t) = a; + g;e', t € [0,27], cercles de centre a; i radi ¢;, i
considerem el cicle .
Azf—Zni%, n; = Ind (T, a;).
i=1

Llavors A és un cicle en Q\A. Vegem que és homoleg a 0 en 2\ A. Hem de veure que
Ind (A,z) =0 per atot z ¢ (Q\A).

Si z ¢ Q, llavors Ind (T, 2z) = 0, ja que I' és homoleg a 0 en Q. També, peri =1,...,n,
tenim que Ind (75, 2) = 0, ja que z pertany a la component no fitada de C\y, de manera
que Ind (A, z) = 0.

Si z € A\B, llavors Ind (I',z) = 0 per la definici6 del conjunt B. A més, també
Ind (y;,2) =0 per atot i = 1,...,n ja que z es troba a l’exterior del cercle ;. Per tant,
Ind (A, 2) = 0.

Si z € B, llavors z = ay per algun 1 < k < n. Com que Ind (y;,ax) = 0sii # k, i
Ind (&, ax) = 1, tenim que

Ind (A, z) = Ind (A, ax) = Ind (T, ag) — Z n; Ind (73, ag)
i=1
=Ind (T',ar) — ng = Ind (T', ag) — Ind (T, ax) = 0.

Aix{ doncs, tenim una funcié f € H(Q\A), 1 A és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en
O\A. Pel teorema de Cauchy global, tenim que

/A f(z)dz = 0.
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Es a dir,
0= / f(z)dz = / f(z)dz — Z n; / f(2)dz.
A T i=1 Yi
Per la proposici6 6.13, tenim que
f(z)dz = 2miRes (f, a;),

Vi

de manera que, com que n; = Ind (T, a;), tenim que
/ f(z)dz = 2mi Z Ind (T, a;) Res (£, a;). O
r i=1

Moltes vegades aplicarem el teorema dels residus quan tinguem una funcié holomorfa amb
un nombre finit de singularitats {aq,...,a,} dins d'una corba v tancada simple orientada
positivament, aixi que els indexs d’aquests punts valen 1. En aquest cas el teorema dels
residus ens diu que

/f(z)dz = 27i 2”1 Res (f, a;).
g i=1

Exercicis

6.3.1. Ezisteix alguna funcid f amb pol simple a zy tal que Res(f,z0) = 07 Qué passa si
el pol és d’ordre 2, pot passar que Res(f,z9) =07 a

6.3.2. Calculeu els residus de les funcions segiients en els punts indicats:

1
= — =0.
W 1) = = 2
14 ¢?
b) f(Z)Z A 7Z0:0- <
1/z
6.3.3. Calculeu / dz pels diferents valors d’a € C tals que |a| # 1. <
2|=1 %~ @

6.3.4. Decidiu si son certes o falses les segiients afirmacions. Doneu els arguments que
provin les afirmacions.

1. Si f,g tenen un pol a zy llavors f + g té un pol a zp.

2. Si f,g tenen un pol a zg i en els dos casos el residu és no nul llavors f - g té un pol a
zo amb residu no nul.

3. Si f té una singularitat essencial a z = 0 i g un pol d’ordre finit a z = 0 llavors f + ¢
té singularitat essencial a z = 0.
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4. Si f té un pol d’ordre m a z = 0 llavors f(2?) té un pol d’ordre 2m. <

6.3.5. Suposem que f és holomorfa amb un zero d’ordre m a zy. Proveu que g(z) =
1(2)/f(z) té un pol simple a zop amb Res(g, z0) = m. <

6.3.6. a) Proveu que si g(z) té un zero simple a zg, llavors 1/g(z) té un pol simple a zp.
b) Proveu que Res(1/g,z0) = 1/¢'(20).

¢) Sigui f(z) = 1/sin(z), trobeu els seus pols i proveu que son simples. Trobeu els residus.<

6.3.7. Trobeu i classifiqueu les singularitats aillades de cadascuna de les funcions segients.
Calculeu el residu a cada singularitat.

241
a) f(z) = m

1
) (=) = .
c) h(z) =cos(l—1/z). q
6.3.8. Awval }f L dz al llarg de | ba |z—3| =
.3.8. Avalueu (z—l—l)(z—1)(2—2)(z—3)(z—4)(z—5)Za arg de la corba |z =
3 recorrequda en sentit antihorari. <

6.3.9. Awvalueu les segiients integrals

sin z etz
a ——dz, dz.
)ﬁws%—4 Q)%kgﬁw—axz+&>z )

1
b ——d
/ ﬁz:822+2+1 =

6.3.10. Calculeu la integral de la funcié f(z)

1+ 2

= 1oz sobre la vora del disc D7(0). <«

6.3.11. Per at > 0, sigui Cy la circumferéncia de centre it, que passa pels punts —2 i 2.
Calculeu

e’i7’l’Z+1
f(t)z/ ———dz, perat#2. <
o, 2(z —t)
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6.4. Residu a l'infinit

Una funcié holomorfa en un domini que contingui un entorn de Uinfinit i tal que f(0) =
lim,_, f(2) = oo es pot entendre que hi té un pol. Si f(o0) € C, parlarem d’una singularitat
evitable, i si A f (o0), d’una singularitat essencial. El teorema dels residus ens permet també
relacionar el residu en aquesta singularitat amb els residus en C.

Definicié 6.17. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades
FE, isigui I una corba simple tancada orientada positivament i tal que tots els punts de E
queden a l'interior de I'. Aleshores el residu de f a linfinit és

R .
es(f, ) =~ [ ) .
Pel teorema dels residus, si A és el conjunt de singularitats aillades de f en C, tenim que
Res(f, Z Res(f,a)
acA

ja que Ind (I",a) = 1 per hipotesi.

Lema 6.18. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades E.
Aleshores el residu de f a linfinit és

Res(f,0) — — Res (u;f (i}) ,0) .

Demostracid. Fem el canvi de variable w = 1/z. Sigui C; la circumferencia de radi t,
recorreguda en sentit antihorari. Si R és tal que C'r conté totes les singularitats, aleshores

trobem
—2mi Res(f,0) = f(z)dz =/ f <1> —dw
Cr -

w) w?’
1/R

on Cl_/ r €s la corba inversa de (g, vegeu la definici6 4.2. Canviant-ne 'orientacié trobem

—1 1\ dw 1616 1 1
Res(f, ) = 27Ti/6‘1/Rf <w> o — Res (w2f <w> ,0),

tal com voliem veure. O
Exercicis
5
6.4.1. Trobar el valor la integral 55 (Z l)dz calculant el residu de l'integrand a
|z‘ 9 Z\%2 —
Uinfinit. <
a? — 22
6.4.2. Sigui a € R, calculeu, estudiant el residu a linfinit, I = 315 ———5.dz on C és
o 2(22 + a?)
una corba simple que envolta les singularitats de l’integrand. <
6.4.3. Avaluaryg e/#sin(1/2)dz. q
|z]=1
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6.5. Aplicacié al calcul d’integrals

El teorema dels residus es pot fer servir per calcular diverses integrals reals. Farem diversos

exemples tipics.

Exemple 6.19. Tenim una funcié racional R sense singularitats en |z| = 1, i volem calcular

2
I = R(sint, cost) dt.
0
Fent el canvi z = e, podem posar
eit _ it , 1 eit 4 it 24+ 1
sint = = z. cost = = Z,
21 2i 2 2
Com que dz = ie® dt, llavors dt = %, de manera que

I—l/R z—%z—i—% dz
s 2 2 2’

on v és el cercle |z| = 1. Ara apliquem el teorema dels residus i ja esta.

Per exemple,
2 dt
/0 2 +sint’
Fent el canvi z = e, tenim que

Tt 1 dz 2
Eaerv il S eul ool SNy
0 + sin l2]=19 1 ( Z) iz lo|=1 2 + diz —

2i
La funcié 9
)= ——-
/() 22+ 4iz —1
té singularitats en els punts o = (—2++/3)i i 8 = (=2 —+/3)i. Tenim que || < 1i |B] > 1,
aixi que aplicant el teorema dels residus, tenim que

2
- dz = 2mi .
/|2=1 22+4iz—1dz i Res (f, @)
Com que « és un pol simple de f, tenim que
2 2 1
Res (f,a) = lim (2 — a)f(z) = lim = = .
(F0) = lim(z = a)f(2) = lim —— = —— - —

Per tant,
27

o 2+sint lz]=1 2% + diz — 1 Z=emuesi), o V3
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Exemple 6.20. Calcul d’integrals del tipus

/O; f(z) e dx

on f no té cap pol en l'eix real.
Per exemple, donat k > 0, calculem

L coszx
/ ﬁdaj.
0o & +k

© cosz 1 [® coszx 1 © el
S L L R ).
/0 22+ k2 2/_Oox2+k2 YT e(/_oozn2+k‘2 :c)

Aixi doncs, calcularem
[0} T
/ ENeL
———dux.
2 2
_or*+ k

ez’z

f(Z) = 22 4 k2
Aquesta funcié és holomorfa a tot C, excepte en els punts ki, —ki que sén pols de f d’ordre
1. Prenem R > 0 molt gran, de manera que R > k. Integrem la funcié f en el semicercle ~

format pel segment ;1 (z) = x, amb x € [-R, R] i 2(t) = Re®, t € [0, 7]. Com que només

Tenim

Considerem la funcié

72(t) = Re"

v

-R 0 R
Figura 6.2.: Camins per I'exemple 6.20.

el punt ki es troba en l'interior del semicercle, pel teorema dels residus, tenim que
/ f(2)dz = 2mwiRes (f, ki).
~

Calculem ara el residu de f en el punt ki. Com que és un pol d’ordre 1, tenim que

et? ezkz

N o _ _&
Res (f, ki) ZLTIICIZ(Z ki) f(z) zLHinZ‘f‘ki i’
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aixi que

D’altra banda, tenim que

Lf@ﬂw=ﬁj&ﬂz+lj@ﬂz
/wf(z)dz=/_z$2ixk2dx

o0 1T
/Oox;—kk?dx—i— lim Ir = lim /yf(Z)dZ: kefk,

R—0 R—

@:ijm

Si veiem que limp_, o, Ig = 0, aleshores obtindrem

/OO el d NN / cos T _p
———dxr = — = —€ .
o T2+ K2 22+ k2 k2 2k

Provem doncs que limg_,o, Ig = 0. Tenim que

T eiReit .
IRz/ ————s Rie' dt.
0

Tenim

Fent R — o0, obtenim

on

R2e2it 1+ |2
Llavors v
™ ’eiRe”’
|IR| < /0 m Rdt.
Com que \emeitl = e Rt fent servir que |R?e?" + k2| > R? — k2, i que sint > 0 per

€ [0, 7], velem que

R " —Rsint TR
<) " i<p_p 0
quan R — o0, provant el resultat desitjat. O

Exemple 6.21. Si f té algun pol en l’eix real, evitem el pol. Per exemple, calculem

w .
Sinx
dx.
0 X

Integrant per parts, es pot veure que aquesta integral impropia és convergent (encara que
no és absolutament convergent). Considerem la funcié
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Vr(t) = Re'

Figura 6.3.: Camins per I'’exemple 6.21.

que és holomorfa en C\{0}. Integrem f en el cami - de la segiient figura. Pel teorema de

Cauchy, tenim que
/f(z)dz = 0.
.

D’altra banda, com que v = v + Yg + v2 — Y=, amb 1 (z) = z per z € [e, R]; 72(y) =y
per y € [-R, —¢]; Yr(t) = Re® per t € [0, 7] i 7-(t) = ce® per t € [0, 7], tenim que

0— / fde = | faz+ [ fedz+ [ f@de— | f)ae

TR Ve
Tenim
R eix
/ f(z)dz = / —dx.
m e %
També, després de fer el canvi x = —y, tenim que

—€ iy R —ix
(z)dz = / e dy = —/ °  da.
Y2 —R y 3 €T

Per tant, per a 0 < ¢ < R, tenim
R eia: R e—iac
0= —dx — dr + Ig — I..
13 x € x

R .
0:2¢/ ST e+ Ip — I
€

x

Aixo és,

Fent primer R — +00 i després € — 0, i usant que limp_,o, Ir = 0 (vegeu 'exercici 6.5.1),

obtenim Y
sinx
21 / dr = lim I.
0 e—0

X

Tot plegat ens dona que
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Vegem ara que

lim/ (Gl N
Ye

e—0 z

Efectivament, per |z| = & amb 0 < € < 1 tenim que

el —1
<ell =¢f <e

~

e”—l‘

z 2]

(aquestes desigualtats es poden veure a partir del desenvolupament en serie de ’exponencial)

i, per tant, ‘
e —1
/ =1 .,
Ve z

que tendeix a zero quan ¢ tendeix a zero.
Aixo implica que

< eLong(:) = eme,

iz d T itdt
lim I, = lim/ 6—dz: = lim & lim ree @b i,
Y

e— e— . 2 e—0 Ve z e—=0 Jo gelt
Per tant o
sin x T
der = —. O
0 X 2
Observacié 6.22. Si R és una funci6 racional sense pols a ’eix real i
lim zR(z) =0
zZ—00

(és a dir, si R = P/Q amb deg @ > deg P + 2), aleshores podem calcular

/_:O R(z)dx

integrant R sobre un semicercle del semipla superior i fent tendir el radi a infinit. Vegeu
I’exercici 6.5.3. o

© dx
e
0 ].+£Un

Aquesta integral és convergent ja que n > 1. Considerem la funcié

Exemple 6.23. Calcul de

_ 1
142

f(z)
que és holomorfa a tot C excepte en les solucions de z" + 1 = 0, és a dir, en
2k

ap =Gt W) k=0,1,...,n— 1.

Integrem la funcié f en el “formatget” v del dibuix, amb R > 1 gran. Només el pol aq es
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Figura 6.4.: Camins per ’exemple 6.23.

troba en l'interior del cami v, de manera que, pel teorema dels residus,
/ f(2)dz = 2miRes (f, ao).
.

Com que ag = €™/™ és un zero simple de 1 + 2™, tenim

1
Res (f,a0) = ——-
nay
Com que af = —1, aixo també es pot escriure com

ao

Res (f,ap) = -

Per tant,
2
/f(z) dz = —Lemiim,
. n
D’altra banda, si yg(t) = Re®, t € [0,27/n], aleshores

2r R
< =

—0 (R — +00).

A més,
R
d
e = [
[0,R] 0 1+ 2m

mentre que, en el segment radial inclinat, posant z = te2mi/n,

R at
z)dz = 627”/"/ .
/[\07R627ri/n] f< ) 0 1 + t7

Tenint en compte I'orientacié del contorn, obtenim, fent R — +00,

. ©d 27t
(1 o 6271'1/71) /0 - +$xn _ _%ewz/n‘
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Finalment, com que
] . i . 7T
1 — ¥/ = 2™/ sin (ﬁ) ,

deduim

/OO de 7r
o l4+azn  nsin(r/n)’

Exemple 6.24. Per 0 < a < 1, podem calcular

/OO Qz) .
o oz

on @ no té cap pol en {0} U RT amb lim,_, 2Q(z) = 0.
En aquest cas, considerem la funcié

f(z) =Q(z) 2™, 2T = ek

amb Lz = In|z| + iAz, amb Az € (0,27). Llavors 2~ és holomorfa a C\[0, +o0). Sobre la
vora superior del tall,

mentre que sobre la vora inferior,
—« —27riax—o¢‘

z — €

. En aquest cas, integrem f en el recinte “comecocos” « de la figura 6.5.

Figura 6.5.: Camins per I'exemple 6.24.
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Tenim v =71 +vg — 2 — 7, amb

m(z) = x + e, per x € [0, R*];
Yr(t) = Re', per t € [¢¥, 27 — &¥];
Yo(x) = & — e, per z € [0, R*];
) T 3
t) =ee” te|=,—|.
Ye(t) = ee, per 6{2,2]

Aixi, si veilem que els arcs exterior i interior no contribueixen en el limit, el teorema dels
residus dona

(1 — 6727”0[) /000 Q(;E) dx = 2mi Z Res(Q(z)z*a, a),

X
aceA

on A és el conjunt de pols de @ en C\[0, +0), vegeu exercici 6.5.5. O

Exemple 6.25. Calcular integrals del tipus

0
/ R(z) Inzdz,
0

on R no té cap pol en R* isi R = P/Q, grau@ > grau P + 2.

Observem, primer, que si raonem com en els casos anteriors i agafem la funcié g(z) =
R(z) Lz on Lz = In|z|+iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié g en la regié “comecocos”
del cas anterior, es compleix que z € 7f, z = x +i¢, aixi que Lz —> Inx sie — 015si z € 73,
z = x —ie, de manera que Lz — Inx + 27¢ si € — 0. Tot plegat ens dona que si z = z + i€,
amb x > 0, g(z +ic) > R(z)Inz, i g(x —ie) - R(z)(Inz + 27i) quan € — 0 i, com que
els camins es recorren en sentits oposats, la part corresponent a R(z)In(x) es cancella, i
no podem calcular la integral desitjada.

Per aquest motiu, agafem la funcié

f(2) = R(2) (L2)?,

on Lz =In|z| +iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié f en la regié “comecocos”del
cas anterior. La component imaginaria ens permetra recuperar la integral buscada, vegeu
Pexercici 6.5.7. O

Exercicis
6.5.1. Perr > 0, considerem la corba v, : [0,7] — C definida per ~,.(t) = re®, i sigui

I(r) = € de.

Y

Demostreu que lim,_,o, I(r) = 0. q

22

(22 +9)(22 +4)2°

6.5.2. Considereu la funcid f(z) =
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(a) Determineu les singularitats de f.

(b) Calculeu la part principal del desenvolupament de Laurent al voltant de z = 2i.

/000 f(x)dx

1 calculeu-ne el seu valor. 4

(c) Justifiqueu la convergéncia de

6.5.3. Demostreu que

400 :E2 T
dr = —. q
/OO 1+ x? V2

I:z/md:p .
0 1+x5

6.5.5. Donat a € (0,1) calculeu el valor de la integral

0 a
/ — dz. <
0 1+=x

6.5.4. Calculeu

6.5.6. Calcular

/Ooo x/i(fxﬂ:?) )

0
1
/ LA .
0 1+2

6.5.8. Justifiqueu la integrabilitat (Lebesgue o impropia Riemann) i calculeu les segiients
integrals (en tots els apartats k € Z, a e R in =0,1,2,---):

2
sin? ¢ 2 —x 42
dt. d dx.
a)/ 5+ 4cost )/Oo 24 + 1022+ 9
sin? z sinx
b dx.
)/ 2 e)/ooxz—x—kld °

) /27r cos(nt)
c
2+ cost

6.5.7. Calcular
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6.5.9. Justifiqueu la convergéncia de

+00
/ Ve dzx
0

x2 4+ 3

i calculeu-ne el seu valor (cal justificar tots els passos). <

6.5.10. Siguin f(z) = €*/2% i la recta v = {1 +it; t € (—o0, +0)}.

Lf(z)dz.

Indicacié: integreu f sobre la vora del semidisc de centre zg = 1 i radi R amb Rez < 1.

a) Calculeu (justificant tots els passos)

o1 -2 t) + 2tsin(t 2
b) Deduiu que / ( )Ef(l)s—i(- 22—;2 sin( )dt = ?ﬁ. <
—00

6.5.11. Considereu
22 -9

Fz) = (22 4+ 1)2(22 +4)2°

(a) Trobeu la part principal de la série de Laurent al voltant de z = 2i.

(b) Justifiqueu la convergéncia de
+0

f(z)dzx

i calculeu-ne el seu valor (justifiqueu tots els passos). <

6.5.12. Sigui f(z) = €i22, i considereu el cami ygr format per el segment que va de 0 a R;
Uarc del cercle |z| = R que va de R a Re'™* i el segment que va de Re™* a 0. Demostreu
que

f(z)dz =0,

TR

i utilitzeu-ho per a calcular les integrals de Fresnel

0 0
/ cos(z?)dz, / sin(z?)dz.
0 0

Jr

Observacié: Podeu utilitzar que fooo e~ dt = o 4

6.5.13. (a) Sigui f una funcid holomorfa en D* = {0 < |z| < 1}. Suposem que f(a,) =0
per una successio a, € D* tal que a, — 0. Demostreu que f =0 o bé z = 0 és una
singularitat essencial de f.

172



6. Séries de Laurent

(b) Sigui f una funcié holomorfa en D* tal que per a tot n =2, f no té zeros sobre les

corbes |z| = 1/n i a més
1 1
——dz 75/ ——dz.
/|z=}1 f(2) =2 f(2)

“n

Demostreu que z = 0 és una singularitat essencial de f. Indicacié: Utilitzeu el teorema
de deformacid i lapartat anterior. <

6.5.14. Calculeu, justificant tots els passos, la integral

+00 o
/ — Ty, —l<a<l
0

2+ +1
ZCM
Indicaci6: Considereu la funcid f(z) = il Definiu una determinacio del logaritme
22+ z

alog(2)

log(z) a C\[0,+00) de manera que z* = e . Finalment integreu la funcié f(z) a la

mateiza regio que les integrals del tipus

/0 " R(@) (). <

6.6. Principi de I'argument

El principi de I'argument i el teorema de Rouché es fan servir per calcular el nombre de
zeros i pols d’una funcié meromorfa dins d’una corba tancada.

Definicié 6.26. Sigui 2 < C un obert. Diem que f : Q@ — C és meromorfa en € si
fe HOQ\E), on E c Q esta format per punts aillats, i aquestes singularitats de f sén pols.
En aquest cas, posem f € M(). o

Teorema 6.27 (Principi de 'argument). Sigui @ < C un obert i f € M(Q2). Denotem per
Z el conjunt dels zeros de f en ), i per E el conjunt de pols de f en . Sigui v un cami
tancat en Q\(Z U E), homoleg a 0 en Q. Llavors

217”[/ 1'(2) dz = Z Ind (v, z) m(f, z) — Z Ind (v, p) m(f,p),

f(Z) zeZ peE
on m(f,z) és la multiplicitat del zero z, i m(f,p) denota l’ordre del pol p.

Com en el teorema dels residus, les sumes anteriors tenen només un nombre finit de
termes no nuls.

Observacié 6.28. S’anomena el principi de argument, ja que si I'(t) = f(7(t)) és la
corba imatge, llavors
1 (1)

2mi J, f(2)

dz =Ind (T',0),
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aixi que, si v és una corba tancada simple, llavors el nombre de zeros menys el nombre
de pols de f en l'interior de v (comptant multiplicitats) és igual al nombre de voltes que
dona la corba imatge f(7) al voltant del zero, que seria la variacié de 'argument al llarg
de f(v) dividit per 2.

En efecte, tenim que

PTENO i g TR Sy (CTO S T N A

i Jpw—0 2w/, F(v(®) 2mi

Demostracid del teorema 6.27. Observem que si f és holomorfa en Q\FE, llavors la funcié
h = f'/f és holomorfa en Q\(E u Z). Aplicant el teorema dels residus, tenim que

'), 3 Res <f/,w> Ind (v, w).

% 2 f(Z) weEuZ f

e Si 2z és un zero de f de multiplicitat m, llavors f(z) = (2 — z9)™ g(2), on g és holomorfa
en un entorn de zp amb g(zp) # 0. Llavors, en un entorn de zy tenim que

f2)  m g
) " z—z  ge)

Com que ¢g(z) # 0 en un entorn de zg, llavors ¢'/g és holomorfa en aquest entorn, de
manera que

Res(f'/f,20) =m

e Si po és un pol de f d’ordre m, llavors §(z) = (z — po)™ f(z) és holomorfa en un entorn
de pg amb §(po) # 0. Llavors, procedint com abans obtenim

ReS(f//f, pO) =-—-m.

Per tant
1 [, f
27”,/7],(2) dz-lnges(f >Ind v, w I;Res(f >Ind Y, D) .
= > Ind (v, w) m(f,w) = > Ind (v,p) m(f,p).
weZ peE

Exemple 6.29. Aplicant el principi de 'argument calculem el nombre de zeros (comptant
multiplicitats) del polinomi Q(z) = 2* + 223 — 2z + 10 al primer quadrant.
Volem aplicar el principi de 'argument a la corba v = v1 v v v 3 formada per:

7 (x) =z, z € [0, R]
Yo(t) = Re, te[0,7/2]
(3)-(y) =1y,  yel[0,R]
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iR 4
72

3

—([ > >

Figura 6.6.: Camins per 'exemple 6.29.

on R > 0 és prou gran per englobar les arrels de ) al primer quadrant Q1, que sén un
nombre finit. Pel principi de ’argument,

#2(Q) 0 Q1 = Y Ind (v, w) m(Q,w) = Ind(Q ©,0).

wezZ

En el que raonarem a continuacid, provarem també que el polinomi @) no té cap zero a vy*.
Mirem doncs quantes voltes fa la corba () o~y al voltant de 0, vegeu la figura 6.7. Estudiem
cada tros de v.

A

Q(2)

Figura 6.7.: Imatge per () dels camins de ’exemple 6.29.

La corba Q(v1(x)) = Q(z) és continguda a R, ja que
Q(z) =zt +2x(z2 —1)+10> 10 -2 =8> 0.

Tenim doncs que @ no s’anulla a 75 1 Q(1) és un segment al semieix real positiu, que va

de Q(0) a Q(R).
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Seguidament

Qi) = QURCY) = (Re)! (14 125 = 2 + i)

Per tant, quan R és molt gran, Q(v2(t)) no s’anul-la i és una petita pertorbacié de R*e*!,
i podem argumentar com en la demostracié del lema 5.21. Com que ¢ € [0, 7/2], obtenim
que 4t € [0,27] i la variacié de 'argument és 27 + O(R™1).

Pel tercer tros tenim que

Q((13)-() = Qliy) = (y* +10) — 2i(y* + y),

i en particular Q(iR) és un punt amb part imaginaria negativa. Observem que per a y > 0,

ReQ(iy) > 0, Im Q(iy) < 0.

Per tant Q(7v3(y)) va del punt Q(iR) cap a Q(0) restant sempre dins del quart quadrant.
Amb tot aixo tenim que el nombre de voltes que fa @) o~y al voltant de 0 és 1; pel principi
de I'argument

#2(Q) 0 Q1 = nd(Qo,0) = 1. 0

Exercicis

6.6.1. Quines de les segiients funcions son meromorfes a C?

a) 2°, b) 252, c) ez, d) 1/sin(z).

A

6.6.2. Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) amb part real positiva del
polinomi P(z) = 20 — 2% — 22 — 6.
I si alternativament el polinomi fos Q(z) = 2% — 2* — 22 + 67 <

6.6.3. Sigui f una funcid entera tal que
f(z)eR < z€eR.

Demostreu que f té, com a molt, un zero a tot C. <

6.7. Teorema de Rouché

Teorema 6.30 (Teorema de Rouché?). Sigui Q = C un obert i f,ge M(Q). Sigui v un
cami tancat simple homoleg a 0 en . Suposem que f i g no tenen pols en v*. Si

1f(z) —g9(x)| <lg(2)l,  =ze€7"

“Eugene Rouché, Someire, 1832-1910, https://ca.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Rouch%C3%A9
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aleshores
Zf_Pf:Zg_ng

on Zyg, Zy denoten el nombre de zeros (comptant multiplicitats) de f i g en linterior de v,
i Py, Py el nombre de pols (comptant l'ordre) de f i g en linterior de .

Observacié 6.31. Cal que la desigualtat sigui estricta. També, en ser + simple, tenim
que Ind (v, z) val 0 o +1 per z ¢ v*. .

Demostracid del teorema 6.30. Notem que f i g tampoc no poden tenir zeros en v* per la
hipotesi imposada (en cas contrari, tindriem |g(2)| < |g(2)| o bé |f(2)| < 0).

Tenim F' = f/g € M(£2). Si suposem, per simplificar, que els pols i els zeros d’una funcié
no coincideixen ni amb zeros ni amb pols de ’altra, aleshores

{zeros de F'} = {zeros de f} u {pols de g}; {pols de F'} = {zeros de g} U {pols de f}.

Per la hipotesi, tenim que ‘; ((2 — 1‘ < 1 per z € v*, de manera que la corba imatge
I' = F(v) € Dy(1), aixi que I" no dona cap volta al voltant del 0 i, per tant, Ind (I",0) = 0.

Pel principi de 'argument
0=1Ind(I',0) = Zr — Pp = Zy + Py — (Z4 + Py),

d’on obtenim el resultat. En el cas general, la mateixa conclusié se segueix de la identitat
local

ord,(F') = ordg(f) — orda(g),

on els pols es compten amb ordre negatiu. O

La majoria de les vegades apliquem el teorema de Rouché en un cercle {|z —a| = R} i a
funcions f, g holomorfes en un entorn de Dr(a). En aquest cas, si |f(2) —g(2)| < |g(2)| per
|z — a] = R, se segueix que f i g tenen el mateix nombre de zeros comptant multiplicitats
en el disc obert Dg(a). Aixd ens pot servir per determinar els zeros de f en el disc, si
podem triar una funcié g de la qual es pugui determinar facilment el nombre de zeros.

Exemple 6.32. Trobem el nombre de zeros del polinomi P(z) = 27 —22° + 623 — 2+ 1 en
el disc unitat D.

Prenem la funcié g(z) = 623 que té 3 zeros comptant multiplicitats en D. Tenim que
lg(z)| = 6 si |z] = 1. Llavors

|P(2) —g(2)| = |z7 — 25— 24 1] < \z|7 + 2|z|5 +z|+1=5<6=|g(2)], si|z| = 1.

Pel teorema de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros (comptant multiplicitats)
en D, aixi que P té 3 zeros en D. O

Exemple 6.33. Trobem quants zeros té P(z) = 2* — 62 + 3 en I'anell {1 < |z| < 2}.
Primer, trobem els zeros de P dins del disc {|z| < 2}. Prenem g(z) = 2* que té 4 zeros
comptant multiplicitats en {|z| < 2}. Tenim que

|P(2) —g(2)| = | — 62+ 3| <6|z]| +3 =15 < 16 = |g(2)| silz| = 2.
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Com abans, aquesta desigualtat també implica que P no té zeros en |z| = 2. Pel teorema
de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros en {|z| < 2}, de manera que P té 4 zeros
en {|z| < 2}.

Ara, busquem els zeros de P en el disc unitat {|z| < 1}. Prenem h(z) = —6z que té un
zero en el disc unitat. Tenim que

|P(2) —h(2)| = |2* +3| < |2|* +3=4<6=|h(z)] si|z| =1

Pel teorema de Rouché, P té exactament un zero, comptant multiplicitats, en el disc unitat.
En conclusid, el polinomi P té 3 zeros en l'anell {1 < |z| < 2}. O

Teorema 6.34 (Teorema de Hurwitz®). Sigui f,, una successié de funcions holomorfes en
un domini §2 tals que f, — f uniformement en compactes d’Q), per una certa funcio f. Si
per a totan =0, f, no s’anulla en cap punt d’S), aleshores o bé f =0 o bé f no s’anulla
en 2.

Demostracié. Comencem observant que f és holomorfa en ) pel teorema de Weierstrass.
Suposem que f no és idénticament 0, perd f(a) = 0 per un cert a € Q. Aleshores, com que
els zeros de f han de ser aillats (en ser f no idénticament nulla), tenim que f(z) # 0 en
un cert disc puntejat Dy(a)\{a} < €. Sigui 0 < m = min|,_q—, | f(2)| que existeix perque
f és continua i el cercle és un compacte i sigui n prou gran per garantir que

[fn(z) = F(2)] <m

per a tot z en {|z — a| = r}, fet que es dona per la convergeéncia uniforme. Aleshores, sobre
la corba {|z —a| = r},

[fn(2) = F(2)] <m < |f(2)],

i pel teorema de Rouché, f,, i f tenen el mateix nombre de zeros dins {|z — a| = r}. Pero
aixo és una contradiccié ja que f en té almenys un, i f,, no en té cap per hipotesi. ]

Exercicis
6.7.1. Demostreu que l’equacio €* = 2z + 1 té exactament una solucio en el disc unitat

obert. Indicacié: Proveu que |e* — 1| <e—1 si|z| = 1. q

6.7.2. Sigui f una funcié holomorfa en el disc unitat tancat tal que |f(2)| < 1, per a
|z| = 1. Quants punts fixos té f?¢ q

6.7.3. Calculeu el nombre de solucions (comptant multiplicitats) de les segiients equacions
en el disc unitat:

(a) 22 —225+22—-82-2=0.

(b) 225 — 23 +322 — 2+ 8 =0.

® Adolf Hurwitz, Hildesheim, 1859-1919, https://ca.wikipedia.org/wiki/Adolf_Hurwitz
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(c) 27 =524 + 22 =2, a

6.7.4. Quants zeros té P(z) = 2 + 623 — 422 + 1/8 en la regi6 {z € C; 3 < [2| <1}? <

6.7.5. Considerem P(z) = 28 +32% + 22 + 2 + 9.
(a) Proveu que tots els zeros de P(z) son a lanell 1 < |z| < 2.

(b) Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) de P(z) al primer quadrant.<

6.7.6. (a) Calculeu el nombre de solucions a D de l’equacié €* = 4z + 1.

(b) Demostreu que l'equacié e = 3z™ té n solucions en el disc unitat (n =1,2,...). <
6.7.7. SiguiaeC,0<la| <1, ineN.
(a) Demostreu que l’equacid

(z—1)" =a

té exactament n arrels diferents al semipla {z € C | Rez > 0}. Indicacié: Considereu
un disc centrat a z =1 i de radi R = 1 primer, deprés mireu d’augmentar el radi sense
sortir del semipla tancat de la dreta.

(b) Proveu que si, a més, |a| < 1/2", llavors totes aquestes arrels son al disc Dyj(1). <

6.7.8. Demostreu que per a tot R > 0 existeir n(R) = 0 tal que sin > n(R)

2 n
z z
Pn(z):1+z+§-l—---+g

no té zeros al disc {|z| < R}. q

6.7.9. Sigui f, una successié de funcions holomorfes en un domini ) tals que f, — f
uniformement en compactes d’§2, per una certa funcio f.

1. (Corollari de Hurwitz) Deduiu que si fn(z) # a per a tot z € Q i tot n € N, aleshores,
f=aobéf(z)#aen.

2. Proveu que si fp €s injectiva en ) per a tot n = 0, aleshores f és constant o bé f és
injectiva en 2. Indicacié: Argumenteu per reduccié a l’absurd, i utilitzeu ’apartat
anterior.

3. Proveu que si f té un zero d’ordre m en a € ), aleshores existeix pg > 0 tal que per tot
p < po i per tot n > n,, f, té exactament m zeros en D,(a) comptant multiplicitats.
<
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