7. Representacié Conforme

La representacié conforme és una de les idees centrals de I’analisi complexa del segle
XIX. A partir dels treballs de Riemann, Schwarz, Poincaré! i Koebe?, es va entendre que
les funcions holomorfes injectives no només transformen dominis, sind que en preserven
I’estructura angular i en revelen propietats geometriques.

7.1. El teorema de I'aplicacié de Riemann

Les funcions holomorfes també es poden veure com a transformacions entre regions del
pla complex. Les que ens ocupen en aquest capitol sén les que sén bijectives, a més
d’holomorfes.

Definicié 7.1. Siguin U,V < C dos oberts connexos. Diem que f : U — V és una
representacid conforme (o transformacid conforme) entre U i V si f és holomorfa i bijectiva.
Aleshores diem que U i V sén conformement equivalents. °

El nom de representacié conforme fa referéncia a la preservacio dels angles.

Lema 7.2. Si f: U — C és una funcié holomorfa i zg € U, aleshores
[ és localment injectiva en zo <= f'(20) #0 <= f preserva els angles en z.

Demostracio. La primera equivalencia és resultat del teorema de la funcié inversa i de
I’analiticitat de les funcions holomorfes, es pot usar Rouché per exemple. La segona es
deriva de l'observacié 3.16 i de lexistencia d’un ordre, vegeu el teorema 4.42, deixem els
detalls pel lector. O

Tot seguit veiem que les representacions conformes sén biholomorfes.

Proposicié 7.3. Si f: U — V és holomorfa i bijectiva, aleshores f és biholomorfa, €s a
dir, f~1:V — U també és holomorfa.

Demostracié. La funcié f és oberta pel teorema de I’aplicacié oberta, de manera que f~!
és continua. Aleshores la biholomorfia es dedueix de la proposici6 3.8. 0

Observacié 7.4. Les representacions conformes també s’anomenen a vegades funcions
biholomorfes per la proposicié 7.3. En la literatura també se les anomena funcions conformes
o funcions univalents. o

'"Henry Poincaré, Nancy, 1854-1912, https://ca.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
2Paul Koebe, Luckenwalde, 1882-1945, https://ca.wikipedia.org/wiki/Paul_Koebe
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Adverténcia 7.5. Hem vist que totes les representacions conformes f : U — V satisfan
que

e f/(2) #0, peratot ze U, i
e preserven angles en tots els punts de U.

Pero el reciproc no és cert: la funcié exponencial f(z) = e* satisfa que f’(z) # 0 per tot
z € C i, de fet, preserva els angles, perd f : C — C\{0} no és una representacié conforme ja
que no és injectiva. .

El segiient resultat és un dels més remarcables de I'analisi complexa:

Teorema 7.6 (Teorema de l'aplicacié de Riemann). Tot domini U simplement connex
del pla diferent de C és conformement equivalent al disc unitat D, és a dir, existeir una
representacio conforme f entre U i D, vegeu la figura 7.1.

A més, siimposem la imatge d’un punt i 'argument de la derivada, per exemple f(z9) = 0
i f'(20) € RT, aleshores f és unica.

El teorema de 'aplicacié de Riemann fou formulat per Bernhard Riemann en la seva
tesi doctoral de 1851. La demostracié original utilitzava el principi de Dirichlet, un
metode variacional que en aquell moment no estava completament justificat. La primera
demostracié plenament rigorosa arriba posteriorment amb els treballs de matematics com
Hilbert, Koebe i Poincaré.

Observacié 7.7. El comportament de ¢ := f~! : D — U quan ens acostem a la frontera
de D pot ser molt complicat si U no és una corba. Aquest estudi és fascinant i dona lloc
al camp de la teoria geomeétrica de funcions (GF'T per les sigles en angles de ‘geometric
function theory’). .

Observacio 7.8. Notem que la condicié U # C del teorema de I'aplicacié de Riemann és
necessaria. Efectivament, la no existencia de representacié conforme en el cas U = C és
conseqiieéncia immediata del teorema de Liouville. .

La demostracié de 'existencia és un pel delicada, el lector interessat la pot trobar per
exemple en [BC13, Capitol 9] o a 'apéndix A. De fet, la demostracié original de Riemann
es basava en el principi de Dirichlet, que afirma 'existéncia d’una funcié que minimitza una
certa integral d’energia. Weierstrass va assenyalar que aquest principi no estava justificat
en la generalitat en que s’usava. Més endavant, Hilbert va donar fonaments rigorosos a
aquest tipus d’arguments variacionals. Tot seguit demostrem la unicitat.

Demostracio de la unicitat al teorema de Uaplicacio de Riemann. Suposem que existeixen
dues representacions conformes f, g : U — D satisfent les condicions de I'’enunciat. Consi-
derem h = go f~1: D — . Notem que 'origen n’és un punt fix:

h(0) = g(F(0)) = g(z0) = 0.
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Figura 7.1.: El teorema de Riemann assegura que tots els dominis simplement connexos
sén conformement equivalents.

A més, h és holomorfa i envia el disc unitat a ell mateix. Per tant, pel lema de Schwarz
(vegeu el lema 4.53), tenim que

|h(z)| < |z| per a tot z € D.
Perd h~! satisfa les mateixes hipotesis i, per tant,

|h " (w)| < |w| per a tot w e D.
Aixi, escrivint w = h(z) trobem que
h(2)] < |2| = [ (w)] < |w] = |h(2)],

i les desigualtats han de ser igualtats. Hem demostrat doncs que

|h(2)| = |z| per atot z € D.
Altra vegada pel lema de Schwarz, existeix A € 0D tal que

h(z) = Az.
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Figura 7.2.: La projeccié estereografica.

Com que
/
9'(20)
A= h(0)= eR,,
©) f'(20)
deduim que A = 1 i, per tant, h és la identitat, de manera que f = ¢ tal i com voliem
veure. ]

Com és natural, la majoria de les representacions conformes no poden calcular-se explici-
tament. Pero algunes si, i poden combinar-se per a construir-ne moltes d’altres. Algunes
son particularment importants en aquesta i en moltes altres arees de les matematiques i la
fisica (geometria, electromagnetisme, algebra,...) i les estudiarem aqui.

7.2. Projeccié estereografica i circumferéencies generalitzades

Com veurem a la propera seccio, el treball de certes transformacions conformes anomenades
homografies se simplifica en considerar el pla complex compactificat Co,. Aquest s’anomena
sovint esfera de Riemann, ja que la projeccié estereografica (vegeu la figura 7.2) ens
proporciona un homeomorfisme entre el pla complex compactificat i I'esfera

1 1
2 = R3: — —l==7.
= {oes - (003)] 3]

La projecci6 estereografica p : S? — R? envia (x,y,u) € S%\(0,0,1) — (Az, \y) ~ Az +1iy),
de manera que (Az, Ay, 0), (z,y,u) i (0,0,1) estiguin alineats, i envia el pol nord (0,0,1) a
I'infinit. Es pot veure que A = 1/(1 — u), vegeu lexercici 7.2.1.
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Figura 7.3.: La projeccid estereografica envia circumferencies pel pol nord a rectes.

Observacié 7.9. Es pot veure que la projeccié estereografica envia circumferéncies de S?
que passen pel pol nord a rectes (per 'infinit) i circumferéncies de S? que no passen pel
pol nord a circumferéencies del pla complex.

La demostraci6 es pot fer com segueix: si la circumferencia inicial passa pel pol nord,
aleshores el conjunt de rectes que uneixen el pol nord amb els punts de la circumferencia
formen un pla que passa pel pol nord, diguem-li II. Aleshores, la imatge de la circumferéncia
per la projeccio estereografica és la interseccié de II amb el pla XY, que efectivament és
una recta (vegeu la figura 7.3).

Si la circumferencia inicial C'; no passa pel pol nord, es tracta de la interseccié de S?
amb un pla II que no passa pel pol nord, i la seva projeccié és la interseccié del con que
formen les rectes pel pol nord als punts de la circumferéncia amb el pla XY. Aquesta
interseccid és una conica. Si anomenem p; el punt de C7; amb maxima coordenada vertical
i p2 el punt de minima coordenada vertical, ¢; la recta que passa per N i p;, aleshores la
conica projectada es tracta d’una circumferéencia si i només si 'angle o que forma IT amb
ly és igual a Pangle 5 que forma el pla XY amb /1, ja que seran ellipses de la mateixa
excentricitat per simetria. Notem que § és el complementari de 'angle entre 'eix Z i
l1. A la vegada, aquest és complementari de 'angle v que formen 'eix Z amb la recta
que passa per l'origen i p1, ja que els triangles inscrits en una semicircumferéncia sén
rectangles. Finalment, treballant al pla I que formen /¢; i £9, I'angle « veu el mateix arc
de circumferencia de S2 n II que 7 i, per la propietat de l’arc capag, sén iguals (vegeu la
figura 7.4). .

Definicié 7.10. Anomenem circumferéncies generalitzades de Cy, les circumferéncies o
rectes de C. En el cas de les rectes, diem que oo pertany a la circumferencia generalitzada.

En la literatura també s’anomenen cercles generalitzats ja que corresponen als cercles
de T'esfera S2, pero pot crear confusié amb el cercle com a sinonim de disc, aixi que aqui
evitarem aquesta denominacié.
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Figura 7.4.: La projeccié estereografica envia circumferéncies que no passen pel pol nord a
circumferencies, vegeu 1’observacié 7.9.
Lema 7.11. L’equacid d’una circumferéncia generalitzada £ és
AzZ+ BzZ+ Bz+C =0,

amb A,C € R i B e C de manera que |B|?> > AC. En particular ¢ és una circumferéncia si

i només si A # 0, i té centre —B/A i radi R = 4/ %#.

Demostracio. Vegeu l'exercici 7.2.2. O
Exercicis
7.2.1. Sigui p la projeccic estereografica. Demostreu que A = ﬁ, 1 que la inversa de p €s
p Nz +iy) = S (z,y, 2% + 9?). <
242 +1 V77

7.2.2. Demostreu que ’equacio d’una circumferéncia de centre a € C ¢ radi r és
|2 —az —az =12 —|af’, zeC,
i la d’una recta perpendicular a o passant per zg € C és
az+az=m, z¢€C,

on m és una constant real que només depen d’a i 2. <
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