8. Fluids

La solucié de molts problemes importants en dinamica de fluids, també anomenada
hidrodinamica o aerodinamica s’obté sovint fent servir metodes de variable complexa.

8.1. Qiiestions generals. Escenari i notacid.

1. El fluz del fluid és bidimensional. En el nostre model suposem que les caracteristiques
del flux sén idéntiques per tot pla parallel. Aixo ens permet fixar 'atencié només en
un pla, considerem el pla z. Les figures construides en aquest pla s’interpreten com
seccions transversals de cilindres, vegeu la figura 8.1.
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Figura 8.1.: Seccié bidimensional d’un flux. El disc representa la seccié d’un cilindre de

I’espai.

2. Fl flux és estacionari o uniforme. Considerem que la velocitat del fluid en un punt no
varia amb el temps, només depeén de la posicié (x,y). Vegeu per exemple un mapa de
vents de la Terra a https://earth.nullschool.net/, cal esperar un bona estona
per veure com canvia la distribucié. En petita escala temporal podem pensar que és

un flux estacionari.

3. Les components de la velocitat deriven d’un potencial. Denotem per V(z,y) = (Vi, V2)
les components de la velocitat del fluid en el punt (z,y). Suposarem que existeix una
funcié p(z,y), que anomenem velocitat potencial, de manera que

Vi = gradp = V.

En aquest cas el flux es diu que és irrotacional o potencial. Es pot demostrar® que

'Ho podeu fer com a exercici.
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8. Fluids

Figura 8.2.: Mapa de vents.

aquesta condicio és equivalent a

-0V oV,
tV = 2 0.
rotV oy + p 0

. El fluid és incompressible. La densitat, o massa per unitat de volum, és constant. Si
V,, és la component normal de la velocitat al llarg d’un circuit tancat C' (vegeu la
figura 8.3) aquesta condicié equival a

Q= / Vpds = / (—=Vadx + Vidy) = 0.
C C

Aix0 expressa que la quantitat de fluid dins C' és constant (entra el mateix que surt).
Aquesta condicié és equivalent a

ovhi  o0V:

divv = =1 4+ 22 = 0.

ox oy
A la quantitat @) se 'anomena flux del vector V a través del contorn C. En fluids
més generals la quantitat ) pot ser no nulla.

En general, per fluxos que no necessariament provenen d’un potencial, a la quantitat

r :=/(V1dx+V2dy) = / Vids
C C
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8. Fluids
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Figura 8.3.: Component tangencial V; i normal V,, del flux respecte a un circuit.

on C' és una corba tancada, V; la component tangencial de V en C' (vegeu la figura 8.3) i
ds I'element de longitud, se 'anomena circulacid del flux al voltant de C.

Sigui ¢ (x,y) una funcié harmonica conjugada de la velocitat potencial ¢(z,y) definida
al conjunt 2  C (és a dir, que ¢, = ¥y 1 ¢y = —1,). La funcié analitica en 2 donada per

®(2) = ¢(z,y) + iy (z,y)
s’anomena, potencial complez.
Notacié 8.1. Fixem la segiient notacié pel capitol:
o O(z) = ¢(z) + i)(z) s’anomena potencial complex.
e La funci6 ¢ és la funcid potencial (o velocitat potencial) i ¢ la funcid de corrent.

e Les corbes ¢ = ¢ s6n les linies equipotencials i ¢ = c¢ les linies de corrent o de flux
(s6n ortogonals).

e El camp del flux, o velocitat de corrent, V satisfa
V(z2) = Ve =V, +iVy = §/(2),

V= |V| = ‘q)llv a = _arg(®/)7
V = gradep.

e Els punts on ®'(z) = 0 s’anomenen punts estacionaris o d’estancament (en aquests
punts la velocitat és zero). o

Observacié 8.2 (Comandes amb Sage.). Per dibuixar les linies de corrent i les linies
equipotencials caldra la comanda contour_plot i per dibuixar els camps (amb fletxes de
direcci6) plot_vector_field o streamline_plot. .
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8. Fluids

Exercicis
8.1.1. Proveu que I' = 0 en un fluz potencial (suposeu que la funcid potencial és de classe

C? com a minim,). q

8.1.2. Proveu que per fluxos definits en un domini Q < C que satisfan les quatre hipotesis
anteriors, la velocitat potencial p(x,y) és una funcid harmonica. <

8.1.3. Proveu que ®'(z) = V(z) = Vi +iVa. <

8.2. Fluxos basics.

Exemple 8.3 (Flux uniforme). Ve donat pel potencial ®(z) = Voe %z, amb Vp,d € R.
Trobem la seva expressié. Recordem que V = &/(2) = Vpe 9 = Voe®, V = Vp, per tant,

© = Re(®(2)) = Re(Voe % (z + iy)) = Vo(cosd -z + sind - ).

Y = Im(®(2)) = Im(Voe ™% (z + iy)) = Vo(—sind - 2 + cosd - y).

Les linies de flux ¢ = ¢ sén rectes amb pendent tand i ¢ és 'angle que formen les linies de
flux amb 1’eix real. O

Exemple 8.4 (Font al punt z = a). Aqui ®(z) = klog(z —a), k € R. Quan k > 0
s’anomena font (en angles, source), si k < 0 una pica (en angles, sink).
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Figura 8.4.: A Desquerra hi ha una font amb k& = 2, a la dreta, un remoli amb k£ = 2.

a=1-—u1.
, . . . k z—a k
Trobem 'expressié de V, V, ¢ i 1. Tenim que ¢®'(2) = —— =k = (x—
zZ—a |z —al?2  |z—al?
aj +i(y — ag)). Llavors
k k

V(a:,y) = (CC_ahy_a?)? V((L’,y) =

|z —al? |z —al’

Les direccions de flux que dona V segueixen la direccié de z — a, si kK > 0 surten, una
font, i si k < 0 entren, una pica. Com que ® = klog(z —a) = k(ln |z — a| + iarg(z — a))
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8. Fluids

tenim que ¥ (z,y) = karg(z — a) i les corbes 1) = ¢ sén linies que surten de a com es veu a
Iesquerra de la figura 8.4. Observem que

kd
I'+1iQ = / ' (2)dz = / © — okmi.
C C

zZ—a

Aleshores I' = 01 Q = 2kw. No té circulacié i la poteéncia és 2km. O

Exemple 8.5 (Flux amb circulacié). Estudiem el cas ®(z) = —iklog(z —a) k € R. Veurem
que la velocitat del flux és inversament proporcional a la distancia al punt a. Diem que en
el punt a hi ha un remoli de forca k.

— ke — ki
Procedim com en el cas anterior. Tenim que ®/(z) = — ! — = ki T4 ! (x —
zZ—a |z—al?> |z —al?
: k .
ay +i(y —ag)) = m(—(y —ag) + i(x — a1)). Llavors
k k
V(ZIS‘,y) = (—(y—ag),x—al), V($7y) =

|z —af? |z —al’

Les direccions de flux que dona V segueixen direccions de circumferéncies amb centre a, si
k > 0 en direccié antihoraria i si kK < 0 en direccié horaria, en els dos casos és un remoli.

Com que ® = —kilog(z—a) = —ki(log|z—a|+iarg(z—a)) = k(arg(z—a)—ilog(|z—al))
tenim que ¥ (x,y) = —klog|z — al i les corbes 1) = ¢ sén circumferéncies centrades a a tal
com es veu a la dreta de la figura 8.4. Observem que si C envolta a, aleshores

—ikd
F+iQ:/<I>’(z)dz:/ OE _ ok,
C C

Z—a

Aleshores I' = 2k i Q = 0. La circulacié és 2kx i la poteéncia és 0. O

Exercicis

8.2.1. Superposicié. Sumant diferents potencials complexos es poden descriure fluros més
sofisticats. Un exemple important s’obté sumant una font al punt —a amb una pica al punt
a amb a > 0:

Z—a

®(z) = klog(z + a) — klog(z — a) = klog <Z i a) :
Trobeu ’expressio de V, V', ¢ i 1. Dibuizeu les linies de corrent (y = c). <

8.2.2. En l’exercici anterior, fem a — 0 i k — o de manera que 2ka = p sigui finit.
Vegeu que al limit obtenim el potencial complex ®(z) = pu/z que s’anomena doblet o dipol.
Ve a ser una font i una pica separades per una distancia infinitesimal. La quantitat 2wp
s’anomena moment del doblet. Trobeu ’expressio de V, V, ¢ i . Dibuizeu les linies de
corrent (Y = c). a

8.2.3. Font-remoli. Estudieu el flux amb funcié potencial ®(z) = — log(z — a).

Discutiu segons els valors de T (circulacid o intensitat) i Q (poténcia). Feu dibuizos de les
linies de camp segons els signes de I' i Q. <
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8. Fluids
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Figura 8.5.: Superposicié amb a = 1.

8.3. Obstacles

Un problema important en la teoria de fluids és determinar el model de corrent que es
mou inicialment a velocitat uniforme V) i que ha d’evitar un obstacle. La idea general
és considerar un potencial complex de la forma ®(z) = Vpz + G(z) on G(z) compleix
que lim,_,o, G'(z) = 0. Aix0 vol dir que lluny de I'obstacle el corrent ve donat per Vjz.
De vegades cal també que aquest nou potencial ® tingui la frontera de 'obstacle com a
trajectoria.

Exemple 8.6. Estudiem el corrent del fluid amb potencial complex donat per

O(2) =V (z—l— a—Q)

z

amb Vp,a € R.
Ja veiem que és una superposicié d’un flux lineal (quan z és gran) i un doblet (quan z
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8. Fluids

prop de zero).

(12 2
)] 1 ) 1——
“"@@(*Ww)+w( |w)>
(12
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1/)=Voy(1—a—)
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—P(z) = 1—
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a2z2
v =1Vl |1 - ]

Comprovem ara que |z| = a és una linia de corrent: observem que els punts de C' = {z =
x4y : |22 = a®} satisfan ¢(x,y) = ct. En efecte, si z € C llavors

P(2) = Voy(1 — a*/a®) = 0

i C és la corba de nivell zero, és una linia de flux. A la figura 8.6 es pot veure el flux per
Vo = a® = 3.

— e

— - ———— = ——
W ——
———

Figura 8.6.: Flux per ®(z) = 3(z + 3/z).

O

Teorema 8.7. Si f és un potencial complex definit a la regid exterior |z| > R, amb
stngularitats només en aquesta regio, aleshores

ﬂd=f®+f<m)

z
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8. Fluids

té |z| = R com a linia de corrent i conserva, a l’exterior del cercle, les singularitats de f.

Recordem que si f(z) és analitica en una regié 2 tal que Q = Q llavors g(z) = f(2) és
analitica i ¢'(2) = f/(2).

Demostracid. Si |z| = R lavors ®(z) = f(z) + f(R?z/|z]?) = f(z) + f(z) € R. Llavors
¥(z) = 0 per tot z de la circumferéncia |z| = R, llavors aquesta circumferéncia és linia de
flux. Sigui p un punt singular de f, per hipotesi |p| > R, llavors |R?/z| < R i p no és punt

singular de f (R?/z). Les singularitats de ® fora de la circumferéncia sén les que provenen
de f i no de la part afegida. O

Exercicis

8.3.1. Modifiquem el flux amb potencial donat per f(z) = log(z + 2) que és una font
sortint des del punt z = —2 (vist en un exemple/exercici anterior). Per aizo considerem la
modificacio donada pel potencial

O(2) = f(2) +f<;> =log(z +2) + log (; + 2).

a) Descomponeu ® en fluzos coneguts.

b) Calculeu ®'(z) i confirmeu el que es demostra a lapartat anterior.

1
c¢) Vegeu que per z amb |z| molt gran resulta ®'(z) ~ 3 1 que lluny de z = —2 el flux
z

associat a ® és com una font sortint de z = —2.

d) Mostreu amb un grafic com eviten el disc unitari les linies de flux (feu servir contour_plot
i streamline_plot). q

8.4. Expressié general (recapitulacio).

Proposicié 8.8. Si ®(z) = ¢(z) +i)(z) aleshores

F=}£ths=¢(V1dx+V2dy)=¢dg0

C C C

szgVnds=y§(—ngx+V1dy)=y§dw
C C C

I'+iQ = / ' (2)dz.
C

it que llavors

Si ®'(2) esta definida a linterior de C' i té un nombre finit de punts singulars {py}, aleshores

T +iQ = 2mi ) | Res(®'(2), pr).
k
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8. Fluids
Demostracid. Tenim que ®'(z) = g + by, = Vi — iVa = 1y — ip,. Aleshores

Q= ychnds = ygc(—ngm + Vidy) = éj@[)xdaz + Pydy = yidd)

= yﬁ Vids = 55 (Vidz + Vady) = 55 Yadx + pydy = yg de.
C C C C

Ara bé
D' (2)dz = (¢g + i) (dx + idy) = prdr — Pedy + i(1hedx + @pdy) =
= pzdx + pydy + i(Yydx + Pydy) = do + idip.
i podem concloure que
I'+:Q = / ' (2)dz.
C
La darrera afirmacié de I'exercici és conseqiiencia del teorema dels residus. O

Proposicié 8.9. Si a és un pol d’ordre finit de ®'(z), per ®(z) hi ha un entorn al voltant
de a de manera que

C_n p 1 I'+1:Q
P(2) = —" + log(z — a) + co + —a)+ .
(2) (z —a)" 2rz —a 2mi og(z—a) + otz —a)
Demostracid. Per tenir ®'(z) un pol d’ordre finit integrant obtenim el resultat. g

Llavors, segons el que hem vist al llarg del capitol, diem que

'+ . , . . .
o O(z) = QmQ log(z — a) determina en a una font-remoli de poténcia @ i intensitat

I', la denotem per (a;Q,T). Quan @ = 0 és un remoli, i quan I' = 0 és una font
(Q > 0) o una pica (Q < 0).

1
o O(2) = P determina en g un doblet de moment p, el denotem per (a;p) (P

2tz —a
determina la direcci6 la direccié del doblet que passa per a).

c_ . .
o O(2) = ﬁ determina un multiplet d’ordre 2k en el punt a.?
z—a
L
?La notacié i comportament a 1’00 és similar, si ®(2) = ¢,2™ + -+ + 2£z + ;ZQ log(z) + co + an
s T z

direm que el terme en log(z) determina una font-remoli de poténcia —@Q i intensitat —I, el terme en z
un doblet de moment p i els de z* multiplets d’ordre 2k.
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8. Fluids

Exercicis

8.4.1. Pels z on V(z) = ®'(z) = 0 diem que hi ha un punt estacionari del corrent (per
exemple €s aquell punt d’un riuv on una fulla petita s’ha quedat aturada pero que al seu
voltant circula l'aigua).

a) Per ®(z) = 2" el 0 és un punt estacionari d’ordre n — 1. Feu un dibuiz amb les linies
de flux i les linies equipotencials superposades per n = 2,3, 4.

b) Podeu deduir experimentalment quin angle formen les linies equipotencials i les linies

de flux?

¢) Proveu que si un punt estacionari a és un zero d’ordre n—1 llavors les linies equipotencials
i de corrent (¢ = ct.,v = ct.) formen un angle w/2n en el punt estacionari (feu-lo com
a minim pel cas ®'(z) = Cz"~1,C e C). Quin angle formen una linia de corrent i una
linia equipotencial quan es creuen en un punt no estacionari?

8.4.2. Discutir el moviment del fluid amb potencial complex igual a

I'+iQ
= — lo
211

a) ®(z) g(i:z> onabeCiQ,I'eR.

r
b) ®(z) = az+ —log(z) on a,I' > 0.
2mi

c) ®(z) =az + % log(z) on a,@ > 0.

r
d) ®(z) = %—i—ﬁlog(z) on p,I' > 0. q

8.4.3. Discutir el moviment del fluid amb potencial complex

R? r
O(z) =Wy |24+ — | + =——log(z), amb I',V, R > 0.
z 27

Particularment estudieu els casos I' < 4w RVy, I' > 4w RV i I’ = 4w RV}y. Dibuizeu exemples

de cadascun dels casos. <
8.4.4. Donar un potencial complex que té fonts-remolins {(ag; Qx,Tx) : k= 1,...,n} i
velocitat Vo, = Ve a Uinfinit. <
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A. EIl teorema de l'aplicacio de Riemann

Recordem l’enunciat del teorema que ens ocupa.

Teorema A.1 (Teorema de 'aplicacié de Riemann). Sigui U < C un obert simplement
connez. Llavors existeiz una representacio conforme f:U — . A més, si escollim zg € U
i demanem que f(z0) =0 i f'(z0) > 0 (és a dir que f'(20) € Ry ), aleshores f és tunica.

La demostracié de la unicitat és senzilla, vegeu la Seccié 7.1. En aquest apendix
demostrarem l’existeéncia de la representacié conforme. Tot i que el teorema va ser enunciat
per Riemann, la demostracié completa s’atribueix a Koebe. Es una demostracié elegant
que fa servir diverses de les eines que hem desenvolupat en aquests apunts. Addicionalment,
perd, necessitem també el concepte de familia normal i el teorema de Montel', que enunciem
a continuacié.

Families normals i el teorema de Montel

Sigui U < C un obert del pla complex, i F una familia de funcions holomorfes en U.
Diem que F és una familia normal si tota successié de funcions de F té una parcial que
convergeix uniformement en compactes de U. Observem que pel teorema de Weierstrass
(vegeu el teorema 4.37), el limit ha de ser una funcié holomorfa, tot i que no necessariament
ha de ser membre de la familia F.

Comprovar si una familia de funcions és normal acostuma a fer-se fent servir el teorema
de Montel. La versié feble d’aquest resultat diu el segiient:

Teorema A.2 (Teorema de Montel, versié feble). Sigui U < C un obert i F una familia de
funcions holomorfes en U. Suposem que F és uniformement fitada, és a dir, que existeix
M > 0 tal que

|f(2)] < M, peratota feFitotzelU.

Aleshores, la familia F és normal.

El lector interessat pot trobar una demostracié a [SS10, Sect. 3].

Demostracié del teorema de I'aplicacié de Riemann

La demostracié consta de tres passos diferents que farem per separat.

Pas 1. Vegem primer que existeiz un subconjunt V- D que conté l’origen i una represen-
tacio conforme F : U — V amb F(zp) = 0.

!Paul Montel, Nica, 18761975, https://ca.wikipedia.org/wiki/Paul_Montel
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A. El teorema de I'aplicacié de Riemann

Demostracid. Per fer-ho, escollim un nombre « € C tal que o ¢ U (existeix perque U no
és tot el pla). Aleshores z — a # 0 a U i, per tant, donat que U és simplement connex,
existeix una determinacié del logaritme de z — a en U (vegeu el teorema 5.28). Es a dir,
existeix una funcié holomorfa £(z) tal que e£) = 2 — o. De l'equacié veiem que L és
necessariament injectiva, pero a més, veiem que

L(z) # L(z0) + 2mi, per atot ze U,

ja que, altrament, exponenciant aquesta expressié obtindriem z = 2y, que implicaria que
L(z) = L(z0), una contradiccié. De fet, £(U) omet tot un disc centrat en L(zg) + 2mi
ja que si no fos aixi, existiria una successio (z,) en U tal que L(z,) — L(zo) + 2mi. De
nou, exponenciant aquesta expressié, i donat que 'exponencial és continua, tindriem que
Zn — 20 1, per tant, L(z,) — L(20), una contradiccid.

Aixi doncs hem vist que existeix un disc D centrat a £(zg)+ 27 tal que L£(U) no interseca
D. Considerem ara 1’homografia

w — L(20)

T0) = = (Z ) + 270)

que envia el punt L£(z9) + 27 a Uinfinit i £(zp) a l'origen, i el disc D que l’envolta al
complementari d’un disc.

Com que L és injectiva, T' o L també ho és i, per tant, T'o L : U — T(L(U)) és una
representacié conforme. A més, per construccié, T'(L(U)) és un conjunt fitat. Només ens
cal doncs compondre T o £ amb una homotecia adequada, per obtenir una representacié
conforme de U en un subconjunt de D que conté 'origen i tal que F'(z9) = 0. O

Del pas anterior deduim que podem suposar, sense perdua de generalitat, que U és un
subconjunt obert de D i que 0 € U és el punt que volem enviar a 0. Considerem la familia
F de funcions holomorfes i injectives d’U en D fixant l'origen, és a dir

F ={f:U — D] f injectiva, holomorfa i f(0) = 0}.

Observem que la identitat pertany a JF i, per tant, F no és buida. A més, aquesta familia
és uniformement fitada per construccid, ja que totes les funcions van a parar al disc unitat.
El teorema de Montel (vegeu el teorema A.2) ens diu, doncs, que F és una familia normal.

Pas 2. Vegem que F conté una funcid f que mazimitza |f'(0)| = s := supper |h/(0)] = 1.

Demostracié. Observem primer que |f/(0)| esta uniformement acotada, per a f € F. Aixo
es pot veure aplicant la desigualtat de Cauchy (vegeu el lema 4.27) a f’ en un petit disc
centrat a l'origen. En conseqiiéncia, podem definir

s =sup|f'(0)] > 1,
feF

on la desigualtat ve donada pel fet que la identitat pertany a F. Escollim una successié
(fn) © F tal que |f}(0)] — s, quan n — 0. Donat que F és normal, aquesta successié té
una parcial que convergeix uniformement en compactes de U a una funcié f. Pel teorema
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A. El teorema de I'aplicacié de Riemann

de Weierstrass (vegeu el teorema 4.37), f és holomorfa en U i |f'(0)] = s > 1. Aix0 ens
diu que f no és constant i, com que les funcions f,, sén injectives, el teorema de Hurwitz
(vegeu el teorema 6.34 i I’exercici 6.7.9) ens diu que f també és injectiva. Per continuitat,
també veiem que |f(z)] < 1 per a tot z € U i, pel principi del modul maxim (vegeu el
teorema 4.50), se segueix que |f(z)| <1 (ja que U és obert). Clarament també tenim que
f(0) = 0, la qual cosa implica que f € F i que |f'(0)| = s, tal i com voliem demostrar. [

Pas 3. Vegem que, de fet, f és una representacio conforme de U en D.

Demostracié. Ja sabem que f és holomorfa i injectiva, per tant només ens queda demostrar
que és exhaustiva. La idea és veure que, si no fos aixi, podriem trobar una funcié F € F
amb |F'(0)| > |f'(0)| = s, la qual cosa és una contradiccid.

Suposem doncs que existeix a € D tal que f(z) # a per a tot z € U. Considerem
Pautomorfisme de D que intercanvia els punts a i 0 (vegeu l'exercici 1.1.10)

a—z

z) = )
#al2) 1—-az

Com que U és simplement connex, també ho és (¢, o f)(U) i, a més, no conté 'origen. Per
tant, existeix una branca holomorfa de I’arrel quadrada (de la identitat) en (¢4 o f)(U),
vegeu l'exercici 5.4.2, i que és injectiva. Considerem ara la composicié

Fzgog(a)ogogoaof,

i procedim a veure que F € F. Clarament F' és holomorfa i F'(0) = 0. Totes les funcions
envien el disc unitat a ell mateix i, per tant, ' també ho fa. De la mateixa manera, F' és
injectiva ja que totes les components ho son, i aix{ concloem que F' € F.

Considerem ara h(u) = u?, la inversa de g, i escrivim

f=g0;10hog0;(t)oF:=<POF.

Observem que ® envia D a ell mateix (no injectivament), amb ®(0) = 0. Pel lema de
Schwarz (vegeu el lema 4.53), es compleix que [®'(0)] < 1. A més, la igualtat només podria
passar si ® fos una rotacié. Perd ® no és injectiva, ja que conté el factor h(u) = u?. Per
tant,

|®'(0)] < 1.

. Pero aleshores, usant la regla de la cadena,
s =|f'(0) = |2"(0)F'(0)| < [F"(0)]

que contradiu la maximalitat de |f/(0)] en F. Deduim doncs que f és exhaustiva i, per
tant, una representacié conforme de U en D fixant I'origen. O

Multiplicant f per la constant |f/(0)|/f"(0), de modul 1, obtenim f amb les mateixes
propietats i satisfent f'(0) > 0.

Per acabar, observem que en el pas 1, hem pogut escollir una translacié que ens portés el
punt zg € U escollit a 1'origen. Es aquesta composicio final la que satisfara les condicions
del teorema. O
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A. El teorema de I'aplicacié de Riemann

Observacions sobre la unicitat

La manera com s’expressen les condicions d’unicitat a I’enunciat del teorema pot ser
lleugerament obscura. Seria potser més aclaridor entendre-les de la segiient manera:

Teorema. Si U < C és un obert simplement connex, aleshores existeix una representacio
conforme f: U —D. A més, [ és unica modul postcomposicid per automorfismes de D.

En altres paraules, dues representacions conformes, f i g, de U en D han de complir que
f =T og, per un automorfisme 7" del disc unitat, és a dir
T(z) = e 22
1—az
per algun zg € D i algun 8 € R. Aix0 ens diu que per escollir f tenim tres graus de llibertat
reals que poden utilitzar-se, per exemple, per decidir la imatge d’algun punt (aixo sén dos —
parts real i imaginaria), i argument d’alguna altra quantitat com la derivada en un punt
(el tercer grau, que seria el que s’aconseguiria amb la rotacié ¢%). La condicié habitual de
1(0) > 0 és equivalent a demanar arg f'(0) = 0, i pot aconseguir-se sempre multiplicant
per una constant de modul 1, és a dir component amb una rotacio.
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