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Introduccio

Aquests apunts beuen de diverses fonts, perd per sobre de tot sén el resultat d’anys
d’evolucié de les assignatures d’analisi complexa dels graus en Matematiques de la UB i la
UAB. Per tant, devem part dels continguts i exercicis aqui presentats a en Joaquim Bruna,
en Josep Maria Burgués, en Juan Carlos Cantero, en Joan Josep Carmona, en Julia Cufi,
en Juan Jests Donaire, en Xavier Massaneda, en Joan Eugeni Mateu, en Joan Orobitg, en
Quim Ortega i tants d’altres. A tots ells el nostre agraiment per la seva generositat.

L’objectiu d’aquest llibre és poder servir de material pels cursos d’analisi complexa
dels graus en Matematiques de les universitats catalanes, aixi com d’algun altre grau on
el contingut de la materia superi el d’un receptari. Ens centrem, doncs, en fer un text
amb un enfocament didactic —pero sempre rigorés—, mirant d’incloure el corpus basic
de 'analisi complexa, i també amb pinzellades d’alguna aplicacié practica i de teoremes
avancats rellevants. La lectura inclou nombrosos exemples per il'lustrar els continguts i
també exercicis per practicar, amb les solucions disponibles per mitja electronic.

Bibliografia complementaria

A [BCO8] hi trobareu un manual d’analisi complexa completissim i en catala, i la seva
traducci6 a 'angles a [BC13].

Als llibres [Ah179], [BG12], [ConT78] [D’A10], [Burl2], [Gam03], [M*70], [R*79], [SS10]
i [VLAT2] podreu trobar aproximacions alternatives i llistes d’exercicis per complementar
la vostra formacié. El llibre [MH99] és una referéencia molt didactica.

Agraiments

Volem agrair la collaboracié dels alumnes de I’assignatura d’Analisi Complexa i de Fourier
del grau en Matematica Computacional i Analitica de Dades (2023-26) i del grau en
Matematiques (2024-26) de la UAB per la seva paciéncia amb les actualitzacions permanents
dels apunts, i per la seva contribucié en millorar-los, especialment als alumnes Pol Abadia
Conejos, Rok Aladrovic Molina, Sergi Almendros Montoya, Guim Casadella Cors, Marc
Herrero Lézaro, Aiman Himi Ben Alilou, Lluis Panal Majé, Helena Pisa Escribano, Laia
Querol Alturo, Adria Rodriguez Estrada, Marc Roig Oliva, David Ruiz Caceres, Laia
Alexandra Sjoberg Cerezo i Ariadna Sola Lara (MatCAD 24), Albert Caire Rodriguez,
Lluis Gay Torné, Oriol Jiménez Asensi, Catalina Mascaré Catala, Sergi Prats Molino, Alex
Vega Tomas i Ferran Villarta Burés (MatCAD 25), Ainara Almenddriz Martinez, Carlos
Baca Garcia, Sonia Blanes Molina, Roger Brusau Maimé, Marcel Duran Puig, Axel Espuela
Alvarez, Nidia Esteve Gomez, Joel Ferndndez Laparra, Gina Gardenes Farré, Bernat

iii
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Graugés Bellver, Pep Giiell Rigall, Gabriel Guerra De Quadras, Adria Jimeno Ruiz, Judith
Lara Piqueras, Ana Lépez Bruballa, Ada Lépez Del Castillo Avilés, Marta Merino Sanchez,
Judith More Bataller, Clara Mulet Ballesta, Katia Moreno Aspiroz, Marta Noguera Segura,
Arnau Nunez Martinez, Lara Angélica Olarte Bayani, Tomas Planelles Alonso, Miguel
Puelma Martinez, Marti Puig Sampera, Eric Recio Chorro, Alvaro Resa Asensio, Albert
Ricart Quilez, Marina Riibies Bedds, Adria Saz Guerra, Drus Sentis Cahué, Héctor Serrano
Asensio, Babaldeep Singh, Ainhoa Trillo Rodriguez, Clara Valls Moreso, Arnau Viladevall
Ferré, Marta Vilchez Garcia, Lluis Vivé Pons i David Xifré Palacios (Matematiques 25),
Eric Benavente Carreira, Sara Chillon Dominguez, Daniel Genov Draganova, Emma Llado
Vinals, Pau Lorenzo Pareja, Joan Serra Ortega i Daniel Solana Carretero (MatCAD
26), Abel Alvarez Rodriguez, Oriol Antoja Vandellés, Ana Aragén Lopo, Dex Balada
Penia, Joan Doria Ribera, Carla Dux-Santoy Escorza, Miquel Ferrandiz Alvarez, Adrian
Franco Morales, Jan Lopez Bocache, Edgar Luque Fernandez, Mireia Marcos Canal, Leyre
Martinez De Albéniz Merino, Martina Miquel Folch, Marti Mota Llobet, Abel Portas
Puigdemont, Blanca Ramos Baiget, Mireia Rizo Rovira, Rubén Rodriguez Léopez, Marti
Roé Castillo, Victor Ruiz Aguilera, Pablo Ruiz De Angulo Ortega, Luis Ruiz Lopatey,
Marti Ruiz Sabater, Cai Santamaria Brunet, Joan Villalba Rull, Maximilian Evert Wind
Del Olmo i Laia Xifra Casas (Matematiques 26) per la seva excellent labor en la deteccié
d’errors matematics, tipografics, ortografics i gramaticals.



1. El cos dels nombres complexos

El naixement dels nombres complexos esta intrinsecament lligat a una serie d’enfrontaments
entre matematics italians del segle X VI, principalment Scipione del Ferro!, Niccolo Fontana
Tartaglia?, Girolamo Cardano®, Lodovico Ferrari* i Rafael Bombelli®. Cardano fou el
primer en publicar en el seu Ars Magna (1545) una solucié de 1’equacié de tercer grau.
Aquesta havia estat previament descoberta per Scipione del Ferro i redescoberta per
Tartaglia, pero, en mantenir-les secretes per usar-les en duels matematics, la seva publicacié
es va retardar uns quants anys fins que Cardano va fer el pas. En la resolucié es fan servir
nombres imaginaris (és a dir, arrels de nombres negatius) que Bombelli va descriure i
sistematitzar al cap de poc en el seu tractat Algebra (1572). Finalment, Leonhard Euler®
va estandarditzar-ne la notacié que coneixem avui dia i va popularitzar-ne 1'is. D’aquesta
forma es va donar per fi sortida a un coneixement que havia quedat aparcat fins aleshores.

El metode de Cardano per resoldre una cibica, emprant el llenguatge modern, diu que,
donada una equacié de tercer grau y* + ay? + by + ¢ = 0, la podem reescriure amb el canvi
de variable y = x — a/3 com 'equacié de Cardano (o equacié de del Ferro-Tartaglia):

2® +pr+q=0. (1.1)
Aleshores creem dues noves variables u, v tals que

= —+ ,
T=u+v (1.2)
3uv = —p.

Aquestes satisfan que

1.1
0 = u®+ 0% +3uv+3u? +pu+pv+q=1ud+03+gq,

de manera que ens queda el sistema

_p?

27

ud + 03 = —q.

wd =

3

Per tant, u? i v3 sén les solucions de I’equacié de segon grau

3
2 p
w” + qw o7 0,

'Bolonya, 1465 — 1526. https://ca.wikipedia.org/wiki/Scipione_del_Ferro
Brescia, 1499 — Venecia, 1557. https://ca.wikipedia.org/wiki/Niccolo_Fontana_Tartaglia
3Pavia, 1501 — Roma, 1576. https://ca.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
“Bolonya, 1522 — 1565. https://ca.wikipedia.org/wiki/Lodovico_Ferrari
*Bolonya, 1526 — 1572. https://ca.wikipedia.org/wiki/Rafael_Bombelli
SBasilea, 1707 — 1783. https://ca.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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és a dir,

—q 2 pb
{u?’,v?’}:{i 4—1—2}. (1.3)

Usant (1.2) trobem que

v =u+v=Vud+ 3p3. (1.4)
u
Si anomenem
2 3
3/ —q q D
C=Al—4+47r—+ =
\/2 “ V4 +2 ’
aleshores
P
3C

és una soluci6 de ’equacié de Cardano (1.1).
Notem que els nombres u® i v3 que apareixen a (1.3) poden no estar definits en els reals
quan p és negatiu i de modul gran (respecte de ¢), concretament si

¢ P
Notem també que a (1.4) I'arrel cibica d’'un nombre real esta univocament determinada (a
R, és clar).

Si ens restringim als nombres reals i p,q € R, amb aquest metode podem trobar una
soluci6 de la cubica, sempre i quan % + Zzi; > (0. Sabem que sempre hi ha una solucié (pel
teorema de Bolzano’). Sabem que hi ha equacions amb tres solucions reals, i totes tres es
poden intentar descompondre usant (1.2), perd el meétode com a molt en dona una. Que
esta passant? Doncs que ens cal sortir de la recta real per tornar-hi a entrar!

Sigui R el cos dels nombres reals. L’equacié 2 + 1 = 0 no té solucions reals. Construirem
un cos més gran que R, que anomenarem C, on en tindrem les solucions. Per fer-ho, ens
cal definir un element i tal que i + 1 = 0 per fer les combinacions R-lineals de 1i 4 (és a
dir, a + bi amb a,b € R). Aquest cos ens permetra resoldre la cibica en general.

Construim, per exemple, una solucié de 23 — 72 + 6 = 0 usant el metode de Cardano.
Estem en el cas p = =71 ¢ = 6, aix{ que (1.3) queda

B # (., V-100
{u3’v3}{—3i 9—2}{ 3+ 3\/3 }

Usant que i = —1, i suposant que el producte és commutatiu, trobem que (10i)? = —100,
aixi que ens atrevim a escriure l’expressié anterior com

{u, 3} = {—3 + 31931} .

"Bernard Bolzano, Praga, 1781 — 1848. https://ca.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
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Si trobem un nombre u = a + bi tal que a® + 3a%bi — 3ab? — b%i = ud = —3 + %i (ara hem
suposat que C és un anell), aleshores podem prendre de (1.2) l'altra solucié v = 7/(3u), i
trobarem x. Ens cal resoldre, doncs,

{a3 — 3ab® = =3,

2 3 _ 10
3a°b—b =353

Més endavant veurem una manera rapida de trobar aquestes arrels ctibiques. De moment
conformem-nos amb observar que una possible solucié és u = 1+ %i, com es pot comprovar

directament. Aleshores, v =1 — %i, i trobem

2 2
r=u+v=14+—4i+1——i=2.
V3 V3
Efectivament, 2 = 2 soluciona z3 — 7z + 6 = 0, com també ho fan 2 = 1 iz = —3.

De fet, tot polinomi de coeficients reals (i de coeficients complexos!) tindra almenys una
arrel, la qual cosa es coneix com a teorema fonamental de I’algebra. Diem que C és un cos
algebraicament tancat. Amb aquesta ampliacid, seguiran havent-hi dues arrels quadrades
per tot element del cos llevat del zero, i tres arrels cibiques! Notem també que a (1.4)
Pelecci6 de arrel quadrada no té importancia (per conjugacié...), perod poden apareixer
tres solucions diferents, corresponents a les tres possibles eleccions de ', amb la precaucid
que cal prendre la mateixa arrel cibica en les dues aparicions.

En aquest capitol introduim el cos C i veiem les seves propietats basiques. Explicarem la
forma polar i com usar-la per fer operacions, pero abans ens caldra introduir I’exponencial
complexa per donar rigor a aquest calcul. Finalment, veurem com les equacions amb
poténcies tenen multiples solucions, ja siguin polinomials o exponencials, per acabar
exposant el teorema fonamental de I’algebra, que demostrarem al capitol 4.

1.1. El cos dels nombres complexos

Si som capacos de definir i = 4/—1, aleshores i sera solucié de 2% + 1 = 0: efectivament,
(+i)2 + 1 = 0. Per tant, de la mateixa manera que si un polinomi té una arrel real a,
aleshores es pot dividir per (x — a), esperem poder escriure

22 +1=(z—i)(z+1).

Pero de moment la identitat anterior no té cap sentit. Necessitem definir el cos dels nombres
complexos.
De moment tenim 1’element ¢ ideat: volem que sigui un nombre tal que ¢ -7 = —1.

Definicié 1.1 (Nombre complex). Donats a,b € R, definim
a+ b
com un nombre complezx. Diem, doncs, que, com a conjunt, tenim que

C:={a+bi: (ab) €R2}7
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i anomenem nombres complexos els elements de C. Anomenem respectivament part real i
part imaginaria els nombres

Re(a+bi) =a i Im (a + bi) = b. .

z=a+ b

4. -3 4 5 6 7
= Re(z)
-1.v
_92. 1

Figura 1.1.: Part real i imaginaria d’un nombre complex. Marcarem els punts 0, 1, i, —1,
—i amb un cercle i quatre triangles respectivament en les figures del text.

Ara ens falta definir les operacions del conjunt per tal de tenir una estructura de cos.
Notem de moment que C ~ R?, on identifiquem (a,b) € R? amb el nombre complex a + bi.
La suma, doncs, sera heretada de ’estructura d’espai vectorial subjacent, pero el producte
és una operacié nova que creem ad hoc per tal d’aconseguir el nostre proposit:

Definicié 1.2 (Operacions de C). Si z = a + bi i w = ¢+ di sén dos nombres complexos,
llavors definim la seva suma com

z+w=a+c+ (b+d)i

i el seu producte com
z-w = ac— bd + (ad + be)i.

Sovint escriurem zw en lloc de z - w. °

Notem que amb aquesta definicid, si a,c € R, aleshores, en identificar-los amb els
nombres complexos a+ 07 i ¢+ 07 respectivament, trobem que la seva suma i el seu producte
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zw = (ac — bd) + (ad + be)i

z+w=(a+c)+ (b+d)i

\

Figura 1.2.: Producte i suma de complexos, i oposat d’un nombre complex.

coincideixen amb els habituals:
(a+0i)+(c+0i)=a+c+0i=a+c,
(a+0i) - (c+ 0i) = ac+ 0i = ac.
A més, efectivament, tenim que
i-i=(0+1i)(0+1i) = —-1+0i=—1.

Per tant, amb aquesta definicié hem creat un conjunt amb dues operacions (suma i producte)
que estén els nombres reals amb les seves operacions habituals, i on el polinomi 2 + 1 té
(almenys) dues arrels. Notem que la suma és compatible amb l'estructura d’espai vectorial
de R?, pero el producte de nombres complexos no coincideix amb el producte vectorial
ni amb el producte escalar: és una operacié que no existeix a ’espai vectorial tal com el
definim habitualment.

Exemple 1.3 (Calcul del producte). Podem pensar l'operacié producte en termes de la
propietat distributiva com

(1+2i)(=3+2i)=-3+2 —6i+4i>=-3—4i—4=—7—4.

Notem que el resultat coincideix amb la definicid, i el procediment és més intuitiu. O
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Podem veure facilment que el conjunt C equipat amb aquestes dues operacions satisfa
les seglients propietats, que es poden resumir amb la segiient afirmacio: els complexos
tenen estructura d’anell commutatiu.

Lema 1.4 (Els complexos com a anell). Siguin z,w,v € C. Aleshores se satisfan les
propietats respecte a la suma:

S1 Associativa de la suma: (z +w) +v =z + (w + v).
S2 Commutativa de la suma: z +w = w + 2.

S8 Element neutre per la suma: si escrivim Oc = 0 + 07, aleshores z + 0c = O¢c + z = z.
Amb la identificacio dels reals amb la inclusic dels reals en els complexos, escrivim
Oc = 0.

S4 Element oposat (de la suma): existeix un nombre complex u € C tal que u+z = z+u = 0,
que anomenem nombre oposat a z, i que escrivim com (—z) = u.

També se satisfan les segiients propietats respecte al producte:
P1 Associativa del producte: (zw)v = z(wv).
P2 Commutativa del producte: zw = wz.

P38 Element neutre pel producte: si escrivim 1¢ := 1+ 01, aleshores z-1¢c = 1¢-z = z. Amb
la identificacio dels reals amb la inclusio dels reals en els complexos, escrivim 1¢c = 1.

PS Distributiva del producte respecte a la suma: z(w + v) = zw + zv.

De fet, C és un cos (és a dir, tot element diferent de zero té invers respecte del producte).
Per veure-ho, primer introduim el concepte de conjugat.

Definici6 1.5 (Conjugat i modul d’'un nombre complex). Si z = x + iy, el conjugat de z és
zZ=x—1y.

i el seu modul és

|z] = Va2 + y2. .
Exemple 1.6. De les definicions podem deduir que
e 2—-3t=2+ 3.

= —1.

[}
.

o 13 =13. O
Observacié 1.7. Clarament tenim que

¢ =72 < Im(z) =0 < zeR.
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e [Rez| < |zl; [Im z| < |2|.

e zt+tw=Z+w i Z-w=72 W.
o 2.7 =22
Les primeres sén evidents, la darrera és també un simple calcul:

2-Z=(z+iy)(z—iy) = 2> +9° = |2|*.

Amb aquesta relacié ja podem veure que C és efectivament un cos:

Lema 1.8 (Els complexos com a cos). Sigui z = x + yi € C\{0}. Aleshores se satisfa la
seguient propietat respecte del producte:

P} Element invers (del producte): si z € C*, aleshores existeir un nombre complex
u € C tal que uz = zu = 1, que anomenem nombre invers de z, i que escrivim com
zli=1/2:=u.

Aquest nombre és

1 T y . 1 _
—= = —Z.
N - N P
2 2
Demostracid. Efectivament, (x + yi) - (# - #z) = z‘j';/ + zl"z_lfyz =1. O

Ara ja podem definir la divisié o fraccid de dos nombres complexos z € C, w € C\{0}:

Aixi, tenim que

: |22 27

Es a dir, per calcular I'invers d’'un nombre complex, només hem de multiplicar numerador
i denominador pel seu conjugat.

Exemple 1.9 (Més calculs). Tenim

° 1 _ 3—10¢ _ 3=10i _ 3 _ ﬁi
34102 (3+102)(3—102) 94100 109 109 ™
1 =i
[ ] s 7 <>

z2+7z z—z
rz=Rez= ) =Imz =
z 5 Ty z 2

Demostracio. Es tracta de sumar i restar z amb z, vegeu la figura 1.3. 0
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Figura 1.3.: Conjugat i invers d’un nombre complex.

Observaci6 1.11 (Reinterpretacié dels polinomis). Un polinomi en z,y és un polinomi en
z,Z (amb coeficients complexos). Per exemple

z+zZ (2—%2) (2+2) (2—%)
1= : 1
r+y+xy+ 5 T Ty 5t

11 11 1 1
= B I e e O
Z<2+2z‘>+2<2 2¢>+ 2 (4¢> ‘ <4z’>

1.1.1. Doneu en forma a + bi:

Exercicis

. — i . 2

a) (—1+1)2, c) 21;%?, ¢) . 241 N
6i — (1 — 2i)
‘ 9) (8 +2i) — (1 —14)

b) B @+i? ) (3= =3)i.
1.1.2. Demostreu o doneu un contraexemple:
a) Re(z+w) =Rez+Rew, b) Re(zw) = (Rez)(Rew), ¢) Re(Z) = Rz, q
1.1.3. Sigui z € C tal que Im (z) > 0. Proveu que Im (1/z) < 0. <

1.1.4. Siz=x+1iy on x,y € R, trobeu les parts real i imaginaria de:
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1 1
a) 22, ¢) =5, e) 22;—5’
b) 2z + 1), e f) 2. :
. Tty . ‘ 2 . 192
1.1.5. Sigui = =a+ib amb (z,y) # (0,0) i z,y,a,b € R. Proveu que a* + b* = 1. «
T — 1y
1.1.6. Proveu que —1 + i satisfa 2% + 2z + 2 = 0. <
1.1.7. Escriviu equacio complera 23 + 52 = z + 3i com dues equacions reals. <

1.1.8. a) Si 21,29 son complexos amb z1 + z2 1 2122 Teals negatius proveu que 21, za SO6N
reals.

b) Proveu que el vector z1 # 0 és parallel al vector zo # 0 si i només si Im (2122) = 0. «

1.1.9. Proveu analiticament i grafica que |z — 1| = |z — 1]. q
a—>b . . ) . )
1.1.10. Demostreu que . _b’ =1silal =1 0 bé|b] = 1. Quina excepcid cal fer si
—a
laf = |b] =17
-b
Demostreu també que b’ <lsilal<1ilbl<1.
—a
Per acabar, si per a € D definim pq(z) = {==, demostreu que @, : D — D, que és
bijectiva en D i en 0D ¢ doneu-ne la inversa. <

1.2. Els nombres complexos com a espai vectorial

A més de la seva estructura algebraica, el cos C hereta, a través de la identificacié amb R?,
I’estructura geometrica i topologica del pla.

Per tot nombre real A € Ri z = a + ib € C, definim Az := (A\a) + (A\b)i, és a dir,
identifiquem A amb el nombre complex A + 07 i fem el producte de dos nombres complexos,
tal com hem descrit a la seccié anterior.

Aquesta multiplicacié per un escalar real compleix les propietats:

E1l. Compatibilitat del producte per escalar: (Au)z = A(pz).
E2. El producte per I’element neutre és la identitat: 1z = z.
E3. Distributiva respecte a la suma real: (A + u)z = Az + pz.

E4. Distributiva respecte a la suma complexa: A(z + w) = Az + Aw.
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Aqui estem suposant que A\, u e R1iz,weC.

Com que el pla complex també satisfa les propietats S1-54 descrites més amunt, diem
que té estructura de R-espai vectorial. Com a R-espai vectorial, C coincideix amb R?.
L’eix de les  s’anomena eix real, i 'eix de les y s’anomena eix imaginari. El pla format
per R? en identificar-se amb els complexos (i incorporar, per tant, ’'operacié producte de
complexos) s’anomena pla complex o pla d’Argand®.

Per tant, C hereta I'estructura de R?, i és un espai normat amb ||z|c = |2|, és a dir,

NI. |z|c =0 < z = 0;
N2. |az|c = |a| |z]lc, VaeR (de fet, Ya € C);
N3. |z + w|c < ||zc + [|w|c (desigualtat triangular).

Donats z,w € C, definim
d(z,w) = |z — w|.

Amb aquesta distancia, C és un espai metric’, de manera que té una topologia.

Definicié 1.12 (Topologia de C). El pla complex hereta la topologia del pla. Per tant, el
disc obert (o bola oberta) centrat en a i de radi r és el conjunt

D,(a) ={zeC:|z—a| <r}.
El disc unitat normalment es denota D := D1(0). El disc tancat és
Dy(a) ={z€C:|z—a| <r}.

Diem que un conjunt A < C és obert si per tot a € A existeix r > 0 tal que D,(a) < A.

Diem que A és tancat si A° = C\A és obert.

Diem que és fitat si existeix un r > 0 tal que A < D,(0).

Diem que A és connex si no es pot obtenir com a unié de dos oberts relatius disjunts
i no buits. Diem que és arc-connex si donats dos punts a,b € A existeix un cami en A
que els uneix, i.e., existeix una aplicacié continua 7 : [0,1] — A de manera que v(0) = a i
~v(1) = b.

Diem que A és un domini si és obert i connex. .

Observacié 1.13. Notem que ¢ i C sén oberts i tancats, perd no hi ha cap més conjunt
que sigui obert i tancat alhora. .

8Jean-Robert Argand, Ginebra, 1768 — 1822. https://ca.wikipedia.org/wiki/Jean-Robert_Argand
9Es a dir, que satisfa:

D1. d(z,w) =0 < z = w;
D2. d(z,w) = d(w, z) (simetria);
D3. d(z,w) < d(z,v) + d(v, w) (desigualtat triangular).
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Exemple 1.14 (Conjunt connex no arc-connex). Recordem que tot conjunt arc-connex és
connex, i que tot obert connex és arc-connex. Pero hi ha conjunts connexos que no sén
arc-connexos. Un cas paradigmatic és la pinta: donada una successié {z,} < (0,1) tal
que x, — 0, el conjunt A = [0,1] U |J,, zn + (0,1)i (podem anomenar-lo pinta per la seva
forma) és arc-connex i, per tant, connex. Si afegim un punt limit no accessible, per exemple
B = A u {i}, aleshores B no és arc-connex, ja que el punt afegit no pot ser connectat amb
cap punt d’A, pero segueix sent connex, ja que aquest punt no pot ser separat de la resta
per un obert. O

Com que tenim una metrica (en aquest cas derivada d’una norma), podem parlar de
convergencia de successions:

Definicié 1.15 (Convergencia de successions). Diem que una successié de nombres
complexos {z,}_; < C és convergent si existeix z € C tal que

|zn, — 2| — 0.

Diem que z, tendeix a z, o que z és el limit de la successid, i ho escrivim com

n—a0 s e
Zn ——> 2 o bé lim z, = z.
n—a0

Sovint ometrem la notacié n — o0 en les expressions anteriors quan sigui clar pel context.

A més, (C,|-|) és complet: tota successié de Cauchy'’ de nombres complexos és
convergent.

També tenim que
Rez, — Rez
A (1.5)
Im 2z, — Im=z.

1

n

Exemple 1.16. La successié ~ + @z tendeix a i, ja que 1/n — 0 i (n:ll) — 1. O

Adverténcia 1.17. No sempre és convenient passar a part real i part imaginaria. Quan ja
es té practica amb les relacions anteriors, la majoria de vegades és millor fer servir notacié
complexa, vegeu l'exercici 1.2.2 i el teorema segiient. .

Teorema 1.18 (Limits i funcions continues). Sigui f : C — C, una funcié continua en
aeC. Sia, — a, aleshores f(a,) — f(a).

Demostracid. Es deriva del resultat a R? i la identificacié de RZ amb C. O

Tot seguit discutim la convergencia de series:

10 Augustin Louis Cauchy, Parfs, 1789 — 1857. https://ca.wikipedia.org/wiki/Augustin_Louis_Cauchy
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Definicié 1.19 (Convergencia de series). Sigui {z;} < C una successié de nombres com-
o0 n

plexos. Aleshores, diem que Z zk és convergent si Z zr ¢ €s una successio convergent.

k=1 k=1 n
En tal cas, si el limit de la successio és z, escrivim

0
Z ZE = Z.
k=1

0 0
Diem que Z 2, és absolutament convergent si Z |zk| < co. .
k=1 k=1
Observacié 1.20 (Condici6é necessaria de convergencia). Notem que si una série de
nombres complexos Y ¢, és convergent, aleshores |c,| — 0. .

Observacié 1.21 (Convergencia absoluta implica convergencia). Tota seérie absolutament
convergent de nombres reals és convergent. En el pla complex passa el mateix. En
efecte, si Y |zx| < oo, llavors > |Re z;| < 00 i també ) |Im zi| < 0, ja que |Re zi| < |z i
|Im 2| < |z i, per tant,
> Rezp és convergent, i
{ > Imz, és convergent,

de manera que Y]z és convergent per (1.5). .

Teorema 1.22 (Teorema de Mertens'!). Siguin >, aun @ Y B dues séries de nombres

complexos absolutament convergents. Llavors la serie producte de Cauchy de les séries
- e 0] n s .
anteriors, Y oYn, ON Yn = X u_o OkPn—k, €s absolutament convergent i

0 0 0

2 Tn = Z On, 2 Bn

n=0 n=0 n=0
Demostracio. Vegeu l'exercici 1.2.5. O
Definicié 1.23 (Limit superior). Donada una successi6 {a,} de nombres reals, definim el

seu limit superior com

lima,, = limsup a,, := i%f <sup an> .

n=k

També es compleix
lim sup a,, = sup {khm p,, © Gy, ¢s una subsuccessié de an} . )
—00
Exemple 1.24. Fem un exemple de calcul: si tenim la successié {a, } = {0,1,0,1,0,1,0,...},

aleshores liminfa, = 01 limsupa, = 1. Si {b,} = {(—1)"}, aleshores liminfb,, = —1, i
limsup b, = 1.

"Franz Mertens, Sroda Wielkopolska, 1840 — 1927. https://ca.wikipedia.org/wiki/Franz_Mertens
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Tot seguit recordem el criteri de 'arrel, que hauria d’haver estat introduit en cursos
anteriors.

Lema 1.25 (Criteri de l'arrel). Considerem una successié de nombres reals {an} < R, i

sigui o = lim sup W. Aleshores,
(i) sia <1, la série Y, a, €s convergent;
(i1) si > 1, la série Y, a, no convergeic.
Observacié 1.26 (Criteri del quocient). Recordem que si existeix

1' |an+1|
n an|

=/ e [0, +x0],

aleshores lim,, {/|a,| existeix i també val £. Recordeu també que el reciproc no és cert:
si ap = rtED"V gleshores lim, ¥fan =, perd a’;—:l =7 pCD"THWREIEVR) e o t6
limit. De fet, si 0 < r < 1, tenim que limsup “2** = +00 i lim inf “2** = 0, de manera que
el criteri del quocient no és concloent respecte a la convergencia, mentre que el criteri de
I’arrel si que ho és. °

Exercicis

1.2.1. Descriviu els conjunts de punts del pla que satisfan:
a) 1 <Im(iz) <2, ¢) |z =Rez +1, e) |z—2|>|z—3|,
b) Im =% = 0,a € C\{0}, d) |z—1] = |z + 1], f)lz=1+z+1=7. «

1.2.2. Suposem que a, — a i b, — b. Demostreu que a, + b, — a + b i a,b, — ab, sabent
que ambdues propietats son certes a la recta real. <

1.2.3. Digueu si les segiients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limit:

) 1 n+1 2
a) i" + 3in

; b ;
n+1 )TL*’L' C) n2 — 92"

1.2.4. Estudieu la convergencia i la convergencia absoluta de les séries:

1

© 0 n
a) 22m7 b) Z_ZIE 4

1.2.5. Demostreu el teorema de Mertens. <

A

1.2.6. Vegeu que tota successio convergent {zy}n=0 < C satisfa que |zp+1 — 2p| — 0.
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1.3. Repas de trigonometria

En estudiar Calcul en Diverses Variables, vam aprendre que podem calcular la longitud
d’una corba diferenciable v : I — R2:

L(y) = /I /(1) dt.

Aixi, la corba
Ee(t) = (—t, /1= £2)

envia l'interval [—1, 1] al semicercle unitat superior. Definim 7 com la longitud d’aquesta
corba. Com que 7/(t) = (=1, —t/+/1 — t?), la definici6 és equivalent a

[t dt
™ / i
que és una integral impropia convergent.

Notem que 7y és injectiva i la longitud de y([—1,¢]) és una funci6 creixent en ¢ i continua
(de fet, derivable) en (0,7) pel teorema fonamental del calcul; per tant, és exhaustiva
en [0,7]. Aixi, associem a un nombre (que anomenem angle) « € [0,7] la semirecta
oberta del pla amb extrem a l'origen de coordenades que passa pel punt (t) tal que
a = longitud(y([—1,t])) = fil \/%' Per exemple, per a = 7w prenem t = 1 ja que 7 és
la longitud del semicercle. L’angle o = 7/2 (anomenat també angle recte) correspon a la
meitat del semicercle per simetria, que correspon a t = 0, és a dir, que té associada la
semirecta vertical {(0,y) : y > 0}.

Si a € (m,2m), aleshores associem « a la semirecta oposada a l’associada a o — .

Si a € [2km,2(k + 1)7) amb k € Z\{0}; aleshores associem « a la semirecta associada a
a — 2k

Definici6 1.27 (Funcions trigonometriques reals). Donat un angle a € R, definim el seu
sinus com el quocient de la coordenada vertical entre el modul de qualsevol dels punts de
la seva semirecta associada, (ben definit pel teorema de Tales'?). Definim el cosinus com
el quocient de la coordenada horitzontal entre el modul de qualsevol dels punts de la seva
semirecta associada. I definim la tangent com el quocient entre sinus i cosinus. .

Observacié 1.28 (Angle nul, recte i pla). Tenim
sin(m) = cos(m/2) = sin(0) = 0,

sin(7/2) = cos(0) = 1,

cos(m) = —1.

Notem que, per definicid, el sinus i el cosinus sén funcions 27-periodiques, mentre que la
tangent és m-periodica.

12Tales de Milet, Milet, 625 a.C. — ~545 a.C. https://ca.wikipedia.org/wiki/Tales_de_Milet
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Lema 1.29 (Paritat de les funcions trigonometriques). Si x € R, aleshores
sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(x), tan(—z) = — tan(z).
Demostracié. Es conseqiiencia directa de la definicié. ]
Lema 1.30 (Teorema de Pitagores'?). Si x € R, aleshores
sin?(z) + cos®(x) = 1.
Demostracid. Aixo es deriva del fet que 2+ m2 =1. O
Lema 1.31 (Suma d’angles). Donats x,y € R, tenim que

cos(z +y) = cosxcosy —sinxsiny

sin(z + y) = sinz cosy + cos x sin y.

Idea. Aquest lema es pot demostrar usant geometria elemental, vegeu la figura 1.4. O

cosasin 8

sin(a + )

,.
cos B sin «

Q
S d

b(a + B) sinfsina | ;

cos 3 cos

Figura 1.4.: Demostracio visual de les férmules trigonometriques per la suma d’angles.

Lema 1.32 (Angles complementaris, suplementaris i periodicitat). Donat z € R, es
compleizen les identitats (entenent la tangent com a funcid a la recta projectiva real, de
manera que +00 = —0):

sin(m/2 — x) = cos(z), cos(m/2 —x) = sin(x), tan(m/2 — ) = 1/tan(x);

sin(m — z) = sin(x), cos(m —xz) = —cos(z),  tan(m —x) = — tan(x);
sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(x), tan(z + 7) = tan(z).
13Pitagores, Samos, 586 a.C. — ~490 a.C. https://ca.wikipedia.org/wiki/Pit%C3%A0Ogores
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Demostracio. Cal combinar la suma d’angles amb les simetries de les funcions trigo-
nometriques del lema 1.29 i els valors donats a I'observacié 1.28. O

Lema 1.33 (Infinitesims). Tenim

sinx . . 1—coszx 1
lim =1 7 lim —— =5
z—0 T z—0 T 2

Idea. Notem que el segon és conseqiieéncia del primer ja que

1 —cosx 1130 sin? z

x? 22(1 + cosx)
Per veure el primer, n’hi ha prou amb justificar geometricament que si 0 < z < 7, aleshores

sin x

cos T < <1

X

i després fer pas al limit. O

Teorema 1.34 (Propietats de derivabilitat). Les funcions sin(x) i cos(x) sdn 2w-periodi-
ques, nfinitament derivables i

(sin(z))" = cos(x) i (cos(x))" = —sin(z).
A més, les seves séries de Taylor son convergents a tot R i trobem que

k 2k+1 © (_1)k$2k

e@]
sin(x Z:: Qk VR i cos(z) = kiow.

Idea. Per veure la derivabilitat n’hi ha prou amb comprovar les dues derivades, que surten
de

i’ (z) = lim sin(x + h})L — sin(z) _ }ZH% sin(x) cos(h) + cosh(x) sin(h) — sin(z) 133 cos(z).

L’altra es fa analogament. La convergencia s’obté usant estimacions del residu de Taylor. [J

Definicié 1.35 (Funcions trigonomeétriques inverses). Es pot demostrar que la tangent és
injectiva en (—m/2,7/2) i la seva imatge és R. Per tant, podem definir I’arctangent d’un
nombre x € R (arctan ), com 'inic nombre real a € (—7/2,7/2) tal que tan o = z. També
pel sinus tenim injectivitat en [—7/2,7/2] i definim 1’arcsinus d’un nombre x € [—1,1]
(arcsinz), com 1"inic nombre real o € [—7/2,7/2] tal que sina = x. Finalment, el cosinus
és injectiu a [0, 7], 1 definim ’arccosinus d’un nombre z € [—1, 1] (arccos ), com 'inic
nombre real a € [0, 7] tal que cos @ = . Pel teorema de la funcié inversa per funcions de
variable real, sabem que les tres funcions sén C® a interior del seu domini. .
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Exercicis

1.3.1. Demostreu tots els resultats de la seccio. <
1.3.2. Definim el sinus i el cosinus hiperbolics de x € R com

sinh(z) = _Te, cosh(x) := ete”

Demostreu que se satisfan les segiients identitats:
a) sinh(0) =0 i cosh(0) = 1.

b) lim sinhz = lim coshz = +ow i lim sinhz = —oo.
T—+00 —+00 r——00

¢) sinh(—z) = — sinh(x) i cosh(—z) = cosh(z).

d) cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

e) cosh(z + y) = coshz coshy + sinh z sinh y.

f) sinh(z + y) = sinh x coshy + cosh x sinh y.

g) (sinhz) = coshz i (cosh(z))" = sinh(z). <

1.4. L’exponencial complexa

Per la férmula de Taylor, tenim que

&z
Z — Vx € R.
= n!
Podem fer servir aquesta mateixa expressié per tal de definir e* per z € C.

Definicié 1.36 (L’exponencial complexa). Per z € C, definim
o0
2 2
= n!

Aquesta serie de nombres complexos és absolutament convergent (ja que Z < ) i, per
tant, convergent. Aixi doncs, e® esta ben definit per a tot z € C. .

| ‘n

Per x € R, tenim del teorema 1.34 que
cosx = Re (¢'); sinz = Im (e™).
Aixi doncs, tenim la identitat d’Euler:

e = cosx + isinzx, Vo e R,
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i, usant el lema 1.10, deduim la férmula inversa d’Euler:

CcosST = % (eix + e*i‘r) i sing = % (em — e*m) , Vr e R.

Notem que la corba v : R — C definida per vy(z) = € retorna valors de modul 1 pel

teorema de Pitagores:
e = Vecos?x + sin?zx = 1.

Per tant, la corba v “enrotlla” la recta real sobre la circumferencia unitat, amb velocitat
constant i periodicitat 2.

Podem definir els sinus i cosinus de nombres complexos analogament usant el teorema
1.34, pero en aquest capitol només apareixen les funcions sinus i cosinus amb variable real.

Proposicié 1.37 (Conjugacié de I'exponencial). Per a tot z € C, es compleix que

e? =e”.
Demostracio. Per definicid, tenim que
EER I
n=0 n k= n=0

Com que l'aplicacié conjugada és continua, podem treure el limit a fora del conjugat
(teorema 1.18) per obtenir

k 2 k =
e? = lim 2—= lim Z—zez.
k—o0 ! k—o0 |

Com a propietat fonamental de I’exponencial real, tenim que
eV = eV, Vz,y e R.
L’exponencial complexa e* manté aquesta propietat.

Proposicié 1.38 (Productes i poténcies d’exponencials). Donats z,w € C, tenim que

Sin €N, trobem per tant

En particular, tenim que
et = e*(cosy + isiny),

que generalitza la identitat d’Euler.
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Demostracio de la proposicié. Per la definicié de 'exponencial complexa, tenim que

n—=k

[ee} n 0 n k
tw (z+w)" n \ 2"w
R U —22<k>n! ,
n=0 n=0k=0

on hem aplicat la formula de la poténcia d’un binomi en la darrera identitat. Recordem

també que
n\ n!
k) kl'(n—k)

Pel criteri del quocient (vegeu l'observaci6 1.26), tenim que > ;- Zk—lf és absolutament
convergent. Podem doncs aplicar el teorema de Mertens, i trobem que

g i 2 i w™ _ i i R SR e
= k! ot m! =\= k'(n—k)! ’

que coincideix amb ’expressié anterior.
Per veure 1.6, notem que és cert per n € {0,1}. Per n > 1, suposant que és cert per n — 1
com a hipotesi inductiva, trobem que

e — 6(n—1)2+z _ e(n—l)zez _ (ez)nfl % — (62)n ]

Finalment,

1=e'=¢?e? = % = (%) .

Observacié 1.39. Una demostracio alternativa de !e”" = 1 per a tot z € R: Tenim
’ei$|2 _ (ezm)@ _ eim 6E _ 62'93 e—im _ 60 - 1.

Definint les poténcies negatives de la manera habitual (és a dir, =% = (2¥)~1), aleshores
1.6 s’estén a tots els enters n € Z. o

Observem (vegeu l'observacié 1.28 i el lema 1.32) que

Lema 1.40 (Férmula de De Moivre'*). Per tot ne N i 0 € R, tenim que
cos(nf) = Re ((e’ ) ) i sin(nf) = Im ((e’ ) ) .

Demostracid. Aixo és una reescriptura de ™ = (ew)n, vegeu (1.6). O]

Usant la identitat anterior, podem expressar cos(nf) i sin(n#) en termes de sinf i cos 6.
Vegem un exemple:

4 Abraham de Moivre, Vitry-le-Francois, 1667-1754. https://ca.wikipedia.org/wiki/Abraham_de_
Moivre
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Exemple 1.41 (Férmula de De Moivre per n = 3). Com que

()3 = (cos# + isinB)> = cos® O + 3icos? @ sinf — 3cos f sin® § — isin® 6,

% = cos 30 + isin 30,

obtenim la identitat cos(30) = cos®# — 3 cos 6 sin? 6. O

Exercicis
1.4.1. Fent servir la formula de De Moivre, trobeu expressions de sin 30 i sin4f en termes

de sinf i cosf. 4

1.4.2. Trobeu les arrels de z* + 1 = 0 i feu-les servir per veure que z* +1 = (22 — 2z +
1)(22 + /22 + 1). q

1.5. Representacié polar d’un nombre complex

Tot nombre complex z # 0, el podem expressar en termes del seu modul r (on r = |z]) i
I’angle 6 que forma amb l’eix real. Es a dir, podem fer un canvi de coordenades

z=x+iy — Ty

Aquest angle 6 quedara completament determinat si imposem que es trobi en un interval
de longitud 27 fixat.

Definicié 1.42 (Coordenades polars). Donat z € C* := C\{0}, s’anomena 1’argument
principal™ de z i es denota per
Arg z

I"inic angle 6 que pren valors —m < < m de manera que
Rez = |z| cos b,
Imz = |z|sin 6.
Aleshores tenim que
z=1x+iy = |z|(cos O + isinf) = |z[e?.

Anomenem coordenades polars de z el parell (r,6) amb r = |z|. .

Observacié 1.43 (Calcul de 'argument principal mitjancant ’arctangent). Per trobar
I’argument principal de z = z + iy, podem calcular ’arctangent, vegeu la figura 1.6:

f := arctan (%) Aleshores,

5Vegeu-ne la grafica interactiva a https://www.geogebra.org/3d/jginzfcw.


https://www.geogebra.org/3d/jg4nzfcw
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! Imz=rsind

0= Argz

Rez =rcosf

v

Figura 1.5.: Coordenades polars d’un nombre complex.

e si x > 0 (primer i quart quadrants del pla complex), calculem 6 = é;

e siz<01iy >0 (segon quadrant), tenim que —7/2 < 6 < 0, aixi que per calcular-lo
podem prendre 6 = 0 + T;

e siz<0iy <0 (tercer quadrant), tenim que 0 < 6 < 7/2, aixi que = 6 — m;
e siz =01y >0 (semieix imaginari superior), prenem 0 = 7/2 i
e siz =01y <0 (semieix imaginari inferior), prenem 6 = —m/2.

D’aquesta manera, per tot z € C\{0}, tenim que

Argz=0¢€ (—m ). .

Exemple 1.44 (Calcul de coordenades polars).

1. La representaci6 polar de i és
i

INE]

1 =e

2. Calculem la representacié polar de z = v/3 + i:

Tenim |z| = 4/(v/3)2 + 12 = /4 = 2, de manera que
3
z _ V3 i
|| 2 2
Com que ‘—; = ¢ per la identitat d’Euler obtenim
cos = @

. 1
sinf = 3,
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2 Argzg = /2 #2 | atan (y2/0) =7
Z3 o1 23 71
Arg zsz € (7/2,7) Arg 21 € (0,7/2) atan (ys/x3) € (=7/2,0) | atan (yy/z1) € (0,7/2)
A
Argzy = Argzp =0 atan (0/z4) =0 atan (0/2¢) = 0
2z - g 20 zy - g 20
Y
Argzs € (—m,—m/2) atan (ys/xs5) € (0,7/2)
* g * <
26 TATg 26 = —7/2 26 T atan (yg/0) =7

Figura 1.6.: Relacié entre I'argument principal i 'arctangent del quocient de les parts
imaginaria i real.

de manera que 6 = 7/6. Per tant, la representaci6 polar és
V3 +i =2, O

Proposicié 1.45 (Periodicitat de I'exponencial). Siguin z1,20 € C. Es compleir que
el = e*2 gi 1 només st z1 — 29 € 2mil.

En altres paraules, la funcid exponencial complexa €s una funcid periodica amb conjunt
de periodes 2miZ 1 és injectiva en franges horitzontals semiobertes d’amplada 2.

Demostracio. Suposem que per a un k € Z, z; = zo + 2mwik. Llavors

el = ezz+27r7,k _ €Z2€2mk = %2,

Reciprocament, si e*! = €2, es compleix que e* 7?2 = 1, de manera que el —Rez —
le1722| = 11 e (z1722) — 1 és a dir,
coslm (23 — z2) = L.
Per tant, Rez; = Re 2y i Im (21 — 22) = 2k7, o, equivalentment, z; — 29 € 27iZ. O

Tornant a la definicié 1.42, és clar que, fixant un altre interval de longitud 27, hi ha
altres possibilitats amb ’angle 6 que ens dona la representacié polar. De fet, aqui n’hem
fixat una de concreta per fer de referéncia. Aix{ doncs, hi ha infinits nombres reals 6
(s’anomenen arguments de z) que compleixen la identitat

z = |z]e®.

Sén
Arg z + 27k, keZ.
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Exemple 1.46.
i=¢2 =¢3 =e V7, O

Definicié 1.47 (Arguments de z). Un argument de z # 0 és un nombre real § de manera
que z = |z]e'?.
arg z denota tots els possibles arguments de z. .

Exemple 1.48 (Calcul dels arguments). Sigui z = 1 — +/3i. Llavors |z| = 2, de manera
que

cosf = 3
z 1 V3 2 T
R ing=—¥3 6=—-.
T2 2 Tysmf=—w = 3
—rt<f<m
Per tant,
Argz=—g; argz=—%+2k7r, ke Z. O

El producte, el quocient i la potencia solen ser més facils de calcular en forma polar, tal
com veurem al segiient exemple.

Exemple 1.49 (Calcul de productes i potencies en forma polar).

2e3i . \/ge’iﬂ' — 2\/§€i(3+ﬂ-).

3i
2e 2 i3—n) _ 2\/361‘(34)'

Veim — \B° 3
- T 25 25 - 257 25 241 T 25 . T
(2&1) = 2991 = 2%°e'71 e'a = 24’7,

Notem que en multiplicar un nombre z € C per re? el modul es multiplica per r i
I’argument augmenta en 6. Es a dir, que en multiplicar dos nombres complexos trobem un
nombre que té per modul el producte de moduls i per argument, la suma d’arguments (per
tenir 'argument principal potser he de sumar-hi o restar-hi 27). O

Exercicis

1.5.1. Trobeu la forma polar dels nombres segiients i dibuizeu-los.

a) 3(1++/34), b) 2v/3 — 2i, c) =2+ 2i, d) —1—i.

A

1.5.2. Expresseu en forma cartesiana (a + ib) els segiients nombres:

a) (24 3i)(4 +1), ¢) 1, e) (1—2i)3, g) (1+i)100 4 (1 — )10,

b) (44 )2 d) i 1, 4-2% h) 1+72i2' 4
) ( + Z) ) ) 2447 f) 2+i+ 3+ 7 1—12
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1.5.3. Fent servir el producte (1 +4)(5 — i)*, deduiu la férmula de Machin'®: 7/4 =
4 arctan(1/5) — arctan(1/239). 4

1.5.4. Estudieu la convergéncia de {z{} si |z0| <1 o si|zo| > 1. <

1.5.5. Digueu si les segiients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limat:

_ ! ¢) 2 = Arg(—1+i/n), _ (=3
CL) Zn o 6) Zn = 4 )
n(2 + 1) _ 2nmi
b) zp =i(—1)", d) zn = a1 f) zn = exp < 5 ) :
Aqui hem escrit exp(z) = €. q

1.6. Equacions amb exponencials

Exemple 1.50. Solucionem I’equaci6

Tenim
1=¢€*=¢"e"Y =e"(cosy +isiny).
Com que |e¥| = 1, igualant moduls i arguments obtenim
=1
l=|ef|=¢" = 2=0 :{C.Osy = y=2knr, keZ
siny =0
Per tant,
ef=1 < z=2km, ke Z.

Moltes de les equacions “exponencials” es redueixen a ’anterior. Per exemple
. ;T s
ef=i=¢2 <« €2 =1

Exemple 1.51. Recordem que, donats z,w € C, per la proposicié 1.45 tenim ’equivalencia
e =e¥Y < z=w+ 2kmi per algun k € Z.
Sabent que 1 = €, podem dir directament que
¢ =¥ = z =0+ 2kmi,

tal com hem vist pas a pas en ’exemple anterior. O

Exercicis

1.6.1. Resoleu les segiients equacions:

6 John Machin (1706), podeu trobar més informacié a https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-1ike_
formula.


https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula
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a) e =1+1i;

1.7. Arrels n-ésimes

4
-

Figura 1.7.: Arrels setenes de la unitat.

. . 27i
Donat n € N, si definim (, := e ™» , aleshores

()

Diem que {¢* Z;(l) son les n arrels n-esimes de la unitat.

62k7m =1.

Sigui @ € C amb a # 0. Per n € N, calculem els nombres complexos z € C de manera que
2" =a.

(Aqui no és convenient passar a notacié real i fer (z + iy)" = a.) Posem z = re
—m < 0 < m. Llavors

% amb
7meiné _ |a‘eiArga.
Igualant moduls obtenim r™ = |a| = r = {/|a|. També

el — gihtsa o Gin0-Atga) _ 1 pg _ Arga = 2k,

k€ 7.
Per tant, les solucions de z™ = a sén

2 = X |a]ei9’“,

Arga 2k
amb 0 = & —I——F, 0<k<n-1
n
Tenim n solucions (amb k& > n dona solucions repetides). Notem que

25T

2L = X ]a\ei%e'ziﬂ =3 \a|eiAfaC7’§,
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. jArga . <
i, com que zg = W@ n, podem escriure les arrels n-esimes de a com

k
2k = (20,

vegeu la figura 1.8.

Figura 1.8.: Arrels setenes de a = 1 + i.

Exemple 1.52. v/i — ei™/8 ¢id7/8 oi97/8 oil37/8 Flg quatre resultats satisfan que

2t =1 O
Exercicis
1.7.1. Calculeu:
a) V=1, b) 314, c) V=i, d) (“14v3)12,  e) (3+4i)z. «
1.7.2. Donat a € C, quin és el maxim de |2 + a| per a |z| <17 <

1.7.3. Resoleu l’equacio e* =i

1.8. Polinomis: enunciat del teorema fonamental de I'algebra

Per acabar aquest capitol, comentem un dels principals motius que fa dels complexos una
eina imprescindible: tot polinomi de coeficients reals o complexos té sempre almenys una
arrel complexa i, per tant, el grau del polinomi coincideix amb el seu nombre d’arrels
comptant multiplicitats.
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Acabem de comprovar que hi ha nombres complexos que sén solucié de certs polinomis.

Per exemple, si 0 < k£ < n, aleshores els nombres
2k
e n
sén tots diferents i satisfan que
2" =1.

Hem trobat, doncs, n arrels diferents del polinomi z™ — 1, que anomenem arrels n-esimes
de la unitat.

En general, tot polinomi de grau n amb coeficients complexos p € C[x], és a dir,

n
p(z) = Z apz",
k=0

on a € Cia, # 0, té exactament n arrels comptant multiplicitats. Aquest resultat es
coneix com a teorema fonamental de ’algebra, vegeu el teorema 4.33. Dit d’una altra
manera, existeixen n nombres {ak}z;é c C (possiblement coincidents) de manera que

n—1
p(z) = ap H(z — ag).
k=0
Diem que « és una arrel de multiplicitat j si existeixen exactament j subindexs kq,...,k;

tals que a = oy,,. Per exemple,
22241 =(2+1)2= (2 +14)%(z—1i)?
té dues arrels dobles, que sén 3.
Notem també que el resultat es pot aplicar a polinomis de coeficients reals, p € R[z]: tot

polinomi de grau n amb coeficients reals té n arrels complexes comptant multiplicitats. A
més, com que aj = ag, trobem que

n n n
p(z) = Z apz® = Z apzk = Z apzk = p(2).
k=0 k=0 k=0
Per tant, si & € C\R és una arrel de p, el seu conjugat també ho és:
p(@) = p(a) =0 =0.
Treballant una mica es pot deduir que la multiplicitat de « i la del seu conjugat coincideixen.

Per tant, tot polinomi de grau n amb coeficients reals té j arrels de part imaginaria positiva
ag, en té j amb part imaginaria negativa ay i n — 2j arrels reals i, de manera que

j n—2j J n—2j
pz)=an [[c—ar)z—a) [[ (2= Br) = an [ [(* = (o + @)z + i) [ ] (= Br),
k=1 k=1 k=1 k=1

és a dir,
J n—2j
p(z) = ay H(22 — 2Re (ax)z + \ak\z) H (z — Br).
k=1 k=1

En la darrera expressié, hem trobat una factoritzacié amb coeficients reals on tots els
factors son de grau 1 o 2.
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Exercicis

1.8.1. Resoleu (z +1)° = 25. q

1.8.2. Sigui P(z) = 1+ 22 + 322 + -+ + nz""L. Considerant el polinomi (1 — z)P(z),
demostreu que tots els zeros de P(z) estan dins del disc unitat. <
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