3. Derivacié complexa i holomorfia

En aquest capitol definim la derivacié complexa i el concepte de funcié holomorfa. Veurem
les propietats d’aquesta forma de derivacid i ho relacionarem amb les equacions de Cauchy-
Riemann'. Treballarem també la notacié de Wirtinger? que permet fer un calcul de
derivades complex més eficient. Finalment, veurem que les series de potencies estudiades
al capitol anterior sén holomorfes. Per acabar el capitol, farem una introduccié de funcions
holomorfes importants, centrant-nos en les funcions trigonometriques i en les branques de
les seves funcions inverses.

3.1. Funcions holomorfes

Sigui 2 < C un obert; f: Q — C, i zg € (.

Definicié 3.1 (Derivabilitat i holomorfia). Diem que f és C-derivable en zy si existeix el

limit
o 1) = F(z0).
220 Z— 20

En aquest cas posem

f'(z0) = lim M — lim f(z0 + h) _f(Zo)‘

z—20 zZ— 2 h—0 h

Diem que f és holomorfa en €2, i posem f € H(Q), si és C-derivable en tot punt zy € .
Una funcié holomorfa en C es diu que és una funcid entera. .

Observacié 3.2 (Holomorfia en compactes). Només hem definit funcions holomorfes en
un obert, pero es poden definir per altres conjunts. Per exemple, f és holomorfa en un
compacte K si hi ha un obert 2 amb K < ) de manera que podem estendre f a tot ’obert
de manera que f € H(Q). .

Observacié 3.3 (O gran i o petita). La derivada f’(zp) es pot descriure també com 1'inic
nombre complex tal que

f(z) = f(20) + f'(20)(z = 20) + o(z — =),

on usem la notacio

=o(h(z si im g(z) =
o) = o(h()) s lim =0

!Georg Friedrich Bernhard Riemann, Breselenz, 1826 — 1866. https://ca.wikipedia.org/wiki/Georg_
Friedrich_Bernhard_Riemann

*Wilhelm Wirtinger, Ybbs an der Donau, 1865 — 1945. https://ca.wikipedia.org/wiki/Wilhelm_
Wirtinger
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Aqui a sol ser evident pel context (altrament escriuriem g(z) = 0,-4(h(2))), i esperem que
lim,_,, h(z) = 0, tot i que a vegades també s’aplica a h(z) = 1. Usarem també la notacié

L l9(2)|
z) = O(h(z si limsup ——= < 4+
92 = Oh() s lmsup 05
Es pot veure facilment que si g(z) = O(2"), aleshores g(z) = 0(2" 1), i que g(2?) = O(z*"),
per exemple. .
Exemple 3.4 (Funcions enteres). 1. f(z) = z és holomorfa a tot C.

2. f(2) = 22 és holomorfa a tot C amb f’(z) = 22. En efecte, tenim que

(z + h)? — 22

Y =2z2+h—2z sih—0.

3. f(z) =2"€ H(C) amb f'(z) = nz""1.

4. f(z) =e* € H(C) amb f’(z) = €*. En efecte, tenim que

f(z+h)— f(z) eTh—e? el —1 :
- — o%. — e? b —
b A e N e® si 0,
ja que
h 1 0 hn 0 hnfl
— — =1 h)—1 h — 0.
=7 Z:: o ;2 o + o(h) quan

En aquestes igualtats hem usat primer la definicié de ’exponencial, en segon lloc,
que es pot treure z de factor comu en una serie sense alterar-ne la sumabilitat (vegeu

.. . . 0 n
I'exercici 2.5.3) i, en tercer lloc, que la serie >~ , h" = convergeix a una funcié

1 (n+1)!
continua 7" amb 7'(0) = 0 en un entorn de l'origen per 'observacié 2.30, ja que té
radi de convergencia positiu (de fet és infinit). O

Exemple 3.5 (Funcions no holomorfes).

1. f(z) = Z no és C-derivable en cap punt. En efecte, tenim que

i Zo-l—h—%
hmiz
h—0

o=
)

o

> =

Si h =z € R, llavors % % = —1 i el limit anterior no

existeix.

= 1, pero si h = iy, tenim que

2. f(z) = 2" no és holomorfa.

3. Rez i Imz no sén holomorfes. O
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Ja podem comencar a veure que una funcié holomorfa essencialment només depen de z
(no té dependencia de z, vegeu 'observacié 1.11). Donarem un sentit rigorés a aquesta
afirmacié a la proposicié 3.27

Observacié 3.6 (Propietats basiques de les funcions C-derivables). Amb les mateixes
proves que per R, s’obté el segiient:

1. Si f és C-derivable en zg, llavors f és continua en zg.

2. Si f,g s6n C-derivables en zg, llavors f + g i f - g també ho sén, amb les regles
habituals de derivacié.

3. Si f és C-derivable en zp amb f(zg) # 0, llavors 1/f és C-derivable en zy amb
1y ' (z0)
(3o
(f(20))
4. Regla de la cadena: siguin ;G < C oberts; f : G - Qig: Q — C. Si f és C-

derivable en zg i g és C-derivable en f(zg), aleshores la composicié go f és C-derivable
en zp amb

(g0 f)(20) =g (f(20)) - f'(20)- .

Exemple 3.7 (Més exemples de funcions holomorfes).

1. Donat que f(z) = z és una funcié entera, es compleix que tots els polinomis
P(z)=ap+a1z+ -+ apz", (ag, -+ ,a,€C,n=0)
son funcions enteres.

2. Les funcions racionals (quocients de polinomis en z) s6n holomorfes en

C\{zeros del denominador}. O

Proposicié 3.8 (Derivada de la inversa). Siguin g: Q@ — G i f : G — Q funcions continues
de manera que

fl9(2) ==
St f és holomorfa en G 4 f’(g(z)) # 0 per a tot z € Q, aleshores g és holomorfa en € amb

'(3) = 1
7() f(9(2)

Demostracié. Notem que g és injectiva, és a dir, que g(z) = g(z9) implica que z = z.
Efectivament, tenim que

9(2) = g(=) = z=f(9(2) = f(9(20)) = 20
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Per tant, per z # 2o, tenim que g(z) # g(z0) i llavors

L ET A f(g(z)) - f(g(zo)) . g(z) — g(zo)'

z— 2 9(2) — g(20) z— 2

Com que g és continua, tenim que w = g(z) — wo = g(zp) si z — 2, de manera que, com
que f és holomorfa, obtenim

lim 9(2) — 9(20) = lim 1 — 1 _ 1
2>z 2 — 2 z=>20 (f(g(z))—f(g(zo))) lim,,_,,, L@)=fwo) — f(wg)  f'(g(z0))
9(2)—g(20) W=wo  w—wo

O]

Corollari 3.9 (Derivada del logaritme). Qualsevol branca continua del logaritme L és
holomorfa amb
1
L(z)=~.
() =2
Observacié 3.10 (Biholomorfia de ’exponencial). Si, donat « € R, considerem la banda
horitzontal oberta
By={zeC:a—nm<Imz <a+n},

llavors la funcié exponencial complexa és biholomorfa (és a dir, que es tracta d’un difeo-
morfisme holomorf) entre B, i C\e**(—0,0]. .

Finalment, vegem que tot logaritme continu en {2 d’una funcié holomorfa, és també
holomorf.

Proposicié 3.11 (Holomorfia de les determinacions de logaritmes). Sigui Q@ < C un obert
i f:Q— C\{0} holomorfa. Sigui L; una determinacio del logaritme de f en . Llavors
Ly és holomorfa en £ amb
!
= I'(z) , z € (.
f(z)

Demostracio. Fixem zg € Q. Com que f és holomorfa, en particular és continua, de manera
que hi ha § > 0 de manera que

Li(2)

F(Dsten) = D (). 5 1ol ) = D

Com que f(zg) # 0, llavors Dy evita alguna semirecta amb origen el 0 i, per tant, existeix
una determinacié L£(w) del logaritme de w en Dj, que sabem que ha de ser holomorfa.
Definim

h(z) = L(f(z)), z € Do := Ds(20).

Com que f és holomorfa, llavors h és holomorfa en Dy amb

f'(20)
f(Zo) ‘

W (z0) = L' (f(20)) - ['(20) =



3. DERIVACIO COMPLEXA I HOLOMORFIA MATERIALS, 59

També 1 és una determinacié del logaritme de f en Dy. Com que Dy és connex i L7 també
és una determinaci6 del logaritme de f en Dy, aplicant la proposicié 2.28, tenim que hi ha
k € Z de manera que Ly = h + 2kmi en Dy, i en deduim que Ly és holomorfa en Dy amb

£y ten) = W (an) = L
O]
Exercicis
3.1.1. a) Demostreu la regla del producte per la derivacid.
b) Proveu que si f és C-derivable en zy llavors és continua en aquest punt.
¢) Proveu que si f és C-derivable en zy, llavors
f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + A\(2)(2 — 20)
on N(z) — 0 si z — 2. q

3.1.2. Siguin f(z) i g(z) funcions enteres. Decidiu si les segiients funcions son enteres:

a) f(2)%, c) f(2)/9(2), e) f(1/2),

b) f(2)g(2), d) 5f(2) +ig(2), f) fg(2)). <
3.1.3. Proveu que g(z) = 322 + 2x — 3y? — 1 + i(6xy + 2y) és entera. Escriviu g com a
funcié de 2.7 <

3.1.4. Euxisteix alguna funcié f holomorfa en el disc unitat D tal que per a totn = 2,3,...

1 1 1 1
(],) f (iﬁ) = 2n+1 7 C) |f (ﬁ)| = In(n+1) ?
b) ft5) =7 ) |f G| =7 :
3.1.5. Doneu una branca de log(z*+ 2z +3) que sigui holomorfa en (un entorn de) z = —1.
Calculeu la seva derivada en aquest punt. En quin domini és holomorfa la branca que heu
definit? <

3.1.6. Sigui f una funcid holomorfa en un obert Q < C que satisfa |f(z) —i| < 1 per a tot
z € Q). Demostreu que la funcié g definida per

_1-i+ f(2)
1+i—f(2)

té logaritme holomorf en §2. <

9(2)

3Si f(2) = u(x,y) + iv(zx,y) és holomorfa en un domini Q tallat per la recta real i u, v sén holomorfes en
dues variables, llavors es pot provar que f(z) = u(z,0) + iv(z,0), vegeu 'exercici 4.10.9.



60, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

3.1.7. Sigui f(z) = 22+ 14 21 = (—1+/30)/2, 22 = (—1 —/3i) /2. Provar que no existeir
cap punt w en el segment que uneix 21 i z2 de manera que f(z2) — f(21) = f/(w)(2z2 — 21).
Que es pot dir del teorema del valor mitja per funcions complexes? <

3.2. Les equacions de Cauchy-Riemann

Les equacions de Cauchy-Riemann ens donen una relacié entre la C-derivabilitat i la
R-diferenciabilitat de f (pensada com una funcié de dues variables). Una funcié f =
u~+ v : 0 € C — C la podem pensar com una funcié

f:QcR — R2
(@y) = (u(zy) v(@,y)).

Recordem que f(z,y) = (u(x,y),v(:c,y)) és R-diferenciable en (x,y0), si i només si,
existeix una aplicacié lineal

L: R — R?
T . a b x
(0 c d Yy
de manera que
‘f(a:,y) — f(x0,90) — L < m: o )'
. Y=Y
lim = 0 (3-1)
(2.9)—(@0.0) |(z — 20,y — yo)|

A més, aquesta aplicacié és inica. Notem que aqui estem identificant el nombre complex z

amb el vector (Re z,Im z), és a dir amb la matriu columna < ?H(ji ) .

En cas que f sigui diferenciable, es compleix que

a b Uy U
prem--(2 1) (2 1)

on Ug, Uy, Vg, vy denoten les derivades parcials de u i de v respectivament.

Vegem com actua L en un nombre complex:

a b r o\ a n b
c d y ) T\ e Y\ a )
Aixi, amb la identificacié z = = + iy = ( f/ >, trobem

Lz = z(a +ic) + y(b +id).
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Escrivint a = a +ici 8 = b+ id, trobem

zZ+z 2=z
Lz=ax+ Py =« 5 + 5 = Az + uz, (3.2)
on A\ = a;iﬁ ip= # Per tant, tota aplicacié R-lineal L es pot expressar com a suma

d’una aplicacié C-lineal en z i una C-lineal en Z.

Uy Uy

Tornant a la diferencial Df(xo,yo) = ( >, trobem o = u, + v, = f 10 =

Uy Uy
uy + vy = f, i en tal cas ens queda

fa: _ify . af _ fx+'ify . af

(3.3)

Definicié 3.12 (Derivades de Wirtinger). Posem z = z + iy, les derivades de Wirtinger
(o operadors de Wirtinger) son els operadors diferencials:

o _1(2 _;2).
L 5_2(8z Za;;)»

0o _ 1 0 0
2. E‘i(?"'%@)'

A vegades, per abreujar escrivim 0f = 0, f = g—f i0f = 0sf = %. .

z

Per tot el que hem vist en aquesta seccid, tenim que
Df..(2) = 0f(20)z + 0f(20)Z.

Resumint, seguint la discussié anterior, podem concloure (vegeu l'exercici 3.2.13) que si f
és diferenciable en zq aleshores la diferencial és C-lineal si i només si 0f(z9) = 0, si i només
si f és C-derivable en zg, ja que al limit (3.1) podem usar la descomposicié (3.2) posant
=01 = f'(z0).

Notem també que

of 1[0 .0 . 1 . . . 1 ,
= "3 <8:U + Zay) (u+ ) = 3 (ug + vy + i(uy + ivy)) = 5((ux —vy) +i(vy + uy)),
i se n’extreu que
of =0 {um e '
Uy = —Uy,

és a dir, les funcions holomorfes compleixen les equacions de Cauchy-Riemann que enunciem
a continuacio.

Teorema 3.13 (Equacions de Cauchy-Riemann). Sigui f : Q< C — C, i 29 = zo + iyo,
amb
fla+iy) = u(z, y) +iv(z,y).

Son equivalents:



62, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

(a) f és C-derivable en zg amb f'(z9) = a + ic;

(b) f pensada com a funcié de R? en R? és R-diferenciable en (zq,yo) amb

D f(xo,y0) = ( v )

C a

Es a dir, f compleix les equacions de Cauchy-Riemann

Uy = Uy
Uy = —Uy

que es poden escriure també com

ﬁf(,?,’o) =0.

En tal cas, notem que (a) implica que f' = uy + ivy = fr = 0f.

Observem que per ser holomorfa en un obert, a part de complir les equacions de Cauchy-
Riemann, la funcié ha de ser R-diferenciable en tot 1'obert.

Proposicié 3.14 (Unicitat de la primitiva modul constant). Sigui Q < C un obert connex.
Si fe H(Q) amb f'(z) =0 per a tot z € Q, llavors f és constant.

Observem que el resultat no té per que ser cert si {2 no és connex, encara que si que la
funcié seria constant en cada component connexa.

Demostracid. Només cal observar que la hipotesi f/ = 0 implica que la diferencial de f en
cada punt d’§2 és zero i, per tant, el resultat és conseqiieéncia del corresponent resultat per
a funcions diferenciables. O

Exemple 3.15 (Aplicacié de les equacions de Cauchy-Riemann).

1. Considerem f(z) = Z que és diferenciable a tot R? amb la identificacié habitual de C
amb R2. Si posem f(x + iy) = x — iy, lavors u(z,y) = z, v(x,y) = —¥ i, per tant,
uzy =1 # —1 =wvy 1 f no compleix les equacions de Cauchy-Riemann en cap punt.

2. Si f(2) = |2|? = 2% + 42, Nlavors f és diferenciable a R?. Es compleix que u(z,y) =
22 + %, v(z,y) = 0 i, per tant, u, = 2z, uy = 2y i v, = v, = 0. Per tant, les
equacions de Cauchy-Riemann només es compleixen per x = y = 01 f és només
C-derivable a 'origen. (Aquesta situacié no la tractarem en aquests apunts, ja que si
f és només C-derivable en un punt, no es compleixen les propietats fonamentals de
la teoria de Cauchy).

3. Ara comprovarem que la funcié

23 — 3zy? +i(32%y — 13)
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defineix una funcié entera.

En efecte, la funci6 és clarament R-diferenciable. Notem que u(z,y) = 2® — 322,
i v(z,y) = 322y — y>. Aleshores només ens cal comprovar que es compleixen les
equacions de Cauchy-Riemann:

up = 322 — 3y% = Uy

Uy = —6ry = —v,,

i, per tant, f defineix una funcié entera (és a dir, holomorfa a tot C). O

Observacié 3.16 (Efecte de la derivada). Suposem f C-derivable a zg amb f(zg) # 0.
Observem que

(Vu, Vo) = {(ug, uy), (vz,vy)) = 0.
Per tant, com que Vu i Vv sén diferents de zero (es pot veure usant les equacions de
Cauchy-Riemann), concloem que les corbes de nivell de u i v sén ortogonals, vegeu la figura
3.1.

De fet, podem extreure encara més informacié de ’existencia del limit
. f(z) = f(20
tim LEZTG0) gy
zo20 2 — 2

que es pot escriure com

f(2) = f(z0) = f'(20)(2 — 20) + o(|z — z0]).

Concretament, per a z a prop de zp l'aplicacié w — wg amb w = f(z) i wy = f(29) es
comporta com ’aplicacid lineal

w—wo ~ f'(20)(z — 20).
Podem dir doncs que l'aplicacié f(z), en un entorn infinitesimal de zo dilata les distancies
en un factor de |f’(zo)l:
lw —wol| ~ |f'(20)] - [z — o],

i que gira els vectors que surten de zy en un angle arg f’(2o):
arg(w — wp) ~ arg(z — 2g) + arg f'(20),

vegeu la figura 3.1.

Una funci6 és conforme si ’angle entre dues corbes 71, 2 que coincideixen en un punt es
preserva (orientaci6 inclosa). Diem, doncs, que una funcié holomorfa és localment conforme
alla on f'(z) # 0: si suposem 7;(0) = 20 i 7;(0) # 0 per j € {1,2}, aleshores podem
justificar (exercici) que (f 0+;)'(0) = f(20)7;(0) i tenim que

!/ /
arg((f o) (0)) — arg((f 0 12) (0)) = arg TV gyt (0) — arg 4 (0).
f'(20)72(0)

D’altra banda, usant la representacié de matrius que preserven angles (és a dir les
isometries de determinant 1, anomenades SO(2,R), i els seus multiples) donada a (3.2),
podem veure que la preservacio dels angles de funcions amb diferencial no nulla en un
punt donat implica la C-derivabilitat en aquest punt, deixem els detalls pel lector. .
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% f \f(20)

Figura 3.1.: Efecte d’una funcié holomorfa en dues corbes.

Observaci6 3.17 (Jacobia i canvi de variables). Observem que com que f' = f, = u, +ivy,
tenim que
‘f/’2 = (ur)z + (uy)2 = (um)z + (Ux>2 = UzUy — UyUyg,

que coincideix amb el jacobia de I’aplicacié (u,v) : R? — R2. Efectivament,

Uy Uy

J(u,v) = det(D(u, v)) = ‘(U Uy)’ — Ugy — UyVs.

Per tant, per la regla del canvi de variable, si g és continua i f és un difeomorfisme entre
un obert U i f(U), tenim que

o F(2)F ()P dm(z) = o f(z 2V dm(z) = m(w
[ oo t@I@P i = [ go 5@l ane) = [ ginw)

fU)

on dm indica la integral de superficie, sovint denotada dz dy (la identitat funciona amb
la integral en el sentit de Lebesgue si g és mesurable, per exemple) i si prenem g(w) = 1,
trobem

/ ()P dm(z) = / dm(w) = m(f(U)),
U f(U)

és a dir, que podem calcular la mesura de Lebesgue del conjunt imatge integrant el quadrat
del modul de la derivada. o

Exercicis

3.2.1. Representem la identitat al pla complex amb la coloracidé habitual © amb la graella
entera. Per exemple, la identitat sobre el quadrat 2Q = {x + iy : x,y € (=2,2)} és la
primera imatge de la figura 3.2. Una de les segiients funcions, les diferencials de les quals
no s’anullen en 2Q, representa una funcio holomorfa en 2Q. Quina és?
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Figura 3.2.: En la imatge central, trobem la graella en el pla complex en 2Q. La primera
representa f(z) = 22 — 2z + 2 en el mateix domini amb un grafic de colors en
coordenades cartesianes (vegeu la seccié 2.1). Recordem que es representa la
preimatge de la graella per la funcié f. Prenem zp =1+ 4, wg = f(z9) =01
1'(z0) = 2i. La tercera imatge és 'aproximacié lineal wqy + f(20)(z — 20), que
envia 29 a wo i produeix, infinitesimalment, una rotacié de 5 i una dilatacié de
raé 2 entorn de zg. En general, veiem que els angles de la graella es preserven

llevat del punt z; = 1 + 07, on s’anulla la derivada, i aproximacié (en aquest

cas igualtat) és de grau 2: w = f(z1) + @(z — 21)2.

3.2.2. Trobeu els valors de les constants a,b, ¢ de manera que f sigui holomorfa i expresseu-
la en termes de z.

a) f(z) =x+ ay +i(bx + cy)

b) f(z) = cosz(coshy + asinhy) + isin x(coshy + bsinhy). q
3.2.3. Sigui f = u + iv holomorfa i dues vegades diferenciable en un obert < C. Proveu
que les funcions u i v sén harmoniques. (Una funcié f(x,y) és harmonica si les seves
segones derivades parcials son continues i el seu laplacia Af = for + fyy = 0, vegeu la
seccid 5.5.) a
3.2.4. Considerem u = e *(zsiny — ycosy)

a) Proveu que u és harmonica.
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b) Trobeu una v de manera que f = u+iv sigui holomorfa (s’anomena harmonica conjugada

de u).
¢) Trobeu una expressio compacta de f(z). q

3.2.5. Trobeu els polinomis harmonics de la forma az® + bx’y + cxy?® + dy>. Trobeu la
funcié harmonica conjugada i la funcid holomorfa corresponent. <

3.2.6. Sigui Q = C un domini (és a dir, un obert connex) i f una funcié holomorfa en Q.
1. Proveu que si f només pren valors imaginaris purs, aleshores f és constant.

2. Proveu que si |f| és constant, aleshores f també és constant. Equivalentment si f
només pren valors en una circumferéncia, llavors f és constant. <

3.2.7. Doneu una descripcid de les funcions enteres de la forma f(x+iy) = u(z)+iv(x,y).<

3.2.8. (a) Determineu els nombres X\ € R pels quals
va(z,y) = 2sinzsinhy + 23 — Azy® + y
és la part imaginaria d’una funcié entera fy i calculeu f.

(b) Sigui A € R un nombre determinat en a). Es

. 51})\ Z,@’U)\
I = ox oy
una funcio entera? Quina relacio hi ha entre gy i f)? <

3.2.9. Decidiu on son holomorfes les funcions segiients

a)

1 23 + 22 3z—1 22
e ) S ) 5—— a) g
z—=2+3 22 +1 22+ z+4 (222 =3z +1)?

3.2.10. Sigui

_ Jexp(=1/z%) siz#0
ﬂw_{o siz=0.

Demostreu que

a) f(z) satisfa les equacions de Cauchy-Riemann a tot punt z € C.

b) f no és continua al 0 i, per tant, f no és holomorfa a un entorn del 0. <

3.2.11. Siu iv s’expressen respecte a les coordenades polars (r,0), proveu que les equacions
de Cauchy-Riemann es poden expressar de la forma

du 1dv dv  10du

or  rod or  rab’
Indicacid: estudieu el limit incremental sequint argz = 6y i |z| = ro. <
3.2.12. Quina part del pla es contreu i quina part es dilata si la transformacio es realitza
mitjancant la funcid:
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a) w= 2% c)wzl; d) w=¢€*;
z

b) w= 2%+ 2z; e) w=log(z—1). <

3.2.13. Demostreu que, si f €s diferenciable en zgy, aleshores la diferencial és C-lineal si i
només si 0f(zg) = 0, si i només si f és C-derivable en zy. q
3.3. Calcul de les derivades de Wirtinger

Ja hem vist la definicié de funcié holomorfa, i hem vist com aquesta condicid és equivalent
a ser una funcié diferenciable que satisfa les equacions de Cauchy-Riemann. Tornem ara a
visitar els operadors de Wirtinger per mirar d’arribar a unes regles de calcul senzilles.

Exemple 3.18 (Derivades elementals). Les derivades de f(z) = z sén

of 1 . . of 1 Con
g_5(1 i-1)=1 i 52—2(14-2 i) = 0.
Les derivades de g(z) = z s6n
dg . 09

Observacié 3.19 (Derivades del producte). Es pot comprovar que tot parell de funcions
diferenciables satisfa

L o(fg)=f g+ f-dg
2. 0(f-9)=0f-g+f-0g. .
Exemple 3.20 (Derivades de monomis). Per induccié, les derivades de f(z) = 2" sén
of =nz""1, i of =0.
Igualment, les derivades de g(z) = (Z)™ sén
dg =0 i 0g =m(z
Combinant, per h(z) = 2"(z)™ trobem
oh = nz""1(z)™ i oh = mz"(z)™ 1. q
Lema 3.21 (Unicitat dels coeficients). Siguin P(2) = 3., enmsmen @nmz™(2)™ 1 Q(z) =

n(o\m . ) . ne B ny .
meeNermgN bumz"(2)™ dos polinomis en variables z i Z. Aleshores P = () si i només
51 Qpm = bpm per a tot n im.
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Demostracio. Suposem que P = (). Per 'exemple anterior, tenim que
nlmlany m = 0" P(0) = "0 Q(0) = nlm!by, .
La implicacié contraria és trivial. O

Recordem com s’escriu la diferencial del producte i la regla de la cadena amb els operadors
de Wirtinger.

Lema 3.22. Sigui A = <(Z Z) una matriv de coeficients reals, i fa Uaplicacio lineal de

R? en R? associada definida per fa(z) = fa(z,y) = A- <§> per z = x +iy. Si escrivim

les columnes d’A usant notacié complexa, és a dir o« = a+ic i f = b+ id, aleshores trobem
que per tot (x,y) € R?, escrivint z = x + iy € C, tenim que

[(a—iB)z+ (a+iB)Z].

N |

fa(z,y) =

A més, aquesta és l'inica manera d’escriure fa(z) = w1z + weZ amb wi, wy € C.

Demostracid. A (3.3) hem vist que efectivament f4(z,y) = 5 [(a —iB) z + (o +iB8) Z] . La
unicitat es deriva del lema anterior. O

Observacié 3.23 (Diferencial en notacié complexa). Pel lema 3.22, donada una aplicacié
f : C — C diferenciable, aleshores en tot punt zg del domini i per tot vector z € C tenim
que

szo (Z) = 8f(z0) - Z+ 5f(2:0> - Z. °

Lema 3.24 (Regla de la cadena). Si f i g son diferenciables en un obert, aleshores
1.0(fog) = (0f) 0.9~ 29+ (2f) 0 g- Ig;
2. 0(fog)=(f)og-dg+(0f)og-0g.
Sovint escrivim abreujadament
1. d(fog) = 0fog + 0fog, i
2. 0(fog)=0fdg+dfdy,

entenent que si avaluem J(f o g) en un punt z del seu domini, aleshores df i 0f s’avaluen
en g(z).

Demostracio del lema 3.24. Per la regla de la cadena, tenim que

D(f 09)20(2) = ng(zo) © Dgzo(z) = ng(zo) (Dgzo (z)) .
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Usant el lema 3.22 i I'observacid 3.23, trobem que per tot z tenim que
(f 0 g)(20) - =+ 0(f 0 g)(20) - Z
= 0f(9(20)) - (99(20) - 2 + g(20) - ) + £ (9(20)) - (9g(20) - 2 + dg(20) - Z).

Per la unicitat del lema 3.22, trobem les igualtats dels coeficients que acompanyen z i dels
que acompanyen z, és a dir 11 2. O

Observacié 3.25 (Regla de les tres barres). En particular, prenent f(z) = Z i combinant
el lema anterior amb ’exemple 3.18, trobem que

1. a§:%§ °
2. 0g = 0g;

Lema 3.26 (Regla de la cadena a C x C). Siguin g = (g1,92) :C >CxCif:CxC—-C
funcions diferenciables. Si escrivim

ot 5|k -igt| asr-g e it

2 | 0z Zﬁmg 0x1 0x2
_Ljef _ef ) _Ljaf L of
awf B 2 [83:3 1(91'4] ‘ %f B 2 [(91'3 za.%'4 ’

on identifiquem (z,w) = (z1 + ix2, x3 + ix4) ~ (1,22, 23, 24), aleshores
1. 0(fog) = 0:f0g1 + 0w fOga + 0=fOg1 + O fOga;
2. 0(f og) = 0.f091 + 0w fOga + 0zf0g1 + Owfga.

Demostracio. La demostracio és analoga a la del lema 3.24, tenint en compte que com a
aplicacions a l’espai euclidia, la matriu que correspon a D f o Dg es pot descompondre com

(a(Uf,Uf)> ) (a(uguvgl)) n (a(ufvvf)> ) (a(u9277)92))

o(z1, w2) d(w1,2) (3, 74) o(x1,22) )’

on f=uy+ivy, gj = ug; +ivy,. A cada sumand apliquem el mateix raonament que en el
lema anterior. O

Proposicié 3.27 (Calcul de les derivades). Si F': C — C es pot expressar com F(z) =
f(2,2) on f és una funcio diferenciable que és C-derivable respecte a les dues variables, é.
a dir

[V

f:(CX(C — C
(z,w) = flzw)

amb g—g =01 % = 0, aleshores

0F (z) = gﬁ(z,z) i OF(z) = ;{;(Z’Z)’

i les derivades Z—JZC 1 g—i es poden calcular pels méetodes habituals.
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Demostracio. Prenem ¢(z) = (91(2),92(2)) = (2,%), que satisfa que dg1 = 1, dga = 0,
dg1 =0, dga = 1, vegeu 'exemple 3.18. A part, gf (2,2) =01 —(z z) = 0. Aixi, pel lema
3.26, trobem que

1. 0OF =0,f 14+ 0uf-0+0-0+0-1;
2. 0F =0.f 0+ 0uf-14+0-1+0-0,
i la proposicio se segueix. O

Exemples 3.28 (Calcul efectiu de les derivades de Wirtinger). El lema anterior ens diu que
si expressem una funcié com a producte, composicié, etcetera, de funcions holomorfes en z
i Z, aleshores només ens cal derivar independentment cada una de les parts tal com fariem
amb un polinomi, amb 'altra variable actuant com una constant (malgrat no ser-ho!).
Aixi, per exemple,

o Si f(z) =22+ 223 + 222, aleshores 0f(2) = 22 + 3222 + 22,1 0f (2) = 23 + 22Z.

o Si f(z) = e#7°03(3) aleshores df(z) = e*+5(2) i 9f(z) = e*+°5(3) . (—5sin(%)). O

Exercicis

3.3.1. Sigui Q < C un obert i f una funcid holomorfa en Q. Definim Q* = {ze C : Z€ Q}
i f*: Q% - C donada per f*(z) = f(Z). Proveu que f* és holomorfa en Q*. q

3.3.2. Trobeu els punts on la funcié f té derivada compleza (i calculeu-la si escau) en els
seglients casos. (Podeu fer servir si cal que f' = f;.)

a) f(z) = 2% e) f(z) = |zl;

b) f(x+iy) =e"(cosy +isiny); f) f(z +iy) = coshwcosy + isinhxsiny;

c) flz) =2+ 9) f(z) = cos|z|?;

d) f(2) = Gy h) f(z) =z + 2%. a

3.3.3. Donat un polinomi de dues variables reals P(x,y), demostreu que identificant
z = x + iy son equivalents:

1. P es pot expressar com un polinomi en z.

2. P és una funcio entera.

3. 0P =0 en C. 4
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3.4. Funcions analitiques

Definicié 3.29 (Funcié analitica). Si €2 és un obert, una funcié f : Q — C és una funcid
analitica en ) si per a cada punt a € 2, existeix un disc D, (a) c £, tal que f és la suma
d’una serie de poténcies Y, ;an(z — a)" en D, (a). .

A continuacié veurem que tota funcié analitica és holomorfa.

Teorema 3.30 (Derivacié d’una serie de potencies). Sigui S(z) = >, oo an(z — )" una
serie de poténcies amb radi de convergéncia R > 0. Llavors la serie derivada

e¢]
2 nay(z — b)" !
n=1

té el mateix radi de convergéncia. A més, S és holomorfa en |z — bl < R amb
0
S'(z) = Z nan(z — b)"1, |z — bl < R.
n=1

Observacié 3.31. Iterant el resultat del teorema, obtenim que tota serie de potencies
és infinitament derivable en |z — b| < R, 1 totes les seves derivades sén holomorfes en
|z —b| < R.

Per induccié, iterant la formula anterior es verifica que

fB) =Y nn—1)...(n—k+an(z —b)"* ze Dg(b),

n=~k

i, en particular,
A
T

k= 0.

ag

Prova del teorema 3.30. Prenent h(z) = S(z + b), podem suposar que b = 0, i ens queda
la serie de potencies
2 anz".

n=0

i vergenci apz" " € ix anz"™ (j
El radi de convergencia de ), na,z" 1 és el mateix que el de Y na,z" (ja que el producte
per un numero no canvia el radi de convergencia, vegeu l'exercici 2.5.3) que, com que
lim ¢/n =1, és

1 1

. n . n _

o limsup {/|ay| - ¥/n = limsup {/|a,| = =

Dit d’una altra manera, les dues series tenen el mateix radi de convergencia.
Posem

0
g9(z) = Z nay, 2", |z] < R.
n=1
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Fixem zp amb |z9| < R, i volem provar que S és holomorfa en zy amb S’(z9) = g(zp). Cal
provar doncs que
S(2) = 5(20)

Z— 20

lim —g(z0)| = 0.
z—20

Notem que les series convergeixen uniformement en z, zg € D,(0) per p < R, pero en dividir
per z — 2y podriem perdre la convergencia uniforme i, per tant, no podem permutar limit i
suma a la lleugera.

Si z € Dg(0)\{z0}, llavors,

S(z) = S(20) < 2" — 2§ <
p— Zan pp—— —nzy~ Z::

on Ay =0iperan =2,

3
I
—

n—1 n—1 n—1
A, = Z 20T gt = (2717 = 207 = Z 20T (™ — )
m=0 m=0 m=0
m—1 n—1 m—1
z— 2 2 z m Z 2Rk = (2 — 2) 2 22k R
k=0 m=1 k=0

Per tant, si triem 29| < p < R, per a |2| < pin > 2, es compleix que

n—1m-—1 n—1 m—1
Aal <lz =20l Y D ol 2 HalE < 2 — 2] 30 3 o2
m=1 k=0 m=1 k=0

(Sl 2 n(n—1) , 5 2 n-2
=|z — 20| Zm P = |z — 20| ——=—=p" 7 < |z — z|np"T

m=1

Tot plegat ens dona que si |z| < p,

LEES N

Z— 20

o0
< |z — 20 Z n2|an|p" 2.
n=2

N N N 0 2 n—29 - 0 2 n . .
Pero les series de potencies Y~ ,n%|ay|z i >, on°la,|z" tenen el mateix radi de
convergencia, i el radi d’aquesta darrera serie és

1 1
= =R>p.

lim supn(nﬂan\)% thUpn(’anD%

Aix{ dones, >0, n?la,|p"? = C < « i, per tant,

L |8() = S(a0)

—g(z0)| < lim C|z — 29| =0,
z—20 Z— 20 Z2—20

com voliem demostrar. O
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A partir del teorema acabat de provar, sabem que tota série de poténcies és holomorfa
en el seu disc de convergencia i que es deriva fent-ho terme a terme. Amb aix0, podem
calcular el valor de la suma de diverses series. Per exemple, sabem que

o0
= Y (=", e <1

n=

=]

Derivant, obtenim

1 0
——— = (=1)"nz""1, |z] < 1.
(1+2) ]
n=
Per tant,
- o
—m = Z (—1)”712”, |Z| < 1.
n=1

Observem que la classe de funcions analitiques en un obert €2 < C és trivialment tancada
per la suma. Es compleix que també és tancada respecte al producte, com a conseqiiéncia
del teorema de Mertens:

Teorema 3. 32 (Producte de Cauchy). Siguin f i g les sumes de les séries de poténcies

Z an(z —a)" 2 bn(z —a)" en Dy(a), respectivament, amb r menor que ambdds radis
n=0 n=0
de convergencia.

Llavors la série producte de Cauchy d’aquestes dues,

convergeiz absolutament en D,(a) i la seva suma és f - g en Dy(a).
En particular, el producte de dues funcions analitiques en un obert de C és analitic en
aquest obert.

Exercicis

3.4.1. Discutir l'analiticitat de

a) 82 + i, e) ¥ +y? +y—2+ix,

) e D (i) (=)

c) zs;l—_221+z (vegeu la figura 3.7), g) |2* + 22,

d) x* —y* + 2zyi, h) |z]22+ z q

3.4.2. Trobeu la suma de les séries
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o0 c\ N o0 [oe}
1 (3
a) Z( ;_Z> ; Z +Z c) an" stz < 1. <

3.4.3. Sigui f(z) == Y,=0cn2" per |z| < R on R és el radi de convergencia de la série.
Demostreu que si f(z) = 0 per una successio (z) tal que zp # 0 i zp — 0 quan k — o0,
aleshores f(z) =0 (i.e. ¢, =0 per a tot n = 0). Indicacié: Calculeu f(0) i considereu la

serie f(z)/z. <

3.4.4. Demostreu que si dues series Y, —oan2" i 25, -0bn2" sén convergents i tenen la
mateiza suma per a una successio (zi)r tal que zx # 0 i z, — 0 quan k — o0 aleshores
an = by per a tot n = 0. q

3.4.5. Calculeu la suma de les séries de poténcies de Uexercici 2.7.1. <
3.4.6. Considereu la serie
Zanl

2n

S(z) = )]

n=1

a) Estudieu-ne la convergéncia puntual i uniforme sobre compactes.
b) Calculeu quant val la suma per tot z del disc de convergéncia.

c¢) Doneu el valor de

3.4.7. Considereu la série de potencies

Z n(n +1)z"

n=1

a) Estudieu la seva convergéncia.

b) Calculeu la seva suma.

¢) Quant val Zn%(_l)n% 9 )

3.4.8. Considereu la série de potencies

2 +1
—27724—2 & )

n=1

(a) Calculeu la seva suma i el seu domini de convergéncia, especificant amb precisid
totes les funcions involucrades. Indicacidé: Per especificar un logaritme, cal donar un
domini de definicio i la imatge d’un punt.

(b) Calcula la solucié (si existeix) de l’equacic S(z) = e. q
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