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3.5. Algunes funcions holomorfes importants

L’exponencial complexa: ja haviem vist que ve definida per

O _n

z
ezzexpz:zZ—, ze€C.
n!

n=0

La serie té radi de convergencia R = +0 i, per tant, e* defineix una funcié entera amb

i n = 1 & 2k
(€z>/: Zizn—lz Z Zn_1= Zizez_
| — | |
= n! = (n—1)! = k!
La identitat
T = % . ¥ z,weC

també es pot veure de la segiient manera:
Per a € C, considerem la funcidé f,(z) = e*e? >
enteres, la funcié f, és entera amb

fr(z) =e* e * +e* (—e" %) = 0.

Com que és producte de funcions

Per tant f, és constant en C, és a dir, que f,(z) = fu(a) = €%, aixi que

Posant a = z + w obtenim el resultat.
De la identitat anterior, tenim que e* e~
també

z

=1, i deduim que e* # 0 per a tot z € C, i

Recordem també que
(i) e# = €%, per a tot z € C.
(i) |e| =1 per a tot t € R.
Definicié 3.33 (Funcions trigonomeétriques). Per z € C, definim

e 4 e 1 ) el _ iz
COSZ2 = ———; sinz i= ————,
2 21

vegeu la figura 3.3. Fent servir el desenvolupament en serie de potencies de e?, tenim que

) i = (=5)) 2™ 0 —1)" it
B L W=

n=0 n=0
També
<_ 1)11 Z?n
(2n)! '

COs z =

18

n=0
Per tant, sinz i cosz estenen les corresponents funcions sinx i cosz de R a tot el pla
complex. .
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Figura 3.4.: Cosinus hiperbolic i sinus hiperbolic en 609.

Figura 3.5.: Tangent i branca principal de 'arctangent en 6Q, vegeu ’exercici 3.5.5.
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2342244
z—1

Figura 3.7.: % (z + %) i en 20, presenten singularitats, vegeu l’exercici 2.1.7.

Figura 3.8.: Determinacié principal de v/22 — 1 i de iv/1 — 22 en 2Q, vegeu 'exercici 2.4.3.
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Adverténcia 3.34. Ara sin z i cos z no sén fitades! Per exemple

et — ¢t

1

= lim [sin(it)| = +c0.
t—o0

Exercicis

3.5.1. Demostreu que:

(i) sinz i cosz son funcions enteres amb

(sin )" = cos z; (cos z)' = —sin z.

(1i) cos(—z) = cos z, i també sin(—z) = —sinz per a tot z € C.
(iii) cos®z +sin? z = 1.
(iv) Per a tot z,w € C, cos(z + w) = coszcosw — sin zsinw, sin(z + w) = sin z cosw +

cos z sinw. 4

3.5.2. Resoleu les segiients equacions:

a) sinz =4 b) cosz =i. <

3.5.3. a) Proveu que cosZ = C0SZ i que sinz = sin z, per a tot z € C.
b) Trobeu tots els zeros de les funcions sinus i cosinus.

¢) Deduiu de (b) que, per a z1, z2 € C, es verifica:
i) cos z] = coszg Si, i només si, zo + 21 € 2.

i) sinz) = sin zg si, 1 noMEs si, 29 — 21 € 2w 0 bé z3 + z1 € T + 27L.

d) Proveu que per a tot z = x + iy € C se satisfa:
i) sinz = sinz coshy + icosxsinhy (vegeu l’exercici 1.3.2).
i) cosz = cosx coshy — isinzsinhy.
i) |sin z|? = sin? z + sinh? y.

) | cosz|? = cos®x + sinh? y.

e) Sobre quines rectes esta fitada la funcié sinus? I la funcid cosinus? <
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3.5.4. (a) Proveu que per a cada w € C\{+i}, l'equacio tan z = w té infinites solucions,
que son la funcio multivaluada

) 11 7 —w
arctanw = — 1o .
2 B \itw

Vegeu també que per a w = £ l’equacio no té cap solucid.

(b) Vegeu que dues determinacions continues de arctanw en un conjunt connex E C
C\{ti} difereizen de kr, k € Z.

(c¢) Vegeu que no hi ha cap determinacid continua de arctanw als anells {r < |w—i| < R},
{r<|w+il <R}, 0<r<R<2, pero que si que n'’hi ha si2 <r < R < +00. <

3.5.5. Demostreu que el domini de continuitat de la branca principal de 'arctangent

1 7 —w
Arct = —L
rctanw 5 og (z’+w>

és C\{iy : y e R\(—1,1)}. 4

3.5.6. a) Sigui L la determinacid del logaritme en C\(—o0, 0] que compleiz que L(1) = 4mi.
Definim f(z) = —L(2 — 2z). Demostreu que f és holomorfa en C\[1,+00). Calculeu

f(0) i f(=).

b) Considereu la série de poténcies

Demostreu que S(z) = —Log(2 — 2z), per tot z € D = Dy;(1/2), on Log és la
determinacio principal del logaritme.

¢) Quina relacié hi ha entre S(z) i f(z)? Indicaci6: Relacioneu primer L(z) amb Log (2)

per z € C\(—00,0]. q

3.5.7. Sigui +/- la determinacio de l’arrel quadrada en C\[0,00) que compleiz que /—1 =i

i sigui f(z) = +/3z + 2.

1. Ezxpresseu +/- en termes d’una determinacid del logaritme i argument.

Recordem que
Llogz L(n|z|+iarg 2)
Vz=e2 = e2 )

2. Quina €s la regio més gran on f és holomorfa? Quina €és la imatge? Fxisteix z tal
que f(z) = —i?

3. Qué val f(52%)? q
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3.5.8. Els polinomis de Legendre? P;(¢) son els coeficients de 2 en el desenvolupament
de Taylor

1 N pyad
V1—2Cz+ 22 JZ:OP](OZ'

Provar que Pj(C) és un polinomi de grav j i calcular Py, Py, Py i Ps. <

4Adrien-Marie Legendre, Parfs, 1752 — 1833. https://ca.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre


https://ca.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre

	Introducció
	El cos dels nombres complexos
	El cos dels nombres complexos
	Els nombres complexos com a espai vectorial
	Repàs de trigonometria
	L'exponencial complexa
	Representació polar d'un nombre complex
	Equacions amb exponencials
	Arrels n-èsimes
	Polinomis: enunciat del teorema fonamental de l'àlgebra

	Funcions de variable complexa
	Funcions
	Funcions multivaluades: logaritmes i arguments
	Potències complexes
	Determinacions de logaritmes i arrels de funcions
	Sèries de potències de nombres complexos
	Càlcul del radi de convergència
	Comportament a la frontera del disc de convergència

	Derivació complexa i holomorfia
	Funcions holomorfes
	Les equacions de Cauchy-Riemann
	Càlcul de les derivades de Wirtinger
	Funcions analítiques
	Algunes funcions holomorfes importants

	Teoria local de Cauchy
	Corbes
	Integració sobre corbes
	Teorema de Cauchy
	Fórmula integral de Cauchy
	Sèries de potències
	Fórmula integral de Cauchy centrada per derivades i desigualtats de Cauchy
	Teorema de Liouville i teorema fonamental de l'àlgebra
	Teorema de Morera
	Derivació sota el signe integral i fórmula integral de Cauchy per derivades
	Zeros de funcions holomorfes i principi de prolongació analítica
	El principi del mòdul màxim

	Teoria global de Cauchy
	Índex d'una corba tancada respecte d'un punt
	El teorema global de Cauchy
	Homotopia i teorema de Cauchy
	Dominis simplement connexos
	Funcions harmòniques
	El problema de Dirichlet

	Sèries de Laurent
	Sèries de Laurent i singularitats
	Singularitats aïllades de funcions holomorfes
	Teorema dels Residus
	Residu a l'infinit
	Aplicació al càlcul d'integrals
	Principi de l'argument
	Teorema de Rouché

	Representació Conforme
	El teorema de l'aplicació de Riemann
	Projecció estereogràfica i circumferències generalitzades
	Transformacions de Möbius
	Raó doble i simetria
	Automorfismes
	Altres transformacions conformes

	Fluids
	Qüestions generals. Escenari i notació.
	Fluxos bàsics.
	Obstacles
	Expressió general (recapitulació).

	El teorema de l'aplicació de Riemann
	Índex conceptual

