
4. Integrals de ĺınia i teoria local de Cauchy

En aquest caṕıtol expliquem com la integració del càlcul en diverses variables es pot
aplicar al pla complex. Veurem en particular com integrar sobre corbes amb notació
complexa, el teorema fonamental del càlcul per funcions amb primitives holomorfes, i una
extensió d’aquest resultat anomenat teorema de Cauchy, on l’holomorfia es demana ja
no a la primitiva sinó a la pròpia funció a integrar, i a més es pot relaxar la hipòtesi de
C-derivabilitat en un punt äıllat del domini per demanar-hi tan sols continüıtat. Aquest
resultat ens portarà a la fórmula integral de Cauchy:

fpz0q “
1

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

w ´ z0
dw, per a tot z0 P Drpaq.

la pedra angular de la teoria local de l’anàlisi complexa, coneguda com a teoria local de
Cauchy.
Un cop demostrada la fórmula integral de Cauchy, deduirem un munt de propietats de

les funcions holomorfes f P Hp!q:

• Propietat de la mitjana: l’avaluació fpzq coincideix amb la mitjana de la funció en
una bola centrada en z.

• Analiticitat: podem expressar f localment com a sèrie de potències.

• Desigualtats de Cauchy: |f pnq
paq| !

n!
rn sup|z´a|“r |fpzq|, n " 0.

• Teorema de Liouville1: si f P HpCq és fitada, és constant.

• Teorema fonamental de l’àlgebra: tot polinomi de coeficients complexos té almenys
una arrel.

• Teorema de Morera2: si g P Cp!q integra 0 en vores de triangles, aleshores és
holomorfa.

• Fórmula integral de Cauchy per derivades

f pnq
pz0q “

n!

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

pw ´ z0qn`1
dw, per a tot z0 P Drpaq.

• Ordre dels zeros: si fpaq “ 0 aleshores fpzq “ gpzqpz ´ aq
n amb g holomorfa i

gpaq ‰ 0.

1Joseph Liouville, Saint-Omer, 1809–1882. https://ca.wikipedia.org/wiki/Joseph_Liouville
2Giacinto Morera, Novara, 1856–1909. https://ca.wikipedia.org/wiki/Giacinto_Morera
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• Principi de prolongació anaĺıtica: si els zeros de f tenen un punt d’acumulació en !,
aleshores f ” 0.

• Principi del mòdul màxim: si el màxim absolut de |f | en ! s’assoleix a l’interior,
aleshores f és constant.

Algunes d’aquestes propietats, com ara la de la mitjana, les desigualtats de Cauchy o
el teorema de Liouville, de fet, es compleixen per tota funció harmònica (vegeu l’exercici
3.2.3) i es poden estendre a R

d amb d " 3, però les demostracions aqúı presentades es
poden aplicar només en el cas de variable complexa.

4.1. Corbes

Definició 4.1 (Corbes i camins). Sigui ! # C un obert. Una corba en ! és una aplicació
ε : ra, bs Ñ ! cont́ınua.

La imatge (recorregut) de ε és ε˚
“ εpra, bsq # !. Observeu que podria tenir intersecci-

ons. El punt εpaq s’anomena punt inicial , i εpbq punt final .
Diem que és una corba tancada si εpaq “ εpbq.
Diem que és una corba simple si ε és injectiva (és a dir, no té interseccions).
Diem que ε : ra, bs Ñ C és una corba de classe C1 si εptq “ ε1ptq ` iε2ptq, amb

ε1, ε2 P C1
pra, bsq (en particular és derivable per la dreta en a i per l’esquerra en b). En

aquest cas, definim

ε1
ptq “ ε1

1ptq ` iε1
2ptq.

Diem que és una corba C1 a trossos si hi ha una partició de l’interval ra, bs, diguem
a “ t0 $ t1 $ ¨ ¨ ¨ $ tn “ b, de manera que ε|rtk´1,tks és de classe C1 per k “ 1, . . . , n.

Farem servir el nom de camı́ per indicar una corba C1 a trossos. ‚

Definició 4.2 (Reparametritzacions). Una reparametrització de ε és una corba ϑ : rc, ds Ñ

! de manera que ϑ “ ε ˝ ϖ, on ϖ : rc, ds Ñ ra, bs és un homeomorfisme. En aquest cas, els
recorreguts coincideixen, és a dir, ϑ˚

“ ε˚, només canvia la velocitat en què la recorrem. Per
exemple, una reparametrització de la corba εptq “ eit, t P r0, 2ωs és ϑptq “ e2it, t P r0,ωs.
En el cas de camins, les reparametritzacions són a més a més, de classe C1 a trossos, i

demanarem que ϖ i ϖ´1 també siguin C1 a trossos.
La corba inversa de ε és la corba ε´ : ra, bs Ñ ! definida per ε´

ptq “ εpa ` b ´ tq (és a
dir, recorre la imatge en sentit contrari). ‚

Definició 4.3 (Suma de camins). La suma de camins (o, més en general, de corbes) ε _ ϑ
es defineix per

ε _ ϑptq :“

#
εptq si a ! t ! b;

ϑpt ´ b ` cq si b ! t ! b ` d ´ c,

és a dir, recorrem primer ε i després ϑ. La suma de camins ε _ ϑ és un camı́ sempre que
εpbq “ ϑpcq. ‚
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Definició 4.4 (Longitud d’una corba). Si ε P C1, la longitud de ε és

Lpεq “

ˆ b

a
|ε1

ptq| dt.

Si ε és un camı́ (corba C1 a trossos), llavors, seguint la notació de la Definició 4.1, definim

Lpεq “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

|ε1
ptq| dt. ‚

Definició 4.5 (Integrals de funcions amb valors complexos). Sigui f : ra, bs Ñ C integrable
(en sentit de Riemann o de Lebesgue). Definim

ˆ b

a
fptq dt “

ˆ b

a
Re

`
fptq

˘
dt ` i

ˆ b

a
Im

`
fptq

˘
dt. ‚

Lema 4.6 (Propietats de la integral). Si f, g : ra, bs Ñ C són integrables, aleshores:

(i) la integral és C-lineal: si ϱ,ς P C, llavors

ˆ b

a
pϱfptq ` ςgptqq dt “ ϱ

ˆ b

a
fptq dt ` ς

ˆ b

a
gptq dt,

(ii) se satisfà la desigualtat triangular per integrals:

ˇ̌
ˇ̌
ˆ b

a
fptq dt

ˇ̌
ˇ̌ !

ˆ b

a
|fptq| dt.

Demostració. Deixem la primera propietat com a exercici pel lector.
Per A P C, podem posar |A| “ eiωA, és a dir, ´φ P argpAq. Llavors, prenent A “´ b

a fptq dt i aplicant (i), tenim que

0 !

ˇ̌
ˇ̌
ˆ b

a
fptq dt

ˇ̌
ˇ̌ “ eiω

ˆ b

a
fptq dt “

ˆ b

a
eiωfptq dt.

Com que ˆ b

a
eiωfptq dt P R ñ

ˆ b

a
eiωfptq dt “ Re

ˆˆ b

a
eiωfptq dt

˙
,

de manera que, fent servir la definició de la integral d’una funció amb valors complexos,
veiem que ˇ̌

ˇ̌
ˆ b

a
fptq dt

ˇ̌
ˇ̌ “ Re

ˆˆ b

a
eiωfptq dt

˙
“

ˆ b

a
Re

´
eiωfptq

¯
dt.

Com que Re
´
eiωfptq

¯
!

ˇ̌
ˇeiωfptq

ˇ̌
ˇ “ |fptq|, obtenim el resultat.
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Exercicis

4.1.1. Proveu que l’el.lipse x2{a2 ` y2{b2 “ 1 és una corba diferenciable (és a dir, existeix
una parametrització zptq, t P I que el seu rang és l’el.lipse, és diferenciable, z1

ptq %“ 0 i z és
corba simple. Diem que zptq és una parametrització admissible o regular). !

4.1.2. Parametritzeu el contorn format pel peŕımetre del quadrat amb vèrtexs ´1 ´ i, 1 ´

i, 1 ` i, ´1 ` i, seguint aquest ordre. Quina és la seva longitud? !

4.2. Integració sobre corbes

Sigui ! # C un obert, f : ! Ñ C cont́ınua, i ε : ra, bs Ñ ! una corba de classe C1. Definim
les integrals de camı́

ˆ
ε
fpzq dz :“

ˆ b

a
f

`
εptq

˘
ε1

ptq dt i

ˆ
ε
fpzq |dz| :“

ˆ b

a
f

`
εptq

˘
|ε1

ptq| dt.

En cas que ε sigui un camı́ (corba C1 a trossos), ho partim a trossos:

ˆ
ε
fpzq dz “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

f
`
εptq

˘
ε1

ptq dt i

ˆ
ε
fpzq |dz| :“

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

f
`
εptq

˘
|ε1

ptq| dt.

Exemple 4.7 (Exemple de dificultat de càlcul). Sigui εptq “ eit, t P r0, 2ωs, i sigui
fpzq “ ez. Llavors ˆ

ε
ez dz “

ˆ
2ϑ

0

ee
it
ieit dt “ ?

Més endavant, al Corol.lari 4.10, veurem que aquesta integral dona zero. Fer el càlcul
directe d’aquest tipus d’integrals pot ser una tasca dif́ıcil, encara que de vegades es pot
calcular fàcilment. Per exemple, si εptq “ a ` eikt, t P r0, 2ωs i k P Z (donem k voltes al
cercle de radi 1 centrat en el punt a: si k & 0 anem en sentit contrari a les agulles del
rellotge, i al revés si k $ 0), llavors

ˆ
ε

dz

z ´ a
“

ˆ
2ϑ

0

ik eikt

eikt
dt “ 2ωik. !

Proposició 4.8 (Propietats de la integral de camı́).

1. Donat un camı́ ε, tenim que
ˆ
ε

`
↼fpzq ` µgpzq

˘
dz “ ↼

ˆ
ε
fpzqdz ` µ

ˆ
ε
gpzqdz, ↼, µ P C.

2. Si recorrem la corba en sentit invers, el signe canvia, és a dir,
ˆ
ε´

fpzq dz “ ´

ˆ
ε
fpzq dz.
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3. Si ε és C1 a trossos (camı́), llavors
ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ε
fpzqdz

ˇ̌
ˇ̌ !

ˆ
ε

|fpzq| |dz| “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

|fpεptqq| |ε1
ptq| dt.

En particular, si |f | ! M per a tot z P ε˚, llavors
ˇ̌
ˇ
´
ε fdz

ˇ̌
ˇ ! M Lpεq.

4. Si ϑ és una reparametrització C1 de ε, llavorsˆ
ε
fpzqdz “ ˘

ˆ
ϖ
fpzqdz,

on el signe és positiu si la reparametrització preserva el sentit i negatiu en cas contrari.

Demostració. 1. Exercici.
2. Tenim que ε´

ptq “ εpa ` b ´ tq. Llavors
ˆ
ε´

fpzq dz “

ˆ b

a
f

`
ε´

ptq
˘

pε´
q

1
ptq dt “ ´

ˆ b

a
f

`
εpa ` b ´ tq

˘
ε1

pa ` b ´ tq dt.

Fent el canvi de variable s “ a ` b ´ t, obtenim
ˆ
ε´

fpzq dz “ ´

ˆ a

b
f

`
εpsq

˘
ε1

psqp´dsq “ ´

ˆ b

a
f

`
εpsq

˘
ε1

psqds “ ´

ˆ
ε
fpzqdz.

3. Directe a partir de la definició de la integral sobre una corba i la propietat (ii) del
lema 4.6.
4. Tenim que ϑ “ ε ˝ ϖ, i com que estem treballant amb corbes C1, l’aplicació bijectiva

ϖ : rc, ds Ñ ra, bs també ha de ser de classe C1. Si ϖpcq “ a (la reparametrització preserva
el sentit), llavors

ˆ
ϖ
fpzqdz “

ˆ d

c
f

`
ϑptq

˘
ϑ1

ptq dt “

ˆ d

c
f

´
ε

`
ϖptq

˘¯
ε1`ϖptq

˘
ϖ1

ptqdt.

Llavors, fent el canvi de variable s “ ϖptq, obtenim
ˆ
ϖ
fpzqdz “

ˆ b

a
f

`
εpsq

˘
ε1

psqds “

ˆ
ε
fpzqdz.

Si, en canvi, la reparametrització no preserva el sentit, és a dir, si ϖpcq “ b, aleshores
podem combinar aquesta demostració amb l’apartat 2 per obtenir el signe canviat.

El següent resultat correspondria a una versió de la regla de Barrow del càlcul per
integrals sobre corbes.

Teorema 4.9 (Regla de Barrow). Sigui ! # C un obert i f cont́ınua en !. Suposem que
existeix F primitiva holomorfa de f (és a dir, F 1

“ f). Aleshores, per a tot camı́ ε en !,
es compleix ˆ

ε
fpzqdz “ F

`
εpbq

˘
´ F

`
εpaq

˘
.
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Demostració. Tenim que

ˆ
ε
fpzqdz “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

f
`
εptq

˘
ε1

ptq dt “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

F 1`εptq
˘
ε1

ptq dt.

Si posem gptq “ uptq ` ivptq :“ F pεptqq, com que pF ˝ εq
1
ptq “ F 1`εptq

˘
ε1

ptq, es compleix
que pF ˝ εq

1
ptq “ g1

ptq “ u1
ptq ` iv1

ptq, de manera que, aplicant la regla de Barrow usual a
R, obtenim

ˆ
ε
fpzqdz “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

pF ˝ εq
1
ptq dt “

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

u1
ptq dt ` i

nÿ

k“1

ˆ tk

tk´1

v1
ptq dt

“

nÿ

k“1

puptkq ´ uptk´1qq ` i
nÿ

k“1

pvptkq ´ vptk´1qq

“ upbq ´ upaq ` ipvpbq ´ vpaqq “ gpbq ´ gpaq “ F
`
εpbq

˘
´ F

`
εpaq

˘
.

Corol.lari 4.10 (Conseqüències).

• Si ε és un camı́ tancat en ! i f té primitiva holomorfa en !, aleshores
ˆ
ε
fpzqdz “ 0.

• Si f té primitiva holomorfa en !, llavors
´
ε fpzqdz no depèn del camı́ ε : ra, bs Ñ !.

Només depèn dels punts inicial i final (no cal ni parametritzar el camı́).

Per exemple, si εptq “ eit, t P r0, 2ωs, llavors
´
ε e

zdz “ 0. Si, en canvi, ε és un camı́ que
va de 1 a 2i, aleshores

ˆ
ε
z3dz “

„
z4

4

!2i

1

“

ˆ
p2iq4

4
´

1

4

˙
“

15

4
.

Exercicis

4.2.1. Sigui ε “ tz P C : |z| “ 1u el cercle unitat amb l’orientació habitual. Avalueu, per a
tots els m P Z:

a)

ˆ
ε

dz

zm
; b)

ˆ
ε

|dz|

zm
; c)

ˆ
ε

dz

|zm|
; d)

ˆ
ε

|dz|

|zm|
. !

4.2.2. Sigui ε “ BDrp0q recorreguda un cop amb l’orientació estàndard.. Calculeu, per a

n P Z,

ˆ
ε
zn dz. !

4.2.3. Sigui ε “ ri ` 1,´is. Avalueu les següents integrals de ĺınia:
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a)
´
ε sinp2zq dz, b)

´
|z|“1

zez
2
dz, c)

´
|z´2|“1

1

z dz. !

4.2.4. Avalueu les següents integrals.

a)

ˆ
ε

ˆ
6

pz ´ iq2
`

2

z ´ i
` 1 ´ 3pz ´ iq2

˙
dz si ε és t|z ´ i| “ 4u recorreguda un cop amb

l’orientació estàndard.

b)

ˆ
ε
px ´ 2xyiqdz al llarg del contorn εptq “ t ` it2 amb t P r0, 1s.

c)

ˆ
ε
p|z ´ 1 ` i|2 ´ zqdz al llarg de la semicircumferència εptq “ 1 ´ i ` eit on t P r0,ωs.

d) La funció no anaĺıtica fpzq “ x2 ` iy (per què?) al llarg de t|z| “ 1u recorreguda un
cop en sentit antihorari. !

4.2.5. Calculeu les següents integrals al llarg del camı́ ε que s’indica.

a)

ˆ
ε

1

z
dz per qualsevol contorn en el semiplà dret que va de ´3i a 3i. Quin problema

tenim si seguim un contorn pel semiplà esquerre? Indicació: considereu la determinació
principal del logaritme en la qual el logaritme no està definit si y “ 0, x ! 0.

b)

ˆ
ε
ez cos zdz per un camı́ d’origen a “ i i final b “ ω.

c)

ˆ
ε
z1{2dz per la branca principal de z1{2 per un camı́ d’origen a “ i i final b “ ω que no

talli la semirecta p´8, 0s. !

4.2.6. Considerem la determinació de l’arrel
?

z2 ´ 1 que és holomorfa a Czr´1, 1s i
positiva a p1,8q.

(a) Vegeu que z `

?

z2 ´ 1 omet l’eix real negatiu si z P ! “ Czp´8, 1s, de manera que
la determinació principal Log pz `

?

z2 ´ 1q està definida a !.

(b) Vegeu que Log pz `

?

z2 ´ 1q és una primitiva de 1?
z2´1

a !.

(c) Avalueu

ˆ
ε

dz
?

z2 ´ 1
, on ε és el tros de cercle |z ´ 1| “

?
2 que va de i a ´i passant

pel semiplà de la dreta (Re z & 0).

Indicació: comproveu que
?

z2 ´ 1 “ e
1
2 pLog pz´1q`Log pz`1qq s’estén a Czr´1, 1s de manera

cont́ınua. !

4.2.7. Siguin ε1 :“ t|z| “ 1 : Im z " 0u i ε2 :“ t|z| “ 2 : Re z, Im z " 0u. Demostreu que:
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a)

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ε1

dz

z2 ` 2

ˇ̌
ˇ̌ ! ω,

b)

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
ε2

dz

z2 ` 1

ˇ̌
ˇ̌ !

ϑ
3
,

c)

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ
|z|“1

sin z

z2
dz

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ! 2ωe,

d)

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ
|z|“2

e´z

z2
dz

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ! ωe2. !

4.2.8. (a) Sigui ε un camı́ en C. Proveu que si f és una funció cont́ınua en ε˚ llavors

ˆ
ε
fpzq dz “

ˆ
ε
fpzq dz.

(b) Dedüıu que si f és una funció cont́ınua en el cercle unitat llavors

ˆ
|z|“1

fpzq dz “ ´

ˆ
|z|“1

fpzq
dz

z2
. !

4.3. Teorema de Cauchy

Si ! # C és un obert, U # ! és un obert fitat prou regular (per exemple amb frontera
C1) i tal que U # !, i tenim dues funcions f, g P C1

p!q, pel teorema de Green3 (vegeu
l’exercici 4.3.5) se satisfà la fórmula de Green en variable complexa:

ˆ
U

`
Bf ` B̄g

˘
dm “

i

2

ˆ
BU

pf dz̄ ´ g dzq . (4.1)

Aqúı, entenem que
´

BU f dz “
´ b
a fpεptqqε1ptq dt “

´
ε f pdx ´ idyq per alguna corba ε que

parametritzi BU en sentit antihorari, on, identificant ε “ pε1, ε2q : ra, bs Ñ R
2, indiquem´

ε F1 dx “
´ b
a F1pεptqqε1

1
ptq dt i anàlogament per

´
ε F2 dy. Aix́ı doncs, prenent f “ 0,

podem deduir que si g P Hp!q, aleshores

ˆ
BU

gpzq dz “ 0.

A continuació obtindrem un resultat lleugerament més general sense fer ús de la fórmula
de Green. El primer resultat, anomenat teorema de Cauchy-Goursat4 o també teorema
de Cauchy per triangles, és un resultat clau per tal de provar el teorema de Cauchy per
un disc o per oberts convexos. Aquests resultats seran suficients per a veure la fórmula
integral de Cauchy i les conseqüències de la teoria local.

3George Green, Nottingham, 1793–1841. https://ca.wikipedia.org/wiki/George_Green
4Édouard Jean-Baptiste Goursat, Paŕıs, 1858–1936. https://ca.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_

Goursat

https://ca.wikipedia.org/wiki/George_Green
https://ca.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Goursat
https://ca.wikipedia.org/wiki/%C3%89douard_Goursat


4. Teoria local de Cauchy Materials, 89

Teorema 4.11 (Cauchy-Goursat per triangles). Sigui ! # C un obert, p P ! i f P

Cp!q X Hp!ztpuq. Llavors ˆ
BT

fpzqdz “ 0

per a tot triangle T # !.

Observació 4.12 (Interpretació dels Cauchy-Goursat).

1. Ens cal tenir tot el triangle ple T dins d’!. És a dir, si la frontera del triangle BT
envolta un forat d’!, llavors no s’aplica.

2. En cas que f sigui holomorfa a tot ! excepte un punt p, però f no és cont́ınua en p,
tampoc s’aplica. ‚

Comentari 4.13 (Atribució dels resultats). Aquest enunciat és una versió local, o per
triangles, del teorema de Cauchy-Goursat. La forma que sovint s’anomena simplement
teorema (integral) de Cauchy afirma que la integral de f sobre qualsevol camı́ tancat del
domini s’anul.la, però això requereix hipòtesis addicionals sobre el domini, per exemple
que sigui un disc, un obert convex o, més endavant, un domini simplement connex (vegeu
els teoremes 4.15, 4.17 i 5.26). En un obert amb forats, el resultat pot fallar, com mostra
la integral de 1{z sobre la circumferència unitat, i caldrà tenir en compte les propietats
topològiques del camı́ respecte al domini, vegeu el teorema 5.22.

Històricament, les formulacions clàssiques del teorema integral de Cauchy es demostraven
amb hipòtesis de regularitat més fortes, com ara la continüıtat de la derivada. Goursat va
observar que aquesta hipòtesi es pot eliminar: la C-derivabilitat ja és suficient. ‚

Demostrem abans un cas particular:

Proposició 4.14 (Cauchy-Goursat per triangles, versió holomorfa). Sigui ! # C un obert
i f P Hp!q. Llavors

´
BT fpzqdz “ 0 per a tot triangle T # !.

Demostració. Tenim orientada la frontera BT del nostre triangle en sentit contrari a les
agulles del rellotge. Fent servir els punts mitjos de cada segment, partim el nostre triangle
T en 4 triangles T1, T2, T3, T4, vegeu la figura 4.1. Totes les fronteres BTi d’aquests triangles
venen orientades en sentit contrari a les agulles del rellotge, de manera que el triangle del
mig té els costats orientats en sentit contrari als costats comuns dels altres triangles (aix́ı
quan es fa la suma de les integrals sobre la frontera d’aquests 4 triangles, les integrals
en els segments del mig es cancel.len, al calcular-se’n una en un sentit, i l’altra en sentit
contrari). Vegeu la figura 4.1. Llavors

ˆ
BT

f “

ˆ
BT1

f `

ˆ
BT2

f `

ˆ
BT3

f `

ˆ
BT4

f.

Observem que

LpBTjq “
1

2
LpBT q; diampTjq “

1

2
diampT q, 1 ! j ! 4.
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Anomenem T p1q :“ Tj1 un triangle dels 4 que maximitzi el valor absolut de la integral de
camı́: ˇ̌

ˇ̌
ˆ

BT p1q
f

ˇ̌
ˇ̌ "

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ
BTj

f

ˇ̌
ˇ̌
ˇ , 1 ! j ! 4.

Llavors ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT
f

ˇ̌
ˇ̌ ! 4

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT p1q
f

ˇ̌
ˇ̌ .

Repetim el procés amb T p1q per tal d’obtenir un altre triangle T p2q amb propietats anàlogues.
De manera inductiva, obtenim una successió tT pkq

u de triangles que satisfan

(i) T p1q
’ T p2q

’ ¨ ¨ ¨ ’ T pkq
’ . . . ;

(ii) ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pkq
f

ˇ̌
ˇ̌ ! 4

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pk`1q
f

ˇ̌
ˇ̌ ;

(iii) L pBT pk`1q
q “

1

2
LpBT pkq

q i també diampT pk`1q
q “

1

2
diampT pkq

q.

Tot això implica que

(a) ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT
f

ˇ̌
ˇ̌ ! 4n

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pnq
f

ˇ̌
ˇ̌ ;

(b) L pBT pnq
q “ 2´n LpBT q i també diampT pnq

q “ 2´n diampT q.

De (b) se segueix que diampT pnq
q Ñ 0, aix́ı que juntament amb (i), tenim una successió

decreixent de compactes en un espai mètric complet amb diàmetres que tendeixen a zero.
Llavors "

k

T pkq
“ tz0u,

vegeu la figura 4.2. Aquest resultat es dedueix del teorema dels intervals encaixats, i se sol
veure en assignatures anteriors del grau en Matemàtiques.

Fixem ↽ & 0. Com que f és holomorfa en z0, existeix ⇀ & 0 de manera que Dϱpz0q # ! i
ˇ̌
ˇ̌fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
´ f 1

pz0q

ˇ̌
ˇ̌ $ ↽, 0 $ |z ´ z0| $ ⇀.

En altres paraules, tenim que

|fpzq ´ fpz0q ´ f 1
pz0qpz ´ z0q| $ ↽ |z ´ z0|, 0 $ |z ´ z0| $ ⇀. (4.2)

Prenem n prou gran de manera que diampT pnq
q “ 2´ndiampT q $ ⇀. Com que z0 P T pnq, se

segueix que T pnq
# Dϱpz0q.

Com que la funció g0pzq “ fpz0q ` f 1
pz0qpz ´ z0q té primitiva holomorfa (ja que és un

polinomi holomorf), tenim que ˆ
BT pnq

g0pzqdz “ 0
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T1 T2

T3

T4

Figura 4.1.: Subdivisió d’un triangle en quatre triangles mitjançant els
punts mitjos. Les integrals sobre els costats interiors es
cancel.len en sumar les quatre vores orientades.

T (1)

T (2) T (3)

T (4) z0

Figura 4.2.: Triangles encaixats T pkq. Els diàmetres tendeixen a zero i la
intersecció queda redüıda a un punt z0.

p

p vèrtex
p

p al costat

p

p interior

Figura 4.3.: Reducció dels casos en la prova de Cauchy-Goursat quan hi
ha un punt excepcional p.
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i, per tant,
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pnq
fpzqdz

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pnq
pfpzq ´ g0pzqqdz

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pnq
pfpzq ´ fpz0q ´ f 1

pz0qpz ´ z0qq dz

ˇ̌
ˇ̌ .

Aplicant (4.2) obtenim
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT pnq
fpzqdz

ˇ̌
ˇ̌ $ ↽

ˆ
BT pnq

|z ´ z0| |dz| ! ↽ diampT pnq
qLpBT pnq

q

“ ↽ 4´n diampT qLpBT q.

Per tant, per (a), veiem que
ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BT
fpzqdz

ˇ̌
ˇ̌ $ ↽ diampT qLpBT q.

Com que ↽ & 0 és arbitrari i diampT q i LpBT q són fixes, se segueix que
ˆ

BT
fpzqdz “ 0,

tal com voĺıem veure.

Demostració del teorema de Cauchy-Goursat. En cas que el punt p, on no sabem si f és
C-derivable, es trobi fora del triangle ple T , considerem !1

“ !ztpu, de manera que T # !1.
Com que f P Hp!1

q, aplicant la proposició 4.14 obtenim
´

BT fpzqdz “ 0.
En cas que el punt p es trobi en el triangle ple T , sempre ens reduirem al cas que p sigui

un dels vèrtexs del triangle. Anem doncs a fer aquest cas primer.
Si p és un dels vèrtexs del triangle, fixem ↽ & 0, i partim el triangle T en dues parts,

vegeu la figura 4.3. Una que sigui un petit triangle Tς de diàmetre més petit que ↽ amb
vèrtex p, i l’altra part quedaria un trapezi Z. Com que el trapezi el podem partir en dos
triangles, i el punt p queda fora dels dos triangles plens, aplicant el cas anterior tenim queˆ

BZ
fpzqdz “ 0.

Llavors ˆ
BT

fpzqdz “

ˆ
BZ

fpzqdz `

ˆ
BTω

fpzqdz “

ˆ
BTω

fpzqdz.

Com que f és cont́ınua en !, en particular és cont́ınua en el compacte T , aix́ı que hi ha una
constant positiva M de manera que |fpzq| ! M per a tot z P T . En particular, |fpzq| ! M
per a tot z P Tς, i M no depèn de ↽. Llavors

ˇ̌
ˇ̌
ˆ

BTω

fpzqdz

ˇ̌
ˇ̌ !

ˆ
BTω

|fpzq| |dz| ! M LpBTςq $ 3M ↽.

Com que ↽ és arbitrari, dedüım que ˆ
BT

fpzqdz “ 0.
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Si p es troba en BT , llavors ajuntem p amb el vèrtex del triangle que no es troba en el
segment que conté p, per formar dos triangles, i pel cas anterior obtenim que

´
BT fpzqdz “ 0,

vegeu la figura 4.3.
Si p es troba a l’interior del triangle T , ajuntem aquest punt amb tots els vèrtexs del

triangle formant tres triangles, i aplicant el cas anterior veiem que
´

BT fpzqdz “ 0, vegeu
la figura 4.3.

Teorema 4.15 (Teorema de Cauchy per un disc). Sigui D un disc obert i f P CpDq. Si
f P HpDztpuq amb p P D, llavors f té primitiva holomorfa en D, iˆ

ε
fpzqdz “ 0

per a tot camı́ tancat ε en D.

Demostració. Pel teorema 4.9, només cal provar que f té primitiva holomorfa en D. Fixem
a P D, i definim

F pzq “

ˆ
ra,zs

fpwq dw, z P D,

on ra, zs és el segment que uneix a amb z.
Sigui z0 P D i anem a provar que F és holomorfa en z0 amb F 1

pz0q “ fpz0q. Ens cal
provar que

lim
|h|Ñ0

ˇ̌
ˇ̌F pz0 ` hq ´ F pz0q

h
´ fpz0q

ˇ̌
ˇ̌ “ 0.

Considerem el triangle T amb vèrtexs a, z0 ` h, z0 amb |h| prou petit per tal que
z0 ` h P D. Com que tot el triangle ple T es troba dins del disc D, aplicant el teorema de
Cauchy-Goursat, obtenim que ˆ

BT
fpwqdw “ 0.

És a dir, ˆ
ra,z0`hs

fpwqdw `

ˆ
rz0`h,z0s

fpwqdw ´

ˆ
ra,z0s

fpwqdw “ 0,

aix́ı que, tenint en compte la definició de F , tenim que

F pz0 ` hq ´ F pz0q “ ´

ˆ
rz0`h,z0s

fpwqdw “

ˆ
rz0,z0`hs

fpwqdw.

Per tant, com que fpz0q “
1

h

´
rz0,z0`hs fpz0qdw, arribem a la desigualtat

ˇ̌
ˇ̌F pz0 ` hq ´ F pz0q

h
´ fpz0q

ˇ̌
ˇ̌ !

1

|h|

ˆ
rz0,z0`hs

|fpwq ´ fpz0q| |dw|.

Fixem ↽ & 0. Com que f és cont́ınua en z0, existeix ⇀ & 0 de manera que |fpwq´fpz0q| $ ↽
si |w ´ z0| $ ⇀. Prenent doncs h amb |h| $ ⇀, obtenim

ˇ̌
ˇ̌F pz0 ` hq ´ F pz0q

h
´ fpz0q

ˇ̌
ˇ̌ $

↽

|h|
L

`
rz0, z0 ` hs

˘
“ ↽,

ja que la longitud del segment rz0, z0 ` hs és |h|.
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Observació 4.16. Per tal de poder fer aquesta prova, ha estat clau el fet que podem triar
h de manera que el triangle amb vèrtexs a, z0 ` h, z0 es trobi dins de D. Això mateix ho
podem fer si agafem un obert convex. Recordem que un obert ! # C es diu convex si per
tot parell de punts a, b P ! el segment ra, bs # !. Aleshores, la mateixa prova ens serveix
canviant el disc obert D, per qualsevol obert convex !, de manera que obtenim el següent
resultat. ‚

Teorema 4.17 (Teorema de Cauchy per oberts convexos). Sigui ! # C un obert convex, i
f P Cp!q X Hp!ztpuq amb p P !. Llavors f té primitiva holomorfa en !, i

ˆ
ε
fpzqdz “ 0

per a tot camı́ tancat ε en !.

Observació 4.18 (Teorema de Cauchy per oberts estrellats). Un obert ! # C es diu
estrellat respecte al punt a si per tot punt b P ! el segment ra, bs # !. El teorema anterior
també aplica per oberts estrellats sense massa dificultats, vegeu l’exercici 4.3.1: sigui ! # C

un obert estrellat, i f P Cp!q X Hp!ztpuq amb p P !. Llavors f té primitiva holomorfa en

!, i

ˆ
ε
fpzqdz “ 0 per a tot camı́ tancat ε en !. ‚

Exercicis

4.3.1. Demostreu el teorema de Cauchy per oberts estrellats. !

4.3.2. Recordeu que

ˆ 8

´8
e´x2

dx “
?
ω.

(a) Proveu que

ˆ 8

´8
e´px`iaq2dx “

?
ω per a tot a & 0. Indicació: Apliqueu el teorema

de Cauchy al rectangle r´R,Rs ˆ r0, as.

(b) Proveu que

ˆ 8

´8
e´x2{2 cospnxq dx “

?

2ωe´n2{2, n P Z. !

4.3.3. Determineu el domini d’holomorfia de les funcions f donades i digueu per què´
|z|“2

fpzqdz “ 0.

a) fpzq “
cos z

z2 ´ 6z ` 10
; b) fpzq “ Logpz ` 3q. !

4.3.4. Sigui u : D Ñ R una funció harmònica en un disc D, és a dir, tal que ”u “

4B̄Bu “ 0. Demostreu que existeix una funció v : D Ñ R harmònica tal que pu ` ivq és
holomorfa. L’anomenem harmònica conjugada. Indicació: Demostreu que les equacions de
Cauchy-Riemann per F “ U ` iV es poden escriure com BF “ 2BU o com BU “ ´iB̄V .
Indicació: Vegeu la secció 5.5. !
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4.3.5. El teorema de Green diu que si ! # C és un obert i U # ! és un obert fitat
prou regular (per exemple amb frontera C1) i tal que U # !, aleshores tot camp vectorial
F “ pF1, F2q : ! Ñ R

2 amb F P C1
p!q satisfà queˆ

U
pBxF2 ´ ByF1q dm “

ˆ
BU

pF1 dx ` F2 dyq .

Demostreu la fórmula de Green en variable complexa (4.1). !

4.3.6. Continuant amb l’exercici 4.3.5, demostreu la fórmula de Cauchy generalitzada,
coneguda com a fórmula de Cauchy-Pompeiu5, que diu que si ⇁ P C1

p!q i z0 P U , aleshores

⇁pz0q “
1

2ωi

ˆ
BU

⇁pzq

z ´ z0
dz ´

1

ω

ˆ
U

B̄⇁pzq

z ´ z0
dmpzq.

Notem que el cas particular ⇁ P C1
c pUq ens diu ⇁ “ CpB̄⇁q, on C indica la transformada de

Cauchy

Cψpz0q :“ ´
1

ω

ˆ
U

ψpzq

z ´ z0
dmpzq. !

4.4. Fórmula integral de Cauchy

Hem vist les versions locals del teorema de Cauchy, provant el teorema de Cauchy per a
un triangle i el teorema de Cauchy en oberts convexos. El proper resultat és la fórmula
integral de Cauchy, un dels punts centrals de l’anàlisi complexa: transforma una hipòtesi
local, l’holomorfia, en una representació integral que determina completament la funció a
l’interior d’un disc a partir dels seus valors a la frontera. N’obtindrem les conseqüències
més importants de la teoria local de Cauchy: desenvolupament en sèries de potències d’una
funció holomorfa, zeros de funcions holomorfes (factorització local), principi de prolongació
anaĺıtica, desigualtats de Cauchy, teorema de Liouville, teorema fonamental de l’àlgebra,
teorema de l’aplicació oberta i principi del mòdul màxim.

Teorema 4.19 (Fórmula integral de Cauchy (versió local)). Sigui ! # C un obert i
f P Hp!q. Suposem que Drpaq # !. Llavors

fpz0q “
1

2ωi

ˆ
εr

fpzq

z ´ z0
dz, |z0 ´ a| $ r,

on εrptq “ a ` reit, 0 ! t ! 2ω.

Observació 4.20. Ens cal tenir tot el disc tancat Drpaq dins d’!. Aleshores, el resultat
no s’aplicaria necessàriament si, per exemple, ! “ D “ tz P C : |z| $ 1u i εptq “ eit,
t P r0, 2ωs. El teorema, ara com ara, exclouria fins i tot el cas que f fos cont́ınua en D

(ens caldria tenir f holomorfa en un obert que contingui D), tot i que aquest cas es pot
demostrar per pas al ĺımit. ‚

5Dimitrie Pompeiu, Broscăut, i, 1873–1954. https://ca.wikipedia.org/wiki/Dimitrie_Pompeiu

https://ca.wikipedia.org/wiki/Dimitrie_Pompeiu
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a

z0

!

r

ωr(t) = a+ reit

Figura 4.4.: Si Drpaq # ! i z0 P Drpaq, el valor fpz0q queda determinat pels valors de f a
la circumferència.

Observació 4.21. Moltes vegades al llarg del text, farem ús de la notació
´

|z´a|“r fpzq dz

per indicar que estem integrant sobre la corba σaptq “ a ` reit, t P r0, 2ωs (fent només una
volta al cercle). Aix́ı, la fórmula integral de Cauchy es pot escriure com

fpz0q “
1

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

z ´ z0
dz, |z0 ´ a| $ r.

‚

Demostració. Com que Drpaq # !, existeix r1 & r de manera que Drpaq # D :“ Dr1paq #

!. Fixem z0 P Drpaq, i definim la funció

gpzq “

$
&

%

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
si z P Dztz0u

f 1
pz0q si z “ z0.

Clarament g és holomorfa en Dztz0u. Vegem que g és també cont́ınua en z0, ja que en ser
f holomorfa, aleshores

lim
zÑz0

gpzq “ lim
zÑz0

fpzq ´ fpz0q

z ´ z0
“ f 1

pz0q “ gpz0q.

Aix́ı doncs, tenim que g P CpDq X HpDztz0uq. Com que εr # D, pel teorema de Cauchy
per un disc se segueix que

1

2ωi

ˆ
εr

gpzq dz “ 0.

És a dir,
1

2ωi

ˆ
εr

fpzq

z ´ z0
dz ´

1

2ωi

ˆ
εr

fpz0q

z ´ z0
dz “ 0.
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Per tant,
1

2ωi

ˆ
εr

fpzq

z ´ z0
dz “ fpz0q

ˆ
1

2ωi

ˆ
εr

dz

z ´ z0

˙
.

Per acabar la prova, ens cal veure que

1

2ωi

ˆ
εr

dz

z ´ z0
“ 1, z0 P Drpaq. (4.3)

Recordem que si z0 “ a i εrptq “ a ` reit per t P r0, 2ωs, aleshores (4.3) es compleix, vegeu
l’exemple 4.7. Volem veure que això segueix sent cert per a qualsevol altre punt de Drpaq.
Observem primer que

1

2ωi

ˆ
εr

dz

z ´ z0
“

1

2ωi

ˆ
2ϑ

0

ireit dt

reit ` pa ´ z0q
“

“
1

2ω

ˆ
2ϑ

0

reit ` pa ´ z0q

reit ` pa ´ z0q
dt ´

1

2ω

ˆ
2ϑ

0

pa ´ z0q dt

reit ` pa ´ z0q

“ 1 ´
1

2ω

ˆ
2ϑ

0

pa ´ z0q dt

reit ` pa ´ z0q
.

Per tant, només cal provar que

I :“

ˆ
2ϑ

0

pa ´ z0q dt

reit ` pa ´ z0q
“ 0.

Si z0 “ a, no hi ha res a provar. Llavors suposem que z0 ‰ a. Si ϑptq “ e´it, amb t P r0, 2ωs,
tenim ϑ˚

“ BD i ϑ1
ptq “ ´ie´it. Aleshores,

I “ pa ´ z0q

ˆ
2ϑ

0

dt

eitpr ` pa ´ z0qe´itq
“ ´

pa ´ z0q

i

ˆ
ϖ

dw

r ` pa ´ z0qw
.

Ara, posant hpwq “ pr ` pa ´ z0qwq
´1, només ens cal provar que

ˆ
|w|“1

hpwqdw “ 0,

seguint la notació introdüıda a l’observació 4.21, i això ens ho dona el teorema de Cauchy
per un disc, si podem veure que h és holomorfa en un disc centrat al 0 de radi R & 1.
Ara bé, h és holomorfa a tot C excepte en el punt w0 “

r
z0´a , i com que |w0| & 1, podem

trobar tal R, aix́ı que ja hem provat el que es demanava. Podeu trobar una demostració
alternativa de (4.3) a l’exercici 4.4.6.

Observació 4.22 (́Index i fórmula integral de Cauchy). Aplicant el teorema de Cauchy
per oberts convexos, fent servir la mateixa prova, podem demostrar el següent resultat:
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Sigui ! # C un obert convex, ε camı́ tancat d’! i f P Hp!q. Aleshores

1

2ωi

ˆ
ε

fpzq

z ´ z0
dz “ fpz0q Indpε, z0q, z0 R ε˚,

on

Indpε, z0q :“
1

2ωi

ˆ
ε

dz

z ´ z0

és l’́ındex de ε respecte al punt z0. Més endavant, veurem la interpretació geomètrica de
l’́ındex com també algunes propietats (essencialment compta el número de voltes que fa ε
al voltant del punt z0). ‚

Fins al final del caṕıtol, estudiem les conseqüències directes de la fórmula integral de
Cauchy. Comencem per la propietat de la mitjana.

Lema 4.23 (Propietat de la mitjana). Sigui ! # C un obert, f P Hp!q i suposem que
Drpaq # !. Llavors

fpaq “
1

2ω

ˆ
2ϑ

0

fpa ` reitq dt.

Demostració. Per la fórmula integral de Cauchy, tenim que

fpaq “
1

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

z ´ a
dz.

Parametritzant la corba per εptq “ a ` reit, t P r0, 2ωs, ens queda

fpaq “
1

2ωi

ˆ
2ϑ

0

fpa ` reitq

reit
ireit dt “

1

2ω

ˆ
2ϑ

0

fpa ` reitq dt.

Exercicis

4.4.1. Avalueu, usant la fórmula integral de Cauchy, les següents integrals:

a)
´

|z|“2

z2

z´1
dz;

b)
´

|z|“1

sinpezq
z dz;

c)
´

|z|“2

dz
z2´1

;

d)
´

|z|“2

dz
z2`z`1

;

e)
´

|z|“2

dz
z2`2z´3

;

f)
´

|z´2|“ 3
2

cospzq
z2pz2´ϑ2qdz;

g)
´

|z|“3

3z´2

z2´zdz;

h)
´

|z`1|“1

1

z2´1
dz. !

4.4.2. Resoleu els següent exercicis relacionats amb la fórmula integral de Cauchy.6

a) Calculeu

˛
C

z2

z4 ´ 1
dz sobre la circumferència de radi 3 centrada en 0.

6De vegades es fa servir la notació
¸

per indicar que la integral és sobre un camı́ tancat.
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b) És cert que

˛
C

ez

z
dz “ 0 si C és tancada i simple? !

4.4.3. Sigui p un polinomi de grau n, amb tots els seus zeros continguts en DRp0q.
Demostreu que

ˆ
|z|“R

p1
pzq

ppzq
dz “ 2ωin. !

4.4.4. Sigui a P C, |a| $ 1. Calculeu la integral de ĺınia

ˆ
|z|“1

ˆ
2

z ´ a
´

1

z

˙
dz. Dedüıu

que

ˆ
2ϑ

0

p1 ´ r2q dt

1 ` r2 ´ 2r cospφ ´ tq
“ 2ω, per a tot 0 ! r $ 1 i φ P R. !

4.4.5. Siguin f, g P Hp!q, on ! és un domini tal que D # !. Donat a P C amb |a| ‰ 1,
calculeu

1

2ωi

ˆ
BD

ˆ
fpwq

w ´ a
´

agpwq

aw ´ 1

˙
dw. !

4.4.6. Demostreu (4.3) usant la fórmula integral de Cauchy centrada i el teorema de
Cauchy en convexos. !

4.5. Sèries de potències

Teorema 4.24 (Desenvolupament local en sèrie de potències). Sigui ! # C un obert.
Tota funció holomorfa en ! és localment una sèrie de potències. Concretament, si Ra “

distpa,Cz!q, aleshores

fpzq “

8ÿ

n“0

anpz ´ aq
n, per tot |z ´ a| $ Ra,

amb

an “
1

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

pw ´ aqn`1
dw per a tot r $ Ra,

i el radi de convergència de la sèrie és major o igual a Ra.

Combinant aquest resultat amb el teorema 3.30, veiem que f és holomorfa en ! si i
només si f hi és anaĺıtica.
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Demostració. Per 0 $ r $ Ra, tenim que Drpaq # !. Aplicant la fórmula integral de
Cauchy obtenim

fpzq “
1

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

w ´ z
dw, |z ´ a| $ r.

Volem escriure aquesta integral com una sèrie de potències. Tenim que

1

w ´ z
“

1

pw ´ aq ´ pz ´ aq
“

1

pw ´ aq

´
1 ´

z´a
w´a

¯ .

Ara, observem que per w amb |w ´ a| “ r, tenim que
ˇ̌
ˇ̌ z ´ a

w ´ a

ˇ̌
ˇ̌ “

|z ´ a|

r
$ 1

i, per tant,
1

1 ´

´
z´a
w´a

¯ “

8ÿ

n“0

ˆ
z ´ a

w ´ a

˙n

.

Llavors
1

w ´ z
“

8ÿ

n“0

pz ´ aq
n

pw ´ aqn`1
.

Introduint aquesta expressió en la fórmula integral de Cauchy, obtenim

fpzq “
1

2ωi

ˆ
|w´a|“r

˜ 8ÿ

n“0

fpwq
pz ´ aq

n

pw ´ aqn`1

¸
dw.

Ara volem intercanviar l’ordre d’integració amb el sumatori. Això ho podem fer si la
sèrie de funcions

#
n!0

fn convergeix uniformement en t|w ´ a| “ ru, on

fnpwq “ fpwq
pz ´ aq

n

pw ´ aqn`1
.

Per w amb |w ´ a| “ r, tenim que

|fnpwq| !

ˆ
max

w:|w´a|“r
|fpwq|

˙
|z ´ a|

n

|w ´ a|n`1
!

Cr

r

ˆ
|z ´ a|

r

˙n

.

Com que |z´a| $ r, llavors
#

n

´
|z´a|

r

¯n
$ 8, aix́ı que aplicant el criteri M de Weierstrass,

se segueix que la sèrie
#

n!0
fn convergeix uniformement en t|w ´ a| “ ru. Intercanviant

doncs la integració amb el sumatori, tenim que per |z ´ a| $ r,

fpzq “

8ÿ

n“0

˜
1

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

pw ´ aqn`1
dw

¸
pz ´ aq

n.

Corol.lari 4.25. Sigui ! # C un obert i f P Hp!q. Aleshores f P C8
p!q i totes les seves

derivades són holomorfes.

Demostració. Com que això ja ho sabem per sèries de potències, és conseqüència del
resultat anterior.
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Exercicis

4.5.1. Desenvolupeu en sèrie de potències al voltant del punt a i doneu el radi de con-
vergència de:

a) 1{z, a “ 1;

b) z2ez, a “ 0;

c) 1

pz´1qpz´2q , a “ 0;

d) 1

p1´zq3 , a “ 0;

e) ez

1´z , a “ 0;

f) 1

1`ez , a “ 0.

(en (e) i (f) només cal calcular els 3 primers termes). !

4.5.2. Sigui ϱ P C, provar que si p1 ` zq
φ es pensa com eφLogp1`zq llavors per |z| $ 1

p1 ` zq
φ

“ 1 ` ϱz `
ϱpϱ ´ 1q

2!
z2 `

ϱpϱ ´ 1qpϱ ´ 2q

3!
z3 ` ¨ ¨ ¨

(binomi de Newton7). !

4.5.3. Trobeu els desenvolupament en sèrie de potències al voltant del punt a de les següents
funcions:

a) fpzq “ cos2 z, a “ 0; b) fpzq “
z2

pz`1q2 , a “ 1; c) 3
?
z, a “ 1.

Aqúı 3
?
. és la determinació de l’arrel cúbica en Czp´8, 0s que val p´1 ` i

?
3q{2 en

z “ 1. !

4.5.4. Considereu la funció fpzq “
z ` 1

pz ´ 1qpz ` iqz
i el punt a “ ´1.

1. “Sense fer cap càlcul”, raoneu quin és el disc de convergència de la sèrie de potències
de f al voltant del punt a.

2. Calculeu la sèrie de potències de f al voltant de a. !
4.5.5. a) Es pot desenvolupar

?
z en sèrie de potències en un entorn de l’origen?

b) Quin és el disc màxim centrat a 0 on es pot desenvolupar cosp1{pz ´ 1qq en sèrie de
potències?

c) I la funció
1

2 ´ z
`

z

3 ´ z
? !

4.5.6. Determineu com a mı́nim els coeficients a1, a2, a3, a4 de la sèrie de Taylor de
1{p1` z ` z4q centrada a l’origen. Expliqueu perquè el radi de convergència és com a mı́nim
2{3. !

4.5.7. Vegem com el teorema 4.24 és propi de l’anàlisi complexa. Una funció de variable
real f és anaĺıtica en un interval obert I # R si es pot expressar localment com a sèrie
de potències amb coeficients reals. Demostreu que si f és anaĺıtica en I aleshores hi és
derivable. Trobeu una funció infinites vegades derivable en R que no hi sigui anaĺıtica.
Trobeu una funció f anaĺıtica en R que tingui radi de convergència 1. !

7Isaac Newton, Woolsthorpe-by-Colsterworth, Lincolnshire, 1642 – 1727. https://ca.wikipedia.org/
wiki/Isaac_Newton

https://ca.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton
https://ca.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton


102, Materials Introducció a l’anàlisi complexa

4.6. Fórmula integral de Cauchy centrada per derivades i
desigualtats de Cauchy

Com que també sabem que an “
f pnqpaq

n! (vegeu l’observació 3.31), obtenim el següent
resultat.

Lema 4.26 (Fórmula integral de Cauchy centrada per derivades). Sigui ! # C un obert,
f P Hp!q i sigui a P ! i r & 0 de manera que Drpaq # !. Llavors

f pnq
paq “

n!

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

pw ´ aqn`1
dw.

Notem que el requisit que la circumferència estigui centrada en a serà relaxat en el
corol.lari 4.40.

Exemple 4.27. Calculem

I “

ˆ
|z´1|“1

zez

pz ´ 1q2
dz.

La funció fpzq “ zez és entera. Llavors, per la fórmula integral de Cauchy per derivades,
tenim que

I “

ˆ
|z´1|“1

fpzq

pz ´ 1q2
dz “ 2ωi f 1

p1q “ 4ωi e.

↭
Lema 4.28 (Desigualtats de Cauchy). Sigui ! # C un obert, f P Hp!q, i sigui a P ! i
r & 0 de manera que Drpaq # !. Llavors

|f pnq
paq| !

n!Mr

rn
, n " 0,

on Mr “ sup|z´a|“r |fpzq| “ max|z´a|“r |fpzq|.

Observació 4.29. En particular, tenim que |fpaq| ! max|z´a|“r |fpzq|. ‚

Demostració. Aplicant la fórmula integral de Cauchy per derivades, tenim que

f pnq
paq “

n!

2ωi

ˆ
|w´a|“r

fpwq

pw ´ aqn`1
dw.

Per tant

|f pnq
paq| !

n!

2ω

ˆ
|w´a|“r

|fpwq|

|w ´ a|n`1
|dw| “

n!

2ω rn`1

ˆ
|w´a|“r

|fpwq| |dw|

!
n!

2ω rn`1
Mr L pt|w ´ a| “ ruq “

n!Mr

rn
.

Observació 4.30. La desigualtat no es pot millorar. Per exemple, sigui fpzq “ zn, a “ 0
i r “ 1. En aquest cas, M “ M1 “ max|z|“1 |fpzq| “ 1, i també tenim que f pnq

p0q “ n!,

aix́ı que |f pnq
p0q| “ n!M . ‚
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Exercicis

4.6.1. Donat r & 0 i a P C, calculeu

I “

ˆ
|z´a|“r

e2z

pz ´ aq3
dz. !

4.6.2. Siguin 0 ! m ! n enters. Calculeuˆ
|z|“1

p1 ` zq
n

zm`1
dz. !

4.6.3. Intentarem calcular I “

ˆ 8

´8

1

p1 ` x2q2
dx fent servir la fórmula integral de Cauchy

per derivades.

a) Considereu la semicircumferència C en el semiplà superior centrada a 0 amb radi R i

tancada pel segment de l’eix OX. Calculeu

ˆ
C

1

p1 ` z2q2
dz.

b) Descomponeu C “ C1 Y C2 on C1 és el segment de ´R a R i C2 la part restant de C.

Doneu una fita superior de

ˇ̌
ˇ̌
ˆ
C2

1

p1 ` z2q2
dz

ˇ̌
ˇ̌ fent servir la desigualtat triangular per

integrals.

c) Fent servir els apartats anteriors calculeu

ˆ
C1

1

p1 ` z2q2
dz. Que passa si R tendeix a

infinit? !

4.6.4. Sigui ϱ & 0 i f P HpDq tal que existeix c & 0 i per a tot |z| $ 1, p1´ |z|q
φ

|fpzq| ! c.
Demostreu que per a tot n " 0, |f pnq

p0q| ! cn!
`
e
φ

˘φ
pn ` ϱq

φ. !

4.6.5. Sigui f una funció entera de manera que existeixen constants C,M & 0 tals que
|fpzq|e´C|z|

! M per a tot z P C. Demostreu que |f 1
pzq|e´C|z|

! CMe per a tot z P C.
Indicació: Apliqueu la desigualtat de Cauchy al cercle centrat a z i de radi r per provar
que |f 1

pzq|e´C|z|
!

M
r e

Cr per a tot r & 0 i z P C. Avalueu a r “ 1{C. !

4.6.6. (a) Suposem que una funció f entera satisfà que |fpzq| ! MR si |z| “ R. Demos-
treu que els coeficients ck de la seva sèrie de Taylor centrada a a “ 0 compleixen

|ck| !
MR

Rk
.

(b) Suposem que el mòdul d’un polinomi P pzq està fitat per 1 pels z al disc unitat.
Demostreu que tots els coeficients de P tenen mòdul fitat per 1. !

4.6.7. Proveu que si f P HpDq tal que |fpzq| ! |eiz| per a tot z P D, aleshores, per a tot
n P N,

|f pnq
p0q| ! n! e. !
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4.7. Teorema de Liouville i teorema fonamental de l’àlgebra

Teorema 4.31 (Teorema de Liouville). Tota funció entera i fitada és constant.

Demostració. Sigui z P C. Per a tot R & 0, tenim que DRpzq # ! “ C i f P HpCq. Com
que |fpwq| ! M per a tot w P C, aplicant les desigualtats de Cauchy amb n “ 1, obtenim

|f 1
pzq| !

1!M

R
(Ñ 0

quan R Ñ 8, ja que M no depèn de R. Per tant f 1
pzq “ 0 per a tot z P C, i f és

constant.

Corol.lari 4.32. Si f és entera amb Re f " 0, llavors f és constant.

Demostració. En efecte, considerem la funció entera gpzq “ e´fpzq. Llavors

|gpzq| “ e´Refpzq
! e0 “ 1,

de manera que g és entera i fitada. Pel teorema de Liouville, g és constant. Com que g és
constant i g “ e´f no s’anul·la, derivant obtenim

0 “ g1
“ ´f 1e´f ,

i per tant f 1
” 0. Aix́ı f és constant.

El teorema fonamental de l’àlgebra ja havia aparegut al caṕıtol inicial com una de
les grans motivacions per introduir els nombres complexos. Ara en podem donar una
demostració curta i elegant a partir del teorema de Liouville, mostrant com una propietat
anaĺıtica de les funcions enteres implica un resultat algebraic fonamental.

Teorema 4.33 (Teorema fonamental de l’àlgebra). Donat un polinomi (holomorf) no
constant P , existeix z0 P C tal que P pz0q “ 0.

Demostració. Suposem que P pzq ‰ 0 per a tot z P C. Aleshores la funció fpzq “
1

P pzq és
entera. Si veiem que és fitada, aplicant el teorema de Liouville arribarem a contradicció.
Si P pzq “ anzn ` an´1zn´1

` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0 amb an ‰ 0, llavors

|P pzq| “ |z|
n

ˇ̌
ˇan `

an´1

z
` ¨ ¨ ¨ `

a0
zn

ˇ̌
ˇ (Ñ `8

quan |z| Ñ `8, aix́ı que lim|z|Ñ8 |fpzq| “ 0, fet que implica que f és fitada pel teorema
de Weierstrass de Càlcul en Diverses Variables. Com que f és entera i fitada, pel teorema
de Liouville, f ha de ser constant, de manera que P és constant!

Corol.lari 4.34 (Teorema fonamental de l’àlgebra, versió 2). Tot polinomi de grau n té
exactament n arrels complexes (comptant multiplicitats).

Demostració. Sabem que P té un zero, diem ϱ1. Llavors P pzq “ pz ´ ϱ1qP1pzq, on P1 és
un polinomi de grau n ´ 1, que també té un zero si n " 2. Iterant aquest procés obtenim
el resultat.
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Exercicis

4.7.1. La funció fpzq “ 1{z2 tendeix a 0 quan z Ñ 8 però no és una funció constant.
Contradiu això el teorema de Liouville? !

4.7.2. Sigui f una funció entera. Usant el teorema de Liouville proveu que

(a) Si |f | " 1, llavors f és constant.

(b) Si Re f " 0, llavors f és constant.

(c) Si Im f ! 1, llavors f és constant. !

(d) Si Re f no té zeros, llavors f és constant.

4.7.3. Caracteritzeu les funcions enteres f tals que |f 1
pzq| ! |z| per a tot z P C. !

4.7.4. Suposem que f és entera. Provar que si f p4q
pzq és fitada en el pla llavors f és un

polinomi de grau 4 com a màxim. !

4.7.5. Sigui f una funció entera. Per a |a| $ R i |b| $ R calculeu

I “

ˆ
|z|“R

fpzq

pz ´ aqpz ´ bq
dz.

Useu el resultat per demostrar el teorema de Liouville. !

4.7.6. Sigui f una funció entera tal que |fpzq| ! CeRe z, per a tot z P C, on C & 0 és una
constant. Què es pot dir de f? !

4.7.7. Sigui f una funció entera tal que |f 1
pzq| $ |fpzq| per a tot z P C. Què podem dir de

f? !

4.8. Teorema de Morera

El teorema de Morera es pot veure com una mena de rećıproc del teorema de Cauchy-
Goursat: si una funció cont́ınua té integrals nul·les sobre tots els triangles, aleshores
necessàriament és holomorfa.

Teorema 4.35 (Teorema de Morera). Sigui ! # C un obert i f P Cp!q. Si per a tot
triangle T # !, es té ˆ

BT
fpzq dz “ 0,

llavors f és holomorfa en !.
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Demostració. Si resseguim la prova del teorema de Cauchy per un disc, veurem que hem
provat que si D # ! és un disc obert, f P CpDq i

´
BT f “ 0 per a tot triangle T # D,

llavors f té primitiva holomorfa en D.
Fixem z0 P !, i prenem r & 0 de manera que Drpz0q # !. Llavors f té primitiva F

holomorfa en Drpz0q, aix́ı que f “ F 1 és holomorfa en z0 pel corol.lari 4.25.

Corol.lari 4.36 (Evitabilitat d’un punt). Sigui ! # C un obert i f P Cp!q X Hp!ztpuq.
Llavors f P Hp!q.

Demostració. Pel teorema de Cauchy-Goursat, tenim que
´

BT f “ 0 per a tot triangle
T # !, i aplicant el teorema de Morera, se segueix que f és holomorfa en !.

Teorema 4.37 (Principi de reflexió de Schwarz8). Sigui ! un domini simètric respecte de
l’eix real, i anomenem !` “ ! X tIm z & 0u i !´ “ ! X tIm z $ 0u. Sigui g P Hp!`q tal
que per tot x P R X ! existeix gpxq :“ lim!`QzÑx gpzq i gpxq P R. Aleshores la funció

fpzq :“

$
’&

’%

gpzq si z P !`
gpxq si x P R X !

gpz̄q si z P !´

satisfà que f P Hp!q.

Demostració. Que f P Cp!q és un exercici (vegeu l’exercici 4.8.1). Per veure que f és
holomorfa n’hi ha prou amb veure que integra zero en triangles, en el sentit del teorema de
Morera.

Notem que f P Hp!´q per la regla de la cadena (vegeu l’observació 3.25, el lema 3.24 i
l’exemple 3.18), ja que per z P !´ tenim que

B̄fpzq “ Bf̄pzq “ Bgp̄¨qpzq “ B̄gpz̄q ¨ 1 “ 0.

Per veure que la integral ˆ
BT

fpzq dz “ 0

s’anul.la en triangles que intersequin amb la recta real, n’hi ha prou amb veure que s’anul.la
en rectangles continguts en !´ Y p! X Rq o en !` Y p! X Rq i amb un costat contingut
en la recta real, aix́ı com per triangles amb només un vértex sobre la recta real, vegeu la
figura 4.5. Ara, aquesta integral s’anul.la en quadrilàters continguts en !´ o en !` per
l’holomorfia de f en aquests dos dominis (i de Cauchy-Goursat), i per pas al ĺımit obtenim
el mateix per aquests casos. Deixem els detalls pel lector.

Teorema 4.38 (Teorema de Weierstrass (d’anàlisi complexa)). Sigui ! # C un obert, i
sigui tfnu una successió de funcions de Hp!q de manera que fn Ñ f uniformement sobre
els compactes d’!. Llavors f P Hp!q, i f 1

n Ñ f 1 uniformement sobre els compactes d’!.
8Karl Hermann Amandus Schwarz, Sobieszów, 1843–1921. https://ca.wikipedia.org/wiki/Hermann_
Schwarz

https://ca.wikipedia.org/wiki/Hermann_Schwarz
https://ca.wikipedia.org/wiki/Hermann_Schwarz
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R

ω2

ω1

ω3ω4

Figura 4.5.: Per acabar la demostració del principi de reflexió de Schwarz, només cal veure
que
´
ε2
fpzq dz Ñ

´
ε1
fpzq dz i

´
εj

|fpzq| |dz| Ñ 0 per j P t3, 4u quan fem petita

la component vertical de ε2.

Demostració. Com que fn P Hp!q # Cp!q i fn Ñ f uniformement sobre compactes, se
segueix que f P Cp!q. Llavors, pel teorema de Morera, per provar que f P Hp!q, ens cal
veure que ˆ

BT
fpzq dz “ 0

per a tot triangle T # !. Fixem T # ! triangle. Com que fn Ñ f uniformement en el
compacte BT , podem passar el ĺımit a fora de la integral en el càlcul que segueix,

ˆ
BT

fpzq dz “

ˆ
BT

lim
n

fnpzq dz “ lim
n

ˆ
BT

fnpzq dz “ 0,

ja que, en ser fn holomorfes en !, aplicant el teorema de Cauchy-Goursat, tenim que
ˆ

BT
fnpzq dz “ 0.

Finalment, per veure que f 1
“ limn f 1

n i que la convergència és uniforme en compactes,
n’hi ha prou amb veure que ho és en Kς “ tz P ! : distpz,!c

q " ↽u X D 1
ω
p0q per ↽ & 0.

Aleshores (sempre que Kς ‰ ⊋), usem la fórmula integral de Cauchy per a derivades amb
radi r “ ↽{2, i obtenim

sup
z0PKω

ˇ̌
f 1

pz0q ´ f 1
npz0q

ˇ̌
L.4.26

“ sup
z0PKω

1

2ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ
|z´z0|“r

fpzq ´ fnpzq

pz ´ z0q2
dz

ˇ̌
ˇ̌
ˇ !

1

r
sup
Kω{2

|f ´ fn|
nÑ8
(((Ñ 0,

suposant que ↽ és prou petit (fa falta ja que quan z P BDrpz0q tenim que |z| ! |z0| ` r !

1

ς `
ς
2

!
2

ς i, per tant, z P Kς{2 si, per exemple ↽ $ 1).

Exercicis

4.8.1. Demostreu la continüıtat de f en el principi de reflexió de Schwarz. !

4.8.2. Sigui fpzq “ 1{z2. Comproveu que
´
ε fpzq dz “ 0 per a tot camı́ tancat ε que no

passi per 0, però f no és anaĺıtica en 0. Contradiu això el corol.lari 4.36 del teorema de
Morera? !
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4.8.3. (a) Sigui h una funció cont́ınua a R amb suport compacte (és a dir, existeix
K # R compacte tal que hpxq “ 0 si x R K) i sigui

Hpzq “

ˆ
R

hptqe´itzdt.

(Quan ens restringim a z P R, H s’anomena transformada de Fourier de h; si prenem
iz en el lloc de z, H s’anomena transformada de Laplace9 bilateral de h.) Proveu
que H és una funció entera amb creixement exponencial: existeixen A,C & 0 tals
que |Hpzq| ! CeA|Im z|.

(b) Sigui h una funció cont́ınua a r0, 1s. Demostreu que la seva transformada de Hilbert10

Hpzq “

ˆ
1

0

hptq

t ´ z
dt

és anaĺıtica per a z P Czr0, 1s. !

4.8.4. Sigui f holomorfa en un obert !, i sigui z0 P ! amb f 1
pz0q ‰ 0. Demostreu que

existeix r0 & 0 de manera que, per 0 $ ↽ $ r0, es compleix la identitat

2ωi

f 1pz0q
“

ˆ
|z´z0|“ς

dz

fpzq ´ fpz0q
.

Indicació: proveu primer que la funció G definida per

Gpzq “

#
fpzq´fpz0q

z´z0
si z ‰ z0

f 1
pz0q si z “ z0

és holomorfa en !. !

4.9. Derivació sota el signe integral i fórmula integral de Cauchy
per derivades

Sigui ! # C un obert i f P Hp!q. Suposem que Drpaq # !. Llavors, per la fórmula
integral de Cauchy, tenim que

fpz0q “
1

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

z ´ z0
dz, |z0 ´ a| $ r.

També tenim la fórmula integral de Cauchy per derivades,

f pnq
paq “

n!

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

pz ´ aqn`1
dz.

9Pierre-Simon Laplace, Beaumont-en-Auge, 1749–1827. https://ca.wikipedia.org/wiki/

Pierre-Simon_Laplace

10David Hilbert, Königsberg, 1862–1943. https://ca.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert

https://ca.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
https://ca.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace
https://ca.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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Observem aqúı una diferència: podem aplicar la fórmula integral de Cauchy per a tot
z0 P Drpaq; i en canvi en la versió per derivades només tenim l’enunciat per a z0 “ a, que
és el centre del disc. Aix́ı doncs, una qüestió que ens apareix de manera natural és si en la
fórmula integral de Cauchy per derivades, també podem agafar z0 P Drpaq igual que en la
fórmula de Cauchy. La resposta és que śı, i l’obtindrem com a conseqüència del següent
resultat, que té interès per si sol i que usarem per les demostracions de la teoria global de
Cauchy. Notem que la fórmula integral de Cauchy per derivades no centrada també es pot
obtenir usant la fórmula integral de Cauchy per derivades centrada i el teorema de Cauchy
en convexos, vegeu l’exercici 4.9.2.

Teorema 4.39 (Derivació sota el signe d’integració). Sigui ! # C un obert, sigui ε :
ra, bs Ñ C un camı́ i sigui F : ! ˆ εpra, bsq Ñ C una funció cont́ınua. Si F p¨, zq és
holomorfa en ! per a cada z P ε˚ :“ εpra, bsq, llavors la funció definida per

fpwq “

ˆ
ε
F pw, zq dz, w P !

és holomorfa en ! amb

f 1
pwq “

ˆ
ε

BF

Bw
pw, zq dz, w P !.

Abans de passar a la prova d’aquest teorema, apliquem-lo per provar la versió desitjada
de la fórmula integral de Cauchy per derivades.

Corol.lari 4.40 (Fórmula integral de Cauchy per derivades). Sigui ! # C un obert i
f P Hp!q. Suposem que Drpaq # !. Llavors, per n P N,

f pnq
pz0q “

n!

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

pz ´ z0qn`1
dz, sempre que |z0 ´ a| $ r.

Demostració. Suposem que Drpaq # !. Llavors, com que f és holomorfa en !, per la
fórmula integral de Cauchy tenim que

fpwq “
1

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

z ´ w
dz “

ˆ
|z´a|“r

F pw, zq dz, w P Drpaq,

on

F pw, zq “
1

2ωi

fpzq

pz ´ wq
.

Passarem a aplicar el teorema de derivació sota el signe integral amb ! “ Drpaq i la corba
εptq “ a ` reit, t P r0, 2ωs. Tenim que ε˚

“ εpr0, 2ωsq “ tz : |z ´ a| “ ru. Com que
w P Drpaq i |z ´ a| “ r, llavors F és cont́ınua en Drpaq ˆ ε˚. A més, per z P ε˚ fixat, la
funció Fzpwq “ F pw, zq és holomorfa en w. Aix́ı doncs, aplicant el teorema de derivació
sota el signe integral, se segueix que

f 1
pwq “

1

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

pz ´ wq2
dz, w P Drpaq.
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Iterant aquest raonament, obtenim que

f pnq
pwq “

n!

2ωi

ˆ
|z´a|“r

fpzq

pz ´ wqn`1
dz, |w ´ a| $ r.

Per provar el teorema 4.39, és suficient demostrar el següent cas particular.

Proposició 4.41. Sigui ! # C un obert i F : ! ˆ ra, bs Ñ C cont́ınua. Si F pw, sq és
holomorfa en w per a tot s P ra, bs, llavors la funció

fpwq “

ˆ b

a
F pw, sq ds

és holomorfa en ! amb

f 1
pwq “

ˆ b

a

BF

Bw
pw, sq ds, w P !.

Demostrem ara el teorema de derivació sota el signe integral a partir de la proposició
anterior.

Demostració del teorema 4.39. Podem suposar que ε és de classe C1. Llavors
ˆ
ε
F pw, zq dz “

ˆ b

a
F pw, εpsqq ε1

psqds “

ˆ b

a
Gpw, sq ds,

on Gpw, sq “ F pw, εpsqq ε1
psq que és clarament cont́ınua en ! ˆ ra, bs degut a la hipòtesi

sobre F . També G és holomorfa en w per a tot s P ra, bs. Per tant, aplicant la proposició,
se segueix que f és holomorfa en ! amb

f 1
pwq “

ˆ b

a

BG

Bw
pw, sq ds “

ˆ b

a

BF

Bw
pw, εpsqq ε1

psq ds “

ˆ
ε

BF

Bw
pw, zq dz.

Demostració de la proposició. Podem suposar a “ 0 i b “ 1. Per n " 1, considerem la
suma finita de funcions

fnpwq “
1

n

nÿ

k“1

F

ˆ
w,

k

n

˙
, w P !.

Com que, per hipòtesi, les funcions F
`
w, kn

˘
són holomorfes en w i en tenim una suma

finita, se segueix que les funcions fn són holomorfes en !.
Per veure que f és holomorfa en !, provarem que fn Ñ f uniformement sobre els

compactes d’!, aix́ı que aplicant el teorema de Weierstrass (vegeu el teorema 4.38),
obtindrem que f P Hp!q, amb f 1

pwq “ limn f 1
npwq.

Sigui K # ! compacte. Recordem que, si una funció és cont́ınua en un compacte,
aleshores hi és uniformement cont́ınua. Per tant, en ser F cont́ınua en el compacte
K ˆ r0, 1s, donat ↽ & 0, existeix ⇀ & 0 de manera que

sup
wPK

ˇ̌
ˇF pw, s1q ´ F pw, s2q

ˇ̌
ˇ $ ↽, si |s1 ´ s2| $ ⇀. (4.4)
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Observem que, com que 1

n “
k
n ´

k´1

n , tenim que

fnpwq “

nÿ

k“1

ˆ k
n

k´1
n

F

ˆ
w,

k

n

˙
ds.

També

fpwq “

ˆ
1

0

F pw, sq ds “

nÿ

k“1

ˆ k
n

k´1
n

F pw, sq ds.

Aleshores, si n & 1{⇀ i w P K,

ˇ̌
fnpwq ´ fpwq

ˇ̌
“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

nÿ

k“1

ˆ k
n

k´1
n

ˆ
F

ˆ
w,

k

n

˙
´ F pw, sq

˙
ds

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

!

nÿ

k“1

ˆ k
n

k´1
n

ˇ̌
ˇ̌F

ˆ
w,

k

n

˙
´ F pw, sq

ˇ̌
ˇ̌ ds

! ↽
nÿ

k“1

´k

n
´

pk ´ 1q

n

¯
“ ↽,

on hem aplicat (4.4), ja que per s P
“
k´1

n , kn
‰
. Obtenim

ˇ̌
s ´

k
n

ˇ̌
$

1

n $ ⇀, ja que hem triat
n & 1{⇀. Per tant,

sup
wPK

ˇ̌
fnpwq ´ fpwq

ˇ̌
$ ↽, n & 1{⇀,

provant que fn Ñ f uniformement en compactes d’! i, per tant, f és holomorfa en ! pel
teorema de Weierstrass.

Fixem ara w P ! i prenem r & 0 de manera que Drpwq # !. Per la fórmula integral de
Cauchy per derivades (la versió on prenem el centre del disc, que ja tenim provada), tenim
que

f 1
pwq “

1

2ωi

ˆ
|z´w|“r

fpzq

pz ´ wq2
dz “

1

2ωi

ˆ
|z´w|“r

ˆˆ
1

0

F pz, sq

pz ´ wq2
ds

˙
dz,

i pel teorema de Fubini,

f 1
pwq “

ˆ
1

0

˜
1

2ωi

ˆ
|z´w|“r

F pz, sq

pz ´ wq2
dz

¸
ds.

Ara, per tot s P r0, 1s, la funció Fspwq “ F pw, sq és holomorfa, i per la fórmula integral de
Cauchy per la derivada, tenim que

BF

Bw
pw, sq “ F 1

spwq “
1

2ωi

ˆ
|z´w|“r

Fspzq

pz ´ wq2
dz “

1

2ωi

ˆ
|z´w|“r

F pz, sq

pz ´ wq2
dz.

Per tant,

f 1
pwq “

ˆ
1

0

BF

Bw
pw, sq ds,
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tal com voĺıem veure.
Per tal de justificar l’aplicació del teorema de Fubini, cal provar que

J :“

ˆ
1

0

˜
1

2ω

ˆ
|z´w|“r

|F pz, sq|

|z ´ w|2
|dz|

¸
ds $ 8.

Com que F és cont́ınua en !ˆr0, 1s, en particular és cont́ınua en el compacte BDrpwqˆr0, 1s

i, per tant, fitada en aquest compacte. Llavors hi ha una constant M & 0 de manera que
|F pz, sq| ! M per a tot z amb |z ´ w| “ r i tot s P r0, 1s. Llavors

J “
1

2ωr2

ˆ
1

0

ˆ
|z´w|“r

|F pz, sq| |dz| ds !
M

2ωr2

ˆ
1

0

2ωr ds $ 8.

Exercicis

4.9.1. Avalueu, usant la fórmula de Cauchy per a les derivades

a)

ˆ
|z|“1

ez

pz ´ 1{2q2
dz. b)

ˆ
|z|“1

sinpzq

p3z ´ 2q4
dz. c)

ˆ
2ϑ

0

e´iωee
iε
dφ. !

4.9.2. Demostreu la fórmula integral de Cauchy per derivades no centrada usant la fórmula
integral de Cauchy per derivades centrada i el teorema de Cauchy en convexos. !

4.10. Zeros de funcions holomorfes i principi de prolongació
anaĺıtica

Tot seguit estudiem el conjunt de punts on una funció holomorfa donada val zero, l’anomenat
conjunt de zeros de la funció. Sigui ! # C un obert i f P Hp!q, i escrivim

Zpfq “ tz P ! : fpzq “ 0u.

Proposició 4.42. Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q. Si existeix a P ! de manera
que f pnq

paq “ 0 per a tot n P N Y t0u, llavors f ” 0.

Demostració. Sigui

A “
$
z P ! : f pnq

pzq “ 0 per a tot n P N Y t0u
(
.

Tenim que A és no buit ja que a P A. Vegem que A és relativament tancat en !. Donada
una successió tbku # A amb bk Ñ b P !, volem provar que b P A. Com que cada f pnq és
cont́ınua i bk P A, tenim que

f pnq
pbq “ f pnq

plim
k

bkq “ lim
k

f pnq
pbkq “ 0 ñ b P A.
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Per tant A és tancat en !. Vegem que A és obert. Sigui b P A. Com que tota funció
holomorfa és localment una sèrie de potències, podem trobar r & 0 amb Drpbq # ! i

fpzq “

8ÿ

n“0

f pnq
pbq

n!
pz ´ bqn “ 0, z P Drpbq.

Com que fpzq “ 0 per a tot z P Drpbq, se segueix que Drpbq # A aix́ı que A també és
obert.
Com que ! és connex, i A és no buit, i obert i tancat en ! a la vegada, se segueix que

A “ ! i f ” 0 en !.

Teorema 4.43 (Ordre dels zeros). Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q amb f ı 0.
Per a tot z0 P Zpfq hi ha un únic m P N (anomenat l’ordre o multiplicitat del zero z0) de
manera que

fpzq “ pz ´ z0q
m gpzq, z P !,

on g P Hp!q amb gpz0q ‰ 0.

Demostració. Com que tota funció holomorfa és localment una sèrie de potències, podem
trobar r & 0 amb Drpz0q # ! i tal que

fpzq “

8ÿ

n“0

an pz ´ z0q
n, z P Drpz0q.

Sabem que a0 “ fpz0q “ 0. Sigui m el mı́nim nombre natural amb am ‰ 0 (aquest mı́nim

existeix per la proposició anterior, ja que an “
f pnqpz0q

n! ). Tenim que

fpzq “

ÿ

n!m

anpz ´ z0q
n

“ pz ´ z0q
m hpzq, z P Drpz0q,

amb

hpzq “ am ` am`1pz ´ z0q ` am`2pz ´ z0q
2

` ¨ ¨ ¨ “

ÿ

k!0

am`kpz ´ z0q
k, z P Drpz0q,

que és holomorfa en Drpz0q amb hpz0q ‰ 0. Finalment, definint

gpzq “

$
’’&

’’%

fpzq

pz ´ z0qm
si z P !ztz0u

hpz0q si z “ z0,

tenim que limzÑz0 gpzq “ am “ hpz0q ‰ 0, g és holomorfa en !ztz0u i g és cont́ınua en z0 i,
per tant, holomorfa en tot !, vegeu el corol.lari 4.36.

Exemple 4.44. Trobem la multiplicitat de z “ 0 com a zero de la funció

fpzq “ 6 sinpz3q ` z9 ´ 6z3.
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Tenim que

sin z “ z ´
z3

3!
`

z5

5!
` Opz7q,

vegeu l’observació 3.3. Per tant,

sinpz3q “ z3 ´
z9

6
`

z15

5!
` Opz21q,

aix́ı que

fpzq “ 6 sinpz3q ` z9 ´ 6z3 “
6z15

5!
` opz20q

i, per tant, z “ 0 té ordre o multiplicitat 15, vegeu la figura 4.6.
↭

Figura 4.6.: Representació del zero d’ordre 15 de fpzq “ 6 sinpz3q`z9´6z3, vegeu l’exemple
4.44.

Corol.lari 4.45 (Aı̈llament dels zeros). Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q amb
f ı 0. Llavors els zeros de f són äıllats.

Demostració. Sigui z0 P Zpfq. Pel teorema anterior existeix m P N tal que fpzq “

pz ´ z0q
m gpzq amb g P Hp!q i gpz0q ‰ 0. Per continüıtat, existeix ↽ & 0 de manera que

gpzq ‰ 0 per z P Dςpz0q, aix́ı que fpzq ‰ 0 si z P Dςpz0q amb z ‰ z0.

Recordem que z0 és un punt d’acumulació d’un conjunt A si hi ha una successió
pznqn # Aztz0u amb zn Ñ z0.

Teorema 4.46 (Principi de prolongació anaĺıtica). Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q.
Si Zpfq té un punt d’acumulació en !, aleshores f ” 0 en !.

Demostració. Sigui z0 P ! punt d’acumulació de Zpfq, és a dir, hi ha zn P Zpfq amb
zn Ñ z0. Com que f és cont́ınua, llavors fpz0q “ limn fpznq “ 0, i z0 P Zpfq, pel que z0 és
un zero de f que no és äıllat. Com que sabem que els zeros d’una funció holomorfa no
idènticament nul.la són äıllats, això implica que f ” 0.
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Corol.lari 4.47 (Numerabilitat dels zeros). Sigui ! # C un obert connex i f : ! Ñ C una
funció holomorfa, no idènticament zero. Llavors el conjunt de zeros de f és un conjunt
finit o numerable.

Demostració. Podem escriure ! “
%

nKn, on Kn :“ tz P C; dpz,Cz!q "
1

nu X Dnp0q.
Llavors, per a cada n, Kn és compacte (tancat i fitat a C). Donat que f no és idènticament
zero, els zeros són äıllats, i es compleix en particular que Zpfq XKn és finit (si no hi hauria
un punt d’acumulació), aix́ı que

Zpfq “

&

n

pZpfq X Knq

és finit o numerable en ser unió numerable de conjunts finits.

Observació 4.48. En cas que f tingui un número infinit de zeros, aquests s’han d’acumular
a la frontera d’!. Si f és entera, llavors els zeros s’acumulen a t8u. Per exemple, els zeros
de fpzq “ sin z són kω per k P Z. ‚

El principi de prolongació anaĺıtica s’aplica moltes vegades en la forma següent:

Corol.lari 4.49 (Principi de prolongació anaĺıtica, versió 2). Sigui ! # C un obert connex
i f, g P Hp!q. Si tz P ! : fpzq “ gpzqu té un punt d’acumulació en !, aleshores f ” g en
!.

Demostració. Apliquem el principi de prolongació anaĺıtica a la funció holomorfa h “ f ´g,
i obtenim el resultat, ja que Zphq “ tz P ! : fpzq “ gpzqu.

En particular, si ! és connex i f, g P Hp!q coincideixen en, per exemple, un obert, o bé
un arc, o una recta, o un cercle, o un segment; llavors f ” g en !.

Exemple 4.50. Cerquem totes les funcions f P HpDq amb fp
1

nq “
1

n2`1
, per a tot n P N

amb n & 1. Observem que

f
´ 1

n

¯
“

1

n2 ` 1
“

1

n2p1 `
1

n2 q
“

´ 1

n

¯
2 1

1 ` p
1

nq2
.

Llavors la funció gpzq “
z2

1`z2 és holomorfa en D i compleix que gp
1

nq “
1

n2`1
, i dedüım

que f, g P HpDq amb fp
1

nq “ gp
1

nq. Com que 1

n Ñ 0 P D i D és connex, llavors aplicant el
principi de prolongació anaĺıtica, obtenim que

fpzq “ gpzq “
z2

1 ` z2
, z P D. ↭

Exercicis

4.10.1. Trobeu els zeros, amb l’ordre corresponent, de les següents funcions:
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a)
z2 ` 1

z2 ´ 1
; b) z2 sin z; c)

1

z
`

1

z5
. !

4.10.2. Trobeu la multiplicitat de z “ 0 com a zero de la funció entera fpzq “ 2 cos z3 `

z6 ´ 2. !

4.10.3. Trobeu tots els zeros de les següents funcions holomorfes i calculeu-ne les seves
multiplicitats:

a) fpzq “ z2pez
2

´ 1q; b) fpzq “
z2 ´ ω2

z
sin z; c) fpzq “ p

?
z ´ 2q

3.

Aqúı
?
. és la determinació de l’arrel quadrada en Czp´8, 0s que val ´1 en z “ 1. !

4.10.4. Sigui ! # C un domini. Demostreu que l’anell de funcions holomorfes Hp!q és
un domini d’integritat, és a dir, si f, g P Hp!q amb fg ” 0 aleshores f ” 0 o g ” 0. !

4.10.5. Sigui tanun una successió estrictament decreixent de nombres reals an P p0, 1q i tal
que lim

nÑ8 an “ 0. Sigui f una funció holomorfa en D. Demostreu que:

(a) Si fpanq P R per a tot n, aleshores fpz̄q “ fpzq per a tot z P D.

(b) Si a més fpa2nq “ fpa2n`1q per a tot n, aleshores f és constant. !

4.10.6. Trobeu totes les funcions holomorfes a D tals que:

(a) |fp1{nq| ! 1{2n, per a tot nombre natural n " 2.

(b) fp1{nq “ lnp1 ` n3
q ´ 3 lnn per a n & 1. !

4.10.7. Trobeu totes les funcions f holomorfes en el disc D2p0q tals que fpeiωq “ ei2ω per
a tot φ P r0, 2ωq, i a més fp0q “ 0. !

4.10.8. (a) Sigui f una funció entera tal que existeixen constants n P N, C & 0 i R & 0
tals que |fpzq| ! C|z|

n, per a |z| " R. Demostreu que f és un polinomi de grau més petit
o igual que n.

(b) Dedüıu que si f és una funció entera amb lim
|z|Ñ8

|fpzq| “ 8, llavors f és un polinomi.

Indicació: Demostreu que f només té un nombre finit de zeros a1, . . . , an (comptant
multiplicitats) i apliqueu l’apartat (a) a la funció F “ P {f , on P pzq “ pz ´ a1q ¨ ¨ ¨ pz ´ anq.

!
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4.10.9. Sigui ! # C un domini (obert connex) tal que ! X R ‰ H. Suposem que tenim
f, g, h P Hp!q i u, v : ! Ñ R tals que per x ` iy P ! tenim

fpx ` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq,

i per x P ! X R tenim
upx, 0q “ gpxq vpx, 0q “ hpxq.

Demostreu que
fpzq “ gpzq ` ihpzq per a tot z P !. !

4.11. El principi del mòdul màxim

Una caracteŕıstica de les funcions holomorfes és que no poden tenir màxims absoluts en el
seu domini de definició. Podem observar el contrast amb l’anàleg real: existeixen moltes
funcions derivables amb màxims absoluts en l’interior del domini de definició com, per
exemple, la funció f : p´1, 1q Ñ R definida per fpxq “ 1 ´ x2 que té un màxim absolut en
x “ 0.

Teorema 4.51 (Principi del mòdul màxim). Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q. Si
|f | té un màxim absolut en !, llavors f és constant.

Demostració. Sigui z0 P ! amb |fpzq| ! |fpz0q| per a tot z P !. Posem

A “
$
z P ! : |fpzq| “ |fpz0q|

(
.

Es compleix que A és no buit ja que z0 P A. Com que ! és connex, si veiem que A és
obert i tancat en !, tindrem que A “ !, que implica que |f | és constant i, per l’exercici
3.2.6, també f és constant. Ja sabem que A és tancat en !, ja que |f | és cont́ınua i
A “ p|f |q

´1
px0q amb x0 “ |fpz0q|.

Vegem que A és obert. Donat a P A, volem trobar r & 0 de manera que Drpaq # A.
Sigui r & 0 tal que Drpaq # !. Per la propietat de la mitjana, es compleix llavors que

fpaq “
1

2ω

ˆ
2ϑ

0

fpa ` seitq dt, 0 $ s ! r.

Per tant, com que a P A, obtenim

|fpaq| !
1

2ω

ˆ
2ϑ

0

|fpa ` seitq| dt ! |fpz0q| “ |fpaq|, 0 $ s ! r.

Com que |f | és cont́ınua i |fpa ` seitq| ! |fpaq| per a tot t P r0, 2ωs, es verifica que

|fpaq| “ |fpa ` seitq|, @t P r0, 2ωs, 0 $ s ! r.

És a dir, Drpaq # A.
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Passem ara a veure algunes conseqüències, que quan les apliquem, seguirem dient que
apliquem el principi del mòdul màxim.

Corol.lari 4.52 (Principi del mòdul màxim, versió 2). Sigui ! # C un obert fitat, i
f P Hp!q X Cp!q. Llavors el màxim de |f | s’assoleix a la frontera B!.

Demostració. Com que ! és fitat, llavors ! és un tancat i fitat de C i, per tant, compacte.
Com que |f | és cont́ınua en el compacte !, llavors |f | té un màxim absolut en un punt a
de !. En cas que a P B!, ja hem acabat. Si, en canvi, a P !, pel principi del mòdul màxim,
llavors f és constant, aix́ı que, |fpzq| “ |fpaq| en ! i, per continüıtat, |f | assoleix el màxim
en tot punt de la frontera.

Corol.lari 4.53 (Principi del mòdul màxim, versió 3). Sigui ! # C un obert connex i
f P Hp!q. Si |f | té un màxim local en !, llavors f és constant.

Demostració. Per hipòtesi, hi ha a P ! i r & 0 de manera que |fpzq| ! |fpaq| per a tot
z P Drpaq. Com que f P HpDrpaqq i |f | té un màxim absolut en Drpaq, pel principi del
mòdul màxim, se segueix que f és constant en Drpaq i, en ser ! connex, aplicant el principi
de prolongació anaĺıtica obtenim que f és constant en !.

Lema 4.54 (Lema de Schwarz). Sigui f : D Ñ D una funció holomorfa tal que fp0q “ 0.
Aleshores

|fpzq| ! |z| per tot z P D,

i |f 1
p0q| ! 1. Si es compleix la igualtat |fpz0q| “ |z0| en algun punt z0 P Dzt0u o bé la

igualtat |f 1
p0q| “ 1, aleshores fpzq “ ↼z per algun ↼ P BD.

Demostració. Suposem f ı 0. Sabem que gpzq “
fpzq
z és anaĺıtica, i |gpzq| !

1

|z| . Pel
principi del mòdul màxim,

|gpzq| !
1

r
en Drp0q.

Fent r Ñ 1 dedüım la primera desigualtat. A més, |f 1
p0q| “ |gp0q| ! 1.

Si es produeix alguna igualtat |fpz0q| “ |z0| amb z0 P Dzt0u (respectivament |f 1
p0q| “ 1),

aleshores g assoleix un extrem del mòdul en z0 (respectivament en 0) i, per tant, g és
constant.

Exemple 4.55. Vegem que, per a tot polinomi holomorf P , tenim que

sup
|z|“1

ˇ̌
ˇ̌P pzq ´

1

z

ˇ̌
ˇ̌ " 1.

Aquest resultat ens diu que la funció 1

z no es pot aproximar uniformement per polinomis
holomorfs en el compacte S1

“ t|z| “ 1u.
Observem primer que

sup
|z|“1

ˇ̌
ˇ̌P pzq ´

1

z

ˇ̌
ˇ̌ “ sup

|z|“1

|zP pzq ´ 1|

|z|
“ sup

|z|“1

|zP pzq ´ 1|.
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En ser la funció hpzq “ zP pzq ´ 1 entera, pel principi del mòdul màxim

1 “ |hp0q| ! sup
|z|“1

|hpzq| “ sup
|z|“1

ˇ̌
ˇ̌P pzq ´

1

z

ˇ̌
ˇ̌ . ↭

Una altra propietat rellevant de les funcions holomorfes (no constants) és que envien
oberts a oberts. Aquesta propietat no val per a funcions de variable real (tan regulars
com vulguem). Per exemple, la imatge de la funció fpxq “ x2 de l’interval obert p´1, 1q és
r0, 1q que no és obert.

Teorema 4.56 (Teorema de l’aplicació oberta). Sigui ! # C un obert connex i f P Hp!q

no constant. Aleshores f és oberta. És a dir, si U és un obert d’!, llavors fpUq és obert.

Demostració. Sigui U # ! obert, i z0 P U . Per veure que fpUq és obert, volem trobar un
entorn de w0 :“ fpz0q dins de fpUq. Considerem la funció

gpzq “ fpzq ´ w0, z P !.

Com que gpz0q “ 0 i els zeros de les funcions holomorfes són äıllats, en ser f no constant,
podem trobar r & 0 de manera que Drpz0q # U amb gpzq ‰ 0 per a tot z P Drpz0qztz0u.

Sigui εptq “ z0 ` reit amb 0 ! t ! 2ω, de manera que ε˚
“ BDrpz0q. Llavors 0 R pg ˝ εq

˚,
on g ˝ ε denota la imatge per g de la corba ε. Per tant

⇀ “ inf
zPε˚

|gpzq| & 0.

És a dir,
|gpzq| " ⇀, |z ´ z0| “ r.

Passarem a provar que Dϱ{2pw0q # fpUq.

Suposem que w P Dϱpw0qzfpUq. Això implica que la funció

hpzq “
1

fpzq ´ w
(4.5)

és holomorfa en U . Pel principi del mòdul màxim, tenim que

|hpz0q| ! sup
zPε˚

|hpzq|. (4.6)

(Aquesta desigualtat també es pot obtenir fent servir la propietat de la mitjana, per
exemple). Com que |gpzq| " ⇀ & |w ´ w0| per z P ε˚, tenim que

|hpzq| “
1

|fpzq ´ w|
“

1

|fpzq ´ w0 ` pw0 ´ wq|
!

1

|gpzq| ´ |w ´ w0|

!
1

⇀ ´ |w ´ w0|
, z P ε˚.

Per tant,
1

|w ´ w0|

(4.5)
“ |hpz0q|

(4.6)

!
1

⇀ ´ |w ´ w0|
ñ |w ´ w0| "

⇀

2
,

és a dir, w R Dϱ{2pw0q. Concloem doncs que Dϱ{2pw0q # fpUq i, com que w0 és un punt
arbitrari de fpUq i U # ! un obert arbitrari, f és oberta.
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Exercicis

4.11.1. Cerqueu l’enunciat del teorema de Stone11-Weierstrass i compareu-lo amb l’exemple
4.55. !

4.11.2. Trobeu el màxim de:

a) | cos z| i | sin z| a r0, 2ωs ˆ r0, 2ωs.

b) |ez| i
ˇ̌
ˇez2

ˇ̌
ˇ a |z| ! 1. !

4.11.3. Trobeu totes les funcions holomorfes en D tals que fp1{2q “ 3 i |fpzq| ! 3 si
|z| $ 1. !

4.11.4. Considereu fpzq “ ecospzqz2 i el disc D de radi 2 centrat a 5. Proveu que fpzq

assoleix el valor màxim i mı́nim del mòdul en D a la frontera. Indicació: considereu 1{fpzq.
!

4.11.5. Sigui f una funció holomorfa en el disc DRp0q, R & 0. Definim

Mprq “ max
|z|“r

|fpzq|, 0 ! r $ R.

Demostreu que si f no és constant, aleshores Mprq és estrictament creixent a r0, Rq. !

4.11.6. Sigui f una funció holomorfa en un obert connex ! i D un disc obert tal que
D # !. Suposeu que |fpzq| “ c per tot z P BD, on c és una constant. Proveu que f té
almenys un zero en D o bé f és constant en !. Indicació: Distingiu segons si c “ 0 o
c & 0. En el segon cas, proveu que si f no té zeros en D, aleshores f és constant en D. !

4.11.7. Sigui f una funció holomorfa i no constant en un obert connex ! # C. Suposeu
que existeix a P ! tal que |fpaq| ! |fpzq| per a tot z P !. Proveu que aleshores fpaq “ 0. !

4.11.8. Sigui f P Hp!q en un domini ! # C tal que f ˝ f “ f . Demostreu que o bé f és
constant, o bé és la identitat. !

4.11.9. Sigui f P HpCq no constant. Demostreu que, per a tot c & 0,

tz; |fpzq| $ cu “ tz; |fpzq| ! cu. !

11Marshall Harvey Stone, New York City, 1903–1989. https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_H.

_Stone

https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_H._Stone
https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall_H._Stone
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