5. Topologia en el pla complex: teoria global
de Cauchy

Un cop hem estudiat la teoria local de Cauchy, el proper objectiu és estudiar propietats
globals de les funcions holomorfes. Mitjancant la versié global del teorema de Cauchy,
estudiarem la relacié entre I’holomorfia d’una funcié i la topologia del domini on esta
definida. Per a donar aquesta versié global, cal estudiar un concepte topologic, el de cicle
homoleg a zero. Al segiient capitol veurem aplicacions importants de la teoria global,
entre les quals es troben el teorema dels residus, que ens permetra calcular molts tipus
d’integrals, o el principi de argument i teorema de Rouché que controlen els zeros de les
funcions holomorfes.

5.1. index d’una corba tancada respecte d’un punt

Comencem amb la nocié d’'index d’una corba tancada v respecte d'un punt zg, Ind (v, 2p).
Intuitivament, Ind (v, z9) compta el nombre de voltes que ha de donar sobre si mateix un
observador collocat en el punt zg per a resseguir la corba, vegeu la figura 5.1.

Figura 5.1.: Tenim Ind (v, z1) = 0, ja que des de z; podem observar tot el cami sense haver
de “girar” sobre nosaltres mateixos. En canvi, Ind (v, z2) = 1 perque ens cal
fer una volta si som a 2z, 1 Ind (v, 2z3) = 2 perque ens cal fer dues voltes per
resseguir el cami amb la mirada si ens situem a z3. Vegeu l'observacié 5.3.

Abans de donar la definicié, necessitem el segiient resultat:

Proposicié 5.1. 1. Siguin a,wo € C ir > 0 tals que D,(a) < C\{0}. Sigui zp € D,(a)
tal que e = zy. Llavors existeix una unica determinacié del logaritme en D,(a), L,
tal que L(zp) = wo.
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2. Sigui 7y : [a,b] — C\{0} continua i wy € C tal que €0 = ~(a). Llavors existeix
una unica determinacié del logaritme de v, ¥, tal que (a) = wg. A més, siy és
_Y®

diferenciable, aleshores 5 també ho és i ' (t) = 0N

Demostracio. Provem 1. La unicitat és immediata, ja que dues determinacions del logaritme
només poden diferir en un multiple de 27i per la proposicié 2.28. Per veure I'existencia,
sigui a = |ale’®. Llavors D,(a) < C\e!*(—00,0] i si ¢ és una determinacié del logaritme
a C\e'(—0, 0], llavors {p,(a) és una determinacié del logaritme a D, (a). Es compleix,
doncs, que si denotem k = wo;ﬁgm) € Z, la funcié L(z) = £(z) + 2mik és una determinacié
del logaritme en D, (a) tal que L(29) = wo.

Provem ara 2. Com abans, la unicitat és evident. Per demostrar I’existéncia, sense
perdua de generalitat, podem suposar que a = 01i b = 1. Sigui ¢ = %infte[o,l] |v(®)| > 0.
Donat que v és uniformement continua en [0, 1], existeix 6 > 0 tal que |y(t) —v(s)| < e
per a tot s,t € [0,1] tal que [t — s| < 4.

Sigui n = 1 tal que % < § isigui z = 7(%), per a k = 0,1,--- ,n. Llavors per a

E=0,1,---,n—1, tenim |2z — zx41| <€ i
k k+1
. ([n - ]) & Da(24) < C\{0}.

Aplicant 'apartat 1, sigui £y I'inica determinacié del logaritme en D.(zp) tal que
Lo(z0) = wp. I, recurrentment, per a k = 1,--- ,n — 1, sigui £ I"inica determinacié del
logaritme en D.(zx) tal que Li(zk) = Lr—1(2x).

Llavors si k = 1,--- ,n — 1, les determinacions Ly_1 i £} coincideixen en D.(zg) N
D.(zx—1), ja que dues determinacions del logaritme en un domini connex difereixen en
una constant de la forma 2mim. Per tant, la funcié 4(t) = Li(y(t)), si % <t < %,
kE=0,---,n—1, és la determinaci6 del logaritme de v que compleix que 5(0) = wp.

Finalment, si v és diferenciable, com a conseqiiencia de la construccié de ¥ i del fet
que les determinacions del logaritme sén holomorfes, es verifica que 4 és R-derivable i si
k k 5 (¢
E <t < B Navors 4/(t) = L} (v(1)Y/ (t) = ZVT(t)) O
Definicié 5.2 (Index d’una corba tancada respecte a un punt). Sigui 7 : [a,b] — C una
corba tancada en C i z € C\y*. Llavors, I'index de v respecte a z es defineix per:

_ J2(b) — "AYZ(Q)

Ind (v, 2) : 57

i

on 4, és qualsevol determinacié del logaritme de 7, : [a,b] — C\{0}, definida per ~,(t) =
v(t) — z, vegeu la figura 5.2. .

Observacié 5.3. 1. Donat que dues determinacions del logaritme de -, difereixen en
un multiple de 27, I'index esta ben definit.

2. L’index Ind (7, z) és un nombre enter. En efecte, donat que v és una corba tancada,
7. també ho és i, per tant, e7:(") = v, (b) = 7. (a) = €7+(@). Llavors,

_ 2 (b) — "AYz(a) c7.

Ind (v, 2) : 5
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7= (b)

v(b)

Figura 5.2.: Construccié de 4, com a logaritme de v, = v — 2. Notem que en aquest cas
tenim Ind (v, 2) = 1, ja que 4, augmenta en 27i en recérrer el cami, és a dir,
que Pargument de v(t) — z augmenta en 27 en recérrer el cami 7.

Aquest valor, doncs, pot ser positiu, negatiu o zero: una volta és positiva si es realitza
en el sentit contrari a les agulles del rellotge i és negativa si es fa en el sentit de gir
de les agulles del rellotge, vegeu la figura 5.3. .

Yl

Figura 5.3.: Podem observar els camins verds que intersequen en sentit positiu o antihorari
i els vermells en negatiu o horari, vegeu ’observacié 5.4.

Observacié 5.4 (Calcul geometric de I'index). Fixem una semirecta L amb origen zg que
no travessi punts on el cami té interseccions. Per cada vegada que el cami « passa per L en
sentit positiu, li sumem 1, i si passa en sentit negatiu, li restem 1. Vegeu figures 5.3-5.5. e
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Figura 5.4.: Per a calcular I'index de v respecte a z;, tracem una semirecta partint del
punt i sumem interseccions amb la corba en sentit positiu i restem les de sentit
negatiu, tal com illustra la figura 5.3, vegeu la figura 5.5.

Proposicié 5.5 (Expressi6 integral de I'index). Sigui Q < C un obert, v un cami tancat
en Qi zg & v*. L'index de vy respecte a zg ve definit com

1 dz

211

Ind (77 ZO) =

’yZ_ZO

En particular, si v~ denota el cami invers de vy (és a dir, recorregut en sentit invers),
tenim que

Ind (ry_az) = —Ind (77 Z)? < ¢ 7*

Demostracié. Sense perdua de generalitat, podem suposar que v és de classe C! ja que,
altrament, descompondriem el cami i la integral en un nombre finit de trossos. Llavors
siy:[a,b] > C1i4, és una determinacié del logaritme de v, = v — z : [a,b] — C\{0}, es
verifica que

I (y,2) = EO =@ L gy o L [P A0 g L[ dC
(7,2) . | Gy : /

2mi T 2mi T omi f, A(t) -z T 2mi C(—z

A continuacié ens mirem 'index Ind (v, z) com una funcié de z.
Proposicié 5.6 (Propietats de la funcié index). Sigui v un camd tancat. Llavors:
a) La funcid Ind (v, z) : C\y* — Z és continua;
b) Ind (v, z) és constant en cada component connexa de C\~v*;

¢) Ind (v, 2) =0 si z pertany a la component no fitada de C\y*.
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Figura 5.5.: Trobem Ind (v, 21) = 1+1 = 14+1—1+1 = 2 per dues semirectes diferents. Aix{
mateix calculem Ind (v, z2) = 1, Ind (vy,23) = 0, Ind (7, 24) = 2 1 Ind (v, 25) =
—1.

Demostracié. (a) Per z,zy € C\v*, tenim que

1 1 1
Ind —Ind = \9m B 4
‘1’1 (’y,Z) n (’)/720)’ 271'2/)/(71)_2 ’lU—Z[)> w‘
MLy —
2 5 (w—2)(w — 20) '

Volem veure que aquesta quantitat tendeix a zero quan z — zg. Sigui
1 . "
§ = §dlst(20,’7 ).
Clarament tenim que |w — zo| = 20 si w € v*. Llavors, per |z — zg| < 4, tenim també
|lw—z| = |w— 20| — |z — 20| =20 —0 =, w e v

Per tant, si |z — 29| <, tenim que

|z — 2o / |dw] |z — 2o
Ind (v, 2) — Ind (7, 20)| < < L(7).
| (’y, ) (’y’ 0)| ot ; |’LU — Z| |’UJ _ ZO| 47'('62 (’7)
Com que aquesta quantitat tendeix a zero quan z — zg, ja hem provat la continuitat de la
nostra funcié.
(b) Com que la funcié Ind (v, z) és continua i pren valors en Z, és constant en cada
component connexa.
(c) Sabem que és constant en aquesta component. Prenem R > 0 prou gran de manera
que v* < Dg(0) i també R > L(v) on L(v) és la longitud de ~. Si |z| > 2R, llavors
|lw—z| = |z| — |w| = 2R — R = R per w € ¥* i, per tant,

1 jdw| _ 1 1

L(v) < —.

Ind (v, 2)| < 5

S on Jlw—z] T 27R
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Com que Ind (7, z) ha de ser un enter, 1"inica possibilitat és que valgui 0, i com que 'index
és constant en aquesta component, val zero en tot punt d’aquesta. ]

Exercicis

5.1.1. Considerem el cami v(t) = 4e' cos 3t, (0 < t < 67). Calculeu Ind (v, 3) i Ind (v,1).

<

5.1.2. Considerem el cami y(t) = (1 + € + e~ ®)e', (0 <t < 27). Esbosseu el dibuiz de
la corba i calculeu-ne l'index en cada component connexa del complementari de la seva

imatge. Calculeu
3z—3
ﬁ dZ- <
~ ze — §Z +1

5.2. El teorema global de Cauchy

Recordem la férmula integral de Cauchy per oberts convexos: Sigui {2 < C un obert convex
isigui f e H(Q). Llavors

o) Tnd (7,20) = 5= | TG . gy
Yy

Tm Z— 20
per a tot cami tancat v en 2, vegeu el teorema 4.19 i 'observacié 4.22.

Exemple 5.7. Sigui v la corba en forma d’infinit o “ulleres”, anomenada lemniscata de
Bernoulli! (vegeu la figura 5.6), amb —1/2 i 1/2 un a dins de cada part. Com que la funcié

f(2) = cos(5z) és entera (holomorfa a tot C), tenim que

/ M dw = 2mi cos(—m/4) Ind (v, —1/2) = 2mi ? = ﬁﬂi’
ol

w+1/2
i també
[wa_(ui)/z dw = 2mi cos(m/4) Ind (v, 1/2) = 2mi \f (-1) = —v2mi. 0

Volem obtenir versions més generals tant del teorema de Cauchy com de la férmula
integral de Cauchy, que siguin valides per oberts no necessariament convexos, com també
per unions de camins.

Definicié 5.8 (Cadenes i cicles). Una cadena és una combinacié lineal de camins

k
FZZ”’LVﬁ? nieZ7
i=1
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Figura 5.6.: Lemniscata de Bernoulli.

71
@
@
I'=91+72
Figura 5.7.: Una cadena formada per dos camins.
on 7; és un cami per a tot 1 <i < k. Vegeu la ﬁgura 5.7 per exemples de cadenes.

La imatge o recorregut de I‘ és F* =7fu-ung.
Si f e C(T'*), definim la integral per linealitat

/Ffdz=n1/71fdz+--'+nk/%fdz.

Diem que I' és un cicle si v; és un cami tancat per a tot 1 <1 < k.
L’index d’un cicle T respecte d’un punt zg ¢ I'* és

Ind (I, 20) = — /F

omi

k

Z i Ind (7, 20).

Z — 20

Degut a la definicié, aquest index té les mateixes propietats que I'index d’una corba: és
un enter, és constant en cada component connexa de C\I'*, i val zero a la component no

fitada.

! Jacob Bernoulli, Basilea, 1654-1705. https://en.wikipedia.org/wiki/Jacob_Bernoulli
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V2

Figura 5.8.: Vegeu ’exemple 5.11.

Exemple 5.9. Considerem les corbes 1 (t) = 4e' i y5(t) = e per t € [0,27]. Formem el
cicle

L=v+ (=) =7 —".

Tenim Ind (I", 6¢) = 0, ja que estem a la component no fitada. També
Ind (T',2) = Ind (71,2) — Ind (72,2) = 1 — 0 = 1.
Ind (T",0) = Ind (71,0) — Ind (72,0) =1 —1 = 0. O

Definicié 5.10 (Homologia). Sigui © < C un obert i I' un cicle en Q. Diem que I' és

homoleg a 0 en € si
Ind (I';a) =0 Va ¢ Q.

Posem I' ~ 0 en Q per indicar que I' és homoleg a 0 en §2. o

Exemple 5.11. En la figura 5.8, els camins 1 i 72 no sén homolegs a 0 en ). En canvi,
el cicle I' = 1 + 72 si que ho és. O

Definicié 5.12. Sigui 2 < C un obert, i siguin I'; i I's cicles en 2. Diem que I'y és
homoleg a I'y en €2 si I'y — 'y és homoleg a 0 en ). En aquest cas, fem servir la notacié
I'i ~T'y en Q. .

Teorema 5.13 (Teorema de Cauchy global). Sigui Q < C un obert i sigui I' un cicle en Q.
Llavors, les seglients afirmacions son equivalents:

(a) T' és homoleg a O en SQ.
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(b) Es compleix la férmula integral de Cauchy global: per tota f € H(S2),
fw)

2ri rw—=z

/F F(2)dz =

Per ser precisos, sovint s’anomena teorema de Cauchy global la implicacié (a) = (¢); la
resta de 'enunciat incorpora també la férmula integral de Cauchy global.

f(z)Ind (T, 2) = w, Vze Q\I'*.

(c) Per tota f € H(Q),

Prova de (¢) = (a). Si tenim un cicle I' en Q de manera que [, f = 0 per a tota

f e H(Q), llavors si prenem un punt a ¢ €, la funcié f,(z) = ﬁ és holomorfa en 2, i

Ind (T, a) 1,/

21

/fa =0, Va¢Q.

zZ—a 27m

Prova de (b) = (c). Fixem a € Q\I'*, i definim la funci6é F(z) = (z — a) f(z), que és
holomorfa en Q. Aplicant la férmula integral de Cauchy, com que F'(a) = 0, tenim que

L [ peyas= L [ £

21 Jr 2w Jrz—a

dz = F(a)Ind (I',a) = 0.

Prova de (a) = (b). Considerem la funci6é F : Q x  — C definida per

I (€ R
F(z,w) =
f'(2) si 2z =w.

Llavors F' és continua en Q x € (vegeu la demostracié al final de la prova), i per a tot
w € Q, la funcié F,(z) == F(z,w) és holomorfa en Q) (clarament és holomorfa en Q\{w} i
continua en 2, i sabem que aquestes dues condicions, aplicant el corollari 4.36, impliquen
que és holomorfa a tot §2). Pel teorema 4.39 de derivacié sota el signe integral, la funcié

=/F(z,w)dw7 z€e
r
és holomorfa en Q.

Ara volem estendre aquesta funcié a tot C, per tal d’obtenir una funcié entera. Conside-
rem l’obert no buit
U={weC\I'*: Ind (', w) = 0}.

Observeu que donat que hem vist que Ind(T’,-) és constant en cada component connexa de
C\I'*, U és la uni6 d’algunes d’aquestes components connexes que sén obertes, i entre elles
hi ha la component connexa no fitada de C\I'*. A més, com que I' és homoleg a 0 en £,
tenim que Ind (T',a) = 0 per a tot a € C\2, de manera que C\Q2 c U i, per tant,

QuU=C.
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Definim

NZ)_/in(—w)zdw’ zeU.

Per z € U n ), fent servir la definicié d’index obtenim que

- [ [ [ 5

g(_wl dw —27if(z)Ind (T, 2) = g(2),

T

ja que Ind (T", z) = 0 per z € U. Per tant, la funcié6 G : C — C definida per

g(z) si zeQ
G(z) =
g(z) si zeU

esta ben definida a tot C i és entera.

Vegem que és fitada. Prenem R > 0 prou gran de manera que I'* < {|(| < R}. Observem
que, si |z| > 2R, llavors z pertany a la component no fitada de C\I'*, aix{ que Ind (T', z) = 0,
que implica que z € U. Per tant, si |z| > 2R, tenim que

Gl = )l < [ jau) < ar 2 (5.1

|w — 2] 2|

on M = supyer+ |f(w)| 1 L(T') = X |ni|L(vi). Per tant, G és fitada en {|z| > 2R}. Com
que G és continua, G també és fitada en el compacte Dog(0), de manera que G és una
funcié entera i fitada. Pel teorema de Liouville, G és constant. Ara bé, (5.1) també ens
diu que lim;|_,q G(z) = 0 que, en ser G constant, implica que G = 0.

Aix{ doncs, per z € Q\I'*, tenim que
G(2) fw) = £(2) / Flw
0= = Ind (T O
2mi 27m 2m/ w—z T omi —z — f(z) Ind (T, 2).

Demostracid de la continuitat de F'. Comprovem que la funcié F : Q x ) — C definida
per

S
F(Z7w) =
f'(2) si 2z =w,

és continua en 2 x .

En efecte, sigui A = {(z,w) € Q x Q; z = w} la diagonal, que és un tancat relatiu en
Q x Q. Llavors, F' és continua en (2 x Q)\A i ens queda comprovar que F és també
continua en els punts de la diagonal.
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Fixem un punt a € Q i considerem un disc D, (a) < Q. Siguin z # w € D,(a). Llavors es
verifica

f(z) = f(w)

zZ— W

/[ 7 —f’(a))dc‘ < sup £(0) - £'(a).

h |Z - w| Cew,z]

— f'(a)

|F(z,w) — F(a,a) _‘

_ ‘f(z) — f'(a)z = (f(w) — f'(a)w)

z—w
1
Jz—wl

|2 — wl

Observeu que donat que F(z,2) = f'(z), aquesta desigualtat s’estén al cas z = w. Tenint
en compte que f’ és continua en a (ja que, per la teoria local de Cauchy, les funcions
holomorfes sén analitiques i, en particular, tenen derivada continua) i, per tant,

lim = sup [f'(¢) — f'(a)| =0,

(z;w)—(a,a) ¢e[w,z]

obtenim que
lim F(z,w) = F(a,a) = f'(a). O
(z,w)—(a,a)
Vegem ara una aplicacié immediata del teorema anterior.
Corollari 5.14 (Integracié en cicles homolegs). Sigui Q < C un obert, i f € H(Q). Siguin
I'y i Ty cicles en Q. Si 'y ~ T'y en Q, llavors
f(z)dz = f(z)dz.
I Ty

Demostracio. Com que el cicle I'y —I'y és homoleg a 0 en €2, aplicant el teorema de Cauchy
global, tenim que

0= / f(2)dz = f()dz— | f(z)d=. O
| AT N Iy )

Exemple 5.15. Considerem ’anell
Q={zeC:r<|z| <R}

Per 71,79 amb 7 < r; < r9 < R, considerem els cercles v1(t) = rie i yo(t) = roe® per
t €[0,27]. Com que I' = ;3 — 72 &~ 0, tenim que 7 i 72 s6n corbes homologues en € i, per
tant,

(2)dz = / f(2)dz
71 Y2
per a tota funcié f holomorfa en (2. O
Corollari 5.16 (Férmula integral de Cauchy per derivades-versié global). Sigui Q < C

un obert, f € H(Q), i sigui I' un cicle en Q homoleg a 0. Llavors

FM(2)Ind (T, 2) = n'/ ) dw Vze O\I'.
r

©2mi Jp (w—2)ntt

Demostracié. Com que I'index és constant en cada component connexa d’ Q\I'*, només cal
aplicar la versié global de la férmula integral de Cauchy, i derivar sota el signe integral. [
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Exercicis

5.2.1. Considerem el cami y(t) = (2sin(2t — %),2sin(3t)), amb t € [0,27]. Esbosseu el
cami, calculeu 'index de la corba en cada component connexa de C\v*, i trobeu el valor de

1

ez271
/ 3 dz. N
5 25+ 1

5.3. Homotopia i teorema de Cauchy

Definicié 5.17 (Homotopia). Siguin 9,71 : [a,b] — Q corbes tancades. Diem que
Yo 1 1 s6n homotopes en £ (posem vy ~ 1 en §2) si existeix una aplicacié continua
H :[a,b] x [0,1] — © de manera que

(i) H(t,0) = ~o(t) per a tot t € [a,b];
(ii) H(t,1) = v (t) per a tot t € [a,b];
(iii) H(a,s) = H(b,s) per a tot s € [0, 1]. .

Observem que la condicié (iii) ens diu que les corbes v;(t) := H(t, s) sén tancades per a
tot s € [0, 1].

Essencialment, si vg ~ 1 en €, llavors la corba g s’ha de poder deformar continuament
cap a la corba 71 sense passar per cap punt que no sigui d’Q (vegeu 'exemple de la Figura

5.9).

Definicié 5.18 (Corba homotopa a 0 o contractible). Diem que una corba v és homotopa
a 0 en Q o contractible en Q (posem v ~ 0 en 2) si v és homotopa a una corba constant
(és a dir, a un punt). .

Observacié 5.19 (Homotopia amb extrems fixats). Evidentment, el concepte de corbes
homotopes també té sentit per corbes que no siguin tancades pero tinguin els mateixos
extrems. Quan es parla d’homotopia de corbes no tancades d’extrems fixats, se sol imposar
que ’homotopia sigui continua, compleixi (i) i (ii) de la definicié 5.17, perd que en lloc de
la condicié (iii) compleixi que les corbes ~,(t) := H(t, s) tinguin el mateix punt inicial i
final que v i 71, és a dir, 7s(a) = yo(a) 1 vs(b) = v0(b) per a tot s € [0, 1].

Es pot veure facilment que dues corbes d’extrems fixats 79 i 1 s6n homotopes en €2 si i
només si o v y; és homotopa a 0 en 2, vegeu la definicié 4.3. o

Proposicié 5.20. Sigui Q < C un obert, i siguin o, 71 : [a,b] — Q dues corbes tancades
en 0 de manera que yo ~ 1 en 2. Llavors

Ind (79, z) = Ind (71, 2) Vz ¢ Q.
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(O
V2

Figura 5.9.: Tenim y; ~ 72, 73 ~ 0. Tenim en canvi que ;1 #* v3, 1 # 01 v2 # 0.

Es a dir, si v9 ~ 71 en €2, aleshores vy és homologa a 1 en ). En particular, v ~ 0 en {2
implica que 7 és homologa a 0 en Q. Ara bé, el reciproc no és cert (veure la figura 5.10 per
un exemple d’una corba en un obert 2 homologa a 0, perd no homotopa a 0 en ).

Demostrem primer un resultat d’invariancia de I’'index sota pertorbacions, conegut
informalment com el teorema de ’arbre, la persona i el gos.

Lema 5.21 (Teorema de l'arbre, la persona i el gos). Siguin v,n : [a,b] — C dues corbes
tancades i sigut z € C. Si

() =n®)] <[z =] Vte][a,b],
llavors Ind (7, z) = Ind (), z).

Demostracié. Observem que la hipotesi implica que z ¢ v* = v([a,b]). També tenim que
z¢n*. A mésamés, per atce[a,b], escrivint v,(t) = y(t) — z i n.(t) = n(t) — z tenim que

[7=(8) = n=(O)] < = (0)].

Tot plegat ens dona que 0 ¢ 77 i la corba tancada o, = Z—z verifica

[1—a.(t)] <1 Vt € [a, b].

Sigui 4, una determinacié del logaritme de 7, i £ una determinacié del logaritme en Dq(1).
Llavors, &, := L o a, és una determinacié del logaritme d’c, i, per tant, 7, =4, + &, és
una determinacié del logaritme de 7,. En conseqiiéncia,

2milnd (0, 2) = 7.(b) — H.(a) = (5.(0) — Az(a)) + (G (b) — &.(a))
2(b) — 4.(a) = 2milnd (v, 2).

>
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Q=C\ {a,b}

Figura 5.10.: El cami 7 és homoleg a 0 en Q ja que Ind (y,a) = 0 = Ind (v, b), perdo v # 0
en €1, ja que no és contractible.

Aqui hem usat que, com que 7 i 7 sén corbes tancades, també ho és . i, en particular,

G2(b) = L(az(b) = L(az(a)) = d.(a). O

Demostracio de la proposicié 5.20. Sigui H una homotopia entre 7o i 71, i sigui z € C\Q.
Volem veure que Ind (79, 2) = Ind (1, z). Com que [a,b] x [0,1] és compacte, H([a,b] x
[0,1]) també i H és uniformement continua. Per tant,

(1) e =d(z, H([av b] X [Oa 1])) = inf(t,s)e[a,b]><[0,1] |z — H(t,s)| > 0.

(2) Existeix n > 1 tal que per a tot t € [a,b] i tots s1, 59 € [0,1] tals que |s; — 5| < %

n’

|H(t, Sl) - H(t, 52)| < €.

Per a cada s € [0, 1], considerem la corba tancada 75 en € definida per v4(t) = H(t, s),
si t € [a,b]. Llavors, (1) i (2) ens donen que per a tot t € [a,b], i tot s1,s2 € [0,1] amb
|s1 —s2| < o,

Y51 () = Y52 ()] < |2 = 75y (B)]-

Aplicant el lema anterior, deduim que Ind (vs,, 2) = Ind (vs,, 2), per a tot s1, sz € [0, 1]
amb [s; — so| < 1. En particular,

Ind (7@’ Z) = Ind (7&7 Z)7

pera k=1, ---,n. Per tant,

Ind (70, 2) = Ind (71, 2). O



5. TEORIA GLOBAL DE CAUCHY MATERIALS, 135

Com que tota corba homotopa a zero en {2 és homologa a zero en {2, a partir del teorema
de Cauchy global, obtenim la segiient versié homotopica.

Teorema 5.22 (Versié homotopica del teorema de Cauchy). Sigui Q < C un obert i v un
cami tancat en  homotop a 0 en Q. Si f e H(S2), aleshores

(CL) f,y f(z)dz =0;
(b)

f(z)Ind (v, 2) = 21m/ f(w) dw, Vz e Q\v*.
0!

Com a culminacié de la teoria, tenim els segiients corollaris, amb gran quantitat
d’aplicacions, com veurem en els capitols segiients.

Teorema 5.23 (Teorema de deformacid). Sigui Q < C un obert, f € H(Q), i siguin v, 71
camins tancats homotops en . Llavors

(2)dz = / f(z)d=.
Y0 o0
Demostracio. Tenim que I' = 49 — y1 és un cicle en €. Si z ¢ (), per la proposicié 5.20
tenim que Ind (79, z) = Ind (71, 2), aixi que Ind (T", z) = 0 per a tot z ¢ Q i, per tant, el
cicle I' és homoleg a 0 en ). Pel teorema de Cauchy global obtenim que

/Ff(z)dz =0 = [m f(z)dz = . f(z)dz. O

Corollari 5.24 (Teorema de la independencia del cami). Sigui Q < C un obert, i siguin
0,71 camins amb extrems fizos i homotops en Q (vegeu 'observacid 5.19). Si f € H(Q),

aleshores
/ f(z)dz-/ f(2)dz.
Y0 T

Demostracio. El cami v := vy v 7, és tancat (ull: en aquest cas, estem considerant el cami
que primer recorre v i després la corba ~; en sentit contrari) i homotop a 0 en 2, vegeu
I'observacié 5.19. Aleshores el resultat és conseqiiecia del teorema anterior. O

5.4. Dominis simplement connexos

Com ja hem mencionat en seccions anteriors, un domini simplement connex és intuitivament
un obert connex del pla “sense forats”. En aquests tipus de dominis, tota la teoria anterior
pren una forma especial ja que, per exemple, totes les corbes tancades sén contractibles,
una propietat que, de fet, es pot prendre com a definicié.

Definicié 5.25. Un obert Q2 < C és simplement connex si és connex i tota corba tancada
en () és homotopa a 0 en €. .
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De fet, si Cy, := C U {00} 1 2 és connex en C, aleshores sén equivalents:
e (2 és simplement connex,
e tot cicle en 2 és homoleg a 0 en €2, i
o Cy\ és connex.

La proposicié 5.20 ens diu que la primera implica la segona. Vegeu [BC13, proposicié
6.4], per exemple, on la definicié de partida és la tercera, per veure la resta d’implicacions.
Per exemple, sabem que Q = C\{0} és connex, perd no simplement connex. Aqui tenim
C\Q2 = {0} que és connex. En canvi C,,\Q = {0} U {00} que no és connex. Notem que la
definicié de simplement connex en dimensions superiors o en espais arc-connexos sol ser
analoga a la segona de les anteriors.

Teorema 5.26 (Teorema de Cauchy per dominis simplement connexos). Sigui Q2 < C
un obert simplement connex, f € H(Q2) i~ un cami tancat en Q. Llavors f,y f(z)dz =01
també val la formula integral de Cauchy.

Demostracio. Com que ) és simplement connex, podem usar directament la versié ho-
motopica del teorema de Cauchy. O

Proposicié 5.27 (Existéncia de primitives en dominis simplement connexos). Sigui 2 < C
un obert simplement connex, i f € H(Q). Llavors f té primitiva holomorfa en Q.

Demostracio. Fixem un punt a € . Com que €2 és un obert connex, llavors és arc-connex,
de manera que donat z € 2, hi ha una corba que uneix @ amb z en Q3. Com que volem que
sigui derivable a trossos, podem suposar que es tracta d’'una poligonal L, ., < €. Definim

F(z) = f(w) dw, ze Q.
La,z
Aquesta definicié no depen de la poligonal escollida: si Ly i Lo sén dues poligonals de a a z,
aleshores L1 v L, és un cami tancat en (2 i, pel teorema de Cauchy en dominis simplement
CONNExXos,

f(w) dw — f(w)dw = 0.
Ly Lo
Donat h amb |h| prou petit, considerem el cami tancat v format per la poligonal L, .,

el segment [z, z + h] i la poligonal L, .5 (recorreguda en sentit contrari). Com que €2 és
simplement connex, pel teorema de Cauchy tenim que

0= Lf(w)dw =F(z)+ /[Z7z+h] f(w)dw — F(z + h).

A partir d’aqui acabem la prova, veient que F' és holomorfa amb F'(z) = f(z), igual com
vam fer en el teorema de Cauchy per un disc, vegeu el teorema 4.15. O

3Recordem que no és cert en general que un conjunt connex sigui arc-connex.
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Proposicié 5.28 (Determinacié del logaritme en dominis simplement connexos). Sigui
Q < C un obert simplement connez, i f € H(Q2) amb f(z) # 0 per a tot z € Q. Llavors
existeiz g € H(S2) amb

e9?) = f(2) per a tot z € Q.

A més, si zp € Q) i tenim que €*° = f(zy), podem escollir g de manera que g(zp) = wy.

Demostracié. Com que f(z) # 0 per a tot z € Q, llavors la funcié f'/f és holomorfa en
Q. Per la proposici6 anterior, té primitiva holomorfa G. Considerem la funcié H(z) =
e?) e H(Q) amb H(z) # 0 per a tot z € Q. Llavors la funcié f/H és holomorfa en Q amb
derivada donada per
f/H _ le
(my = T

Pero H' = HG' = Hf'/f aixi que f'"H — fH' = 0. Per tant f/H és igual a una constant
c# 0en . Es a dir,
f(Z) _ CeG(z) _ eG(z)+c’

per alguna constant ¢’. Agafant g(z) = G(z) + ¢ + 2kwi per un k € Z apropiat, tenim que
9(z0) = wp 1 la proposicié queda provada. O

Com a exemple, notem que en la regi6 2 = C\E, on E és una espiral que surt del 0 fins
a 'infinit (vegeu l'exercici 2.2.8), hi ha determinacié holomorfa del logaritme de z (ja que
) és simplement connex, la funcié f(z) =z € H(2), 1 f(z) # 0 en Q).

Comentari 5.29. El fet que tota funcié holomorfa tingui primitiva en €2, o que tota funcié
holomorfa sense zeros en () tingui determinacio del seu logaritme en €2, caracteritza els
dominis simplement connexos (vegeu [BC13, teorema 6.22]), encara que quan tenim un
obert connex 2, la millor manera de comprovar si és simplement connex és mirar si Cy\§2
és connex o no. o

Exercicis

5.4.1. Siguin f,g € H(C) tals que f?> + g> = 1. Demostreu que existeiz h € H(C) tal que
f =cos(h) i g =sin(h). q

5.4.2. [Determinacio de l'arrel en dominis simplement connezos] Sigui Q@ = C un obert
simplement connex, i f € H(Q) amb f(z) # 0 per a tot z € Q. Vegeu que existeix g € H ()
amb

g(2)% = f(z) peratot z€ Q.

A més, si zg € Q i tenim que wi = f(20), podem escollir g de manera que g(z9) = wy. <
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5.5. Funcions harmoniques

Les funcions harmoniques apareixen de manera natural en nombrosos problemes fisics, com
ara la conduccié estacionaria de calor, ’electrostatica o la mecanica de fluids. En analisi
complexa tenen un paper central perque constitueixen les parts real i imaginaria de les
funcions holomorfes. En aquesta seccié veurem aquesta relacié. Farem servir la notacid
introduida a la seccié 3.2.

Definicié 5.30 (Funcié harmonica). Donat un obert 2, diem que f : Q@ — C és una funcid
harmonica en Q si f € C?(Q) i el seu laplacia

Af = f:ca: + fyy = 0.
Diem que f : Q — C és una funcié antiholomorfa si f € C*(Q) i
of =0. o
Exemple 5.31. Les funcions lineals f(z +iy) = = + y s6n evidentment harmoniques. Pero

hi ha altres polinomis harmonics. Per exemple, f(z) = f(z + iy) = 22 — y%> = Re(2?) i
f(z) = 2zy = Im (22). O

Observacié 5.32 (Calcul del laplacia amb les derivades de Wirtinger). Notem que si
f € C?(Q), aleshores

400f = 20(fu — ify) = fon + ifuy — ifys — i2fyy = AF,

on hem usat el teorema d’igualtat de les derivades creuades de Schwarz per cancellar els
termes amb derivades respecte a les dues variables. Analogament trobem que

400f = Af. o

En particular, hem demostrat el segilient resultat.

Lema 5.33 (Holomorfia implica harmonicitat). Una funcié f : Q — C és harmonica si i
només si f € C%(Q) i
00f =0,

si i només si f € C*(Q) i

00f = 0.
En particular, f és harmonica si i només si f € C?(Q) i 0f € H(RQ).
Lema 5.34. Sigui f € H(S2). Aleshores les seves parts real i imagindria son harmoniques.

Demostracié. Notem que 00f = 0. Per tant, pel lema 5.33, la funcié f és harmonica. Perd
Af=0siinoméssi Au=0i Av=0,onu=Refiv=Imf. O
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Ara veurem com podem obtenir el resultat en direccié contraria, suposant {2 simplement
connex. Evidentment, no és suficient que v : 2 > R i v : 2 — R siguin harmoniques per
tal que u + v sigui holomorfa, ja que si no serien condicions equivalents. Pero per tota u
harmonica i de valors reals si que podem trobar v tal que u 4+ ¢v sigui holomorfa. Comencem
per veure en primer lloc que podem descompondre tota funcié harmonica com a suma de
la seva part holomorfa i la seva part antiholomorfa en dominis simplement connexos.

Lema 5.35 (Descomposicié en parts holomorfa i antiholomorfa). Sigui Q un domini
simplement connex, i sigui f : Q — C una funcié harmonica. Aleshores existeizen dues
funcions F,G € H () tals que

f=F+G.

A més, la descomposicid és dunica modul constants additives.

Demostracié. Pel lema 5.33 tenim que 0f € H(Q2). Per la proposicié 5.27 podem trobar
una primitiva holomorfa F': Q — C, és a dir tal que

OF =0 i OF =of.

Anomenem G = f — F. Aleshores

0G "X oG =0(f —F) =0,
aix{ que f = F + G amb F,G € H(Q).

Per veure la unicitat, notem que si f = F+G=F+G amb F G, FN’, Ge H(9), aleshores
tenim que

Qu

0

Q)\‘
[l
Qz‘

0G=0G=0 =0
i, per tant,

~ ~ ~

(F-FY =0(F-F)=0(F+G—F-G)=a(f - f) =0.

La proposicié 3.14 ens permet concloure que F' — F=ceC. A més,

G-G=(f-F)—(f-F)=—=¢ O

Vegem a continuacié que, si f : ) — C és harmonica, aleshores és analitica real, és a dir,
per tot 2o = a + b € () existeixen coeficients ay,,, € C i un radi r tals que

flz+iy) = Z anm(x —a)"(y —b)™ per (x —a)®> + (y —b)? <2

n,m=0

De fet, donarem una forma més concreta, i és que els polinomis aproximadors sén harmonics
i, per tant, en expressar el polinomi en termes de z i Z no poden apareixer termes creuats
tipus (z — 29)"(z — z0)™ amb n,m > 0:
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Lema 5.36 (Expressi6 en series de potencies). Si f : Q@ — C és harmonica, llavors per
cada zy € Q) existeizen coeficients an, by, € C tals que, si R := dist(zg, 2°), aleshores

f(z) = Z an(z —20)" + Z bm(z — 20)™  per |z — zp| < R.

n=0 mz=1
La convergéncia és uniforme i absoluta en compactes de Dg(zp).

Demostracio. Notem que f és harmonica en Dg(zp). Pel lema 5.35, existeixen F,G €
H(Dg(z2)) tals que f = F + G. Pel teorema 4.24, F i G es poden expressar en forma
de series de poteéncies amb radi de convergencia major o igual a R. Absorbint els termes
independents en ag = F'(29) + G(29), obtenim el resultat. O

Teorema 5.37 (Existéncia de ’harmonica conjugada). Sigui  un domini simplement
connez, i sigui u : £ — R una funcié harmonica. Aleshores existeix una funcid harmonica
v:Q — R que anomenem harmonica conjugada de u tal que

u+iv e H(Q).
A més, v és unica modul una constant real additiva.

Demostracié. Pel lema 5.35, existeixen F,G € H(f) tals que u = F + G. En particular,
com que u pren valors reals, tenim que

Vi:i=ImF =ImG,

i escrivim U = Re F i U = ReG.
En primer lloc vegem que U = U +ec. Efectivament, com que U i U prenen valors reals,
tenim que U = U i el mateix passa amb U aixi que

F-G=U+iV-U—-iV=U-UER,

de manera que
F-G=F—-G,
aixi que
(F-GQ)=0F-G)=0dF —-G) E3F-a) =
La proposicié 3.14 ens permet concloure que U — U=F—-G=ceR.

Definim ara v = 2V. ComqueU=ﬁ+c, trobem u = F+G =U +U =2U —ci
u+iv=2F—ce H(Q).

Per veure la unicitat, n’hi ha prou amb observar que si tinguéssim dues solucions v i v,
aleshores la seva diferencia seria holomorfa en un obert connex i tindria valors reals, de
manera que ha de ser constant pel primer apartat de ’exercici 3.2.6 aplicat a la funcié
f=iv—-"2). O

Tenint en compte el lema 5.34, obtenim el segiient resultat.
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Corollari 5.38 (Caracteritzacié de les funcions harmoniques). Sigui Q un domini simple-
ment connex, i sigui u : {2 > R una funcié. La funcié u €s harmonica si i només si és la
part real d’una funcio holomorfa.

Per acabar aquesta pinzellada de funcions harmoniques, ens interessem per com queda
la férmula integral de Cauchy en aquest context. Per simplificar les expressions estudiarem
el cas a = 0, és a dir, que treballem amb discs centrats a 1’origen.

Definicié 5.39. El nucli de Poisson® és la funcié

|2 — |20/
P(z,z9) = er a z # zp.
( ’ ) |Z—Zo‘2 y P # 20
El nucli de Herglotz® és la funci6
+
H(z,zo):Z ZO, per a z # 2. .
z— 20

Notem que els dos nuclis estan relacionats per la formula

Re H(z,z9) = Re ((z +|ZZO_>(;0; ZO)) = P(z, 20). (5.2)

Teorema 5.40 (Férmula integral de Poisson). Sigui f : Dg(a) — C una funcid harmonica,
i sigui v < R. Aleshores per tot zg € D, (a) tenim que

1

" 21

F(z0) /a o PG 20— i,

Demostracio. Comencem per comprovar que aquesta férmula val per funcions holomorfes
en Dr(0) amb a = 0. Efectivament, la férmula integral de Cauchy diu que

_ 1 f(z)
flz0) = 5— /aDT(O) o dz.

D’altra banda, com que % és holomorfa en z € D, (0) ja que el denominador no s’hi

anulla, pel teorema de Cauchy per un disc tenim que

/ 7]‘(2’) dz = / 72]”(21 dz = 0.
2D,.(0) z(z — 20) oD, (0) T° — 207
Per tant,

1 f(z) f(z)z0 _ b z 20 dz
T20) = 5 /apr(m <z mp Z(Z—Zo)> “ = 201 Jopioy T <Z — G- 20)> z

4Siméon Denis Poisson, Pithiviers, 1781-1840. https://ca.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A90on_Denis_
Poisson
SGustav Herglotz, Wallern, 1881-1953, https://ca.wikipedia.org/wiki/Gustav_Herglotz
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Notem que

. 7o) 4+ (s — 2 1.2
z N 0 2(z—20) +Z(2 20):|Z| %ol = P(z,2).

z—z20 (z—20) |z — 20]? |z — 20]?
Deduim que

1 2m - irettdt 1

f(z0) flre™)P(re", z)

-5 /. FE)P(z20)|dz)

reit  2rr oD, (0)

tal com voliem veure.
Si f és harmonica, aleshores considerem la descomposicié f(z +a) = F(z)+ G(z) donada
en Dr(0) pel lema 5.35. Trobem que

f(z0) = F(z0 —a) + G(z0 — a)

1 1
= — F(2)P(z,z0 —a dz+/ G(2)P(z,z0 — a) |dz
s oy o FEPC il o [ PGz~
1 _

= — F(z)+G(2)P(z,20 — a) |dz|,
17 oy FC) + TP 20— a)

1 concloem la demostracié amb el canvi de variable z = w — a. O

Vegem com podem recuperar el valor d’una funcié holomorfa en termes de la seva part
imaginaria a la frontera (es pot obtenir una expressié analoga també amb la part real) com
a conseqiiencia del teorema anterior.

Corollari 5.41 (Férmula de representacié de Herglotz). Donada una funcio f € H(QY), si
v =Im f, aleshores per tot r < dist(a, 2°) tenim que

f(20) = Re f(a) + z/ v(z)H(z —a,z0 — a) |dz| per a tot zg € Dy(a).
2mr oDy (a)

Demostracio. Pel teorema 4.39 de derivacié sota el signe d’integracid, trobem que tota
funcié continua f € C(0D,(a)) dona lloc a una funcié holomorfa en el disc D, (a) en integrar
contra el nucli de Herglotz. En particular, si definim per w € D,(a) la funcié

1
g(w) = o 'U(Z)H(Z-CL,’U)-CL) ’dz‘7
27r oD, (a)
aquesta és holomorfa en D, (a). Per zy € D,(a) trobem doncs que

1 52 1
Img(z) = By /6D ( )Re (v(z)H(z—a, zo—a)) |dz| = 3 | ( )v(z)P(z—a,zg—a) |dz|,

i per la férmula integral de Poisson (vegeu el teorema 5.40) tenim que

Img=v en D,(a).
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Com que ’harmonica conjugada de v és tinica llevat d’una constant additiva, trobem que
Re f = Reg + c amb ¢ € R i, per tant, f = g + ¢. En particular, avaluant en a tenim que

1 1
o=@ =g =g [ SOPG a0 - o / RCLEIS
— % - (Re f(2) + iv(z) —v(2)) |dz] = % /aDr(a) Re f(z) |dz] = Re f(a),
usant que P(z —a,0) = 1= H(z —a,0). O

Observacié 5.42. En la demostracié anterior, hem vist una expressié equivalent a

1 dz
S H(z—a,z—
9(20) 2 /GDr(a) U(Z) (Z a, 2o CL) o a?

on v = Im f. Per tant, utilitzant el teorema 4.39 de derivacié sota el signe integral, obtenim

, 1/ dz {
= — oH (2 —a, 20— =-— o H (2 —a, 20— .
I =5 [ @ HE ) T = [ v(E)0 e n—a) d
Per tant, .
, ] z—a
20) = — v(z2)—m= |dz]. °
¢(20) w/w,m () s et
Exercicis

5.5.1. Demostreu el lema 5.3 usant les equacions de Cauchy-Riemann directament. <

5.5.2. Demostreu que la funcié u(z) = L1n(z2) és harmonica, pero no té harmonica
conjugada a C*. <
5.5.3. Si f és analitica, son harmoniques |f(z)|, Argf(z) i In|f(2)|? a

5.5.4. Proveu el principi del maxim per funcions harmoniques: sigui u harmonica al
domini Q) llavors

a) si zp € Q i u te un mazxim o un minim relativ a zo llavors u és constant en algun disc
centrat a zg.

b) Si el domini Q2 és fitat, connex i u € C(Q), llavors el mazim i el minim absoluts de u
s’asoleixen a 0S2.

Indicaci6: seguiu la demostracid del principi del mazim per |f| amb f analitica fet en
capitols anteriors. <

5.5.5. Determineu quines de les segiients funcions u son harmoniques. Per cadascuna
d’elles trobeu una conjugada harmonica v i expresseu la funcid analitica f(z) = u +iv com
a funcio de z.
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a) 3x%y + 222 — 3 — 292 c) ze¥ cosy — ye’ siny
b) 2zy + 3zy? — 293 d) e 2% sin(z? — y?). <

5.5.6. Calculeu per n =1,2,3,4 els polinomis harmonics py(x,y), qn(z,y) definits per la
igualtat 2" = py + iqy. Trobar la forma general de py,qy en coordenades polars (r,0). <

5.5.7. Sigui Q un domini simplement connex, i sigui o : D — Q una aplicacié de Riemann,
€s a dir un homeomorfisme holomorf entre D i Q amb inversa holomorfa, vegeu el teorema
7.6. Suposem que @ s’estén continuament a 0D, que 1 s’estén continuament a 0 i que
les seves derivades s’estenen continuament a 0D i a OS2 respectivament (sense anullar-s’hi).
Demostreu que existeizen determinacions del logaritme i l’argument de manera que

E‘p/(ZQ) = Re&p/(O) .A ( ) (Z,Zo)’dz|. <

o

5.6. El problema de Dirichlet

Donada una funcié f € C(0D), el problema de Dirichlet consisteix a trobar una soluci6
u e C(D) n C%(D) de I'equaci6

{Au(z) =0 per a tot z € D, (5.3)

u(€) = f(§) per atot € dD.

Aquest problema apareix naturalment en electrostatica, teoria del potencial i transmissié
de calor. La funcié harmonica buscada representa l’estat estacionari determinat per unes
dades imposades a la frontera.

us(z0) = 2171'/0]1)) f(2)P(z,20) |dz|.

Teorema 5.43. Donada f € C(0D), us soluciona el problema de Dirichlet (5.3) i, de fet,
la solucio és unica.

Definim

Demostracio. Deixem la unicitat de la solucié com a exercici, vegeu ’exercici 5.6.2.
Suposarem f de valors reals per simplificar I’argument, i el cas general se’n segueix per
linearitat. Tenim doncs

ur(20) Re/ f(2)H(z, zp) |dz|.

Com que uy és la part real d’'una funcié holomorfa (vegeu el teorema de derivacié sota el
signe integral), inferim que uy és harmonica mitjancant el lema 5.34. Per veure que, de fet,
soluciona (5.3), ens cal veure que el limit quan 2y s’aproxima a la frontera coincideix amb

f.
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Fixem zp € D. Notem que la férmula integral de Poisson per f(z) = 1 diu que

/ P(2, 20) |dz| = 2, (5.4)
oD

independentment del valor particular de zy. Per altra banda, podem fitar la integral lluny
de zp com

/ P(z,20) [d2] < (1 — |20)O(1/8?). (5.5)
2€0D: |z—2z0|>8

(1—]z0])(1+]200)
[z—z0?

numerador i |z — 29| > J al denominador.
Sigui € > 0. Volem veure que |us(20) — f(§)| < € si |20 — €| és prou petit. Fixem-nos que

Efectivament, com que P(z,z29) = quan z € 0D, només cal fitar |z < 1 al

54) 1
ur) = 1O = 5= [ FEPG)a:] = 7O 2 5o [ (#G) = 1@)P( 20 )
Prenent valors absoluts, i separant la part local i la part no-local, trobem
1
Jurleo) = FQ)1 < 5 [ 7(2) — F©OIP(= 20)|dz]
z€dD: |z—z0|<d
1

|/ (2) = F(E)IP (2, 20) |dz| =T+ 2]

27 J zeop: |z—20]|>¢

Primer fixarem § de manera que controlem la part local i després suposarem que |zp — &|
és prou petit també, per poder controlar tambés la part no-local.

Per la part local, notem que si |z9 — &| < §/2 1 |z — 29| < 9, aleshores |z — | <
|z — 20| + |20 — €] < 20 i, si § és prou petit, aleshores |f(z) — f(§)| < /2. En resum,

£/2
27 zedD

< P(z,2p) |dz|

m\m

Per la part no-local, fitem |f(z) — f(£)| < 2sup|f] i usem (5.5) per inferir que

s 5‘5
@< el Pe,z0) 2] < suppCE=120D.

™ z€0D:|z—2z0|>0 42

Si ara fixem primer ¢ per controlar la part local i després suposem que |zg — &| és prou
petit (i en particular 1 — |zg| = |£| — |20] < |20 — &| és petit també) de manera que la part
no-local estigui fitada per £/2, inferim que

lur(z0) — f(§)] <e.

Finalment observem que el parametre § escollit no depen de &, ila fita de |29—¢&| < %ﬁ)m

depén de sup | f| i d, perd no de £. Per tant, la continuitat trobada és uniforme en & € dD i
se’'n dedueix rapidament que uy € C(ID). O
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Observacio 5.44. En aquesta demostracié hem fet servir de manera implicita I’aproximacio
de la identitat: si un nucli k(z, zg) de valors reals satisfa la identitat (5.4) i la fita (5.5), 1 és
integrable en el sentit de Lebesgue en z € dD, aleshores determina una aproximacié de la
identitat. Es a dir que, repetint 'argument anterior, obtenim la continuitat a la frontera de
Vextensié [op f(2) k(z, 20) |dz| i que aquests valors de frontera coincideixen amb la funcié
f e C(dD). El nucli de Poisson garanteix, a més, ’harmonicitat de la solucié trobada.

La separacié del comportament d’una integral entre la part local i la part no-local, és un
mecanisme classic usat en analisi de Fourier i, més en general, en analisi harmonica. .

Tot seguit donem una expressié alternativa de la solucié del problema de Dirichlet sota
hipotesis extres. Suposem que tenim una funcié « : ) — C continua i harmonica en el disc,
i anomenem f(6) := u(e) als seus valors frontera. Aleshores sabem que

u(z) = F +G amb F,G e H(D),

on podem escollir G(0) = 0 ja que podem fixar una constant additiva, vegeu el lema 5.35.
De la teoria local de Cauchy, vam aprendre que

F(z) = Z anz” 1 G(z) = Z b 2" (5.6)
n=0 n=1

per z € D, on ay, b, € C. Per tal de garantir la convergencia uniforme, fem una suposicié
més. Suposem ara que

Dllanl <400 i ) |bal < +o0. (5.7)

n=0 n=1

Definicié 5.45 (Coeficients de Fourier). Donada f € L'([0,27]), anomenem per n € Z el
coeficient de Fourier

£ 1 o —inf
f(n) = o /. f(@)e do.

Teorema 5.46. Si f € C(dD) i uy = F + G amb F,G € H(D) tals que (5.6) i (5.7) se
satisfan, aleshores

uf(z) = Z f(n)z" + Z f(—n)z", perazeD (5.8)
n=0 n=1

(identificant dD amb [0,27]) i, per z = €% tenim

F60) = 3 fnye?,

nez

amb convergéncia uniforme en 6 € [0, 27].
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Demostracié. Pel teorema d’Abel les séries de (5.6) presenten convergéncia uniforme en D
i per tant podem dir que F' i G sén continues al disc tancat, amb

0 o0
= Z anz” 1 G(z) = Z b 2"
n=0 n=1

per a tot z € D, i a més podem intercanviar limits: si |z| = 1 aleshores

u()—lgnurzlgn(Zanr"z”—i-Zb 2>—ianz iITE

n=0 n=0

Per tant, només ens cal demostrar (5.8). La segona afirmacié se’n segueix per continuitat
a la frontera.

Per la formula integral de Cauchy per a derivades, sabem 'expressié dels coeficients a,,
en termes dels valors de F' a la frontera dels discs D, := D,(0) amb r < 1 (i analogament
de by, en termes de G):

1 F(w) 1 [?™ F(re?) 1 [ o ind
an = 277” on, wn+1 dw = 27r/ Wrez df = WL/OV F(Tel )e m de. (59)
A més,
1 2r ) 1 27 o 1
G(r610>e—’bn9 de = G(reze)eznﬁ de — / G(w)’w”_l dw
2mr™ Jo 2mr™ Jo 2mir? Jop,

Si n > 0, pel teorema de Cauchy en un disc tenim que

G(w)w" dw = 0.
oD,
Si, en canvi, n = 0, aleshores la formula integral de Cauchy ens permet arribar a la mateixa

conclusio: .

- -1 — —
5] aDrG(w)w dw = G(0) = 0.

En resum, tornant a (5.9) i usant la convergencia uniforme de F' i G ens permeten passar
al limit:

1 2w P ol 1 2 P
= —nf g 25— —n0 qg.
n 27r7""/0 u(re Je 2w F(0)e
Raonant analogament amb u, per n > 1 obtenim
1 n me
T
és a dir
1
n= oo f( ) do.

Combinant amb (5.6) el que hem vist és (5.8). O
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El teorema 5.46 ens permet recuperar f en 0D en termes dels coeficients de Fourier, que
al seu torn estan determinats pels valors de f en JD. Notem que en aquest raonament
hem partit del fet que f és harmonica en el disc, continua fins la frontera i les seves parts
holomorfa i antiholomorfa tenen a priori bones propietats de convergencia (convergencia
uniforme en la frontera). En general, donada una funci6 continua f : dD — C, podem
definir els coeficients de Fourier anteriors i la podem estendre de manera harmonica al disc
mitjancant (5.8), perd podem garantir-ne la continuitat a la frontera? Podem garantir
que f(0) i,z f (n)e™ definides com abans mantenen alguna relacié? Aquest és el camp
d’estudi de I'analisi de Fourier, que s’escapa de ’abast d’aquests apunts.

Exercicis

5.6.1. La fita 5.5 es pot millorar: demostreu que
/ P(z, ) d2] < (1~ |20)0(1/8)
z€0D: |z—z0|>d
Indicacié: Feu la integral en anells 276 < |z — zo| < 27715 i sumeu. <

5.6.2. Suposem que ¢1,¢2 : 2 — R son harmoniques a €2 i continues fins a 052 i que
P1 = P2 a la vora 0. Proveu que si ) és simplement connez i fitat, aleshores ¢1 = P2 en
tot punt d’Q). Indicacié: trobeu la funcio v harmonica conjugada de ¢1 — P2 i apliqueu el
principi del mazim (minim) a ¢1 — ¢2 + iv. <

5.6.3. Una distribucio estacionaria T de la temperatura en una regio ) és una funcié
harmonica i continua fins la frontera. Trobeu la temperatura T a l'interior d’un disc de
radi 1 si sabem que la temperatura val Im z als dos primers quadrants de la circumferéncia
de frontera i 0 a la resta de punts de la vora. En particular vegeu que la temperatura al
centre del disc és 1/m. q
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