6. Series de Laurent

En aquest capitol veurem com sén les singularitats aillades de les funcions holomorfes i
estudiarem els desenvolupaments en serie entorn d’una singularitat. Obtindrem el teorema
dels residus, que ens permetra calcular integrals definides i indefinides que altrament serien
complicades. Finalment en deduirem el principi de I’argument i el teorema de Rouché.

6.1. Series de Laurent i singularitats

Veurem tot seguit que tota funcié holomorfa en un anell té un desenvolupament en série de
Laurent', que té una expressié formal similar a les series de poténcies, considerant també
exponents negatius.

Sigui a € C, i siguin 0 < r < R < . Considerem ’anell

Q={zeC:r<|z—a| <R}

Observem que a €, les funcions 1, (z —a), (z — a)?, ..., (z — a)™ sén holomorfes, perd també

)
ho sén les funcions (z —a)~!, (z —a)72,...,(z —a)™".

Definicié 6.1 (Serie de Laurent). Anomenem série de Laurent al voltant d’a € C una
serie de la forma

o0 a0 a0
z) = cn(z—a)" (z—a)
= X o= gt L
La part amb exponents negatius s’anomena part singular de la seérie de Laurent. .

Escrivim f = fi + fo, amb fo(2) :== Y"1 ¢, (2 — a)". Observem que fo és una serie de
potencies que tindra un radi de convergencia R, de manera que fo € H (D32 (a)).

Considerem ara la serie que correspondria a les potencies negatives, amb w = ﬁ, és a
dir, estudiem la serie g(w) = Z;O:l c_,w". Aquesta és també una serie de potencies, que
tindra el seu radi de convergéncia R; i, en particular, convergira uniformement en |w| < r,
per a tot r < Ry. Aleshores

fi(z) = e

convergira si < Ry, és adir, si |z —a| > R%‘ I a més a més, la serie que defineix fi(z)

[e=al
convergeix uniformement en {|z —a| > 1/r}, on r < Ry.

'Pierre Alphonse Laurent, Parfs, 1813-1854. https://ca.wikipedia.org/wiki/Pierre_Alphonse_
Laurent
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Ajuntant les dues parts de la serie de Laurent f(z) =Y, _, cn(z —a)", velem que f és
holomorfa en 'anell {R% < |z —a| < Rs} (sempre que 1/Ry < Ry). El reciproc d’aquesta
afirmacié també és certa: tota funcié holomorfa en un anell s’expressa com una serie de
Laurent.

Teorema 6.2 (Existeéncia i unicitat). Sigui Q = {zeC:r<|z—a|] <R} amb0<r <
R < o, i sigui f € H(Q)). Aleshores hi ha una unica série de Laurent amb

f(z):ch(z—a)”, z e

nez

A més, la série convergeir absolutament i uniforme en els compactes d’S). En particular,

1 f(w)
Cn =5 . mdw per qualsevol p € (r, R). (6.1)
Demostracio. Considerem les series fa(z) = > -gcn(z —a)" i f3(w) = X5 cnw”

amb ¢, donat per (6.1) (observem que el valor de p escollit no afecta, ja que si r <
p1 < p2 < R, els cercles 7,,(t) = a + pje per ¢ € [0,27] sén homolegs en €, vegeu

~1
Iexemple 5.15). Aquests tenen radis de convergencia Ry = (lim SUP;, s 10 A/ |cn\> i

R3 = (lim SUPy—s o0 A/ |C,n|)

Notem en primer lloc que sin e Z i r < p < R, aleshores

48 1 sup f
len| < / 7|f(w)n|+1 |dw| < 76[)’;@” |
27 lw—al=p ‘w - a‘
Per tant,
1 ) A/SUPsD,(a) | f] 1
— < limsup ———— = —,
2 n——+00 P P

1 .
— < limsup .,/ sup |f|p=p.
R3 n—+00 0D, (a)

Com que p € (1, R) és arbitrari, deduim que

1
<r i R < Rs.

Ry = — <
1T R,

Les series fy i f3 convergeixen absolutament i uniforme en compactes dels seus discs de
convergencia Dg,(a) i Dg,(0) respectivament. Fent el canvi w = (z —a)~! en la segona
serie deduim que

) =f(E-a)™) = ) aiEz-a"
n<—1
convergeix absolutament i uniforme en compactes de {|z — a| > R;}. Per tant, f1 + fo
convergeix absolutament i uniforme en compactes d’€) tal com voliem veure.
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Resta demostrar que f = f; + fo i que la serie és tnica. Comencem per veure la
coincidencia. Fixem z € 2. Prenem ry, 7y amb r < r; < |z —a| < ro < R, i considerem els
cercles

Y1(t) = a + re’, Yo(t) = a + roe’, t € [0, 2m].

Definim el cicle I' = 9 — 77. Com que I" és homologa a 0 en l'anell Q, i Ind (T, z) = 1,
aplicant la féormula integral de Cauchy global, obtenim

fo) gy L[ S0 g, L[ W,
71

2mi rw—=z 2ri w—z 27 w—z

f(z) =

t 72
Ara desenvoluparem en serie cadascuna de les dues integrals, de la mateixa manera que
vam fer quan vam provar que tota funcié holomorfa és localment una serie de potencies, i

ja haurem acabat. En primer lloc, per w € 5, i com que |z — a| < r2 = |w — al, tenim que
‘ _ lz=qa|
T2

< 1. Per tant

=2 e

- _ k+1’

k>0 a)

i la convergencia de la serie és uniforme en 5 pel criteri M de Weierstrass. Per tant,
podem treure el sumatori fora de la integral per obtenir

1 flw) 1 f(w) _
o dw = Y (z—a) o /w_a|_r2 (g o = 2 (2).

¢ Y2 w k‘ZO

Per a la segona integral, procedim analogament: observem que, per w € 77 tenim que
< 1. Per tant

1 w—a)k !
z—w:Z ((z—(z)k

k=1

Aplicant el criteri M de Weierstrass, aquest cop en 7f, deduim que la serie anterior
convergeix uniformement en ~f i, per tant, podem treure el sumatori fora de la integral
per obtenir

_L f(w) . oo; i w w_ak—l w | = 4
27 /vlw_zd ;1 (z—a)k (27Ti /lw—a|=”f( )t ) ’ ) e

Vegem ara la unicitat. Prenem p amb r < p < R. Recordem que, per k € Z, tenim que

1 b [0 si k-1
2mi (Z_“)dz_{l sio k=1

lz—al=p

Si f(2) = Ypeg bi(2 — a)* convergeix uniformement en els compactes d’Q (aixd serd aix{
per Cauchy-Hadamard), llavors podem treure el sumatori fora de la integral en el calcul
que segueix, per obtenir

_ n+1
271 lw—al=p (’UJ CL keZ, lw—al=p

que determina el coeficient b, = ¢, de manera tnica. ]
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Exercicis

6.1.1. Calculeu la serie de Laurent de

z(z —4)3
i 3
6.1.2. Per a la funcié f(z) = w
z

1. Trobeu els primers termes no nuls de la part central de la seva série de Laurent a

z=0.
2. Calculeu ¢ f(z)dz si es recorre |z| =1 un cop i en sentit antihorari. <
Ny 1
6.1.3. Trobeu el desenvolupament en série de Laurent de f(z) = ﬁ a les corones:
z(z —
a) {zeC:0 < |z| <1}; c) {zeC:|z| > 1};
b) {zeC:0<|z—1]| <1}; d) {zeC:|z—1| > 1}. <
o 1 .
6.1.4. Sigui f(z) = ——————, doneu les séries de Laurent per les tres corones
(z—1)(z—3)
centrades a 0 alla on f és analitica (|z| < 1,1 < |z| <3 i|z| > 3). <

6.1.5. Doneu els primers termes de la serie de Laurent de

1
a) f(z) = 2%cos (3) per |z| > 0. b) f(z) = e per 0 < |z| < R. q
2 _
0 Zn
6.1.6. Quina és la corona (o anell) de convergencia de Z om 7 <
n=—0o

6.2. Singularitats aillades de funcions holomorfes

Definicié 6.3. Sigui 2 < C un obert i considerem un subconjunt £ < Q. Si f e H(Q\E)
i no esta definida en els punts de E (o bé hi esta definida perd no hi és C-derivable),
aleshores diem que F sén les singularitats de f en Q.

Una singularitat zg d’una funcié holomorfa f es diu aillada si hi ha r > 0 de manera

que f € H(D,(z0)\{z0})- .

Per exemple, les funcions
sin z 1 1z
z 22’

s6n holomorfes a C\{0}, i tenen una singularitat aillada en z = 0.
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Definicié 6.4 (Singularitat evitable). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié
holomorfa f. Diem que zg és una singularitat evitable de f sihihae >0ige H (De(zo))
amb

f(z) =g(2)  Vze D(20)\{20}- .

Es a dir, una singularitat evitable seria una singularitat “ficticia”’, ja que podriem
redefinir la funcié de manera que sigui holomorfa al voltant del punt. Es clar que si zg és
una singularitat aillada de f, i existeix lim,_,,, f(z), llavors 2z és una singularitat evitable
de f (simplement definint f(zp) = lim,_,,, f(z), vegeu el corollari 4.36 del teorema de
Morera). Ara bé, existeix un criteri encara més feble per determinar quan una singularitat
alllada és evitable.

Proposicié 6.5. Sigui zg singularitat aillada d’una funcio holomorfa f. Llavors zy és
evitable si i només si

lim (2 — 20) f(2) = 0.

2—20
Demostracid. Tenim que f € H(D,(20)\{z0}). Si 20 és una singularitat evitable, llavors hi
hae>01ge H(D:(z)) amb f(z) = g(z) per z € Dc(z0)\{z0}. Per tant

lim (z — 20) f(2) = lim (2 — 20)g(2) = 0- g(z0) = 0.
zZ—20 220
Suposem ara que lim,_,,,(z — z0) f(z) = 0, 1 provarem que zj és una singularitat evitable
de f. Definim
h(z) = { (z—20)f(2) si z+# 2

10 si 2=z

Llavors h és holomorfa en D, (z9)\{z0}. Com que lim,_,,(z — 20) f(z) = 0, la funcié h és
continua en zg, de manera que h és holomorfa en D, (zg) (vegeu el corollari 4.36). Com que
h(zo) = 0, pel teorema 4.43 hi ha g € H(D,(z)) amb h(z) = (z — 20)g(z). En particular,
f(2) = g(z) per z # zp, de manera que z( és una singularitat evitable de f. O

A partir d’aquesta proposicié ja podem veure que la funcié f(z) = % té una singularitat

evitable en z = 0. En canvi, les singularitats en z = 0 de les funcions Z% iell/

evitables.

no sén

Definicié 6.6 (Pol). Sigui zp una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f. Diem que
zp és un pol de f si
lim |f(2)| = 4o0. .
zZ—20
Exemple 6.7. La funcié Z% té un pol en z = 0. En canvi, la singularitat en z = 0 de la
funcié f(z) = el/% no és evitable ni és un pol, ja que si z = —z, tenim que e~ /% — 0 quan
x — 0, 1 en canvi, per z = ix, tenim que |el/i‘”| = 1. O

Definicié 6.8 (Singularitat essencial). Una singularitat aillada d’una funcié holomorfa
que no és evitable ni és un pol es diu que és una singularitat essencial. .
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Figura 6.1.: A I'esquerra la funcié z%, amb un pol d’ordre 2 a l'origen; a la dreta f(z) = el/z,
amb una singularitat essencial a 1’origen.

Tornem al cas en qué una funcié f holomorfa en Dg(29)\{z0} tingui un pol en el punt 2.
Donat que lim,_, ., | f(2)| = o0, existeix 0 < r < R tal que f(z) # 0 peratot 0 < |z—zp| < 7.
Si definim en Q = D, (z) la funcié

1
—— si z# 2
z
oz = 1)
0 si z=2 |,
es compleix que lim,_,,, % = 0, que prova que g és continua en 2. Per tant, g €

C(Q) n H(Q\{20}), que implica que g € H(€2). Com que g(zo) = 0, pel teorema 4.43 hi ha
m € N de manera que g(z) = (z — 20)™g1(2), on g1 € H(2) amb g;(z9) # 0. En particular,
91(%) # 0 en un entorn de zp, de manera que podem desenvolupar en série de poténcies al
voltant de zy la funcié 1/¢;,

L i Az — 20)F.
(2) =

g1

Llavors, per z en un entorn de zg amb z # zp, tenim que

1 11 - Lk
f(z) = (z—20)" g1(z) (2 —20)™ ];)Ak( 0)
Ao Al Am—l

= + + G(2),

(z—20)™ (2 —209)™ 1 e (2 — 20)

on GG és una serie de poténcies al voltant de zp, i Ag # 0.
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Definicié 6.9. Donada una funcié f amb un pol en zy, anomenem ordre del pol zg el
nombre natural m tal que podem escriure

+00

fz)= D elz—20)",

k=—m
amb c_,, # 0. .

Per exemple, la funcié f(z) = Z% té un pol d’ordre 2 en z = 0.
També veiem que zg és un pol de f d’ordre m, si

lim |(z — zo)kf(z)| = 400, peratot k<m,

Z2—20
1 existeix el limit

c_m = lim (z — 20)" f(2) # 0.

2—20

Si tenim una singularitat aillada d’una funcié holomorfa f, podem veure quin tipus de
singularitat és mitjancant la serie de Laurent de f en 0 < |z — zo| < 7.

Lema 6.10 (Classificacié de singularitats aillades en termes de la seérie de Laurent). Sigui
f holomorfa en {0 < |z — z9| <1} amb série de Laurent donada per

0
f(z) = Z cn (2 — 20)", 0<|z—2| <
n=—0o0
(i) zo és evitable si i només si c_, =0 per a tot n > 1;
(ii) zo €s un pol d’ordre m si i només si c_, =0 per a totn>m i c_p #0;

(1ii) zo €s una singularitat essencial si i només si hi ha infinits c_, # 0 per n > 0.

El segiient resultat ens dona una idea del que passa al voltant d’una singularitat essencial
d’una funcié holomorfa.

Teorema 6.11 (Casorati’>-Weierstrass). Sigui f holomorfa en D,(z)\{z0}. Si 2o és una
singularitat essencial de f, llavors

£ (De(z0)\{20})

és dens en C per a tot 0 <e < 7.

Demostracid. Sigui e amb 0 < & < r. Suposem que f(D:(20)\{z0}) no és dens en C.
Aleshores hi ha wyg € C it > 0 de manera que

|f(z) —wo| =t si 0<|z—2| <e. (6.2)

2Felice Casorati, Pavia, 1835-1890. https://ca.wikipedia.org/wiki/Felice_Casorati
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En particular, f(z) # wp i, per tant, la funcié

()= -
9(2) = 7 5——
f(z) = wo
és holomorfa en D.(z9)\{z0}. La condicié (6.2) ens diu també que g és fitada, de manera

que lim,_,,(z — 20)g(z) = 0, que implica que {zp} és una singularitat evitable de g per la
proposicié 6.5. Llavors existeix

1
a= lim ¢g(z) = lim ————.
Z—20 g( ) zZ—20 f(z) — wo
Si a = 0, llavors lim,_,, | f(2)| = +00, de manera que zg seria un pol de f, en contradiccié
amb la nostra hipotesi. Finalment, si o # 0, llavors

1
lim f(2) = wo + —
(6]

Z—20

de manera que zg seria una singularitat evitable de f, en contradiccié amb el fet que zg és
una singularitat essencial de f. O

Un resultat més avancat (teorema gran de Picard?®), ens diu que al voltant d'una
singularitat essencial, una funcié holomorfa pren tots els valors complexos excepte potser
un.

Exercicis

6.2.1. Construccio de funcions

a) Trobeu una funcié f que tingui un pol d’ordre 2 a z = 1 + i i singularitats essencials a
z=0,1.

b) Trobeu una funcié f que tingui una singularitat evitable a z = 0, un pol d’ordre 6 a
z =1 1 una singularitat essencial a z = 1. <

6.2.2. Sigui f analitica amb zero d’ordre n a 2y i g analitica amb zero d’ordre m a zy. Si

h(z) = f(2)/g9(2) proveu que

a) sin>m h(z) s’estén a una funcié holomorfa amb un zero d’ordre n —m a zo,

b) sin <m h(z) té un pol d’ordre m —n a z,

¢) sin=m h(z) s’estén a una funcid holomorfa i no nulla a z. <

6.2.3. Determineu les singularitats de les funcions segients. Si a és una singularitat

evitable de f, calculeu el valor que cal donar a f(a) per tal que f sigui holomorfa en un

entorn d’a, i si a és un pol de f, determineu la part singular de f en a (la part de la série
amb indexs negatius).

3Charles Emile Picard, Paris, 1856-1941. https://ca.wikipedia.org/wiki/Charles_%C3%89mile_
Picard
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a) f(z) = zcos(1/2). ¢) f(z) = (1_1) «
22 +1 ‘
b) f(2) = B2

6.2.4. Sigui f € H(D,(a)\{a}). Suposem que existeir una successid (z),, tal que z, — a i

1 1
lim lef(Zn) :0, ‘f <Zn+>’ < 1_77 n € N.
n—00 n n
Determineu el tipus de singularitat que té la funcid f en el punt a. <

6.2.5. a) La funcio tan(1/z) té una singularitat aillada al 0?2 De quin tipus?

b) Sigui 0 singularitat aillada de f(z). Suposem que |f(2)] < 2|7 on 0 < a < 1.
Demostreu que 0 és una singularitat evitable. <

6.2.6. (a) Sigui f una funcié holomorfa en D* = {0 < |z| < 1}. Suposem que f(a,) =0
per una successio a, € D* tal que a,, — 0. Demostreu que f =0 o bé z = 0 és una
singularitat essencial de f.

(b) Sigui f una funcié holomorfa en D* tal que per a tot n = 2, f no té zeros sobre les

corbes |z| = 1/n i a més
1 1
dz ;é/ dz
/|z—711 f(z) 2= f(2)

:n+1

Demostreu que z = 0 és una singularitat essencial de f. Indicacié: Utilitzeu el teorema
de deformacio i apartat anterior. 4

6.3. Teorema dels Residus

L’objectiu d’aquesta seccié és veure com es pot calcular fﬂ/ f(z)dz quan v és un cami
tancat en 2, pero la funcié f no és holomorfa en tot €2, sind que té singularitats aillades.

Definicié 6.12. Sigui f holomorfa amb una singularitat aillada en un punt a. Sigui

() = Y ealz —a)"

nez

el desenvolupament en serie de Laurent de f al voltant del punt a, és a dir, en D,(a)\{a}.
El residu de f en a és
Res (f, CL) =C-1. °

Proposicié 6.13. Siguir >0 ia€ C i sigui f € H(D,(a)\{a}). Llavors

/ f(2)dz = 2mwiRes (f,a) Y0<e<r.
|z—al=¢
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Demostracid. Aixd és una conseqiiencia immediata del teorema 6.2 i de la definicié de
residu. O

Observacié 6.14 (Calcul de residus). Es clar que si z = a és una singularitat evitable de
f, llavors Res (f,a) = 0.
Si z = a és un pol simple de f, llavors

Res (f,a) = lim(z — a) f(2).

z—a

Suposem que z = a és un pol de f d’ordre m. En aquest cas, obtenim el desenvolupament

de Laurent
o0

f(z) = Z cn(z —a)", 0<l|z—a|l<r.

n=—m
Llavors, per 0 < |z — a| < r, tenim que
9(2) = (z—a)"f(z) =com + ez —a) + - +c1(z — a)" gz —a)™ + ...

de manera que el residu de f en el punt a és el coeficient (m — 1)-ésim del desenvolupament
en serie de potencies de la funcié g, que sabem que és

9" (a)

(m—1)!"
Per tant, si z = a és un pol de f d’ordre m, llavors
bt
(m—1)!

Exemple 6.15. Considerem la funcié

Res (f,a) = om=1) [(z—a)"f(2)]._,- .

62

f(z) = m’

que té singularitats en els punts 2z = 11 z; = —1, que sén pols d’ordre 2. Llavors, si
E #(241)—2e* .
9(2) = (= 12f(2) = 5552, lavors ¢/(2) = “HHES

Res(f,1) =4'(1) = 0.

Sih(z) = (z+1)*f(2) = ﬁ, lavors h'(z) = %’ i

1
R —1)=h(-1) = —.
es (f, 1) = W(-1) = o 0
Teorema 6.16 (Teorema dels residus). Sigui Q < C un obert, i sigui f € H(QQA), on
A < Q no té punts d’acumulacid en Q. Si T és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en €2,
llavors

/Ff(z)dz = 27i Z Ind (T, a) Res (f,a).

acA
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Demostracio. Vegem primer que la suma té un nombre finit de termes diferents de zero.
Posem

K =T*uU{zeC\I'*; Ind (T, 2) # 0}.

Comprovem que K és compacte. Observem primer que K < €, ja que per hipotesi
Ind (T", z) = 0 per a tot z € C\Q2. Si R és prou gran, llavors I'* < Dy (0) i C\Dg(0) esta
contingut en la component connexa no fitada de C\I'*, on es verifica que Ind (T', -) = 0. Per
tant, K < Dg(0) i, en particular, K és fitat. D’altra banda, cada component connexa de
C\I'* és un obert 1 K és el complementari de les components connexes de C\I'* on I'index
val zero, és a dir, K és tancat i, en conseqiiencia, K és compacte.

Com que A no té punts d’acumulacié en €2, és finit o numerable i, en particular,

B={aeA:Ind(I',a) #0} = K n A,
és finit ja que el compacte K < €2 no pot contenir punts d’acumulacié. Per tant
B ={ai,...,an}.

Considerem els discs oberts D; := D, (a;), i =1,...,n amb D; n (A\{a;}) = & de manera
que

(i) Dg(a;)) = Q, i=1,...,n;

(iii) De,(a;) N De;(a;) = & peri # j.
Per i = 1,...,n, siguin v;(t) = a; + g;e', t € [0,27], cercles de centre a; i radi ¢;, i
considerem el cicle .
Azf—Zni’yi, n; = Ind (T, a;).
i=1

Llavors A és un cicle en Q\A. Vegem que és homoleg a 0 en 2\ A. Hem de veure que
Ind(A,z) =0 peratot z¢ (QA).

Si z ¢ Q, llavors Ind (T, 2) = 0, ja que I' és homoleg a 0 en Q. També, peri =1,...,n,
tenim que Ind (4, 2) = 0, ja que z pertany a la component no fitada de C\y, de manera
que Ind (A, z) = 0.

Si z € A\B, llavors Ind (I',z) = 0 per la definici6 del conjunt B. A més, també
Ind (vy;,2) =0 peratoti=1,...,n ja que z es troba a l’exterior del cercle 7;. Per tant,
Ind (A, z) = 0.

Si z € B, llavors z = aj per algun 1 < k < n. Com que Ind (v;,a;) = 0si ¢ # k, i
Ind (&, ax) = 1, tenim que

Ind (A, z) = Ind (A, ax) = Ind (T, ag) — Z n; Ind (v;, a,)
i=1
= Ind (T, ax) — ng = Ind (T, a) — Ind (T, ax) = 0.
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Aixi doncs, tenim una funcié f € H(Q\A), i A és un cicle en Q\A que és homoleg a 0 en
O\A. Pel teorema de Cauchy global, tenim que

/ f(z)dz = 0.
A
Es a dir,

Oz/Af(z)dz=/Ff(z)dz—;ni /%f(z)dz.

Per la proposicié 6.13, tenim que
(z)dz = 2miRes (f, a;),
Vi

de manera que, com que n; = Ind (T, a;), tenim que
/ f(2)dz = 2mi Z Ind (T, a;) Res (f, a;). O
r i=1

Moltes vegades aplicarem el teorema dels residus quan tinguem una funcié holomorfa amb
un nombre finit de singularitats {aj,...,a,} dins d’'una corba ~ tancada simple orientada
positivament, aixi que els indexs d’aquests punts valen 1. En aquest cas el teorema dels
residus ens diu que

/f(z)dz = 27 Z Res (f,a;).
¥ i=1

Exercicis

6.3.1. Euxisteix alguna funcié f amb pol simple a zy tal que Res(f,zp) = 02 Si el pol és
d’ordre 2, pot passar que Res(f,z9) =07 <

6.3.2. Determineu els residus de f a 0 i a 1 en Uexercici 6.1.3. Quines de les séries que
vau calcular cal usar? <
6.3.3. Calculeu els residus de les funcions segiients en els punts indicats:

1 1+ e?
Zm;zozo' b) f(z) = A » 20 = 0. <

a) f(z)

6.3.4. Decidiu si son certes o falses les segiients afirmacions. Doneu els arguments que
provin les afirmacions o trobeu contraexemples.

1. Si f, g tenen un pol a zg llavors f + g té un pol a zg.

2. 5t f,g tenen un pol a 2y i en els dos casos el residu és no nul llavors f - g té un pol a
zo amb residu no nul.



6. SERIES DE LAURENT MATERIALS, 161

3. 8i f té una singularitat essencial a z = 0 i g un pol d’ordre finit a z = 0 llavors f+g
té singularitat essencial a z = 0.

4. Si f té un pol d’ordre m a z = 0 llavors f(z?) té un pol d’ordre 2m. <

6.3.5. Suposem que f és holomorfa amb un zero d’ordre m a zy. Proveu que g(z) =
1(2)/f(2) té un pol simple a zp amb Res(g, z0) = m. <

6.3.6. a) Proveu que si g(z) té un zero simple a zg, llavors 1/g(z) té un pol simple a zy.
b) Proveu que Res(1/g,z0) = 1/¢'(20).

c¢) Sigui f(z) = 1/sin(z), trobeu els seus pols i proveu que son simples. Trobeu els residus.<

6.3.7. Trobeu i classifiqueu les singularitats aillades de cadascuna de les funcions segiients.
Calculeu el residu a cada singularitat.

_ =+ b) alz) = : ¢) h(z) =cos(1—1/z). «

W FCG) = 5y ) 9() =
6.3.8. Awal 56 ! dz al llarg de | ba |z—3| =
.3.8. Avalueu (z—|—1)(z—1)(z—2)(z—3)(z—4)(z—5)Za arg de la corba |z =
3 recorrequda en sentit antihorari. <

6.3.9. Avalueu les segiients integrals

sin z ez
a —dz, dz.
4 y|§z|—5 22 —4 <) %223 22(z — 2)(z + 5i) : °

1
b) 5]5 ————dz,
l2|=8 2° + 2+ 1

1/z
6.3.10. Calculeu / dz pels diferents valors d’a € C tals que |a| # 1. <
|2|=1 % — @
. ., 1+2 .
6.3.11. Calculeu la integral de la funcid f(z) = T+ sins sobre la vora del disc D7(0). «
sin z

6.3.12. Per at > 0, sigui Cy la circumferéncia de centre it que passa pels punts —2 i 2.
Calculeu

e 41
f(t)z/ ————dz, perat#2. <
Cy Z(Z_t)



162, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

6.4. Residu a l'infinit

Una funcié holomorfa en un domini que contingui un entorn de Uinfinit i tal que f(0) =
lim,_, f(2) = o0 es pot entendre que hi té un pol. Si f(o0) € C, parlarem d’una singularitat
evitable, i si #f(c0), d'una singularitat essencial. El teorema dels residus ens permet també
relacionar el residu en aquesta singularitat amb els residus en C.

Definicié 6.17. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades
FE, isigui I' una corba simple tancada orientada positivament i tal que tots els punts de F
queden a l'interior de I'. Aleshores el residu de f a linfinit és

R. =
es(f. ) =~ [ ) .
Pel teorema dels residus, si A és el conjunt de singularitats aillades de f en C, tenim que
Res(f, Z Res(f,a)
aceA

ja que Ind (I",a) = 1 per hipotesi.

Lema 6.18. Sigui f holomorfa en C\E amb un conjunt finit de singularitats aillades E.
Aleshores el residu de f a linfinit és

Res(f, ) — — Res <£2f (;) ,o> .

Demostracio. Fem el canvi de variable w = 1/z. Sigui C; la circumferencia de radi ¢,
recorreguda en sentit antihorari. Si R és tal que Cr conté totes les singularitats, aleshores

trobem . J
—2miRes(f,0) = [ f(z)dz =/ f <> —__y
Cr l_/R w w

on C7

és la corba inversa de C'y /g, vegeu la definicié 4.2. Canviant-ne 'orientacié trobem

/R
-1 1\ d 16 1 1
Res(f OO) / f (> 7112) glb — Res <2f () 70> )
2mi Ci/n w/) w w w
tal com voliem veure. O
Exercicis
5y —
6.4.1. Trobeu el valor la integral 7§ ﬁdz calculant el residu de l'integrand a
|2]=2 #\Z =
Uinfinit. <
a2 — 32
6.4.2. Sigui a € R, calculeu, estudiant el residu a l'infinit, I = §£ ———5.dz on C és
c (22 + a?)
una corba simple que envolta les singularitats de l’integrand. <
6.4.3. Avalueu§£ e/#sin(1/z)dz. q
|z|=1
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6.5. Aplicacié al calcul d’integrals

El teorema dels residus es pot fer servir per calcular diverses integrals reals. Farem diversos
exemples tipics.

Exemple 6.19. Tenim una funcié racional R sense singularitats en |z| = 1, i volem calcular
27
I= / R(sint, cost) dt.
0

Fent el canvi z = €, podem posar

. et _ =it 4 % eit 4 =it 44 %
sint = - = —= cost = =
21 21 2 2

Com que dz = ie® dt, llavors

I—l/R z—% z—i—% dz
s 2 2 2’

on 7 és el cercle |z| = 1. Ara apliquem el teorema dels residus i ja esta.

/'271' dt
0o 2+sint’
Fent el canvi z = e, tenim que

/2” dt / 1 dz / 2 p
— = — Y — = ————dz.
o 2+sint l2l=19 (z—§> iz oj=1 22 +4diz —1

Per exemple,

2
La funcio 5
==
/() 22 +4iz—1
té singularitats en els punts a = (=2 +4/3)i i 8 = (=2 —+/3)i. Tenim que |a| < 11i|3| > 1,
aixi que aplicant el teorema dels residus, tenim que

2
—————dz = 2mi .
/|Z|_1 a1 i Res (f, a)
Com que « és un pol simple de f, tenim que
2 2 1
Res (f,a) = lim(z — a) f(z) = lim = = .
(F0) = (= = a)f(2) = lim —— = —— = —

Per tant,

2
dt 9 o
e ———————dz = 27i R, _
/0 2 +sint A_l N es(f,a) 7 o
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Exemple 6.20. Calcul d’integrals del tipus

| rweea,

on f no té cap pol en l'eix real.
Per exemple, donat k > 0, calculem

ee]
COS T
[
o & + k

© cosz 1 [® coszx 1 © el
S L L R ).
/0 22+ k2 2/_003324—14:2 ) e(/_oox2+k2 $>

Aixi doncs, calcularem
o} T
— = dz.
2 2
—oT*+ k

e’lZ

&) =2

Aquesta funcié és holomorfa a tot C, excepte en els punts ki, —ki que sén pols de f d’ordre
1. Prenem R > 0 molt gran, de manera que R > k. Integrem la funcié f en el semicercle ~y
format pel segment 7 (z) = x, amb x € [-R, R] i y2(t) = Re®, t € [0, 7]. Com que només

Tenim

Considerem la funcid

72(t) = Re™

v

R 0 R
Figura 6.2.: Camins de ’exemple 6.20.

el punt ki es troba en l'interior del semicercle, pel teorema dels residus, tenim que
/ f(z)dz = 2miRes (f, ki).
y

Calculem ara el residu de f en el punt ki. Com que és un pol d’ordre 1, tenim que

et ezkz

N — i L = i - _
Res (f, ki) zl_{%i(z ki) f(2) s v ki 2k
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aixi que

D’altra banda, tenim que

Lf(z)dz:[ﬂf(z)dﬂ/wf(z)dz.

R eiw
dz = ——dx.
[ s [ S

Tenim

Fent R — o0, obtenim

o0 eix T g
/_OOde—I— lim IR—P{l_IgO/Vf(z)dz= ¢
on
Ir= [ f(2)dz
Y2
Si veiem que limpg_,o I = 0, aleshores obtindrem
© el coS T 0
——d —e — ek,
/oox2+k2 = - / 2 g

Provem doncs que limg .o Igr = 0. Tenim que

R it
it
/ 7R262Zt 12 Rie* dt.

; it
|IR| </”W'Rdt.
o |R2e2it + k2|

Com que |e'fe"| = e fsint fent servir que |R%e?* + k?| > R? — k?, i que sint > 0 per
€ [0, 7], velem que

Llavors

R 7r—Rint TR
R2 k2 ), e’ dt<R2_k2

quan R — oo, provant el resultat desitjat. O

[Ig| <

Observacié 6.21. Si R és una funcio6 racional sense pols a ’eix real i

lim zR(z) =0

zZ—0

(és a dir, si R = P/Q amb deg @ > deg P + 2), aleshores podem calcular
+o0
/ R(z) dx
—Q0

integrant R sobre un semicercle del semipla superior i fent tendir el radi a infinit, com en
I’exemple anterior. Vegeu ’exercici 6.5.1. o
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/OO dx
M e
0 ].+.Tn

Aquesta integral és convergent ja que n > 1. Considerem la funcié

Exemple 6.22. Calcul de

B 1
142

f(z)
que és holomorfa a tot C excepte en les solucions de 2" + 1 = 0, és a dir, en
2km

ap =Gt k=0,1,...,n—1.

Integrem la funcié f en el “formatget” v de la figura 6.3, amb R > 1 gran. Només el pol

Vr(t) = Re"

Figura 6.3.: Camins de l'exemple 6.22.

ag es troba en l'interior del cami ~, de manera que, pel teorema dels residus,

/f(z)dz = 2mi Res (f, ap).
-

Com que ag = €™/™ és un zero simple de 1 + 2™, tenim

1

Res (f,a0) = ——,
nay
vegeu l'exercici 6.3.6. Com que aff = —1, aix0 també es pot escriure com
ag
Res (f,a0) = ——.

Per tant,
2m
/f(z) dz = — L emin,
” n
D’altra banda, si vr(t) = Re®, t € [0,27/n], aleshores

2r R
<

f(z)dz\?Rn_1—>0 (R — +0).

TR
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A més,
L

z dz=/ e
[0,R] () 0 14+

mentre que, en el segment radial inclinat, posant z = te2 /",

R S
z)dz = 627”/”/ .
AO,R@Qﬂi/n] f( ) 0 1 + tr

Tenint en compte 'orientacié del contorn, obtenim, fent R — +o0,
(1 o eQﬂ’i/n) * dw _ _@em‘/n
o l+an n ’

1 — 2™/ — 9™/ gin (E) )
n

Finalment, com que

deduim

/OO de T o
o 14z  nsin(r/n)’

Exemple 6.23. Si f té algun pol en l’eix real, evitem el pol. Per exemple, calculem

0 -
ST
dx.
0 X

Integrant per parts, es pot veure que aquesta integral impropia és convergent (encara que
no és absolutament convergent). Considerem la funci6

que és holomorfa en C\{0}. Integrem f en el cami 7 de la figura 6.4. Pel teorema de

Vr(t) = Re™

Cauchy, tenim que
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D’altra banda, com que v =71 v Yr vV 72 vV 72, amb 1 (z) = z per z € [e, R]; 72(y) =y
per y € [-R, —¢]; yr(t) = Re' per t € [0, 7] i V:(t) = ee® per t € [0, 7], tenim que

0= /f(z)dz = [ f(2)dz+ (z)dz+ [ f(z)dz— [ f(2)d=.
v ! 72

YR Ve
Tenim
R eiz
/ f(z)dz = / —dx.
71 € x
També, després de fer el canvi x = —y, tenim que

—€ iy R —ix
(z)dz = / c dy = —/ °  da.
Y2 7R y € €

Per tant, per a 0 < € < R, tenim
R eia: R e—ir
0= —dx — de +Ip — I..
15 z € x

R .
0221’/ SIE e+ Ig — I
€ X

Aixo és,

Fent primer R — +0 i després € — 0, i usant que limp_,o, [r = 0 (vegeu 'exercici 6.5.2),

obtenim Y
sin x
21 / dx = lim I..
0 e—0

X

Tot plegat ens dona que

+00 1
/ S dr = — lim I..
0

T 21 e—0

Vegem ara que

lim/ Mdz = 0.
Ve

e—0 z

Efectivament, per |z| = e amb 0 < e < 1 tenim que

<ell =ef <e

~

et — 1 el —1
<

z 2|

(aquestes desigualtats es poden veure a partir del desenvolupament en seérie de I’exponencial)

i, per tant, ‘
e” —1
/ (-1
Ve z

que tendeix a zero quan ¢ tendeix a zero.
Aixo implica que

< eLong(r:) = eme,

iz T 5~ it
. . e . dz . iee'tdt .
lim I. = lim —dz = lim — = lim — =Ti.
e—0 e—0 ve % e—0 ve % e—0 Jg cett
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Per tant

/+°° sin:cdx:z. o
0 xr 2

Exemple 6.24. Per 0 < a < 1, podem calcular

[,
0o oz

on @ no té cap pol en {0} U RT amb lim,_, 2Q(z) = 0.
En aquest cas, considerem la funcié
f(Z) _ Q(Z) Zﬁa, LT — efozllz7
amb Lz = In |z| + iAz, amb Az € (0,27). Llavors z=® és holomorfa a C\[0, 4+00). Sobre la
vora superior del tall,

mentre que sobre la vora inferior,

PR e—27rwzl,—oz‘

. En aquest cas, integrem f en el recinte “comecocos” ~ de la figura 6.5.

Figura 6.5.: Camins de I’exemple 6.24.

Tenim v =1 +vr — 72 — 76, amb

m(z) = x + ie, per z € [0, R*];
Yr(t) = Re™, per t € [e¥, 27 — &¥];
Y2 (z) = x — g, per x € [0, R*];

, 3
Ye(t) = ee”, per t € [g, ;] .
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El lector avid de rigor pot desxifrar el significat de R* i £* i el seu comportament asimptotic
observant la figura 6.5. Aixi, si veiem que els arcs exterior i interior no contribueixen en el
limit, el teorema dels residus dona

(1 - 6_27ri°‘) /0 Qm(f) dx = 2mi Z Res(Q(z)z_o‘, a),

aeA

on A és el conjunt de pols de @ en C\[0, +00), vegeu l’exercici 6.5.7. O

Exemple 6.25. Volem calcular integrals del tipus

0
/ R(x) Inzdzx,
0

on R no té cap pol en R* isi R = P/Q, grau@ > grau P + 2.

Observem, primer, que si raonem com en els casos anteriors i agafem la funcié g(z) =
R(z) Lz on Lz = In|z|+iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié g en la regié “comecocos’
del cas anterior, es compleix que z € 7{, z = x +ic, aixi que Lz »> Inx sie — 015 z € 73,
z = x —ie, de manera que Lz — Inx + 27i si € — 0. Tot plegat ens dona que si z = x + ig,
amb x > 0, g(x + ie) > R(x)Inz, i g(x —ic) > R(x)(Inx + 27i) quan € — 0 i, com que
els camins es recorren en sentits oposats, la part corresponent a R(z)In(x) es cancella, i
no podem calcular la integral desitjada.

Per aquest motiu, agafem la funcié

f(z) = R(2) (L2)?,

on Lz =1In|z| + iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié f en la regié “comecocos”del
cas anterior. La component imaginaria ens permetra recuperar la integral buscada, vegeu

)

lexercici 6.5.5. 9
Exercicis
6.5.1. Demostreu que
+oo .2 77
——dr = —. <
/Oo 1+ ot V2
6.5.2. Perr > 0, considerem la corba v, : [0,7] — C definida per ,.(t) = re®, i sigui
1z
I(r) =/ £ 4.
Tr z
Demostreu que lim, o I(r) = 0. <

6.5.3. Justifiqueu la convergéncia de

+o0
/ v dx
0

2+ 3

i calculeu-ne el seu valor (cal justificar tots els passos). <
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6.5.4. Calculeu

0
|
/ T g <
0 1+CC2

6.5.6. Justifiqueu la integrabilitat (Lebesgue o impropia Riemann) i calculeu les segiients
integrals (en el tercer apartat, n = 0,1,2,...):

6.5.5. Calculeu

2 2
sin? ¢ cos(nt) sin
dt; dt; e / dx;
)/ 54 4cost c)/ 24 cost / pr2—z+1
® sin? R )
——dz; d ————————dx; .
6.5.7. Donat a € (0,1) calculeu el valor de la integral
0 a
/ T <
0 1 + .',U2

6.5.8. Siguin f(z) = /2% i la recta v = {1 + it; t € (—o0, +00)}.

/7 F(2)d=.

Indicacié: integreu f sobre la vora del semidisc de centre zg =1 i radi R amb Rez < 1.

a) Calculeu (justificant tots els passos)

(1 — ¢ 2t si 2
b) Deduiu que/ (1t )ETSf—tz)f;); tsm(t)dt = g. q
—0

22

6.5.9. Considereu la funcid f(z) = CEDICETE
P z

(a) Determineu les singularitats de f.

(b) Calculeu la part singular del desenvolupament de Laurent al voltant de z = 2i.

/000 f(z)dzx

1 calculeu-ne el seu valor. 4

(c¢) Justifiqueu la convergéncia de
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6.5.10. Considereu
22 -9

1&) = e ae

(a) Trobeu la part singular de la série de Laurent al voltant de z = 2i.

(b) Justifiqueu la convergéncia de
+o0

f(x)dx

—0Q0

i calculeu-ne el seu valor (justifiqueu tots els passos). <

6.5.11. Sigui f(z) = 6i22, i considereu el cami ygr format per el segment que va de 0 a R;
Uarc del cercle |z| = R que va de R a Re'™/4 i el segment que va de Re™* 4 0. Demostreu
que

f(z)dz =0,
TR

i utilitzeu-ho per a calcular les integrals de Fresnel

o0 e¢]
/ cos(z?)dz, / sin(z?)dz.
0 0

Observaci6é: Podeu utilitzar que fooo et dt = @ <

6.5.12. Clalculeu, justificant tots els passos, la integral

+00 o
/ — Ty, —l<a<l
0

2+ z+1
ZOC
Indicacié: Considereu la funcid f(z) = a1 Definiu una determinacic del logaritme
224z

alog(z)

log(z) a C\[0,+) de manera que z* = e Finalment integreu la funcié f(z) a la

mateiza regié que les integrals del tipus

B R(z)In(x)dz. q
0

6.6. Principi de I'argument

El principi de 'argument i el teorema de Rouché es fan servir per calcular el nombre de
zeros 1 pols d’una funcié meromorfa dins d’una corba tancada.

Definicié 6.26. Sigui 2 < C un obert. Diem que f : Q — C és meromorfa en € si
fe HQ\E), on E c Q esta format per punts aillats, i aquestes singularitats de f sén pols.
En aquest cas, posem f € M(). o
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Teorema 6.27 (Principi de argument). Sigui Q@ < C un obert i f € M(Q2). Denotem per
Z el conjunt dels zeros de f en ), i per E el conjunt de pols de f en Q. Sigui v un cami
tancat en Q\(Z U E), homoleg a 0 en 2. Llavors

1 I'(z) = n z)ym(f,z)— n m
ot |, 7 2 = S e mlfis) = 3 nd ) )

on m(f,z) és la multiplicitat del zero z, i m(f,p) denota l’ordre del pol p.

Com en el teorema dels residus, les sumes anteriors tenen només un nombre finit de
termes no nuls.

Observacié 6.28. S’anomena el principi de Pargument, ja que si I'(t) = f(y(¢)) és la
corba imatge, llavors

1 [ fl(z)

2mi /., f(2)

aixi que, si v és una corba tancada simple, llavors el nombre de zeros menys el nombre
de pols de f en l'interior de 7 (comptant multiplicitats) és igual al nombre de voltes que
dona la corba imatge f(7) al voltant del zero, que seria la variacié de 'argument al llarg
de f(v) dividit per 2.

En efecte, tenim que

dz =Ind (T, 0),

L e 1 PO 1 [P
(00 = o w—0 "2 ), ) 27me

Demostracic del teorema 6.27. Observem que si f és holomorfa en Q\FE, llavors la funcié
h = f'/f és holomorfa en Q\(E u Z). Aplicant el teorema dels residus, tenim que
/

;m/y‘?((;) dz = Z Res (:ff,w> Ind (v, w).

webuZ

e Si 29 és un zero de f de multiplicitat m, llavors f(z) = (2 — z9)™ g(2), on g és holomorfa
en un entorn de zgp amb g(zp) # 0. Llavors, en un entorn de zy tenim que

f2)  m g
) " r—z0  ge)

Com que g(z) # 0 en un entorn de zp, llavors ¢'/g és holomorfa en aquest entorn, de
manera que

Res(f'/f,20) = m.

e Si po és un pol de f d’ordre m, llavors §(z) = (2 — po)™ f(2) és holomorfa en un entorn
de pg amb g(pg) # 0. Llavors, procedint com abans obtenim

Res(f'/f, po) = —m.
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Per tant
1 [, f
27”,/7]0(2) dz-ZEZ;Res<f )Ind v, 2 ];ERes(f >Ind v, P) .
= Z Ind (v, z) m(f Z Ind (v, p) m(f,p).
2€Z pel

Exemple 6.29 (Aplicaci6 del principi de Pargument). Aplicant el principi de 'argument
calculem el nombre de zeros (comptant multiplicitats) del polinomi Q(z) = z*+223—22+10
al primer quadrant.

i A

V3

>

Figura 6.6.: Camins per I'exemple 6.29.

Volem aplicar el principi de 'argument a la corba v = 71 v v2 v 3 formada per:

m(z) =z, x € [0, R]
Yo(t) = ’t, te[0,7/2]
75 (y) =1y, yel[0,R]

on R > 0 és prou gran per englobar les arrels de ) al primer quadrant Q;, que s6n un
nombre finit. Pel principi de ’argument,

# ﬁ Ql Z Ind % Qa ) - IHd(QO’y,O)

wezZ

En el que raonarem a continuacid, provarem també que el polinomi @) no té cap zero a vy*.

Mirem doncs quantes voltes fa la corba @ oy al voltant de 0, vegeu la figura 6.7. Seguint
la notacié de la definicio 5.2, anomenem & la determinacié del logaritme d’una corba o, i a
més, denotem

Aargo =Im (a(b) —o(a)),

on a i b sén els extrems de 'interval de definicié de ¢. Notem que quan ¢ és un cami
tancat, aquest nombre és un multiple de enter 27 i és la variacié de 'argument de la corba.
Aleshores,

Qo(b) —Qor(a) _ AargQoyi +AargQo + AargQoq
2mi 2w '

Ind(Q 07, 0) =
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Q(72)

Figura 6.7.: Imatge per @ dels camins de ’exemple 6.29.

Estudiem cada tros de . La corba Q(v1(z)) = Q(z) és continguda a R, ja que
Qx) =2 +2x(z* —1)+10 > 10 -2 =8 > 0.
Tenim doncs que @ no s’anul-la a 75 i Q(v1) és un segment al semieix real positiu, que va

de Q(0) a Q(R). Per tant, AargQ ovy; = 0.
Seguidament

, - 2 2 10
— ty _ t\4
Qi) = QU = (R (14 125 = 2+ ).
Per tant, quan R és molt gran, Q(7y2(¢)) no s’anul-la i és una petita pertorbacié de
n(t) = R** i podem argumentar com en la demostracié del lema 5.21:

Q= Qo —  Aarga =Ima(n/2) — Ima(0) = ImLog (1 + O(R™Y)) = O(R™).

Ui

Com que t € [0, 7/2], obtenim que 4t € [0, 27] i la variacié de Pargument en aquest tram és
AargQ o~y = Aargn + Aarga = 27 + O(R™1).
Pel tercer tros tenim que
Q073 () = Qliy) = (y" +10) — 2i(y° +y),

i en particular Q(¢R) és un punt amb part imaginaria negativa. Observem que per a y > 0,

Re Q(iy) > 0, Im Q(iy) < 0.
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Per tant Q(v3(y)) va del punt Q(iR) cap a Q(0) restant sempre dins del quart quadrant,
de manera que
|Aarg Qo3| < /2.

Amb tot aixo,

0+2 O(R™1 A

és a dir que el nombre de voltes que fa ) o v al voltant de 0, que ha de ser un nombre
enter, és necessariament 1 per R prou gran; i pel principi de 'argument

#2Z(Q) n Q1 =Ind(Q 0,0) = 1. O

Exercicis

6.6.1. Quines de les segiients funcions son meromorfes a C¥

a) 2°, b) 252, c) ez, d) 1/sin(z). q

6.6.2. Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) amb part real positiva del
polinomi P(z) = 25 — 2* — 22 — 6.
I si alternativament el polinomi fos Q(z) = 28 — 2 — 22 + 67 <

6.6.3. Sigui f una funcic entera tal que

f(z)eR < zeR.

Demostreu que f té, com a molt, un zero a tot C. <

6.7. Teorema de Rouché

Teorema 6.30 (Teorema de Rouché?). Sigui Q = C un obert i f,ge M(Q). Sigui vy un
cami tancat simple homoleg a 0 en Q. Suposem que f i g no tenen pols en v*. Si

1f(z) —9(x) < lg(2)l,  =z€7”

aleshores
Zy — Py =Zy— Py,

on Zyg, Zy denoten el nombre de zeros (comptant multiplicitats) de f i g en linterior de v,
i Py, Py el nombre de pols (comptant l'ordre) de f i g en Uinterior de .

Observacio 6.31. Cal que la desigualtat sigui estricta. També, en ser  simple, tenim que
Ind (v, z) val 0 en la component no fitada i £1, pero el signe no varia per continuitat. e

“Eugene Rouché, Someire, 1832-1910. https://ca.wikipedia.org/wiki/Eug%C3%A8ne_Rouch%C3%A9
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Demostracid del teorema 6.30. Notem que f i g tampoc no poden tenir zeros en v* per la
hipotesi imposada (en cas contrari, tindriem |g(2)| < |g(2)| o bé |f(2)| < 0).

Tenim F' = f/g € M (). Si suposem, per simplificar, que els pols i els zeros d’una funcié
no coincideixen ni amb zeros ni amb pols de 'altra, aleshores
{zeros de F'} = {zeros de f} u {pols de g}; {pols de F'} = {zeros de g} u {pols de f}.
Per la hipotesi, tenim que ‘ch 8 - 1‘ < 1 per z € v*, de manera que la corba imatge

I' = F(y) < D;(1), aixi que I" no dona cap volta al voltant del 0 i, per tant, Ind (T, 0) = 0.
Pel principi de ’argument

0 =1Ind(T,0) = Zp — Pp = Zs + P, — (Z, + Py),

d’on obtenim el resultat. En el cas general, la mateixa conclusié se segueix de la identitat
local
ordy(F') = ord,(f) — ord,(g),

on els pols es compten amb ordre negatiu. ]

La majoria de les vegades apliquem el teorema de Rouché en un cercle {|z —a| = R} i a
funcions f, g holomorfes en un entorn de Dg(a). En aquest cas, si |f(z) —g(z)| < |g(2)| per
|z — a] = R, se segueix que f i g tenen el mateix nombre de zeros comptant multiplicitats
en el disc obert Dg(a). Aixd ens pot servir per determinar els zeros de f en el disc, si
podem triar una funcié g de la qual es pugui determinar facilment el nombre de zeros.

Exemple 6.32. Trobem el nombre de zeros del polinomi P(z) = 27 —22° + 623 — 2+ 1 en
el disc unitat D.

Prenem la funcié g(z) = 623 que té 3 zeros comptant multiplicitats en . Tenim que
lg(z)| = 6 si |z] = 1. Llavors

|P(2) —g(2)] = |27 =225 — 24+ 1| < 2] + 212P + 2| + 1 = 5 < 6 = |g(2)], sifz| = 1.
Pel teorema de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros (comptant multiplicitats)
en D, aixi que P té 3 zeros en D. O

Exemple 6.33. Trobem quants zeros té P(z) = 2* — 62 + 3 en I'anell {1 < |z| < 2}.
Primer, trobem els zeros de P dins del disc {|z| < 2}. Prenem g(z) = 2* que té 4 zeros
comptant multiplicitats en {|z| < 2}. Tenim que

|P(2) —g(2)] = | =62+ 3| <6lz| +3 =15 <16 = |g(2)] siz| = 2.

Com abans, aquesta desigualtat també implica que P no té zeros en |z| = 2. Pel teorema
de Rouché, P i g tenen el mateix nombre de zeros en {|z| < 2}, de manera que P té 4 zeros
en {|z| < 2}.

Ara, busquem els zeros de P en el disc unitat {|z| < 1}. Prenem h(z) = —6z que té un
zero en el disc unitat. Tenim que

|P(z) —h(z)| = 2" +3| < |2|* +3=4<6=|n(z)] silz|] =1

Pel teorema de Rouché, P té exactament un zero, comptant multiplicitats, en el disc unitat.
En conclusid, el polinomi P té 3 zeros en 'anell {1 < |z| < 2}. O
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Teorema 6.34 (Teorema de Hurwitz®). Sigui f,, una successié de funcions holomorfes en
un domini  tals que f, — f uniformement en compactes d’S), per una certa funcio f. Si
per a totan =0, f, no s’anulla en cap punt d’), aleshores o bé f =0 o0 bé f no s’anulla
en €.

Demostracio. Comencem observant que f és holomorfa en €2 pel teorema de Weierstrass.
Suposem que f no és idénticament 0, perd f(a) = 0 per un cert a € . Aleshores, com que
els zeros de f han de ser aillats (en ser f no idénticament nulla), tenim que f(z) # 0 en
un cert disc puntejat Dy(a)\{a} = Q. Sigui 0 < m = min|,_q—, [f(2)| que existeix perque
f és continua i el cercle és un compacte i sigui n prou gran per garantir que

[fn(2) = f(2)| <m

per a tot z en {|z — a| = r}, fet que es dedueix de la convergencia uniforme. Aleshores,
sobre la corba {|z — a| = r},

[fn(2) = f(2)] <m < |f(2)];

i pel teorema de Rouché, f,, i f tenen el mateix nombre de zeros dins {|z — a| = r}. Perd
aixo és una contradiccio ja que f en té almenys un, i f, no en té cap per hipotesi. O

Exercicis

6.7.1. Demostreu que l’equacio e* = 2z + 1 té exactament una solucid en el disc unitat
obert. Indicacié: Proveu que |e* — 1] <e—1 si|z| = 1. q

6.7.2. Sigui f una funcié holomorfa en el disc unitat tancat tal que |f(z)| < 1, per a
|z| = 1. Quants punts fixos té f? <

6.7.3. Calculeu el nombre de solucions (comptant multiplicitats) de les segiients equacions
en el disc unitat:

(a) 27 =225 +22-82-2=0.

(b) 22° — 23 + 322 — 2+ 8 =0.

(c) 27 =52 + 22 =2. q
6.7.4. Quants zeros té P(z) = 2 + 623 — 422 + 1/8 en la regi6 {z € C; § <[z| <1}? <
6.7.5. Considerem P(z) = 2%+ 324 + 22 + 2+ 9.

(a) Proveu que tots els zeros de P(z) son a lanell 1 < |z| < 2.

(b) Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) de P(z) al primer quadrant.<

5 Adolf Hurwitz, Hildesheim, 1859-1919. https://ca.wikipedia.org/wiki/Adolf_Hurwitz
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6.7.6. (a) Calculeu el nombre de solucions a D de lequacio e = 4z + 1.

(b) Demostreu que l'equacid e* = 3z™ té n solucions en el disc unitat (n =1,2,...). <
6.7.7. SiguiacC,0<|a| <1, ineN.

(a) Demostreu que l’equacid
(z—1)"e" =a

té exactament n arrels diferents al semipla {z € C | Rez > 0}. Indicacié: Considereu
un disc centrat a z = 1 i de radi R = 1 primer, deprés mireu de modificar el cami
augmentant el radi sense sortir del semipla tancat de la dreta.

(b) Proveu que si, a més, |a| < 1/2", llavors totes aquestes arrels son al disc Dyj(1). <

6.7.8. Demostreu que per a tot R > 0 existeix n(R) = 0 tal que si n > n(R)

2 n
z z

no té zeros al disc {|z| < R}. q

6.7.9. Sigui f, una successio de funcions holomorfes en un domini Q) tals que f, — f
uniformement en compactes d’€), per una certa funcio f.

1. (Corollari de Hurwitz) Deduiu que si f,(z) # a per a tot z € Q i tot n € N, aleshores,
f=aobé f(z)#aen.

2. Proveu que si fy, €és injectiva en §2 per a tot n = 0, aleshores f és constant o bé f és
injectiva en 2. Indicacié: Argumenteu per reduccidé a l’absurd, i utilitzeu [’apartat
anterior.

3. Proveu que si f t€ un zero d’ordre m en a € (), aleshores existeix pg > 0 tal que per tot
p < po i per tot n > n,, f, té exactament m zeros en D,(a) comptant multiplicitats.

<
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