8.

Fluids

Les funcions holomorfes proporcionen una eina extremadament eficag per descriure fluxos
bidimensionals incompressibles i irrotacionals. El terme flux (o corrent) fa referencia al
moviment constant i continu d’un liquid, un gas o un grup nombrés de persones i coses
en una sola direccié. Aquestes tecniques han tingut una importancia historica notable en
hidrodinamica i aerodinamica, és a dir, en dinamica de fluids. En aquest capitol fem una
breu pinzellada de com funciona aquesta connexié.

8.1. Qiiestions generals. Escenari i notacid.

1.

El flux del fluid é€s bidimensional. En el nostre model suposem que les caracteristiques
del flux sén idéntiques per tot pla parallel. Aix0 ens permet fixar I'atencié només en
un pla, considerem el pla d’Argand de variable z. Les figures construides en aquest
pla s’interpreten com seccions transversals de cilindres, vegeu la figura 8.1.

El fluzx és estacionari o uniforme. Considerem que la velocitat del fluid en un punt no
varia amb el temps, només depen de la posicié (x,y). Vegeu per exemple un mapa de
vents de la Terra a https://earth.nullschool.net/, cal esperar un bona estona
per veure com canvia la distribucié. En petita escala temporal podem pensar que és
un flux estacionari.

Les components del camp de velocitats deriven d’un potencial. Denotem per V(z,y) =
(V1, V) les components del camp de velocitats del fluid en el punt (z,y). Suposarem
que existeix una funcié ¢(z,y), que anomenem velocitat potencial, de manera que

Ve =gradp = V.

En aquest cas el flux es diu que és irrotacional o potencial. Es pot demostrar que
aquesta condicio és equivalent a

—oVi = 0Va

tV = — = 0.
ro 2y + or

El fluid és incompressible. La densitat, o massa per unitat de volum, és constant. Si
V., és la component normal de la velocitat al llarg d’un circuit tancat C' (vegeu la
figura 8.3) aquesta condicié equival a

Q= / V,ds = / —Vadz + Vidy) = 0.
C
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202, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Aix0 expressa que la quantitat de fluid dins de C' és constant (entra el mateix que
surt). Aquesta condicié és equivalent a
ovy o0V
divV = =L + =2 = 0.
ox oy
A la quantitat @ se 'anomena fluz (també anomenat poténcia o cabal) del vector V
a través del contorn C. En fluids més generals la quantitat () pot ser no nulla.

En general, per fluxos estacionaris amb camp de velocitats V (que no necessariament
provenen d’un potencial), a la quantitat

T = / (Vidx + Vady) =/ Vids
C C

on C és una corba tancada, V; la component tangencial de V en C (vegeu la figura 8.3) i
ds ’element de longitud, se I’anomena circulacio o intensitat del flux al voltant de C. El
lector pot demostrar (vegeu ’exercici 8.1.1) que, amb la identificacié habitual de vectors
amb nombres complexos, tenim

F—i—iQ:/de.
C

Notem que quan el fluid és incompressible, la velocitat potencial ¢ és una funcid
harmonica (vegeu 'exercici 8.1.3). Sigui ¥ (x,y) una funcié harmonica conjugada de la
velocitat potencial ¢(z,y) definida al conjunt Q < C (és a dir, que ¢, = Py i @, = —1y).
Notem que aquesta pot no estar definida globalment (en particular si el domini no és
simplement connex), pero al llarg del capitol prestarem poca atencié a aquest fet. Per
exemple, si estudiem una funcié del tipus 1/z, prendrem com a potencial una determinacié
del logaritme que sera només la primitiva en un “entorn tallat”, és a dir en el disc punxat
llevat d’un radi. Com que aplicarem el teorema de Cauchy sempre a la seva derivada,
aquesta definicié no sera problematica.

Notacié 8.1. Fixem la segiient notacié pel capitol:
e La funcié analitica en €} donada per
®(2) = ¢(z,y) + i (z,y)

s’anomena, potencial complezx.
e La funcié ¢ és la funcid potencial (o velocitat potencial) i v la funcid de corrent.

e Les corbes ¢ = ¢ s6n les linies equipotencials i 1) = ¢ les linies de corrent o de fluz
(s6n ortogonals).

e El camp del flux, o welocitat de corrent, V.= Ve'® en polars, satisfa
V(z) =Vi +iVh = &/(2),
V=|V[=1[2], a=-arg(®),
V = grady,

vegeu 'exercici 8.1.4.
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Obstacle

Figura 8.1.: Seccié bidimensional d’un flux. El disc representa la seccié d’un cilindre.
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$(Vi, Vo) = Vi + V,

Figura 8.3.: Component tangencial V; i normal V,, del flux respecte a un circuit.
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e Els punts on ®'(z) = 0 s’anomenen punts estacionaris o d’estancament (en aquests
punts la velocitat és zero). o

Observacié 8.2 (Comandes amb Sage.). Per dibuixar les linies de corrent i les linies
equipotencials caldra la comanda contour_plot i per dibuixar els camps (amb fletxes de

direcci6) plot_vector_field o streamline_plot. .
Exercicis
8.1.1. Proveu que I' +iQ = [ Vdz. a

8.1.2. Proveu que la circulacid T' = 0 en un fluz potencial (suposeu que la funcid potencial
és de classe C? com a minim,). <

8.1.3. Proveu que per fluzos definits en un domini Q < C que satisfan les quatre hipotesis
anteriors, la velocitat potencial p(x,y) és una funcid harmonica. <

8.1.4. Proveu que ®'(z) = V(z) = Vi +iVa. <

8.2. Fluxos basics.

Exemple 8.3 (Flux uniforme). Ve donat pel potencial ®(z) = Voe %z, amb Vp,d € R.

Trobem la seva expressié. Recordem que V = ®/(z) = Vpe=% = Vye??, V = Vj, per tant,
¢ = Re(®(2)) = Re(Voe % (z + iy)) = Vo(cosd - = + sind - y).
Y = Im(®(2)) = Im(Voe ™% (z + iy)) = Vo(—sind - 2 + cosd - y).

Les linies de flux ¢ = ¢ sén rectes amb pendent tand i ¢ és 'angle que formen les linies de
flux amb ’eix real. O

Exemple 8.4 (Font al punt z = a). Aqui ®(z) = kLog(z —a), k € R. Quan k > 0
s’anomena font (en angles, source), si k < 0 una pica (en angles, sink).

— k — k
Trobem l'expressié de V, V| ¢ i. Tenim que ®'(z) = —— =k SO (x—
zZ—a |z —al?> |z —al?
a1 +i(y — az)). Llavors
k k

V(.I',y): |2($—a1,y—a2)> V(l‘,y):

|z —a |z —al

Les direccions de flux que dona V segueixen la direccié de z — a, si k > 0 surten, una
font, i si k < 0 entren, una pica. Com que ® = kLog (2 —a) = k(In|z — a| + iArg (z — a))
tenim que ¥ (x,y) = kArg (z — a) i les corbes ¢ = ¢ sén linies que surten de a com es veu a
I’esquerra de la figura 8.4. Observem que si C' envolta a, aleshores

kd
I'+1iQ =/ ' (2)dz =/ © — oknmi.
C C

zZ—a

Aleshores I' = 01 Q = 2kw. No té circulacié i la poteéncia és 2km. O
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Exemple 8.5 (Flux amb circulaci6). Estudiem el cas ®(z) = —ikLog(z —a) k € R.
Veurem que la velocitat del flux és inversament proporcional a la distancia al punt a. Diem
que en el punt a hi ha un remoli de forca k.

Procedim com en el cas anterior. Tenim que ¢/(z) = _/m — = ki cra M (x —
zZ—a |z —al?2  |z—al?
. k .
a; +i(y —az)) = m(—(y —a2) + i(z — a1)). Llavors
k k
V(x?y) = (_(y_a2)7x_a1)a V(xvy) =

|z —af? lz—al

Les direccions de flux que dona V segueixen direccions de circumferéncies amb centre a, si
k > 0 en direcci6é antihoraria i si k < 0 en direcci6é horaria, en els dos casos és un remoli.

Com que ® = —kiLog (2 —a) = —ki(ln|z—a|+iArg (z—a)) = k(Arg (z—a) —iln|z—al)
tenim que ¥ (z,y) = —kln|z — a| i les corbes 1) = ¢ sén circumferéncies centrades a a tal
com es veu a la dreta de la figura 8.4. Observem que si C' envolta a, aleshores

—ikd
F+iQ:/¢>/(z)dz:/ CE _ ok,
C C

Z—a

Aleshores I' = 2kw i Q = 0. La circulacié és 2k7 i la poténcia és 0. O

Exercicis

8.2.1. Superposicié. Sumant diferents potencials complexos es poden descriure fluxos més
sofisticats. Un exemple important s’obté sumant una font al punt —a amb una pica al punt
a amb a > 0:

zZ+a

®(z) = kLog ( > ~ kLog (z + a) — k Log (= — a).

Trobeu expressio de V, V', ¢ i 1. Dibuizeu les linies de corrent (¥ = c), vegeu la figura
8.5.

8.2.2. En l’exercici anterior, fem a — 0 i k — o de manera que 2ka = p sigui finit.
Vegeu que al limit obtenim el potencial complex ®(z) = u/z que s’anomena doblet o dipol.
Ve a ser una font i una pica separades per una distancia infinitesimal. La quantitat 2wp
s’anomena moment del doblet. Trobeu l’expressio de V, V, ¢ i ¢. Dibuizeu les linies de
corrent (VY = c). <

I
8.2.3. Font-remoli. FEstudieu el flur amb funcid potencial ®(z) = ;_Z,QLog (z — a).
i

Discutiu segons els valors de I' (circulacid o intensitat) i Q (poténcia). Feu dibuizos de les
linies de camp segons els signes de I' i Q. <
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8.3. Obstacles

Un problema important en la teoria de fluids és determinar el model de corrent que es
mou inicialment a velocitat uniforme V{ i que ha d’evitar un obstacle. La idea general
és considerar un potencial complex de la forma ®(z) = Vpz + G(z) on G(z) compleix
que lim, o, G'(2) = 0. Aix0 vol dir que lluny de l'obstacle el corrent ve donat per Vjz.
De vegades cal també que aquest nou potencial ® tingui la frontera de I'obstacle com a
trajectoria.

Exemple 8.6. Estudiem el corrent del fluid amb potencial complex donat per

d(z) =W (z—l— aj)

amb 1, a € R.
Ja veiem que és una superposicié d’un flux lineal (quan z és gran) i un doblet (quan z és

prop de zero).
a? _ a?
o) %o (= (14 ) o (1 )

2
¢ =Wz 1~|—a7
El¥

B a

a222
V=37 =WVI(1l-
A=w(1- %)
(122'2
V=Wl L2
Vol T

Comprovem ara que |z| = a és una linia de corrent: observem que els punts de C' = {z =
r + iy : |22 = a®} satisfan ¢(x,y) = ct. En efecte, si z € C llavors

P(z) = Voy(1 — a2/a2) =0

i C és la corba de nivell zero, és una linia de flux. A la figura 8.6 es pot veure el flux per
Vo =a®=3.

Una situacié més general es déna en el segiient teorema.

Teorema 8.7. Si f és un potencial complex definit a C, amb singularitats només en la
regié exterior |z| > R, aleshores

o) - 1)+ (7))

z

té |z| = R com a linia de corrent i conserva, a l’exterior del cercle, les singularitats de f.
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Recordem que si f(z) és analitica en una regié €, llavors g(z) = f(2) és analitica a Q i

g9'(z) = f'(2).

Demostracid. Si |z| = R llavors ®(z) = f(z) + f(R?z/|z]?) = f(z) + f(z) € R. Llavors
¥(z) = 0 per tot z de la circumferéncia |z| = R, llavors aquesta circumferéncia és linia de
flux. Sigui p un punt singular de f, per hipotesi |p| > R, llavors |[R?/2| < R i p no és punt

singular de f (R?/z). Les singularitats de ® fora de la circumferéncia sén les que provenen
de f i no de la part afegida. O

Exercicis

8.3.1. Modifiquem el flux amb potencial donat per f(z) = Log (z+42) que és una font sortint
des del punt z = —2 (vist en un exemple anterior). Per aizo considerem la modificacié
donada pel potencial

B(2) :f(z)+]©:Log(z+2)+Log <;+2>.

a) Descomponeu ® en fluros coneguts.

b) Calculeu ®'(2) i contrasteu-ho amb 'apartat anterior.

c) Vegeu que per z amb |z| molt gran resulta ®'(z) ~ 5 i que lluny de z = —2 el flux

zZ+
associat a ® €s com una font sortint de z = —2.

d) Mostreu amb un grafic com eviten el disc unitari les linies de flux (feu servir contour_plot
i streamline_plot). q

8.4. Expressié general (recapitulacio).

Proposicié 8.8. Si ®(z) = ¢(z) +i)(z) aleshores

T=¢%d$=§£(vld1:+1/2dy)=§£d<p

C C C

Q =§1§ Vyds = 55 (—Vadz + Vidy) = 55 i
C C C

1 llavors

I'+iQ = / ' (2)dz.
C
Si @' (2) esta definida a Uinterior de C' i t€ un nombre finit de punts singulars {py}, aleshores

T +iQ = 2mi Y Res(®'(2), px).
k
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Demostracid. Tenim que Vi —iVp = ®(2) = ¢, + ity = by — iy,. Aleshores

Q= %Vnds = %(—ngx + Vidy) = féwrdaﬁ + Yydy = ?godw

I'= &lﬁ Vids = 315 (Vidz + Vady) = 315 Padxr + pydy = yﬁ de.

Ara bé

O (2)dz = (g + i) (dx + idy) = pdr — Ypdy + i(Vedr + @pdy) =
= pzdx + pydy + i(Yedx + Pydy) = do + idyp.

i podem concloure que
I'+iQ = / ' (2)dz.
C

La darrera afirmacié de I’exercici és consequiencia del teorema dels residus. ]

Proposicié 8.9. Sia és un pol d’ordre finit de V(z), podem prendre ®(z) en un “entorn
tallat” al voltant de a com
_ 1 I'+1
D)= —" g L + H.Q

(z —a)" T omz—a 271

Log(z—a)+co+ci(z—a)+---.

Demostracid. Per tenir ®(z) un pol d’ordre finit integrant obtenim el resultat. O

Llavors, segons el que hem vist al llarg del capitol, diem que

I'+iQ

o O(z) =
I', la denotem per (a;Q,T'"). Quan @ = 0 és un remoli, i quan I' = 0 és una font
(Q > 0) o una pica (Q < 0).

Log (z — a) determina en a una font-remoli de poténcia @ i intensitat

1
e O(2) = P~ determina en a un doblet de moment p, el denotem per (a;p) (P

2rz —a
determina la direcci6 la direccié del doblet que passa per a).

c_
o O(z) = i - determina un multiplet d’ordre 2k en el punt al

(z —a)

Els resultats anteriors mostren que les singularitats de les funcions meromorfes es poden
interpretar fisicament com a fonts, remolins o altres estructures elementals de flux

'+:+ c
Lo+ ,QLog(z)+co+—l---
27 271 z
direm que el terme en Log (z) determina una font-remoli de poténcia —@Q i intensitat —I, el terme en z

un doblet de moment p i els de z* multiplets d’ordre 2k.

'La notacié i comportament a ’co és similar, si ®(2) = ¢ 2™ 4 - - +
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Exercicis

8.4.1. Pels z on V(z) = ®'(z) = 0 diem que hi ha un punt estacionari del corrent (per
exemple €s aquell punt d’un Tiu on una fulla petita s’ha quedat aturada pero que al seu
voltant circula l'aigua).

a) Per ®(z) = 2" el 0 és un punt estacionari d’ordre n — 1. Feu un dibuix amb les linies
de fluz i les linies equipotencials superposades per n = 2,3,4.

b) Podeu deduir experimentalment quin angle formen les linies equipotencials i les linies
de flux?

¢) Proveu que si un punt estacionari a és un zero d’ordre n—1 llavors les linies equipotencials
i de corrent (¢ = ct., = ct.) formen un angle w/2n en el punt estacionari (feu-lo com
a minim pel cas ®'(z) = Cz""1,C e C). Quin angle formen una linia de corrent i una
linia equipotencial quan es creuen en un punt no estacionari? N

8.4.2. Discutiu el moviment del fluid amb potencial complex igual a

I'+1:Q z—a .
a) (z) = 5l Log <—b> onabeCiQ,I'eR.
r
b) ®(z) = az+ —Log(z) on a,I' > 0.
2me
_ Q
c) ®(z) =az+ 2—Log (2) on a,Q > 0.
T
d) ®(z) = 2+ L Log(2) onp, T >0
- - . <
VT omy T OBV P

8.4.3. Discutiu el moviment del fluid amb potencial complex

R? r
O(z) =V (2 + ) + —Log(z), amb I', Vo, R > 0.
z 21
Particularment estudieu els casos I' < 4w RVy, I' > 4w RVy i I' = 4nRV}y. Dibuizeu exemples
de cadascun dels casos. <
8.4.4. Doneu un potencial complex que tingui fonts-remolins {(ag; Qx, k) : k =1,...,n} i

velocitat Vo, = Ve'® a linfinit. <
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