A. El teorema de lI'aplicacié de Riemann

Recordem I’enunciat del teorema que ens ocupa.

Teorema A.1 (Teorema de l'aplicacié de Riemann). Sigui U < C un obert simplement
connex. Llavors existeiz una representacio conforme f:U — ID. A més, si escollim zg € U
i demanem que f(z0) =0 i f'(z0) > 0 (és a dir que f'(z0) € Ry ), aleshores f és tunica.

La demostracié de la unicitat és senzilla, vegeu la Seccié 7.1. Recordem que es pot
reescriure com que f és inica modul postcomposicié amb automorfismes del disc, vegeu
I’observacié 7.24.

En aquest apendix demostrarem ’existéncia de la representacié conforme, vegeu també,
per exemple, [BC13, Capitol 9]. Tot i que el teorema va ser enunciat per Riemann, la
demostracié completa s’atribueix a Koebe. Es una demostracié elegant que fa servir diverses
de les eines que hem desenvolupat en aquests apunts. Addicionalment, pero, necessitem
també el concepte de familia normal i el teorema de Montel®, que enunciem a continuacié.

Families normals i el teorema de Montel

Sigui U < C un obert del pla complex, i F una familia de funcions holomorfes en U.
Diem que F és una familia normal si tota successié de funcions de F té una parcial que
convergeix uniformement en compactes de U. Observem que pel teorema de Weierstrass
(vegeu el teorema 4.38), el limit ha de ser una funcié holomorfa, tot i que no necessariament
ha de ser membre de la familia F.

Comprovar si una familia de funcions és normal acostuma a fer-se fent servir el teorema
de Montel. La versié feble d’aquest resultat diu el segiient:

Teorema A.2 (Teorema de Montel, versié feble). Sigui U < C un obert i F una familia de
funcions holomorfes en U. Suposem que F és uniformement fitada, és a dir, que existeix
M > 0 tal que

|f(2)] < M, peratota feF itotzelU.

Aleshores, la familia F és normal.

El lector interessat pot trobar una demostracié a [SS10, Sect. 3].

Demostracio del teorema de I'aplicacié de Riemann

La demostracié consta de tres passos diferents que farem per separat.

!Paul Montel, Nica, 1876-1975. https://ca.wikipedia.org/wiki/Paul_Montel

211


https://ca.wikipedia.org/wiki/Paul_Montel

212, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Pas 1. Vegem primer que existeiz un subconjunt V- D que conté l'origen i una represen-
tacio conforme F : U — V amb F(zp) = 0.

Demostracio. Per fer-ho, escollim un nombre « € C tal que o ¢ U (existeix perque U no
és tot el pla). Aleshores z — a # 0 a U i, per tant, donat que U és simplement connex,
existeix una determinacié del logaritme de z — « en U (vegeu el teorema 5.28). Es a dir,
existeix una funcié holomorfa £(z) tal que e£) = 2 — a. De l'equacié veiem que £ és
necessariament injectiva, pero a més, veiem que

L(z) # L(z0) + 2mi, peratot zeU,

ja que, altrament, exponenciant aquesta expressié obtindriem z = 2y, que implicaria que
L(z) = L(z0), una contradiccié. De fet, £(U) omet tot un disc centrat en L(z9) + 2mi
ja que si no fos aixi, existiria una successio (z,) en U tal que L(z,) — L(z0) + 2mi. De
nou, exponenciant aquesta expressié, i donat que ’exponencial és continua, tindriem que
zn, — 2o 1, per tant, L£(z,) — L(z0), una contradiccié.

Aix{ doncs hem vist que existeix un disc D centrat a £(zo)+27i tal que L£(U) no interseca
D. Considerem ara I’homografia

w — L(20)

T(w) = w — (L(z0) + 2mi)’

que envia el punt £(zp) + 27 a Uinfinit i £(z9) a l'origen, i el disc D al complementari
d’un disc.

Com que L és injectiva, T o £ també ho és i, per tant, T o L : U — T(L(U)) és una
representacié conforme. A més, per construccié, T(L(U)) és un conjunt fitat. Només ens
cal doncs compondre T o £ amb una homotecia adequada, per obtenir una representacié
conforme de U en un subconjunt de D que conté l'origen i tal que F(z9) = 0. O

Del pas anterior deduim que podem suposar, sense perdua de generalitat, que U és un
subconjunt obert de D i que 0 € U és el punt que volem enviar a 0. Considerem la familia
F de funcions holomorfes i injectives d’U en D fixant ’origen, és a dir

F ={f:U — D| f injectiva, holomorfa i f(0) = 0}.

Observem que la identitat pertany a JF i, per tant, F no és buida. A més, aquesta familia
és uniformement fitada per construccid, ja que totes les funcions van a parar al disc unitat.
El teorema de Montel (vegeu el teorema A.2) ens diu, doncs, que F és una familia normal.

Pas 2. Vegem que F conté una funcié f que mazimitza |f'(0)| = s := supper |A/(0)] = 1.

Demostracié. Observem primer que |f/(0)| esta uniformement fitada, per a f € F. Aixo
es pot veure aplicant la desigualtat de Cauchy (vegeu el lema 4.28) a f’ en un petit disc
centrat a l'origen. En conseqiiéncia, podem definir

s =sup|f'(0)| = 1,
feF
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on la desigualtat ve donada pel fet que la identitat pertany a F. Escollim una successié
(fn) = F tal que |f}(0)] — s, quan n — . Donat que F és normal, aquesta successié té
una parcial que convergeix uniformement en compactes de U a una funcié f. Pel teorema
de Weierstrass (vegeu el teorema 4.38), f és holomorfa en U i |f/(0)] = s > 1. Aix0 ens
diu que f no és constant i, com que les funcions f,, sén injectives, el teorema de Hurwitz
(vegeu el teorema 6.34 i I’exercici 6.7.9) ens diu que f també és injectiva. Per continuitat,
també veiem que |f(z)] < 1 per a tot z € U i, pel principi del modul maxim (vegeu el
teorema 4.51), se segueix que |f(2)] <1 (ja que U és obert). Clarament també tenim que
f(0) = 0, la qual cosa implica que f € F i que |f’(0)| = s, tal i com voliem demostrar. [

Pas 3. Vegem que, de fet, f és una representacio conforme de U en D.

Demostracid. Ja sabem que f és holomorfa i injectiva, per tant només ens queda demostrar
que és exhaustiva. La idea és veure que, si no fos aixi, podriem trobar una funcié F' € F
amb |[F'(0)| > |f(0)| = s, la qual cosa és una contradiccié.

Suposem doncs que existeix a € D tal que f(z) # a per a tot z € U. Considerem
Pautomorfisme de D que intercanvia els punts a i 0 (vegeu 'exercici 1.1.10)

a—z

z) = :
#a(2) 1—az

Com que U és simplement connex, també ho és (¢4 o f)(U) i, a més, no conté l'origen. Per
tant, existeix una branca holomorfa S de l'arrel quadrada (de la identitat) en (@, o f)(U),
vegeu l'exercici 5.4.2, i que és injectiva. Considerem ara la composicid

Fzgog(a)OSOganf,

i procedim a veure que F' € F. Clarament F' és holomorfa i F'(0) = 0. Totes les funcions
envien el disc unitat a ell mateix i, per tant, ' també ho fa. De la mateixa manera, F' és
injectiva ja que totes les components ho sén, i aixi concloem que F € F.

Considerem ara h(u) = u?, la inversa de S, i escrivim

f:goglohogo;(}l)oF::q)oF.
Observem que ® envia D a ell mateix (no injectivament), amb ®(0) = 0. Pel lema de
Schwarz (vegeu el lema 4.54), es compleix que |[®'(0)| < 1. A més, la igualtat només podria
passar si ® fos una rotacié. Perd ® no és injectiva, ja que conté el factor h(u) = u?. Per
tant,
|®'(0)] < 1.

Pero aleshores, usant la regla de la cadena,
s = [£'(0)] = [2'(0)F'(0)] < |F'(0)]

que contradiu la maximalitat de |f/(0)| en F. Deduim doncs que f és exhaustiva i, per
tant, una representacié conforme de U en D fixant I'origen. ]
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Multiplicant f per la constant |f/(0)|/f’(0), de mddul 1, obtenim f amb les mateixes
propietats i satisfent f'(0) > 0.

Per acabar, observem que en el pas 1, hem pogut escollir una translacié que ens portés el
punt zg € U escollit a 'origen. Es aquesta composicio final la que satisfara les condicions
del teorema. O
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