
A. El teorema de l’aplicació de Riemann

Recordem l’enunciat del teorema que ens ocupa.

Teorema A.1 (Teorema de l’aplicació de Riemann). Sigui U ! C un obert simplement
connex. Llavors existeix una representació conforme f : U Ñ D. A més, si escollim z0 P U
i demanem que fpz0q “ 0 i f 1

pz0q " 0 (és a dir que f 1
pz0q P R`), aleshores f és única.

La demostració de la unicitat és senzilla, vegeu la Secció 7.1. Recordem que es pot
reescriure com que f és única mòdul postcomposició amb automorfismes del disc, vegeu
l’observació 7.24.

En aquest apèndix demostrarem l’existència de la representació conforme, vegeu també,
per exemple, [BC13, Caṕıtol 9]. Tot i que el teorema va ser enunciat per Riemann, la
demostració completa s’atribueix a Koebe. És una demostració elegant que fa servir diverses
de les eines que hem desenvolupat en aquests apunts. Addicionalment, però, necessitem
també el concepte de famı́lia normal i el teorema de Montel1, que enunciem a continuació.

Faḿılies normals i el teorema de Montel

Sigui U # C un obert del pla complex, i F una famı́lia de funcions holomorfes en U .
Diem que F és una famı́lia normal si tota successió de funcions de F té una parcial que
convergeix uniformement en compactes de U . Observem que pel teorema de Weierstrass
(vegeu el teorema 4.38), el ĺımit ha de ser una funció holomorfa, tot i que no necessàriament
ha de ser membre de la famı́lia F .

Comprovar si una famı́lia de funcions és normal acostuma a fer-se fent servir el teorema
de Montel. La versió feble d’aquest resultat diu el següent:

Teorema A.2 (Teorema de Montel, versió feble). Sigui U # C un obert i F una famı́lia de
funcions holomorfes en U . Suposem que F és uniformement fitada, és a dir, que existeix
M " 0 tal que

|fpzq| $ M, per a tota f P F i tot z P U .

Aleshores, la famı́lia F és normal.

El lector interessat pot trobar una demostració a [SS10, Sect. 3].

Demostració del teorema de l’aplicació de Riemann

La demostració consta de tres passos diferents que farem per separat.

1Paul Montel, Niça, 1876–1975. https://ca.wikipedia.org/wiki/Paul_Montel
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Pas 1. Vegem primer que existeix un subconjunt V # D que conté l’origen i una represen-
tació conforme F : U Ñ V amb F pz0q “ 0.

Demostració. Per fer-ho, escollim un nombre ω P C tal que ω R U (existeix perquè U no
és tot el pla). Aleshores z ´ ω ‰ 0 a U i, per tant, donat que U és simplement connex,
existeix una determinació del logaritme de z ´ ω en U (vegeu el teorema 5.28). És a dir,
existeix una funció holomorfa Lpzq tal que eLpzq

“ z ´ ω. De l’equació veiem que L és
necessàriament injectiva, però a més, veiem que

Lpzq ‰ Lpz0q ` 2εi, per a tot z P U ,

ja que, altrament, exponenciant aquesta expressió obtindŕıem z “ z0, que implicaria que
Lpzq “ Lpz0q, una contradicció. De fet, LpUq omet tot un disc centrat en Lpz0q ` 2εi
ja que si no fos aix́ı, existiria una successió pznq en U tal que Lpznq Ñ Lpz0q ` 2εi. De
nou, exponenciant aquesta expressió, i donat que l’exponencial és cont́ınua, tindŕıem que
zn Ñ z0 i, per tant, Lpznq Ñ Lpz0q, una contradicció.
Aix́ı doncs hem vist que existeix un disc D centrat a Lpz0q`2εi tal que LpUq no interseca

D. Considerem ara l’homografia

T pwq “
w ´ Lpz0q

w ´ pLpz0q ` 2εiq
,

que envia el punt Lpz0q ` 2εi a l’infinit i Lpz0q a l’origen, i el disc D al complementari
d’un disc.
Com que L és injectiva, T ˝ L també ho és i, per tant, T ˝ L : U Ñ T pLpUqq és una

representació conforme. A més, per construcció, T pLpUqq és un conjunt fitat. Només ens
cal doncs compondre T ˝ L amb una homotècia adequada, per obtenir una representació
conforme de U en un subconjunt de D que conté l’origen i tal que F pz0q “ 0.

Del pas anterior dedüım que podem suposar, sense pèrdua de generalitat, que U és un
subconjunt obert de D i que 0 P U és el punt que volem enviar a 0. Considerem la famı́lia
F de funcions holomorfes i injectives d’U en D fixant l’origen, és a dir

F “ tf : U Ñ D | f injectiva, holomorfa i fp0q “ 0u.

Observem que la identitat pertany a F i, per tant, F no és buida. A més, aquesta famı́lia
és uniformement fitada per construcció, ja que totes les funcions van a parar al disc unitat.
El teorema de Montel (vegeu el teorema A.2) ens diu, doncs, que F és una famı́lia normal.

Pas 2. Vegem que F conté una funció f que maximitza |f 1
p0q| “ s :“ suphPF |h1

p0q| % 1.

Demostració. Observem primer que |f 1
p0q| està uniformement fitada, per a f P F . Això

es pot veure aplicant la desigualtat de Cauchy (vegeu el lema 4.28) a f 1 en un petit disc
centrat a l’origen. En conseqüència, podem definir

s “ sup
fPF

|f 1
p0q| % 1,
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on la desigualtat ve donada pel fet que la identitat pertany a F . Escollim una successió
pfnq # F tal que |f 1

np0q| Ñ s, quan n Ñ 8. Donat que F és normal, aquesta successió té
una parcial que convergeix uniformement en compactes de U a una funció f . Pel teorema
de Weierstrass (vegeu el teorema 4.38), f és holomorfa en U i |f 1

p0q| “ s % 1. Això ens
diu que f no és constant i, com que les funcions fn són injectives, el teorema de Hurwitz
(vegeu el teorema 6.34 i l’exercici 6.7.9) ens diu que f també és injectiva. Per continüıtat,
també veiem que |fpzq| $ 1 per a tot z P U i, pel principi del mòdul màxim (vegeu el
teorema 4.51), se segueix que |fpzq| & 1 (ja que U és obert). Clarament també tenim que
fp0q “ 0, la qual cosa implica que f P F i que |f 1

p0q| “ s, tal i com voĺıem demostrar.

Pas 3. Vegem que, de fet, f és una representació conforme de U en D.

Demostració. Ja sabem que f és holomorfa i injectiva, per tant només ens queda demostrar
que és exhaustiva. La idea és veure que, si no fos aix́ı, podŕıem trobar una funció F P F

amb |F 1
p0q| " |f 1

p0q| “ s, la qual cosa és una contradicció.
Suposem doncs que existeix a P D tal que fpzq ‰ a per a tot z P U . Considerem

l’automorfisme de D que intercanvia els punts a i 0 (vegeu l’exercici 1.1.10)

ϑapzq “
a ´ z

1 ´ az
.

Com que U és simplement connex, també ho és pϑa ˝ fqpUq i, a més, no conté l’origen. Per
tant, existeix una branca holomorfa S de l’arrel quadrada (de la identitat) en pϑa ˝ fqpUq,
vegeu l’exercici 5.4.2, i que és injectiva. Considerem ara la composició

F “ ϑgpaq ˝ S ˝ ϑa ˝ f,

i procedim a veure que F P F . Clarament F és holomorfa i F p0q “ 0. Totes les funcions
envien el disc unitat a ell mateix i, per tant, F també ho fa. De la mateixa manera, F és
injectiva ja que totes les components ho són, i aix́ı concloem que F P F .

Considerem ara hpuq “ u2, la inversa de S, i escrivim

f “ ϑ´1

a ˝ h ˝ ϑ´1

gpaq ˝ F :“ ! ˝ F.

Observem que ! envia D a ell mateix (no injectivament), amb !p0q “ 0. Pel lema de
Schwarz (vegeu el lema 4.54), es compleix que |!1

p0q| $ 1. A més, la igualtat només podria
passar si ! fos una rotació. Però ! no és injectiva, ja que conté el factor hpuq “ u2. Per
tant,

|!1
p0q| & 1.

Però aleshores, usant la regla de la cadena,

s “ |f 1
p0q| “ |!1

p0qF 1
p0q| & |F 1

p0q|

que contradiu la maximalitat de |f 1
p0q| en F . Dedüım doncs que f és exhaustiva i, per

tant, una representació conforme de U en D fixant l’origen.
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Multiplicant f per la constant |f 1
p0q|{f 1

p0q, de mòdul 1, obtenim f̃ amb les mateixes
propietats i satisfent f̃ 1

p0q " 0.
Per acabar, observem que en el pas 1, hem pogut escollir una translació que ens portés el

punt z0 P U escollit a l’origen. És aquesta composició final la que satisfarà les condicions
del teorema.
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homòtopa a 0, 132
homografia, 186
homografies bàsiques, 187
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intensitat, 202
invers, element, 7
inversa per la dreta, 38
inversió, 187
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Laplace, Pierre-Simon, 108
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Henry, 181
Poisson

nucli de, 141
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prolongació anaĺıtica, principi de, 114,

115
propietat de la mitjana, 98
propietats de la integral, 83
punt

d’estancament, 204
estacionari, 204
final, 82
inicial, 82

Q, 31
quocient, criteri del, 13, 47
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Rouché, Eugène, 176
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