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1. El cos dels nombres complexos

1.1. El cos dels nombres complexos

1.1.1. Doneu en forma a + bi:

. —1+5¢ ; 2
a) (—1+41)2, c) 2:31., e) | 241 Ny
6i — (1 —2i)
‘ 2 (8 +2i) — (1 —4)
b) 81, R 1) (3= 10)? - 3)i.
Solucié:
a) —2i, ) 1+1, e) (—253 — 2047)/4225,
b) 8 + i, d) 33/25 — 19i/25, £) 6+ 5i.
1.1.2. Demostreu o doneu un contraexemple:
a) Re(z+w) =Rez+Rew, b) Re(zw) = (Rez)(Rew), ¢) Re(3) = %. <
Solucié:
a) Cert b) Fals c) Fals
1.1.8. Sigui z € C tal que Im (z) > 0. Proveu que Im (1/z) < 0. <

Solucié: Si z = x + iy amb y > 0 com que 1/z = (z — yi)/|2|? resulta que Im (1/2) < 0.

1.1.4. Siz=x+ iy on x,y € R, trobeu les parts real i imaginaria de:

a) 2%, ¢) 73, e) £¢,

b) (2 + 1), e 7). :
Solucié:

a) 72 7y2 + 2zyi C) (l‘*3*iy)/((x—3)2+y2), e) 222 —5x+2x—54+2y%—iTy

(2x—5)2+4y>?

x2—y?2—i2zy

b) 2? —y? +a+ ey +y)i ) T f) @3 — 3zy? + i(32%y — y?).
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1.1.5. Sigui ~

= a +1ib amb (x,y) # (0,0) i z,y,a,b e R. Proveu que a® +b*> =1. <

Solucié: Notem, d’'una banda, que
(a +ib)(a +ib) = (a +ib)(a — ib) = a® + b*.
D’altra banda, com que T/z = 1/z, tenim

T+ T+  x+1y az—iy_l
T—W xT—iy T—1Y T+

Per tant,
a? +b* = (a +ib)(a + ib) = 1.
1.1.6. Proveu que —1 + i satisfa 2% + 2z + 2 = 0. <
Solucié: N’hi ha prou amb substituir: (—1+44)? +2(=1+1i) +2=---= 0.
1.1.7. Escriviu l’equacié complexa 2> + 52% = z 4+ 3i com dues equacions reals. <

Solucié: z2 — 3zy? + 522 — 5y —x = 0, 322y — y> + 102y —y — 3 = 0.

1.1.8. a) Si 21,29 son complezos amb z1 + z2 1 2122 Teals negatius proveu que z1,ze SON
reals.

b) Proveu que el vector z1 # 0 és parallel al vector zo # 0 si i només si Im (2122) = 0. «
Solucio:

a) Sizgp = xp + 1yg, tenim que y1 +y2 = 0,21 + 22 < 01 2129 — Y192 < 0, 21Yy2 + z2y1 = 0.
Llavors x179 + y? < 01 y1(w2 — 1) = 0. Si y; = 0, llavors y2 = 0 i 21, 22 s6n reals. Si
x1 = x9 tenim que x1x9 > 0, llavors Re (2122) > 0 que no és possible per hipotesi.

Solucid proposada per Tomas Planelles Alonso (amb una visié més constructivista):

Considerem el polinomi P(X) = X2 — (21 + 20) X + 2122 € R[X]. Notem que

Ap = (Zl + Z2)2 — 42129 = 0,

ja que z1z9 < 0. Aleshores, les dues arrels de P sén reals.
D’altra banda, tenim que P(z1) = P(z2) = 0 per construccié. Per tant, z1 i z2 sén reals.

Comentaris: Notem que podem relaxar alguna de les hipotesi de I’enunciat; ens serveix
que 21 + 29 sigui real.

b) Solucid proposada per Marti Mota Llobet:

21 2122 21722
— = ER «— Im <

= == =0 Im(z1 %) = 0
o |22’2 ) — m(21Z2)

| z2|2
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1.1.9. Proveu analiticament i grafica que |z — 1| = |z — 1]. q

Solucié: Com que z és el simetric respecte de 'eix OX de z els dos punts estan a la

mateixa distancia de qualsevol punt de OX, en particular de 1. També podem veure que

lz—1P2=(z-1)(z—1) = |z -1~

1.1.10. Demostreu que —_cfb‘ =1silal =1 0 béb] =1. Quina excepcié cal fer si
la = [bo] =17

Demostreu també que —_abb‘ <lsilal<1i|bl<1.

Per acabar, si per a € D definim ¢.(2) = {==, demostreu que @, : D — D, que és
bijectiva en D i en 0D i doneu-ne la inversa. <

Solucié: Suposem |a| = 1, altre cas es demostra igual per simetria.

a—ba ala—0>b
—— = ( ) =a, a=b.
1—aba a—2b
Si tenen modul 1 cal evitar que siguin iguals ja que en aquest cas dividim per 0.
Suposem ara |al, |b| < 1, tenim que

2

—b
a <1 e |a—b2<|l—abP < |a]®+ b <1+ ]|af?|b]?

1—ab

i aixo equival a
(lal* = D> = 1) >0
que és cert per ser |al, [b] < 1.
Que ¢, : D — D es dedueix de Iapartat anterior. La bijectivitat es dedueix si veiem que

lequacié w = z) té només una solucid, i usant que |za| = |z||a| < 1, obtenim
a ) )
a—z B w—a
w = — =S WAz =a—F = ————— = 2
1—az —1+aw

d’on surt la bijectivitat (w e D o w e dD si z € D o z € D altra vegada usant 'apartat
anterior).

1.2. Els nombres complexos com a espai vectorial
1.2.1. Descriviu els conjunts de punts del pla que satisfan:
a) 1 <Im(iz) <2, c) |z =Rez +1, e) |z—2|>|z—3|,

b) Im2% = 0,ac C\{0},  d) |z—1| = |z +1], le=1+lz+1=7 <
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Solucio:

a) {1 <Re(z) <2}; e) {Rez > 5/2};

b) z = at,t € R*;
£) (x/(7/2))* + (y/(3v5/2))* = 1 que és una

ellipse, també podem escriure 180z2 +
Mediatriu de 1 i —i: y = —x; 19642 = 2205.

c¢) Parabola x = (1/2)(y? — 1);

)
)
)
d)

1.2.2. Suposem que a, — a i b, — b. Demostreu que a, + b, — a + b i apb, — ab, sabent
que ambdues propietats son certes a la recta real. <

Solucié: La primera es deriva de 'estructura d’espai vectorial, i ja es va fer en cursos

anteriors.
La segona, en ser una operacié nova, cal demostrar-la:

Re (apb,) = Reay,Reb, — Ima,Imb, — ReaReb — Imalmb = Re (ab),

Im (apby,) = Reaylmb,, + Ima,Reb, — Realmb + ImaRe b = Im (ab).

Per (1.5) aix0 implica
anb, — ab.

1.2.3. Digueu si les seglients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limiat:
n+i 3in?

a) i+
) n_l-? C) n2—2/L

b)

n+i

Solucié: a) No; b) 1, usant 'exercici 1.2.2; ¢) 3i, usant 'exercici 1.2.2.

Per exemple,

n—i 1—i/n 1+0

n+1 1—|—z'/n 1‘2.214—0_1

1.2.4. Estudieu la convergéncia i la convergéncia absoluta de les series:
N

© ®
(Z) Z m, b) Z g <
n=2 n=1

Solucié: Cap convergeix absolutament. Pero sense modul, la part real i la imaginaria

son series alternades amb terme general de modul decreixent tendint a 0. Per tant les dues
series sén convergents.

1.2.5. Demostreu el teorema de Mertens. <
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Solucié: Suposem primer que oy, 3, > 0 per no escriure valors absoluts, i sigui
A=3" jan, B=>7"_ B, Donat e > 0, existeix Ny € N tal que per N > Ny tenim que
0<A-— Zi\[:o an < 75510<B - Zﬁfzoﬂn < g1 Aleshores

2N n N N N N N
AB_EEQkB”_kgAB_ZZakﬁj: A—Zak B+ B—Z,Bj Zozk
n=0 k=0 k=05=0 k=0 j=0 k=0

<—° py_°©
T A+ B A+ B

A=c¢.

D’altra banda,

2N n 2N 2N 2N 2N 2N
AB_ZZaan—k>AB—ZZOZkBj: A—Zak B + B—Zﬁj Zak
n=0k=0 k=03=0 k=0 j=0 k=0
= 0.

Pel cas general, comencem observant que

n

n
Tl = | D Bk < D okl [Bukl-
k=0

k=0

Per tant, la serie de Cauchy associada a )’ |ay,| 1Y) |B,| domina la serie ) |vy,|. Com que
>an| 1Y) |8n| sén convergents, el teorema de Mertens per a séries no negatives implica

que o ) )
Z Z o] |Brn—k| = Z || Z |Bn| | < co.
n=0k=0 n=0 n=0

Aix{ doncs, > 7, és absolutament convergent.
Per veure la identitat

ee} 0 0
Z Tn = Z Qp Z ﬁn s
n=0 n=0 n=0

raonem com abans, controlant les cues pels valors absoluts i usant que les tres series
involucrades sén absolutament convergents.

1.2.6. Vegeu que tota successio convergent {zn}n=0 < C satisfa que |zp41 — 2| = 0. <

Solucié: Considerem wy = zg, Wy, = zn — 2n—1 per n = 1. Aleshores aquesta successié

es pot escriure com a suma parcial telescopica:

n
Zn = 2 Wi,
k=0

de manera que z, és convergent si i només si >, -, wy, ho és. En cas de ser-ho, la condici6
necessaria de convergéncia (observacié 1.20) aplicada a la serie diu que |z, — z,—1| =
|wp| — 0.
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1.3. Repas de trigonometria

1.3.1. Demostreu tots els resultats de la seccio. <
1.3.2. Definim el sinus i el cosinus hiperbolics de x € R com

r_ T T —x
sinh(z) = %, cosh(zx) := ere”

Demostreu que se satisfan les segiients identitats:
a) sinh(0) =0 i cosh(0) = 1.

b) lim sinhz = lim coshz =+ i lim sinhz = —oo0.
r— 400 xr— 400 xr——00

¢) sinh(—z) = — sinh(z) i cosh(—x) = cosh(x).

d) cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

e) cosh(z + y) = coshz coshy + sinh z sinh y.

f) sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y.

g) (sinhz)’ = coshz i (cosh(z)) = sinh(z). q

Solucié: Es pot calcular tot directament usant les propietats de la funcié x — e* per
relR.

1.4. L’exponencial complexa

1.4.1. Fent servir la formula de De Moivre, trobeu expressions de sin36 ¢ sin46 en termes
de sin 6 i cosf. <

Solucié:
cos 30 4 isin 30 = (cos @ +isin0)® = cos(0)> — 3 cos(0) sin(6)? + i(3 cos(#)? sin() — sin(h)>)

i amb aix0 acabem. De manera similar sin46 = 4 cos® 6 sinf — 4 cos# sin 6 i cos4 =
sin*@ — 6 cos? 6 sin? 6 + cost 6.

1.4.2. Trobeu les arrels de z* + 1 = 0 i feu-les servir per veure que z* +1 = (22 — V2z +
1)(22 + /22 + 1). q

Solucié: Les arrels sén o = /4 @, 8 = €%7/4 3. Com que (z — a)(z —a) = 22 —

(@ + @)z + aa = 22 — /22 + 1 i de manera similar per 3, els polinomis (z — a)(z — @) i
(z— B)(z — B) sén els que es citen a l'enunciat.

1.5. Representacié polar d’un nombre complex

1.5.1. Trobeu la forma polar dels nombres segiients i dibuizeu-los.
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a) 3(1++/34), b) 2v/3 — 2i, c) =2+ 2i, d) —1—1. a
Solucié:

a) 6(cos(m/3) + isin(m/3)); c) 2v/2(cos(3m/4) + isin(3m/4));

b) 4(cos(—n/6) + isin(—n/6)); d) v/2(cos(—3m/4) + isin(—37/4)).

1.5.2. Expresseu en forma cartesiana (a + ib) els segiients nombres:

a) (24 3i)(4 +1), c) 4%%, e) (1—2i)3, g) (14100 4 (1— 100,

. 1 4—9 142i)?
b) (4+20)7, Q) 5, J) g+ 2 no(5).
Solucié: (a) 5+ 14i; (b) 12+ 164; (c) =2 (d) £+ 24; (e) —11+2i; (f) £ — &i; (g) —2°1;
(h)—2 — 34.

1.5.3. Fent servir el producte (1 + i)(5 — i)*, deduiu la formula de Machin': w/4 =
4arctan(1/5) — arctan(1/239). q

Solucié: Abans de fer 'exercici cal que fem algunes observacions.

e En primer lloc que la funcié arctan(x) pren valors a (—m/2,7/2).
e En segon lloc que la funcié Arg(z) pren valors entre (—m, 7).

e A més a més la igualtat Arg(z; - z2) = Arg(z1) + Arg(z2) només té sentit modul 2.
Per exemple

Arg(i(—=1+1)) = Arg(—1—14) = —37n/4 + Arg(i) + Arg(—1+1i) = 7/2+37/4 = b /4
pero difereixen en 2.

Dit aixd observem que Arg(l + i) = /4 i esta en el primer quadrant, Arg(5 —i) =
arctan(—1/5) = — arctan(1/5) i esta en el quart quadrant, Arg((5—i)*) = —4arctan(1/5) =
Arg (476 —4807) que també esta en el quart quadrant. Resulta que (144)(5—i)% = 4(239—1)
que estd en el quart quadrant i Arg((1 + i)(5 — i)*) = arctan(—1/239) = — arctan(1/239).
Llavors

7/4 = 4arctan(1/5) — arctan(1/239) + 2mn.

Pero arctan(1/5) > arctan(1/239) d’'on 0 < 4 arctan(1/5)—arctan(1/239) < 4arctan(1/5) <
4arctan(1/4/3) = 27/3 llavors ha de ser n = 0 i tenim la igualtat.

1.5.4. Estudieu la convergéncia de {2} si |20l <1 o si|zo| > 1. q

! John Machin (1706), podeu trobar més informacié a https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-1like_
formula.


https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula
https://en.wikipedia.org/wiki/Machin-like_formula
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Solucié: Donem per conegut que si 0 < r < 1 llavors limy, e r™ = 01 que sir > 1

llavors limy,_,o 7™ = 0. Aleshores si |z9| < 1 el limit és 0 i si és més gran que 1 no és mai
convergent. De fet, el limit és, en cert sentit (en modul, per exemple), co. El cas més
interessant es dona quan |zg| = 1. Aleshores zp = €?™. Si a és un enter, la successi6
és constant i, per tant, convergent. Altrament no és convergent. Concretament, si o és
racional (llevat d’un enter) els {z{/} formen un conjunt finit de punts de la circumferéncia.
Si « és irracional és un conjunt infinit.

1.5.5. Digueu si les segiients successions son convergents i en cas afirmatiu calculeu el seu
limat:

a) z, = %’} c) zn = Arg(—1+i/n), e) zn = (1_2')”’

4

b) 2 = i(—1)", 4) 5 = M2HD f) 2 = exp (2”5”) |

Aqui hem escrit exp(z) = €*. q

Solucié: a) 0, b) No convergeix (z, = +i alterna), ¢) m, d) 2+ 14, e) 0, f) recorre les
arrels cinquenes de la unitat.
1.6. Equacions amb exponencials
1.6.1. Resoleu les segiients equacions:
a) e =1+1; b) e = —1. <

Solucié: (a) z = Inv/2+ (% + 2km), k € Z;
(c) z= 2k + 1)m ke Z.

1.7. Arrels n-ésimes

1.7.1. Calculeu:
a) V-1, b) 3V/4, ) V=i, d) (“1+vE)Y2, e) (3+4i)2. <

Solucié: (a) —1, (1+iv/3)/2; (b) £+/3, £i/3; (c) cosf +isinf amb § = 3T Tx Lx 157,
(d) £v2/2(1 +iv/3); (e)+(2 + i).

1.7.2. Donat a € C, quin és el mazim de |z" + a| per a |z| < 17 a

Solucié: Si a # 0, el maxim s’assoleix en |z| =11 2" = ‘%' Sia = 0, s’assoleix per a

tot z amb |z| = 1. El valor maxim és 1 + |a| en tots els casos.
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1.7.3. Resoleu l’equacio e =i

Solucié: z = +/5 + 2km €1, ke NU{0}; z = +4/2km — 5 e”'%, k e N\{0}.

1.8. Polinomis: enunciat del teorema fonamental de I'algebra

1.8.1. Resoleu (z +1)° = 25. q
Solucié: 1) Si z és solucié ha de passar que |z + 1| = |z| llavors z ha d’estar a la mateixa
distancia de —1 que de 0. Llavors z es troba a la recta z = —1/2, és a dir, és de la forma

—1/2 + it. Substituim i veiem que ¢ ha de satisfer 5t* — 5¢t2/2 + 1/16 = 0. Aquesta equacié
és biquadratica i es resol facilment. Obtenim

1, (vV2V5+5 1, (V5-2V5
—wti|l—Fe— |, st —F7].
2 2/5 2 2/5
Numericament —1/2 + 0.688i i —1/2 + 0.1624.
2) Fem el canvi z = 1/w, llavors (1/w + 1)° = 1/w®. Si w # 0 resulta que z és solucié si
i només si (1 +w)> = 1, aixo vol dir que 1+ w és una arrel 5-¢sima de la unitat diferent de
1. Aleshores A
l+w=wk k=1,...,4, w=¢¥/"
Llavors
1 1 i sin(27k/5) P 4
wk—1 " 2 21—cos(2nk/5)’ ~ 77
Com abans tenim numericament que —1/2 + 0.688: 1 —1/2 + 0.1621.
Observem que ’equacié polinomica original és de grau 4 i, per tant, té 4 solucions.

z =

1.8.2. Sigui P(z) = 1+ 22 + 322 + - + nz""!. Considerant el polinomi (1 — z)P(z),
demostreu que tots els zeros de P(z) estan dins del disc unitat. <

Solucié: (1 —2)P(z) =1+ 2+ 22+ + 271 —nz" Si 2z és zero de P amb 2| > 1

tenim que
Iz =142+ + 2" <142+ 2P+ + 2" <1+ (n—1)2"

ja que |z|" < |z|" si r < n. Llavors n|z|™ < 1 + (n — 1)|z|", aix0 implica que |z|" < 1.
Contradiccié amb |z| > 1. Llavors ha de ser |z| < 1.
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2. Funcions de variable complexa

2.1. Funcions

2.1.1. Escriure les segiients funcions de la forma u(x,y) + iv(x,y).

2 z -z
a’) f(Z)=1/Z, b) g(z)=2|z +1T’7 C) h(Z)ze + e ~.
”—
Solucié:
a) iy —i—gly. b) 2222943 | . day
x2+y? z2+y? V(@—1)24y2 V=122

c) 2(coshx - cosy +isinhz - siny).

2.1.2. Trobeu el rang de

a) f(z) = 22 si z esta en el primer quadrant,

b) g(z) =1/z per 0 < |z| < 1,

c) h(z) = =223 per z tal que 0 < |2| < 1 i Argz < 7/2.

Solucié:
a) el semipla superior, b) {z:]z] = 1}, c) {z:0<|z| <2}

2.1.3. Digueu on son continues les segiients funcions

1 3z—1

Y arE ) Eaaa
iz3 z
b) 227121 d) 2222 —=32+1)72
Solucié:
a) C\{2 — 3i}, c) C\{—1/2 +i\/15/2},
b) C\{*i}, d) C\{1,1/2}.

11
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2.1.4. Proveu que la inversio w = f(z) = 1/z transforma

a) el cercle {|z| = r} en el cercle {|w| = 1/r};

b) el raig {Argz = 6y}, amb —m < Oy < m, en el raig {Argw = —0p};

c) el cercle {|z — 1| = 1} a la linia vertical {x = 1/2}. <
Solucié:

a) Si|z| = r lavors |1/z| = 1/r,

b) Si z = re® amb r > 0 llavors w = (1/r)e~% i I’afirmaci6 és clara.

¢) Si|z—1|=11llavors z = 1 + ¢ = 1+ cost +isint i

1+ cost —isint 1+ cost —isint

w=1/z= =
/ (14 cost)? + sin?t 2+ 2cost

té part real igual a 1/2. Estudiant els limits laterals, per exemple, o bé trobant-ne la
inversa, podem comprovar que és exhaustiva en aquesta recta.

2.1.5. Trobeu una funcic afi que transformi el cercle {|z| < 1} en el cercle {|{w — wo| < R}
de manera que els centres es corresponguin i el diametre horitzontal es transformi en el
diametre que forma un angle o amb [’eix real. <

Solucié: Volem trobar f(z) = az + b,a,b € C de manera que f(0) = wg, f(e?) =

wo + Re'tt®) Llavors b = wg i a = Re'® i

f(2) = Re™z + wy.

2.1.6. Per l’exponencial f(z) = €*:

a) Descriviu-ne el domini i el rang.

b) Proveu que f(—z) = 1/f(2).

¢) Descriviu la imatge de {Rez = 1}.

d) Descriviu la imatge de {Im z = 7/4}.

e) Descriviu la imatge de la banda {0 < Imz < 7/4}. q
Solucié:

a) Domini és C i rang és C\{0}.

b) f(=2) =e* =1/e* = 1/f(2).
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c) {e!*% = e(cosy +isiny),y € R} és la circumferencia de radi e centrada a 'origen de
coordenades.

d) {e® T4 = e*(1/2/2 + i7/2/2), 2 € R} que és el raig y = = amb z > 0.

e) El sector circular amb angle entre 0 i 7/4 al primer quadrant.

2.1.7. La funcié de Jukovski' és w = J(z) = % (z + %), vegeu la figura 3.7. Proveu que
a) J(z) = J(1/2),

b) J porta el cercle unitat {|z| = 1} a l'interval real [—1,1],

2 2
c¢) J porta el cercle {|z| =1} (r>0,% 1) a Uellipse {[ ( “ + ! )]2 = 1},
<

que té els focus a *1.
Solucié:
a) J(1/2) = 3(1/z + T}z) = J(2).

b) J(eit) = L(ett + e7it) = cos(t) € [—1,1].

c) Si J(re) = u(t) +iv(t) és clar que u(t) = &(r + 1/r)cos(t) i v(t) = 5(r — 1/r)sin(?).
D’aqui deduim que (u,v) de la imatge de |z| = r satisfan ’equacié de ’ellipse que es
dona. Recordem que en una ellipse (z/a)? + (y/b)> = 1 amb a > b els focus estan a

(+¢,0) amb ¢ = ++/a? — b2. En el nostre cas a = 3(r + 1/r),b = 3|r — 1/r| i ¢ = +1.

2.1.8. Fent servir la comanda contour_plot de Sage dibuizeu les corbes de nivell de u @
vsif=u+iv és

a) z, d) sin(z), 9) €,
1 1
b) 22, e) 1/z, W 1t
c) log(z), f) 1/22, i) log(z — 1) + log(z 4+ 1). «

Solucié: Pel cas i) podem fer com es veu a la figura annexa

!Nikolai Jukovski, Orekhovo, 1847-1921. https://ca.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Jukovski


https://ca.wikipedia.org/wiki/Nikolai_Jukovski
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In [35]: var('x,y',domain="real")
Z=x+1xy
f=log(z+1)+log(z-1)
g(x,y)=f.imag_part()
h(x,y)=f.real_part()
v=contour_plot(lambda x,y: g(x,y), (x,-2,2), (y,-1,1), cmap='winter',contours=20, fill=False, colorbar=True)
u=contour_plot(lambda x,y: h(x,y), (x,-2,2), (y,-1,1), cmap='spring',contours=20, fill=False, colorbar=True)
u+v

Out[35]: . __1s0
L 5.4
+0.75
3.6
101 u F0.00
0.5 ] s
| t-0.75
0.0 ] 0.0
] L -1.50
-0.5 1 e H
-1.0+, T T T T T T T T 1 T 225
-2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15 2.0 [T-36 [
— - —3.00
I R
— Ll 375

Els altres sén encara més senzills.

2.2. Funcions multivaluades: logaritmes i arguments

2.2.1. Donada Uequacid de Cardano z34+pz+q = 0, comproveu que si C = <—g + % + gi)
aleshores z1 = C' — % és solucio de la cubica. Les tres arrels s’obtenen canviant [’eleccio
de larrel cubica.

Tot sequit obriu GeoGebra® i dibuizeu els puntsp = 1+i i q¢ = 24+0i; definiv w = —%4—@2’,
C mitjangant la formula anterior, i z1 = C — &, 20 = wC — 325 i 23 = w*C — Tol
Escolliu tres colors diferents per zj, i activeu la seva traga. Deizant q fizat i movent p,
per exemple, comproveu que els tres punts son funcio de p, i es poden determinar com a
branques continues localment de manera continua, tot i que C' presenta discontinuitats de
salt que fan que els tres z; vagin permutant la seva posicié. Per exemple, podeu fizar p
en la circumferéncia de radi 4 amb la instruccio p=Punt (Circumferéncia((0, 0), 4)) i
observar queée ocorre, i comparar amb el radi 2 0 3. Podeu usar també la instruccio 1loc

geométric. Quantes voltes cal que faci p a aquesta circumferéncia per tal que una arrel

doni la volta a lorigen de manera continua? <
Solucié:
At pata=(C— 5P +p(C—2)+q
3C 3C
Notem que
2 3
D \3 3 P p
C——=)=C>—-pC+ — — .
(©=36) PET 3¢ T 2rcm

20 entra a https://www.geogebra.org/m/jbszj89u

wl—=


https://www.geogebra.org/m/jbszj89u
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Per tant,
3 2 3 3
2 +pu+q=0°— b +q=—g+ I . i +q
27C3 2 4 27 q s
27 (-4 +4/ 4 + 5
Notem ara que
2 3
S P’ < 3 T ]2)7> q 2 P
= =+t
2 2 3 2 4 27
27(—g+ ‘{f+zj;> 27(%—%—%>
2.2.2. Calculeu els possibles valors de
a) log(1), b) log(—1), c) log(1+1i),  d) log(1—iv3), e) log(i). <

Solucié: (a) 2kmi, k € Z; (b) (2k + V)mik € Z; (c) Inv/2 +i(7/4 + 2kn), k € Z; (d)
In2+i(57/3 + 2km), k € Z; (e) (/2 + 2km)i, k € Z.

2.2.3. Escrivim cos z = (€ + %) /2 isinz = (e¥* — e7%*)/2i. Resoleu les equacions

a) € = 2i; c) e 4 e +1=0; e) cosz =sinz. <

b) Log(z* — 1) = in/2; d) cosz = 2i;

Solucié: a) z € log(2i) és a dir z € {In(2) + in/2 + 2k7i : k € Z}

b) Escrivim w = 22 —1. Trobem que w = ¢™2 =i Pertant, 22—1=14,iz=+/1+1i=
if@ei%.

c) Posem e* = t llavors ¢ és una arrel tercera de la unitat que no és 1, és a dir t = e*
Llavors z € {i(27/3 + 2k7) : k € Z} v {i(—27/3 + 2k7) : k € Z}

d) Posem w = €%, resolem I’equacié de segon grau que obtenim i resulta w = (2 + +/5)i.
Per tant, z = 7/2 + 2km —iln(2 ++/5), i 2 = —71/2 + 2k7 — iIn(y/5 — 2). Tot plegat, queda

i2m/3

z=+(n/2 4+ 2kr +iln(v/5—2)), ambkeZ
e) Procedim com en el cas anterior i tenim que

ze{m/d+2km,br/d+2kn ke Z} = {w/4+ kn: kel}.

2.2.4. Determinar explicitament la inversa de q(z) = 2¢* + €** en funcid de logaritmes.
Resoldre q(z) = 3, trobant totes les solucions.
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Solucié: Sit = e* cal resoldre 'equaci6 t? + 2t —w = 0 d’on

e =—-1+vV1+w,

on usem ,/ per la funcié multivaluada arrel quadrada. Apliquem logaritmes i obtenim

¢ ' (w) =log(—1 + 1+ w) = Log (—1 + e%Log(Hw)) + 2kmi
que és una funcié multivaluada.
e Per la branca positiva de 'arrel tenim que

¢ 1(3) = log(—1 + 2) = log(1) = {27ni, n € Z}.

e Per la branca negativa

¢ 1(3) = log(—1 —2) = log(—3) = {In(3) + i(7 + 27n), n € Z}.

2.2.5. Sigui L una determinacié del logaritme en C\(—o0,0] tal que L(1) = 2mi. Proveu
que la funcio f(z) = L(z + 3) és continua en

D :={zeC; Re(z) > —3}.
Quant val f(3i)? q

Solucié: Notem que D +3 = {z € C; Re(z) > 0} < C\(—0,0]. Per tant, f és continua.

A més sabem que £ = Log + 2kmi. Com que 0 = Log (1) = £(1) — 2kmi = 2mi — 2k,
trobem k = 1. I per tant,

£(3i) = L(3i +3) = Log (3i + 3) + 2mi = In |3 + 3| + (Arg (3i + 3) + 2m)i = In(3v/2) + %ri'

2.2.6. Una branca de Uargument A(z) (i la del logaritme L(z) corresponent, vegeu [’obser-
vacid 2.13) queda fizada si donem el domini 2 on esta definida i el valor de A(z) (o de
L(z)) d’un punt d’QY. Considereu els dominis:

Q; =C\ {re”, r= 0}; Qy = C\ {rem/4, r>= 0};

Q3 = C\({z e [-1,0]} U {-1+iy, ye[0,1.5]} U {z + 1.5i, z € [-1,00)}).

Completeu la segiient taula.
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Solucio:
0 Qo Q3
AN =0 | A =3 | AG) =25 Ali) = 3
L(i)=7Zi | L(i)= =35 L(i) =i
L£(2i) = =5%i +In2
Ay ==2r | AG) = = [A() = 3= |  AG) =5 )
L(i) = =0 | L(i) = =% L(i) = =%
L£(2i) = =1"i +In2
A(i)=—-F | Al)=-2r | A(1)=0 A(l) = —27
L(1)= 27| L(1)=0 L£(1) = —2mi
L£(2i) = =1"i +In2

2.2.7. Estudieu si existeix alguna determinacio del logaritme en els conjunts segiients 1
determineu els possibles conjunts imatge:

a) {zeC|Rez> 0}, b) {ze C|Rez > Imz}, c) {zeC|1l<|z| <2} «

Solucié: a) Si, Q < C\(—w0,0], per tant fx(z) = Log(z) + 2kmi és una determinacié

amb f(Q) ={z +iy:y—2kr e (—7/2,7/2)} per algun k € 7 fixat.

b) Si, Q < C\(—0, 0], per tant per algun k € Z fixat, definim fx(z) = Log (2) + 2kmni,
que és una determinacié amb fi(Q2) = {x + iy : y € (=37/4 + 2km, w/4 + 2km)}.

c) No. Si existfs, existiria una branca continua de I'argument A : Dy(0)\D — R.
Aleshores f(z) = A(3z/2) sera una determinacié en JD, perd no n’existeix cap per la

proposicié 2.15.

2.2.8. Feu un esbds del domini Q) = {z € C* : z # T2 per z € R}. Sigui A: Q — R una
determinacié de l’argument en aquest domini i L la determinacio del logaritme associada.
Suposant que A(i) = =%, determineu A(—i) i L(e>/?). <

2.2.9. Siguin ho(z),h1(z) @ ha(2) les determinacions de l'arrel cibica en 2 = C\(—00,0]
(és a dir, funcions continues que satisfan que hj(2)3 = z en Q) tals que ho(1) = 1,
hi(1) = e>™/3 i hy(1) = *™/3.

i) Descriviu h;(2) per j =0,1,2.
ii) Per j = 0,1,2 relacioneu h; amb Log i Arg.
iii) Usant les relacions anteriors, trobeu el valor de hj(i), per j = 0,1,2. <
Solucié: Tenim que h;(z)" = z = e W2 per tot 2 € Q, on fixem y = Argz. Si
escrivim les parts real i imaginaria del logaritme tindrem

hj (Z) _ eu-i—iv
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amb nu = x i nv = y + 2kw. Per tant,

Traient-ne modul i argument tenim que

z 1 y+2kn Arg(z) 2km
hi(2)| = e = |2lF  Arg(hy(2)) = ) 2

Responem ara les preguntes:
i) Trobem imposant que €2™%3 € h;(Q), que
ho(Q2) = {z € C: Arg(2) € (—7/3,7/3)},
hi(Q) = {z € C: Arg(2) € (n/3,7)},
ho(Q) ={z€C: Arg(z) € (—m, —7/3)}.
ii) En tenir n = 3 trobem

_ Arg (2) N 2k;m ek 3Arg (h;(2)) Arg (z)

Arg (h’J(z)) 3 3 ) A At

En el cas z =1,
_ 3Arg (1) _ Arg (1)

" —0-0-0.
’ 2 2m
by — 3Arg (627”'/3) B Arg (1) 1 o0-1
! 27 o7 .
ky = 3Arg (@—2m'/3) B Arg (1) 4 0— 1
2w o0t .
Per tant,
; . Arg (z 2k, o (2 ki
OO T s R
iii)
€i6 sij=
1 . Arg(i) | 2k L 2km ,
hJ(Z) = MEQZT—H 3 =¢'6 T3 =< el si J=154
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2.3. Potencies complexes

2.3.1. Trobeu l’error en el segiient raonament de Bernoulli: (—z)? = 22, llavors 21log(—z) =
2log z. Per tant, log(—z) = log(z). <

Solucié: Recordem que log(z) = {Inr + i(0 + 2kn) : k € Z} on z = re'. Es a dir, log(z)
és un conjunt de valors, és multivaluada. Recordem també que e® és 2mi periodica. Llavors
(—2)% = 2% = 2loe(=2) = (2108(2) 5 9]0g(—2)—2log(z) = 2kmi = log(—z) —log(z) = ki.

Els arguments de z i de —z (que sén oposats) difereixen en un multiple senar de 7. Si
considerem els arguments principals

|Arg(—z) — Arg(z)| = km, |Arg(—z) — Arg(z)| < 27

llavors difereixen en 7. La conclusié correcta doncs, en termes de funcions multivaluades,
és log(—z) = log(z) + mi.

2.3.2. Calculeu els possibles valors de
a) i, b) (V3+i) T ¢) 278, d) (i%)’, e) (i')2. <

Solucié: (a) exp(—(w/2+2km)), k € Z; (b) exp (In2 + & + 2km + i(§ + 2k —In2)) ke
Z; (c) e*me= 2 ke 7: (d) e™1+20) ke Z. () em("1H4R) ke 7.

2.4. Determinacions de logaritmes i arrels de funcions

2.4.1. Sigui X un espai topologic connex. Demostreu que si S1 1 Sg son dues determinacions
de Uarrel n-ésima de f : X — C\{0} llavors existeix una arrel n-ésima de la unitat ¢ tal
que Sa(z) = (- S1(x), per a tot z € X. a

Solucié: Sabem que S;(z) # 0 per hipotesi. Aleshores gi E;g és continua, i

(5) -

Si(z)
Com que g?gg pren per valors en les arrels de la unitat
s ) 2(n—1)7s

{1762776477"'76 n }7

que és un conjunt finit, necessariament la funcié S3/S; és constant (la imatge continua
d’un connex és connexa).

2.4.2. Determineu els dominis de continuitat (és a dir ’obert mazximal on una funcid és
continua) de les funcions €=, €'/7, 1/e%, 1/(e* — 1), de la branca principal de /1 — z i de
la branca principal de /1 + 7. 4
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Solucio:

2, ,
e ¢* és continua a C.

e!/# té domini C\{0}.

1/e* té domini C, ja que el recorregut de l’exponencial és el domini de 1/z.

1/(e* — 1) té domini C\27iZ.
o VI— 2z =e2"2(172) ¢ domini de continuitat C\[1, +0).
o VIt e =e2los(1+¢%) ¢ domini de continuitat

C\{z:eR* > 1, Imz e+ 2rk} = C\{z + i(2k + )7 : = > 0}.

Per aquest cas, notem que cal 1 + e* ¢ (—o0,0], és a dir e* ¢ (—o0, —1].

2.4.3. Doneu una determinacidé de f(z) que sigui continua a la regio D donada.
0) fi(z) = (=12, D= {zeC: 2| <1},

b) fa(2) = (2 +4)"?, D = C\{iye C: |y| <2},

¢) f3(2) = (z*=1D)V2, D={zeC:|z| > 1},

d) fi(z) = (-3, D={2eC:|z| > 1}. a

Solucié: a) Observem que si considerem la branca principal tenim que

(22— 1)Y2 — exp (;Log(zZ - 1))

i Log té com a domini d’holomorfia tots els z € C excepte els que 22 — 1 < 0, és a dir cal
treure els z = a + bi, a,b € R tals que a® — b% + 2abi < 1. Aixd només pot passar per ab = 0.
Cas a = 0, llavors per a tot bi es compleix. Cas b = 0, cal que a? < 1. No és la branca que
volem ja que en aquest cas

D=C\({zeC:Rez=0}u{zeC:Imz=0,|Rez| < 1}).

Observem abans el que es veu si fem un complex_plot():
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Caldra canviar la branca del logaritme. Podem buscar una branca de ’argument que

ens vagi bé perd és més facil considerar v22 —1 = 4/(—1)(1 — 22) VR VT =22 =
iexp(sLog(1 — 22)). Aleshores, traient els 2 tal que 1 — 22 < 0 resulta que el domini és
C\{z € R:|z| = 1} i aquest domini inclou el disc. Veiem el complex_plot() corresponent:

Vegeu també la figura 3.8.

b) Com a funcions multivaluades (o multivalents) tenim que v/22 +4 = 24/1 + 4/22,
aixo vol dir que els conjunts que determinen sén iguals. Les branques principals de cada
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expressio son:
1
V2244 = exp (iLog (22+4)>, D=C\{*+4<0} =C\{iy,yeR: |y =2}
1
z2q/1+4/2? = zexp (5 Log (1 + 4/z2)) , D=C\{1+4/2><0}=C\{iyg,yeR: |y <2}

on Log denota la branca principal del logaritme.

La que ens va bé és la branca principal de la segona expressié. El domini de continuitat
és llavors C\{iy,y e R : |y| < 2}.

complex_plot(sqrt(x"2+4),(-6,6),(-6,8)) complex_plot(x*sqrt(1+4/x"2),(-6,6),(-5,8))

c) Considerem f3(z) = 224/1—1/z% = i22f1(1/2%), d) Similarment podem definir
2{/1—1/23.
2.5. Series de poténcies de nombres complexos

2.5.1. Considereu la série de poténcies S(z) == > _qan(z —i)". Digueu si son certes les
seglients afirmacions.

a) S(z) pot ser divergent en z = 0 i convergent en z = —i simultaniament.
b) S(z) pot ser convergent en z =1+1 i en z = 2 + i simultaniament.
c) Si S(z) és convergent en z = 1+ i, aleshores també ho és en z = 2i.

d) Si S(z) és divergent en z = 2i, aleshores també ho és en z = 2 + 1. q

Solucio: Falsa. Certa. Falsa. Certa.

La darrera, per exemple, es pot justificar aixi: Si S és divergent en z = 2i, aleshores el
radi de convergencia R < [2i — i| = 1. En particular, la serie divergeix en tot z tal que
|z —i| > 1, cosa que se satisfa a z = 2 + i. L’afirmaci6 és, per tant, CERTA.
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o0
2.5.2. Sigui f(z) = Y, anz™ una série convergent en el disc D = Dg(0). Demostreu que
n=
2w . de e¢]
/ \f(rele)P — = 2 lan)?r®",  si 0<r<R. p
0 0

Solucié: Prenem una suma parcial fy = Zf:fzo an2"™. Observem que

N
|fn(re®)? = fa(re®) fa(rei) = ( Z anr"e™?) Z @mrme_im9)>
m=0
N .
= Z r"tMRe (anamez(”_m)e).
n,m=0
Integrant, i escrivint fu + v = fu + ifv, tenim que
N

21 d@ 2 do
2 n—+m = i(n—m)6
/0 |fN(7“e | Z Re <anam/0 el ) 27r>

n,m=

/27r piln—m)o [ sin#m
0 2 1 sin =m,

la qual cosa ja dona el resultat si la série és finita.

Pero tenim que

D’altra banda, com que fy convergeix uniformement a f en el disc D, (0), tenim que

2
/0 'f<re”>—fN<reW>|2§< sup | f(re’) — fi(re?)[? 222 0.

0e[0,27]

0
2.5.3. Sigui S1(z) = Z anz" i So(z) = O} anz™'. Demostreu que Sy és convergent en z

51 1 només st ho és Sg. En cas afirmatiu, tenim que S1(z) = zS52(2). <

Solucié: (proposada per Clara Valls Moreso)

El cas z = 0, és trivialment cert ja que

a0
0)= > a, 0" =
n=1
que és convergent,

a0
= Z anp, .On_l =al,
n=1
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que també és convergent i, per tant, efectivament S;(z) = 252(z) per z = 0:
51(0) =0=0- ay; = 0- SQ(O).

Manca estudiar el cas general z # 0.
= Suposem que Si(z) és convergent. Per definicid, la successié de sumes parcials

N
SfN)(z) = 2 anz"
n=1

convergeix quan N — o0.
Observem que

N N
SfN)(z) = 2 anz" =z Z anz" ! = zSéN)(z).
n=1 n=1

Com que z # 0 obtenim
(N)
N S z
Sé )(z) =1 7 z( )

Prenent limits, com que S1(z) és convergent i z # 0, obtenim

= S12) e C.
2

1
SéN)(z) = — lim S%N)(z)

lim
N—0 2 N—ow
Aixi Sy(z) és convergent i a més
259(2) = S1(2).

< Suposem que S3(z) és convergent. Per definicié la sucessié de sumes parcials,

N
SéN)(z) = Z anz" L
n=1

convergeix quan N — o0.
Observem que:

N
zSéN) (2) = Z apz" = S%N)(z).
n=1

Prenent limits
lim S§N)(z) = lim zSéN)(z) =z lim SéN)(z).

N—0o0 N—0o0 N—o

Com que S3(z) és convergent, també Si(z) és convergent i
Si(z) = 252(%).
Aixi doncs queda provat I’enunciat.
2.6. Calcul del radi de convergencia

2.6.1. Calculeu el radi de convergéncia de les segiients séries de poténcies
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—inn+1)
C) 2 (Z —;73) ’ ) zn2n;
n=1 =0
d z—1)"; i n?(3z — 2)";
) 3 D ) 3tz -2
e) Z a”Q(z +1)", per a e (0,1); Z )22t <
n=0 n=0

Solucié: Els oberts on hi ha convergéncia absoluta i uniforme en compactes sén: (a) D;
(b) Deys(0); (¢) Di(=i); (d) Dac(1); () C; (£) D1y2(0); (g) D1(2); (h) D2(0); (i) Dyy3(2/3)
() D.

Per exemple, fem i)1ij).

0 n
2
(i) Escrivim Z (3z—-2)" = Z 3"n? (z - 3) , aixi que definim a,, := 3"n?.
n=1 n=1
Calculem
an+1 (7’L + 1)23n+1 n—0o0

= —33n 3.

Gnp,

Per tant, pel criteri del quocient, el radi de convergencia és 1/3. Tenim doncs convergencia
al disc Dy/3(2/3). En compactes la convergencia sera uniforme.
0

(j) Tenim que Z (14 (=1)")"z%". Notem que el coeficient s’anulla per n = 2k + 1. Es

n=0
a dir que a; = 0si j # 4F i a; = 4% = j si j = 4. Aleshores

hmsup /a| —hmsup «/|a4k —hmsup{/>

Com que aquest limit existeix, podem substituir limit superior per limit:

lim ]=€‘
J

Per tant, el radi de convergencia és R = 1/1 = 1, i tenim convergencia al disc D.

2.7. Comportament a la frontera del disc de convergencia

2.7.1. Estudieu la convergencia de les segiients séries de poténcies:
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0 o 0 Z3n+1 0 77,(25 _i)nfl

%) ;F’ ¢) WZ_JO 3n+ 1 ) n; ST i
© Hn+2 © (_1)(n+1)

py ATy e
= (n+1)(n+2) = n

Solucié: (a) Conv. unif. en compactes de D i en tot arc tancat de {|z| = 1} que no
contingui z = 1.
(b) Conv. abs. i unif. a D pel criteri M de Weierstrass.

(c) Conv unif. en tot compacte de D i en tot arc tancat de |z| = 1 que no contingui
1. e27i/3 o eAmi/3
) .
Si anomenem S(z) := ZZ):O %, podem veure que el radi de convergencia és 1. Quan
el modul és |z| < 1 (la desigualtat estricta no cal, pero surt “gratis”), mirem d’aplicar el

criteri de Dirichlet: N
Z 23n+1
n=0

Per tant, si dist(z3,1) > &, aleshores tenim una cota uniforme de les sumes parcials
Zgzo 237+l § podem aplicar el criteri de Dirichlet.

Concloem que per tot compacte de D\{1,e®2™/3} hi ha convergencia uniforme. En
particular, en aquests compactes S és el limit uniforme de polinomis, que sén funcions
continues, i és, per tant, continua a D\{1, eF2mi/ 31 i uniformement continua en compactes.

(d) Conv. unif. en compactes de D i en tot arc tancat de {|z| = 1} que no contingui
z=—1

Si anomenem S(z) := >1° Mz”, aleshores S(z) = —T(—z2), on T(z) = Y7 | 2

1— Z3(N+1)

1—23

- 2
T

= ||

n

n=1 n n=1"n
és la serie estudiada a l'apartat (a). Aixi deduim que S convergeix uniformement en
compactes de D i en tot arc tancat de {|z| = 1} que no contingui z = —1.

(e) Conv unif. en compactes de Ds(i). Divergeix per a tot punt de la frontera del disc:
: s e L G ) . N .
Estudiem la serie S(z) = >, ——=— Notem que el radi de convergencia és 5 i que
n(z—i)" !
5n
convergeix a zero (condici6 necessaria per la convergencie d’una seérie!). Per tant, la serie
és divergent a tota la circumferencia. La convergencia és uniforme en compactes de D5 (7).

quan |z —i| = 5, aleshores el terme general de la serie té modul ) ‘ = ¥ que no
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2.7.2. Demostreu el criteri d’Abel i el teorema d’Abel. Indicacié: Vegeu [BC13, teorema
2.20] per un cas més general en regions no tangencials (angles de Stolz). <

Solucié: Deixem el criteri pel lector, i demostrem el teorema d’Abel: Apliquem el criteri
d’Abel a X = A, Y = [0, 1], per série en X prenem a, (¢ —b)",ien Y prenem 7", i deduim
que Y, apr™(¢ —b)" convergeix uniformement a X x Y. Es a dir que per tot ¢ existeix n.
tal que m,n > n., (€ A, r € [0,1], trobem

<E.

i apr* (¢ = b)*
k=n

Si z € C(A,b), aleshores existeixen ( € AireY tal que z =b+ r({ —b). Deduim que

i ap(z — b)k
k=n

que és la condicié de convergencia uniforme en C'(A4,b).

Per veure l'intercanvi de limits, n’hi ha prou amb establir la continuitat del limit. Notem
que Yp_,ar(z — b)k és continua en C i, per tant, en el con. La convergencia uniforme de
funcions continues implica que el limit és continu: per la desigualtat triangular, per tot n
tenim que

<e,

i akrk(f - b)k
k=n

£ (2) = f(w)| < [£(2) = ful2)| + [fn(2) = fu(w)] + | fu(w) = f(w)];

per la convergencia uniforme, si ¢ > 0 existeix n tal que sup, |f(z) — fn(2)| < £; i per la
continuitat de f;, existeix 0 tal que |z —w| < § implica |f,(2) — fn(w)| < §. Per tant,

2¢e

&) = F@)| < 5+ 1fal2) = falw)] <. a
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3. Derivacié complexa i holomorfia

3.1. Funcions holomorfes
3.1.1. a) Demostreu la regla del producte per la derivacid.
b) Proveu que si f és C-derivable en zy llavors és continua en aquest punt.
¢) Proveu que si f és C-derivable en zo, llavors
f(z) = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + A(2) (2 — 20)
on A(z) = 0 si z — 2. q

Solucio:

a)

f(z+ Az)g(z + Az) — f(2)g(2)
Az
_ Jz+Az)g(z + Az) — f(z + Az)g(2) + f(z + Az)g(2) — f(2)g(2)
Az ’

prenem factor comd, passem al limit i obtenim f’(2)g(2) + f(2)¢'(2) que és la férmula
per la derivada.

b) Volem veure que lim,_,,, f(z) = f(20) quan f és derivable en zy. Tenim que

o $2) = £0)

z—20 zZ— 2

= f'(20) F 0.

Com que el denominador tendeix a zero cal que el numerador també tendeixi a zero
llavors queda provada la continuitat.

c¢) Escrivim

f(z) = f(z0)

Z— 20

f(2) = f(z0) = f'(20) (2 — 20)

Z— 20

- e+ ( ) = 7))

Es clar que A(z) — 0 si 2 — g i hem provat 'enunciat.

3.1.2. Siguin f(z) i g(z) funcions enteres. Decidiu si les segiients funcions son enteres:

29
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a) f(2)°, c) f(2)/9(2), e) [(1/z),
b) f(2)g(z), d) 5f(z) +1ig(2), f) f(g(2)). <

Solucié: Totes sén enteres excepte el cas ¢) quan g(z) =01 e) quan z = 0.

3.1.3. Proveu que g(z) = 322 + 22 — 3y?> — 1 + i(6xy + 2y) és entera. Escriviu g com a
funcié de z.” <

Solucié: Posant = = 1/2(z + 2) i y = 1/(2i)(z — Z), veiem que f(2) = 322 + 2z — 1, que

és un polinomi. Es pot fer més facilment amb la indicacié del peu de pagina:

f(2) = u(z,0) +iv(2,0) =322 +22 —=3-0° =1+ i(6x-0+2-0) = 322 + 22 — 1.

3.1.4. Euxisteix alguna funcic f holomorfa en el disc unitat D tal que per a totn = 2,3,...
1 1 1
a) f(+5) = 2n+1 ¢ o) If (= n(n+1) ?

b) f(£8) = m=? d) |f(2)] =257 ¥

Solucié: (a) No existeix; (b) Si, per exemple f(z) = 2?; (c) No existeix; (d) Si, per
exemple f(z) =1/(1 + 2)

Fem el primer amb detall, el tercer és semblant: Notem que, en cas d’existir una tal
funcié f holomorfa, aquesta sera en particular continua a ’origen. Aixi, necessariament
haurem de tenir

f(0) = f(lim 1/n) = lim f(1/n)= lim

n—00 n—00 n—o0 2N + 1

Si és holomorfa, haura d’existir el limit

£(0) = tim 1O =SO ) TG

z—0 z—0 z—0 z

En particular tindrem que aquest limit s’assoleix si ens acostem a ’origen pels reals positius
i pels reals negatius. Més concretament tindrem

f(1/n) ~ lim n 1

/ T —
S0 = i = = i ST 3
i, a la vegada
FO) = tim JEYM gy L

n— —1/n n—o 2n + 1 2

Com que 1/2 # —1/2, hem arribat a una contradiccié i f no pot existir.

1Si f(z) = u(x,y) + iv(z,y) és holomorfa en un domini © tallat per la recta real i u, v sén holomorfes en
dues variables, llavors es pot provar que f(z) = u(z,0) + iv(z,0), vegeu 'exercici 4.10.9.
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3.1.5. Doneu una branca de log(z? + 2z +3) que sigui holomorfa en (un entorn de) z = —1.
Calculeu la seva derivada en aquest punt. En quin domini és holomorfa la branca que heu
definit? <

Solucié: Com que (—1)% + 2(—1) + 3 = 2, en un entorn de —1 serem lluny dels

reals negatius i, per tant, podem escollir L¢(z) = Log (22 4+ 2z + 3), per exemple, on
f(z) = 2% + 2z + 3. La derivada en z = —1 ha de ser

2242

= —— | __ :0.
22+22+3’z_ !

Ly(-1)

Veiem que el polinomi p(z) = 22 +22+3 = (2 + 1) +2€ R siinoméssiz+1eRUiR

i que concretament p(z) = (z + 1)? + 2 s’anulla a —1 + +/2i. A partir d’aquests punts es

veura el que hem de podar per continuitat (teorema de Bolzano). Com que a z = —1 el

valor és positiu, deduim que el mateix passara a R i a —1 +i(—+/2, +1/2). Comprovant

que a z = —1 + 4i la imatge és negativa, concloem que p és negatiu a —1 + i(—+/2, +1/2)°.

Per tant, el domini és C\{—1 + it, |t| > +/2}. Podem veure el fenomen fent complex_ plot ()
(a Pesquerra 22 + 2z + 3 a la dreta el seu logaritme).

)

Alternativa (proposada per Mireia Marcos Canal): El logaritme principal és holomorf
a C\ (—o0,0]. Per tant, per als z tals que f(z) € C\ (—o0,0], la branca sera holomorfa.
Vegem per a quins z passa que f(z) = r per r € (—o0,0].

—2+ /41— 4(3—7)

> =—-1++v-2+r.

f(z)=r < 2°4+224+(B3-7)=0 < z=

Per tant, sera la branca sera holomorfa a:
C\{-1t+v/-2+4+r:re(-0,0]} =C\{-1tiv2+t:te[0,00)},

és a dir, a
C\ {—1+iy:yeR, |yl =2}
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3.1.6. Sigui f una funcid holomorfa en un obert Q < C que satisfa |f(z) —i| <1 per a tot
z € Q. Demostreu que la funcio g definida per

1—i+ f(2)
Q(Z)Zm

té logaritme holomorf en €. <

Solucié: Primer observem que la hipotesi implica que 1 + 14 — f(z) # 0 per z € Q, aix{

que g és holomorfa en 2 ja que f ho és. Si posem w = f(z) — ¢, la hipotesi ens diu que
|lw| < 1. Observem que

1—i+ f(z) 1+4w

T+i—f(z) 1—w’

<1+w> 1<1+w 1+w> 1 — |w|?
Re (-2 ) =2 + =

1—w 2\1l—-w 1-w/) [1—w?

Ara, tenim que

Aixi doncs,

1
Re (HU) >0 si|wl <1

1—w

Per tant,
9(Q) < {Re ¢ > 0} < C\(—00,0]

regié on el logaritme principal és holomorf. Aleshores la funcié
h(z) = Log(g(2), €@
és un logaritme holomorf de g en €.

3.1.7. Sigui f(z) = 22+ 114 21 = (=1 +/30)/2,22 = (=1 —/3i)/2. Provar que no existeir
cap punt w en el segment que uneiz z1 i z2 de manera que f(z2) — f(21) = f'(w)(2z2 — 21).
Que es pot dir del teorema del valor mitja per funcions complexes? <

Solucié: Tenim que z; i 23 sén arrels terceres de la unitat lavors f(z2)—f(21) = 25 —23 =

1 —1 = 0. Volem saber si hi ha w € Z7z3 de manera que 0 = 3w?(z2 — 21) = 3w?(—+/31).
Pero aixd només passa si w = 0 que no pertany al segment entre z1 i zo. Llavors el teorema
del valor mitja tal com es coneix per les funcions reals no és cert en el cas complex.

3.2. Les equacions de Cauchy-Riemann

3.2.1. Representem la identitat al pla complex amb la coloracidé habitual © amb la graella
entera. Per exemple, la identitat sobre el quadrat 2Q = {x +1iy : x,y € (—2,2)} és la imatge
de la figura. Una de les segiients funcions, les diferencials de les quals no s’anullen en 2Q,
representa una funcic holomorfa en 2Q. Quina €és?
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Figura 3.1.: Graella en el pla complex entre —2 — 2i i 2 + 2i.

a)

Solucié: Es la d).

La primera no ho pot ser ja que té les preimatges de la graella ortogonal tallen en angles
que no sén rectes. També podem observar que hi ha punts on la funcié no és continua (el
seu modul va a infinit), i que canvia 'orientacié.

La segona la descartem per la presencia de singularitats també: Hi ha dos punts del
quadrat on la funci6 no esta definida (el seu modul va a infinit). De fet es tracta de la
tangent complexa, i els punts sén +7/2.

La tercera no ho pot ser ja que les preimatges de la graella ortogonal tallen en angles
que no sén rectes.

Ha de ser la quarta.

3.2.2. Trobeu els valors de les constants a,b, c de manera que [ sigui holomorfa i expresseu-
la en termes de z.

a) f(z) =x+ay +i(bx + cy)
b) f(z) = cosz(coshy + asinhy) + isinx(coshy + bsinhy). q

Solucié: Demanem que es compleixin les equacions de Cauchy-Riemann. Llavors a)

c=1ia=-bif(z) = (1 —1ia)z. b) Veiem que a = b = —1 per Cauchy-Riemann i
f(z) = cos(z) + isin(z).

3.2.3. Sigui f = u + iv holomorfa i dues vegades diferenciable en un obert < C. Proveu
que les funcions w i v sén harmoniques. (Una funcié f(x,y) és harmonica si les seves
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segones derivades parcials son continues i el seu laplacia Af = for + fyy = 0, vegeu la
seccid 5.5.) a

Solucié: Usant les equacions de Cauchy-Riemann i el teorema de les derivades creuades

de Schwarz, Uz, = Vyz = Uy = —Uyy, llavors uzy + uyy = 01 v és harmonica. Amb v
podem fer el mateix.

3.2.4. Considerem u = e *(zsiny — ycosy)
a) Proveu que u és harmonica.

b) Trobeu una v de manera que f = u+iv sigui holomorfa (s’anomena harmonica conjugada
de u).

c¢) Trobeu una expressid compacta de f(z). q

Solucié: a) Comprovem que Uy, + Uy, = 0 és feixuc pero elemental (podeu fer servir
Sage). b) Resolem l'equacié vy = u; = e *(ycosy — (z — 1) siny) respecte de y i trobem
que v = e~ *(zcosy +ysiny) + C(z). Fent servir 'altra equacié de Cauchy-Riemann veiem
que C' =ct.eRi

v=-e *(xcosy + ysiny) + C.

c¢) Fem servir que el candidat natural és f(z) = u(z,0)+iv(z,0), i obtenim f(z) = ize” *+iC.

3.2.5. Trobeu els polinomis harmonics de la forma ax® + bx’y + cxy? + dy>. Trobeu la
funcio harmonica conjugada i la funcié holomorfa corresponent. <

Solucié: Si imposem la condicié de ser harmonica (veure un exercici anterior) veiem

que ¢ = —3a i b = —3d. Llavors per que el polinomi de ’enunciat sigui harmonic ha
de ser u = ax® — 3dx?y — 3axy® + dy®. Ara volem trobar v de manera que f = u + iv
sigui holomorfa, cal que v, = —u, i vy = u;. De la segona equacié obtenim que v =

3az?y — 3dry? — ay® + C(x). Imposant ara la primera equacié veiem que C(z) = da® + K
on K és una constant d’integracié. Llavors ja tenim una f (que no és unica). Es veu
facilment que f(z) = (a +id)z +iK, K € R (feu servir el truc de l'apartat c¢ de I’exercici
anterior, per exemple).

3.2.6. Sigui Q < C un domini (és a dir, un obert connex) i f una funcié holomorfa en Q.
1. Proveu que si f només pren valors imaginaris purs, aleshores f €s constant.

2. Proveu que si |f| és constant, aleshores f també és constant. Equivalentment si f
només pren valors en una circumferéncia, llavors f és constant. <

Solucié: 1. (proposada per Clara Valls Moreso) Suposem que f: Q — C és una funcié

holomorfa tal que per a tot z € , f(z) € iR. Aix0 vol dir que la part real de f és nulla.
Escrivim f(z) = u(x,y) + iv(z,y), on u(x,y) = 0 per a tot (z,y) € Q.
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Com que f és holomorfa, les parts real i imaginaria verifiquen les equacions de Cauchy-
Riemann:

ou  Ov ou  0v

or oy oy oz

Pero com que u = 0, tenim que:

ou ou

o0, T =0

ox oy ’
i, per tant,

ov ov

— =0, —=0

oy T Ox

Aixo implica que v és constant en 2, ja que € és connex (vegeu la proposicié 3.14).
2.: Suposem primer que |f| = 0. Aleshores efectivament f = 0 és constant.
Si, en canvi | f| = C > 0, aleshores escrivint les parts real i imaginaria de f com f = u+iv,
tenim que
u? 402 =C=C2%
Derivant I’expressié respecte de les parts real i imaginaria, obtenim gracies a les equacions
de Cauchy-Riemann

{2uuw + 2vv, = 0, {uuz + vv, = 0,
<

2uuy + 2vvy = 0, —uvy + vuy = 0,

Ara multiplicant la primera equacié per u, la segona per v i sumant, obtenim

— Cuy = (u* +v)u, =0 = u, = 0.

wluy + uvvg = 0,
—uvvy + v2uy =0,

Ara multiplicant la primera equacié per v, la segona per u i restant, obtenim

2
UVU, + V7V =0
{ * * ’ =>Cvz=(u2+v2)vx=O:>vx=O.

—u?vy + uvuy = 0,

Hem vist que u, = v, = 0 a tot 2. Per les equacions de Cauchy-Riemann, tenim que la
diferencial és 0 a tot €2. Com que aquest conjunt és connex, deduim que f és constant.

3.2.7. Doneu una descripcid de les funcions enteres de la forma f(x+iy) = u(z)+iv(x,y).<

Solucié: Vegem que la solucié és f(z) = az+ famb aeRigeC.

Com que la part real de f depen només de x, per les equacions de Cauchy-Riemann,
tenim que 0 = uy = —v,. En particular, v(z,y) = ¥(y) + C. Altra volta per les equacions
de Cauchy-Riemann deduim que u, = vy i, per tant, u, = v,.

Prenem z( fixat. Aleshores

~

Uy (y) = vy(w0,y) = us(z0),
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és a dir, que ¥, és una funcié constant d’una variable real. Per tant, (y) = Cy + D, amb
C =uz(x9)i DeR.
Prenem ara g fixat. Aleshores

ug () = vy(z,90) = Vy(y0) = vy(z0,%0) = uaz(0),

és a dir, que u, és una funcié constant d’una variable real. Per tant, u(x) = Az + B, amb
A =ugy(z9) i BeR.
Tot plegat,

f(z,y) = Az + B +i(Cy + D) = uy(xo)(z + iy) + B + iD.
Dit d’una altra manera,

flz,y) =az+ 0, onaeR, i8eC.

3.2.8. (a) Determineu els nombres X € R pels quals
va(z,y) = 2sinzsinhy + 2% — Azy? + y
és la part imaginaria d’una funcio entera fy @ calculeu f.
(b) Sigui A € R un nombre determinat en a). Es

_ 0
= op oy

una funcid entera? Quina relacié hi ha entre gy 1 f)? <

Solucié: (a) A =3 i f3 = u3 + ivz amb uz(z,y) = —2cosz coshy — 322y + x + y> + C,
on C' € R; (b) g és entera ja que igx(z) = f5(2).

3.2.9. Decidiu on son holomorfes les funcions segiients

1 iz + 22 3z —1 22
Y avan ) 1 ) Er YV gt
Solucié:
a) C\{2 - 3i}, b) C\{i}, o C\(=1/2  + d) C\{1,1/2}.

iv/15/2},

3.2.10. Sigui

~ exp(—1/2*) siz#0
f(z)_{() siz=0.

Demostreu que
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a) f(z) satisfa les equacions de Cauchy-Riemann a tot punt z € C.

b) f no és continua al 0 i, per tant, f no és holomorfa a un entorn del 0. <

Solucié: Podem fer el calcul i la comprovacié de que es compleixen les equacions de

Cauchy-Riemann amb Sage. Fem-ho a ma i comprovem que f; 4 if, = 0, que equival a les
equacions de Cauchy-Riemann. Tenim que

_ 3
folz) = e V7 (j) U (4Z ;x> _ eV L

z z P

Analogament f,(z) = 4V Z4—5. Llavors f, 4+ if, = 0 i es compleixen les equacions. No
z
obstant si ens acostem a 0 seguint 1’eix de les z el limit és 0 i si ens acostem seguint el raig

A(1+4),A > 0 el valor de f s’acosta a infinit. Llavors f no és continua en 0 i no pot ser
holomorfa.

3.2.11. Siu iv s’expressen respecte a les coordenades polars (r,0), proveu que les equacions
de Cauchy-Riemann es poden expressar de la forma

du 1dv  dv  17du
or  radd or  rob
Indicacié: estudieu el limit incremental sequint argz = 0y i |z| = 9. <

Solucié: (proposada per Tomas Planelles Alonso)

Podem expressar u: R? — R i v: R? — R en polars fent el canvi (x,y) = (r cos 6, rsin §).
Aplicant la regla de la cadena tenim que

Ou(r cos @, rsin )
Uy 1=
or
ou(rcosf,rsinf) )
Uy 1= = —Ugrsinf + uyr cos 0,
00

on ug i u, soén les parcials respecte de x i y. Notem que per v sén les mateixes expressions

canviant ug 1 uy per v, i vy respectivament.
Assumim que es compleixen les equacions de Cauchy-Riemann. Aleshores,

= Uy cos ) + uy sin 6,

C.R.

TUp = TUz cOS O + 11U, sin 0 TUy cos 6 — rv, sinf = vy

. C.R. .
rUp = 17Uz €08 0 4+ rvy sin @ =" —ru, cosf + ru, sinf = —ug.

Hem arribat a les relacions de ’enunciat.
Reciprocament, si es compleix la relacié de ’enunciat, escrivint sy := sinf i ¢y := cos ¥,

rUr = —Ug

Uy = Vg UgChp + UySe = VyCyp — VUzpSp
—
Vg Ch + VySp = UgSe — UyCy.
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Multiplicant la primera equacié per sg i la segona per cg i sumant-les ens queda u, = —v,.
Finalment, multiplicant la primera per cy i la segona per —sy i sumant-les, ens queda
Uy = vy. En resum, tenim que

(C.R.): {uw — %

—Ug.

IS
<
I

3.2.12. Quina part del pla es contreu i quina part es dilata si la transformacio es realitza
mitjancant la funcid:

a) w= 2% c)wzl' d) w=e*;

7

b) w= 2%+ 2z e) w=1log(z—1). <

Solucié: a) |w'| = 2|z| < 1 si i només si |z] < 1/2 és la zona on es contreu, si |z| > 1/2

s’expandeix. b) |w'| = |2z + 2| < 1 si i només si la distancia a —1 és menor que 1/2, es
contreu en el disc de radi 1/2 al voltant de —1. ¢) Es contreu si |z| > 1. d) |w'| = €%, si
x > 0 expansi6, si < 0 contraccié. e) |w'| = [1/(z — 1)| < 1 fora del disc de radi 1 al

voltant de 1, és on es contreu. La zona de dilatacié és a l'interior d’aquest. Cal treure en
els dos casos la branca que no és del domini de log(z — 1), és la branca {z < 1,y = 0}.

3.2.13. Demostreu que, si f és diferenciable en zo, aleshores la diferencial és C-lineal si i
només si 0f(z9) =0, si i només si f és C-derivable en z. q
3.3. Calcul de les derivades de Wirtinger

3.3.1. Sigui Q < C un obert i f una funcié holomorfa en Q. Definim Q* = {z€ C : Z € Q}
i f*:Q*% - C donada per f*(z) = f(Z). Proveu que f* és holomorfa en *. q

Solucié: Primer argument: Considerem les descomposicions en parts reals i imaginaries

f*=u*+w* i f =wu+iv. Segons l'enunciat, tenim que u*(x + iy) = u(x — iy) i
v*(z +1iy) = —v(x — iy). Comprovem les equacions de Cauchy-Riemann de f* usant les
de f:
ou* . ou . ov ) ov* ov* )
5, @t iy) =5 (v —dy) = @(x— y) =— 2 (z +iy)(=1) = 2 (x +iy),
i
u* U ov v*

Segon argument: apliquem la regla de la cadena complexa. Considerem la funcié conjugar
g(z) = z. Notem que dg = 011 dg = 1. Aleshores tenim que f* = go fog i aplicarem dues
vegades la regla de la cadena complexa: en primer lloc

0f* =09gd(fog)+0dgd(fog)=00(fog)+1a(fog),
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aixi que només cal calcular el segon sumand. Continuant ’argument, obtenim

of* =a(fog) =0fdg+0fdg=0f0+0f1=0f.

Com que f és holomorfa, per les equacions de Cauchy-Riemann tenim que 0f = 0, és a dir,
f* també és holomorfa.

3.3.2. Trobeu els punts on la funcié f té derivada complezxa (i calculeu-la si escau) en els
segiients casos. (Podeu fer servir si cal que f' = f,.)

a) f(z) = 2| e) f(z) = |z|;

b) f(z+1y) = e®(cosy +isiny); f) f(z +iy) = coshzcosy + isinhzsiny;

¢) f(z) =2+ 1; 9) f(z) = cos|z*;

d) f(2) = ey h) f(z) =z + 22 ’

Solucié: (a) 0; (b) Ci f'(z) = e"(cosy + isiny); (c) C\{0}; f(2) = 1 — Z%; (d)

C\{1,£v2i} i f'(2) = (Z_ff;%; (e) &; (f) Ci f'(x + iy) = sinhz cosy + i cosh z sin y;
(g) {z =re: 2 e aN U {0}}; (h) 0.

IIlustrem com resoldre en els casos ¢, d, e i g. Notem que f(z) = z + 1/z és la suma de
dues funcions holomorfes a C\{0}. Per tant, f és també holomorfa. Com que per funcions
holomorfes tenim que f' = f, (és a dir, que podem derivar usant les regles habituals

respecte a la z), podem calcular
of 1
/
=—(2)=1——.
P = =1-5
En el cas f(z) = m també tenim un polinomi, que és una funcié holomorfa, al
denominador. Per tant, f és holomorfa alla on esta definida, que és el pla complex llevat
dels zeros del polinomi en qiiestié. Aixi, el domini és {z € C: (z —1)%(22 +2) # 0}, és a
dir C\{1, ++/2i}. Aqui podem derivar també usant les regles de calcul per trobar

by 2012 +2)— (- 1)%22 —4z2 4224
fz) = (z— )i(z2 +2)2 T o132+ 22

Per (e), quan z = 0, podem procedir per definicid.
_|0+h[ 0] _ . |h
lim ———— = lim —

hli% h hli% h

Observem que aquest limit no existeix (si h pren valors reals positius el limit és diferent a
si pren valors reals negatius, per exemple). Per tant, no és derivable en z = 0. Per z # 0,
podem fer una reduccié a ’absurd. Suposem que f si que és C-derivable en aquest punt
z i arribarem a contradiccié. Per la regla de la cadena, com que f és C-derivable en z i

la funcié 22 és entera, g(z) := |2|? és C-derivable en z (per composicié). Perd sabem que
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g(2) :=|2|?> = 22,i 0g = 2 # 0, ja que z # 0. Per tant, arribem a absurd i provem el que
voliem, que la funcié no és C-derivable enlloc.

En el cas (g) tenim que f(z) = cos|z|? = cos(2Z) = F(z,%), on F(z,w) = cos(zw).
Aquesta funcié és la composicié de la funcié cos(z) = W, que és holomorfa, amb el
polinomi en dues variables zw, que és holomorf respecte a z i respecte a w. Per tant, F' és
holomorfa respecte a les dues variables. Per tant, les derivades de Wirtinger de f es poden

calcular usant que
of oF _
g(z) = g(za z)

0 0
To-2en.

Les darreres derivades, en ser F' holomorfa respecte a les dues variables, es poden calcular
per les regles habituals. Aixi

oF :
g(z,w) = —sin(zw)w
i oF
a—w(z,E) = —sin(zw)z.
Obtenim que
of . _OF, _
L= Loz = —zan(l=P)
i
N
(2= T () = —zsin(l=P),

Ens interessa només saber quan s’anulla la darrera derivada. Sera doncs quan z = 0
(6s a dir a l'origen) o bé quan |z|? = kn, és a dir si 22 + y? = kr, amb k € N. En aquests
punts, precisament

_9f

f'(2) = 52(2) = —zsin(|z) = 0.

3.3.3. Donat un polinomi de dues variables reals P(x,y), demostreu que identificant
z =1 + 1y son equivalents:

1. P es pot expressar com un polinomi en z.
2. P és una funcié entera.
3. 0P =0 enC. <

Solucié:

1. = 3., ja que per la proposicié 3.27 tenim que 0P = 0.

3. = 2. pel teorema 3.13 és una funci6 entera.

2. = 1, jaque P(z,y) = P((z + 2)/2, (2 — 2)/(2i)) = Q(2,%2), on Q € C[z,w]. Pel
teorema 3.13 tenim que 0@ = 0 i la proposicié 3.27 diu que el polinomi @ és independent
de Z.
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3.4. Funcions analitiques

3.4.1. Discutir lanaliticitat de

a) 8z +1, e) 2+t +y—2+ix,
2
b ) _r - Y
)2—1—2 f) <x—|—x2+y2>~l—z<y x2+y2>’
3 .
+22 4
c) 27212 (vegeu la figura 3.7), g) |2 + 2z,
P
|22 + 2
d) z? —y? + 2ayi, h) ’2 <

Solucié: a) No, b) No, c) Si, excepte a z = 1, d) Si, és 22, ) No es compleixen C.R.

enlloc, f) Si, excepte a z = 0: és z + 1/z, g) No, h) No.

3.4.2. Trobeu la suma de les series

0 .\ N 0 . o0
L+1 3+ )" no .
a) Zl< 3 ) ; b) Zl(n!); c) Zlnz stz < 1. <

Solucié: a) > | (H4)" = 1/(1— (1 +14)/3) —1 = (1 +1i)/(2 — i), b) e®*) — 1, ¢)
z/(1—2)%

3.4.3. Sigui f(z) == X,=0cn2" per |z| < R on R és el radi de convergencia de la série.
Demostreu que si f(zr) = 0 per una successio (z)x tal que zp # 0 i 2z, — 0 quan k — o,
aleshores f(z) =0 (i.e. ¢, =0 per a tot n = 0). Indicacié: Calculeu f(0) i considereu la
serie f(z)/z. q

Solucié: Com que f és holomorfa (és una serie de potencies) també és continua.
Aleshores
f(0) = f(lim z) = lim f(z;) = lim 0 =0.
k—00 k—o0 k—00
D’altra banda
0=F(0)=co+c10+c0*+...=¢

i, per tant, cg = 0. Suposem ara que haguéssim demostrat que cp =c1 =...=¢, =01
anem a veure que c,+1 = 0 també. Escrivim

n+2 T — Zn-i—l( Zn+l

f(2) = cnp12™ + cppoz Cntl + Cny2z +...) = 9(2).

Per hipotesi, per a tota k € N

= fzk) = 2 g(zn).
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Ates que z # 0, aixo implica que g(zx) = 0 per a tots els punts de la successié. La funcié
g és també continua al 0 i pel mateix raonament anterior veiem que

0=g(0) = cpy1,

com voliem demostrar. Aquest raonament per induccié prova que ¢, = 0 per a tota n i
que per tant f = 0.

3.4.4. Demostreu que si dues séries Y, —oan2" i Y5, -obn2" sén convergents i tenen la
mateiza suma per a una successio (zi)r tal que zx # 0 iz — 0 quan k — oo aleshores
an = by, per a tot n = 0. 4

Solucié: Siguin S(z) = >} g an2™ i T(2) = >}, bn2", i considerem f(z) = S(z) —
T(z) = =0(an — by)2". Aleshores f(zx) = S(z1) — T'(2x) = 0 per hipotesi. L’exercici

anterior ens implica que a, — b, = 0 per a tot n € N o, equivalentment, que f(z) =0 o que
S=1T.

3.4.5. Calculeu la suma de les séries de poténcies de exercici 2.7.1. <
Solucié: (a) —Log (1 — z);

(b) La suma és (1 —z)(Log (1 —z) — 1)+ 1,si ze D\{1} i és 1 si z = 1;
(c) La suma és

eiZﬂ/B ei47r/3 ei47r/3) B 7T\/§ :

1 ,
—gLog (1—-2)— Log (z — €2™3) — TLog (z — 5

Si anomenem S(z) = Y, ?;Z:rlla

Calculem-ne la primitiva: sabem que

a linterior del conjunt, tenim que S'(z) = >, z3".

1 A N B C
R e eT—z.

S'(2)

Sumant i igualant numeradors, obtenim

AQ+z2+422)+B(l—2)(e 5 —2)+C(1—2)(e35 —2) =1.

Substituint z = 1 obtenim

Substituint z = e% obtenim

és a dir

2mi

i3B=e¢e3 .
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Analogament 3C = e =5 Hem vist que

1 27 —2mi
e 3 e 3
!
3S (Z) = 1 _ + 27 —2mi
2 e3 —z €38 —z
Per tant
2mi 2mi —2mi —27i

35(z) = —Log(1—2)—es Li(e3 —z)—e 3 Lole 3 —2)+C.

Notem que les determinacions del logaritme £; en els dos darrers casos es pot prendre
qualsevol determinaci6é a C\[0, ), en particular podem agafar £;(z) := Log(—z) + mi.
Trobem doncs

2mi —2me =271

35(2)=—Log(l—z)—e%(Log(z—eT))—e 3 (Log(z—e"3 ))+C.

Per tenir S(0) = 0, cal

—2ni 2mi —7T1 —2mi T

O=—Log(1)—e3(Log(e3))— (Log(e3))+C’—0—e3 —e 3 E—FC.
Obtenim ‘
C:%(e%—e%)f§21 m (e 2m): _\ggﬁ.

Per continuitat, aquesta funcié s’estén a tot el domini de convergencia de S.
(d) Log (1 + 2):

Si anomenem S(z) = >, w,z”, aleshores S(z) = —T(—z), on T(2) = >0 | =
és la serie estudiada a l'apartat (a). Aixi deduim que S té suma S(z) = —T(—z) =

—(—Log (1 +2)) = Log (1 + 2).
(€) sr—=3-
(1—21)
A\n—1 \n
Estudiem la serie S(z) = 3%, 20" Definim T(z) = > G0 Aleshores T

n=1 5N 5N
té el mateix radi de convergencia que S, que és R = 5. A Dinterior del disc tenim que
T'(2) = S(z2), i
i z—a)" 1 )
n=0 o % Sti—z
Per tant,
5
S(z) =T (2
(2) (2) (5+4i—2)2
3.4.6. Considereu la série
ZQn—l
S(z) =
=1 2n

a) Estudieu-ne la convergéncia puntual i uniforme sobre compactes.

b) Calculeu quant val la suma per tot z del disc de convergéncia.
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¢) Doneu el valor de

—1)"
3 <ngg . )

n=1

Solucié: a) El radi de convergencia és 1. En la circumferéncia unitat tenim una serie

divergent quan z = +1, ja que
(_|_1)2n 1 i
S(+1) = — =4
(£1) = >, =), 5 =%
n=1 n=>1

En canvi, si z # +1, aleshores tenim que

N
Z Z2n71
n=1

Tenim, pel criteri de Dirichlet, que S(z) convergeix uniformement en qualsevol compacte
de D\{—1,1};

b) Tal com hem fet a Iexercici anterior, podem justificar que 25(z) = -, %, amb
radi de convergencia R = 1. Aleshores, en l'interior del disc tenim que

_ z
=, = 3
1—2z

2|z|
ST

1_22N
—H\

n>1
Per tant,
25(z) = _Log(12—zQ) +C,
és a dir
S(z) = _Log(1—27) —i—C.

2z

Com que S(0) = 01 Log (1 — 0%) = 0, inferim que cal C' = 0 per garantir la continuitat de
S a lorigen. Per tant,

Log (1 — 2?)

5(2) = - 2z

(1) G372 (/3
D e B

n>1 n>1 n=1
% . 2i Log (1 — (i/3)?)
= 35U =

— —Log (1 + 1/9) = ~ In(10/9),

3.4.7. Considereu la série de potencies

Z n(n +1)z"

n=1
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a) Estudieu la seva convergéncia.
b) Calculeu la seva suma.

¢) Quant val anl(—l)"% 9 )

Solucié: a) Pel criteri del quocient, el radi de convergencia és 1. A la frontera {|z| = 1},

tenim que
S(z) = Z n(n+ 1)z"
n=1
el terme general |n(n + 1)z"| = n(n + 1) no convergeix a zero i, per tant, mai podra ser
convergent. Aixi, la serie convergeix absolutament a D i ho fa de manera uniforme als

compactes continguts al disc, o el que és el mateix, convergeix absolutament en tot disc
D,(0) amb r < 1.
b) Si prenem T'(z) = >}, 2" =

Tenim doncs que

c¢) Trobem

3.4.8. Considereu la série de poténcies

(2 1
—2772—1—2 (22 + )

n=1

(a) Calculeu la seva suma i el seu domini de convergéncia, especificant amb precisid
totes les funcions involucrades. Indicacidé: Per especificar un logaritme, cal donar un
domini de definicio i la imatge d’un punt.

(b) Calcula la solucid (si existeiz) de l’equacié S(z) = e. <

Solucié: (a) Amb el meétode habitual trobem S(z) = —Log (22 +2)+ C per z € D%(—%)

Igualant en z = —% amb la serie donada trobem C' = 27i. La serie és convergent en

compactes de D1(—3)\{—1}, usant altra vegada els metodes habituals. També es pot
2

resoldre per un canvi de variable w = —2z — 1, relacionant-la amb el Log (1 — w) (Exercici
3.4.5, apartat a).

(b) No té solucié, ja que Im (Log (2z + 2)) € [—m, 7], mentre que Im (27i — e) = 27, de
manera que no poden coincidir.
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3.5. Algunes funcions holomorfes importants

3.5.1. Demostreu que:

(i) sin z i cos z son funcions enteres amb

(sin )" = cos z; (cos z)' = —sin z.

(ii) cos(—z) = cosz, i també sin(—z) = —sinz per a tot z € C.

2

(iii) cos? z +sin? z = 1.

(iv) Per a tot z,w € C, cos(z + w) = cos zcosw — sin zsinw, sin(z + w) = sin zcosw +
cos zsinw. <

Solucié: i) Sén suma de funcions exponencials compostes amb funcions C-lineals. Per

tant son enteres. Vegem per exemple la derivada del sinus:

eizi o e—iz(_i) eiz + e—iz

</
sin’(z) = , = = cos(z2).
(2 4 s (-
ii) cos(—z) = 62(72)367“72) = &5 = cos(z). El sinus es veu analogament.
iii)
. e . (elz _ 6—12) N (612 + 6—12) 21z +92— e 2iz o212 +924+ e 2iz .
cos” z +sin” z = = =
—4 4 4 4
iv) Raonant de la mateixa manera tenim que
) ) eiz + e—iz eiw + e—iw eiz _ e—iz eiw _ e—iw
oS z cos w—sin zsinw = ( )4( ) - ( ) (4 ) = cos(z+w)
i analogament pel sinus.
3.5.2. Resoleu les segiients equacions:
a) sinz =4 b) cosz =i. q

Solucié: (a) z = /2 4+ 2km + iarccosh 4, k € Z (dos valors per cada k); vegeu l'apartat
d) de lexercici 2.2.3.
(b) z = m/2 + 2km —darcsinh 1; z = 37/2 + 2k7 + i arcsinh 1.

3.5.3. a) Proveu que cosZ = T0SZ i que sinz = sin z, per a tot z € C.
b) Trobeu tots els zeros de les funcions sinus i cosinus.

¢) Deduiu de (b) que, per a z1, z2 € C, es verifica:

i) coszy = cos zy Si, i NOMEs si, zo + 21 € 27ZL.
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i) sinz) = sin zg si, i només si, zo — 21 € 2w 0 bé zy + z1 € T + 27 Z.

d) Proveu que per a tot z = x + iy € C se satisfa:
i) sinz = sinx coshy + i coszsinhy (vegeu l'exercici 1.5.2).
i) cosz = cosx coshy — isinzsinhy.
ii) | sin z|? = sin® z 4 sinh? y.
) |cosz|? = cos®x + sinh? y.

e) Sobre quines rectes esta fitada la funcié sinus? I la funcid cosinus? <

Solucié: a) Es conseqiiencia directa del fet que e* = €Z.

b) Vegeu l'apartat d) de Iexercici 2.2.3: Per fer cosz = 0, posem w = e'?, resolem
I’equacié de segon grau que obtenim i resulta w = +i = eTi™/2 Per tant, z = +7/2 +
2km —iIn(1) = 7/2 + kn. De la mateixa manera, pel sinus obtenim sinz = 0 < z = kn.

c) Expressem z; = % + 5521 20 = % + 2257 Aleshores, per l'exercici 3.5.1,
tenim que

cos(z1) = cos AR s (T2 _gin (A2 ) i (L2
Yo 2 2 2 2

= coS 2Lt 22 cos 22 + sin At 2 sin 24
B 2 2 2 2
i analogament,

cos(zz) = cos Atz cos [ L2} _gin (2 2 sin | 222
2 2 2 2 2

De les identitats
. 21+ 22\ . 21 — 22
COS 21 — COS 29 = —2sin — sin 5

deduim que cos z; = cos z2 si i només si

21— 29 €2 0O 21+ 29 € 207

De la mateixa manera,

. . 21+ 22\ . 21 — 22
sin z1 — sin zg9 = 2 cos 5 sin 5 ,

i per tant sin z; = sin zo si i només si

21— 20€2nL O z1+ 20 €W+ 20,

d) Es tracta d’un mer calcul usant els resultats de 1.3.2 que deixem al lector.
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3.5.4. (a) Proveu que per a cada w € C\{+i}, l'equacio tan z = w té infinites solucions,
que son la funcio multivaluada

‘ 11 L — W
arctanw = — lo .
23 & 1+ w

Vegeu també que per a w = %1 l’equacid no té cap solucio.

(b) Vegeu que dues determinacions continues de arctanw en un conjunt connexr FE
C\{%i} difereizen de kr, k € Z.

(¢) Vegeu que no hi ha cap determinacio continua de arctanw als anells {r < |w—i| < R},
{r<|w+il<R},0<r<R<2, pero que si que n’hi ha si2 <r < R < +0w. <

sz, : _ _ sinz _  e#—e7t® %z o 21z
Solucié: a) Siw =tanz = 3% = e te™) = WeEtn)” Aleshores, ailllant e“** trobem

621»2_1—1—210 T —w

Cl—iw i+ w’

22 = log <Z_;w>.
2 w

Per tant, podem definim la funcié multivaluada

1 T —w
arctanw = — log < > .
21

és a dir, que

14+ w

També es pot resoldre tenint en compte que tan(z) = fzo fao f1(2), on fi1(2) = 2iz és una
funcié C-lineal bijectiva, f2(€) = €& és una funcié 2mi-periodica i que pren imatge a C\{0},
de manera bijectiva en franges horitzontals semiobertes d’amplada 27 , i f3(¢) = —i%.
D’aqui també recuperem 'expressié de I'arctangent, perd a més a més podem argumentar

per que +i ¢ tan(C):

Notem que f3(¢) = w equival a ¢ = ;’fw" = f;l(w), 1 que si w = —i no existeix ¢ tal que
f3(¢) = —i, jaque ( — 1 # ¢ + 1. Finalment, si w = +1i, aleshores necessariament tenim

que ¢ =0¢ fo(C) = fo0 f1(C). En particular, f3: C\{0,—1} — C\{=£i} és bijectiva, i
tanz = fy3o foo f1(z) = +i

no pot tenir solucions.

b) Si h; sén determinacions de ’arctangent amb j € {1, 2}, volem veure que hi(w) —
ho(w) = kn. Notem que f3 : C\{0,—1} — C\{+:} és bijectiva, tal com hem vist abans.
Per tant,

tan(hy(w)) = tan(hz(w)) <= fao fi(hi(w)) = fao fi(ha(w)) = e (w) = g2itha(w)
Per acabar, usem la proposicié 1.45: cal que

hl(w) = hg(w) + k.
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c¢) Suposem que tan(h(w)) = w per tot we Ay ={r<|wti|<R}ambr<Ri2<r
o bé R < 2. Aleshores, com que f3 és bijectiva en la preimatge de ’anell, trobem que per
cada w existeix un unic ¢ amb f3(¢) = w i, per tant,

ST I3QOD = £, (FL(R(f3(0))) = 5 (tan(h(w))) = C.

Per tant, f1 o ho f3 és una determinacié continua del logaritme en f5 1(A). Notem que en
I’eix imaginari tenim que

iy) = = —=.
fs (i) i+viy 14y

Per tant, f; '(i(—1,1)) = R, mentre que f; (i [(—o0, —1) U (1, +0)]) = R_.
Quan r > 2 tenim que

AniR ci[(—o0,—1) U (1, +0)]

i, per tant, f;'(A+) "Ry = . En canvi, si R < 2, aleshores A_ talla i(—1,1) i també
i(—o0,—1),1 Ay tallai(—1,1) i també (1, +00). Per tant, hi ha una corba en A que té per
preimatge una corba que rodeja ’origen, on no hi pot haver una determinacié de 'argument
i, per tant, no n’hi pot haver del logaritme. Aixi, hem arribat a una contradiccié i A no
pot existir.

3.5.5. Demostreu que el domini de continuitat de la branca principal de l’arctangent

1 | —
Arctanw := —Log (Z w)

2t 1+ w
és C\{iy : y e R\(—1,1)}. q

Solucié: Vegeu el darrer apartat de ’exercici anterior:

3 (C\iy « y| = 1}) = C\(~o0,0],

i aquesta regio és precisament 1’obert maximal on tenim definida la branca continua del
logaritme principal.

3.5.6. a) Sigui L la determinacid del logaritme en C\(—o0, 0] que compleiz que L(1) = 4mi.
Definim f(z) == —L(2 — 2z). Demostreu que f és holomorfa en C\[1,+00). Calculeu
f(0) i f(=i).

b) Considereu la série de poténcies

Demostreu que S(z) = —Log(2 — 22), per tot z € D = D;)5(1/2), on Log és la
determinacio principal del logaritme.
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¢) Quina relacid hi ha entre S(z) i f(z)? Indicaci6: Relacioneu primer L(z) amb Log (2)
per z € C\(—o0,0]. <

Solucié: El primer apartat és molt similar a I’exercici 2.2.5, ara trobem k = 2. Per tant,
L(z) = Log (z) + 4mi, i trobem f(z) := —Log (2 — 22) — 4mi. Per tant f(0) = —In(2) — 4mi
i f(—i) = —Log (2 + 2i) — 4mi = — In(2v/2) — 1T .

Pel segon apartat,

2"(z —1/2)"
S(z) = Z —
n=1

és una serie centrada en el punt 1/2 i amb radi de convergencia 1/2. Notem que

S'(z2) =22z - 1" =2 (22— 1)" = 1_(222_1) = 2_222'

n=1 n=0

Per tant, en el disc de convergencia trobem
S(z) = C — Log (2 — 22).

Per expressar S com a funcié continua, ens cal observar que el centre del disc és 1/2 i el
radi de convergencia és també R = 1/2. Aixi, 2 — 2z = 1 4 2(1/2 — 2) té part real positiva:

Re(2—-2z)=1+2Re(1/2-2)>1-2|1/2—2|>1-2-1/2=0.

Per tant, té sentit prendre la branca principal del logaritme, ja que hi és continua. Per
determinar la constant, notem que

S(1/2) =0

Log (2 —2(1/2)) = Log (1) = 0.

Trobem C' =01
S(z) = —Log (2 — 2z),

tal com voliem veure.
Del primer apartat sabem que £ = Log + 4mi. Tenim doncs que

f(z) = S(z) — 4mi.

3.5.7. Sigui +/- la determinacié de l’arrel quadrada en C\[0,00) que compleiz que /—1 =i
i sigui f(z) = /32 + 2.
1. Expresseu /- en termes d’una determinacid del logaritme i argument.
Recordem que

\/E _ e%logz _ 6%(1n|z|+iargz).

2. Quina és la regié més gran on f és holomorfa? Quina és la imatge? Fxisteir z tal
que f(z) = —i?
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3. Que val f(52)? q

Solucié:

1. Observem que 3z + 2 € C\[0, o) si i només si z € C\[—2/3,0). Per tant, el domini de
f és C\[-2/3,00).

Per a determinar la imatge, observem que donat que 4/—1 = i, s’ha de complir que
1= ((2k+1)m) k € Z. Per tant, cal que k sigui un multiple de 2 i podem triar arg z que
sigul la determlnacié de Pargument en C\[0,0) tal que argz € (0,27) (observeu que si
triem una altre determinacié de la forma argz + 4wik, k € Z, llavors les corresponents
arrels quadrades coincideixen).

2. El domini ja ’hem comentat. Com que arg z € (0,27), & sargz € (0,7) i, per tant, la
imatge de f és el semipla superior. En particular, no hi ha cap z tal que f(z) = —i.

3. f(52) = Vi—2+2=1/i=¢€%.

3.5.8. FEls polinomis de Legendre? P;(¢) son els coeficients de 2 en el desenvolupament
de Taylor

1 o6}
V1—2Cz+ 22 N ;P](C)z

Provar que Pj(C) és un polinomi de grav j i calcular Py, Py, Py i Ps. <

Solucio:

(1—2Cz+22)1/2:i(_711/2> (z—20)" §<1/2> i() )k ken—k

n=0 =0
-3 S () () se - e

Sin+k=jambk < n, el valor més gran de n — k és j que s’assoleix quann =751k =0
llavors P;(¢) pot tenir grau com a molt j. De fet

Pie) = (-2 (e

Els polinomis que es demanen sén

3, 1 5., 3
-2, 20-C

1
) C? 2 27

FEls polinomis de Legendre es fan servir en moltes disciplines, en particular en 'estudi de
xarxes neuronals.

2 Adrien-Marie Legendre, Parfs, 1752 — 1833. https://ca.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
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