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4.2.2. Sigui v = 0D, (0) recorreguda un cop amb l'orientacid estandard.. Calculeu, per a

neZ,/z”dz. <
v

n+1
Solucié: Llavors, sin = 0, és una primitiva holomorfa a C. Per tant, / Z2"dz = 0.
¥

n+1
n+1
Sin< —1, . és una primitiva holomorfa a C\{0}. Per tant, /z” dz = 0.
, g
Finalment, si n = —1, parametritzem v com (t) = re”, t € [0,27]. Obtenim

dz 27 et
/:/ .tdt=27rz'.
N 2 o ret

4.2.3. Sigui v = [i + 1,—i]. Avalueu les segiients integrals de linia:
a) fv sin(2z) dz, b) fIZ\Zl ze? dz, c) f|272|:1 1dz. <
Solucié: (a) (cos(2 + 2i) — cos(2i))/2; (b) 0; (c) 0.

Es poden obtenir totes mitjancant el teorema fonamental del calcul. Per exemple, la
primitiva de sin(2z) és — cos(2z)/2, aixi que

/sin(2z) dz = [—cos(22)/2]; ", = — cos(—2i)/2 + cos(2(i + 1))/2.

Alternativa: també podem usar la definicié d’integral de linia: y(t) = (1—¢)(1+14) +t(—1),
F(t) = —1 — 2i. Aixi

1
/sin(22) dz = / sin(2[(1 —¢)(1 +¢) + t(—1)])(—1 — 24) dt.
o 0

Usant la regla de la cadena complexa, veiem que — cos(2[(1 — ¢)(1 + @) + t(—1)])/2 és la
primitiva de 'integrand, aixi que podem fer servir el teorema fonamental del calcul en
variable real per acabar el calcul

/sin(2z) dz = [~ cos(2[(1 — t)(1 +14) + t(—i)])/2]p = — cos(—2i)/2 + cos(2(i + 1)) /2.
-

4.2.4. Avalueu les segiients integrals.

6 2
Y /7 ((2 — )2 to S tl- 3(z - i)2> dz si~y és {|z —i| = 4} recorreqguda un cop amb

lorientacio estandard.

b) /(:1; — 2xyi)dz al llarg del contorn y(t) =t + it? amb t € [0,1].
g
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c) /(|z — 1+ i|> = 2)dz al llarg de la semicircumferéncia v(t) = 1 — i + € on t € [0, 7).
g

d) La funcié no analitica f(z) = x% + iy (per qué?) al llarg de {|z| = 1} recorreguda un
cop en sentit antihorari. 4

Solucié: a) 1/(z —14)? i (z —)? tenen antiderivada en un entorn obert del disc de vora

C' llavors les integrals corresponents sén zero, en canvi 1/(z — i) no i cal integrar amb una
parametritzacié. Posem z = i + 4e® amb t € [0,27). Finalment la integral val 4mi.

b) La funci6 no és holomorfa, no té antiderivada, cal substituir. Val 13/10 + i/6.

c¢) Sobre la corba la integral és la de (1 — z) fem la primitiva i obtenim —2i.

d) No satisfa les equacions de Cauchy-Riemann, no pot ser holomorfa i, per tant, tampoc
analitica. Considerem z = cost + ¢sint, substituim & = cost,y = sint calculem i obtenim
—Ti.

4.2.5. Calculeu les segiients integrals al llarg del cami v que s’indica.

1
a) /Zdz per qualsevol contorn en el semipla dret que va de —3i a 3i. Quin problema
¥

tenim si sequim un contorn pel semipla esquerre? Indicacid: considereu la determinacid
principal del logaritme en la qual el logaritme no esta definit si y = 0,2 < 0.

b) /ez cos zdz per un cami d’origen a =1 1 final b = 7.
v

c) /zl/de per la branca principal de z'/? per un cami d’origen a =i i final b = 7 que no
gl

talli la semirecta (—0,0]. <

Solucié: a) Pel costat on = > 0 no tenim problema ja que 1/z té per primitiva la

branca principal del logaritme, llavors la integral val [Log(z)]*,; = Log(3i) — Log(—3i) =
mi/2—(—mi/2) = mi. Per Paltra banda cal fer la integral directament o jugar amb el teorema
integral de Cauchy. Sigui C' la circumferéncia de radi 3 centrada en l'origen recorreguda en
sentit antihorari tenim que fc 1/z = 2mi. Si 7 és un cami de —3i a 3i pel costat dret i o
pel costat esquerre, aleshores C' = v v v, i

. / dz / dz ) / dz
2m = — - — =T — —.
noc Y2 Y2 #
/ dz .
— = —Ti.
Y2 z

Llavors la integral de —3i a 3¢ pel costat esquerre és —mi. Notem que, globalment, no hi
ha independeéncia del cami, aquesta només apareix quan ens restringim a un subconjunt
del pla complex on la primitiva existeix.
lo) La funcié és entera, una primitiva és 1 (cos (z) + sin (z))e?, llavors la integral val
s

—1e™ — 1 cosh (1) €’ — ie’sinh (1) (encara podem simplificar més).

Per tant,
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c¢) El cami esta en el domini de la branca principal de 'arrel quadrada. Tenim primitiva.
La integral val

4 o .l 2
2/3(e2l08™ _ c3losi) _ 9/3(n3 _ e2iATEY) Z 9/3(n3 — 1) = 2/3 <7r3 - \g(—l + i)) .

4.2.6. Considerem la determinacié de l'arrel v/z2 —1 que és holomorfa a C\[—1,1] i
positiva a (1,00).

(a) Vegeu que z + v/22 — 1 omet leix real negatiu si z € Q = C\(—o0, 1], de manera que
la determinacid principal Log (z + V22 — 1) esta definida a Q.

(b) Vegeu que Log (z + /22 — 1) és una primitiva de \/% a ).

on y és el tros de cercle |z — 1| = V2 que va de i a —i passant

dz
c) Avalueuw | ———,
(c) / S

pel semipla de la dreta (Re z > 0).

Indicacié: comproveu que v/z% — 1 = 208 (z=D+Log (z+1)) grestén g C\[-1,1] de manera
continua. <

Solucio:

Observem que les expressions

\/227—1 = @%(10l%(2—1)+10g(z—s-1))7

on logw és alguna determinacié del logaritme, sén arrels de 22 — 1 en alguna regi6 del pla.
Si triem el logaritme principal tenim directament que

/22 1= 6%(Log (z—1)+Log (2+1))

és holomorfa a C\(—o0, 1] i positiva a (1, 4+00).

Comprovem en primer lloc que efectivament aquesta és la funcié de la que ens parla
I’enunciat.

Meétode 1: Si ens hi fixem, veurem que també ho és als punts reals x < —1. Escrivint
Logw = In |w| + iArgw, velem que per a comprovar aixd només cal demostrar que

F(2) = e%’(Arg(z—1)+Arg(z+1))
és continua a aquests punts x < —1. Si ens acostem a x pel semipla de dalt tenim que
F(r+i0") = e3(mHm) _ pim _ -1,
i si ens hi acostem pel semipla de baix tenim analogament

F(x+1i07) = 1 S L
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Per tant hi ha continuitat de F' aquests punts. Un cop hem vist que la funcié és continua,
I’holomorfia de I'arrel v/22 — 1 definida a dalt a tot C\[—1, 1] se segueix: per zo € C\[—1, 1],
podem trobar § > 0 tal que si z € B(20,d), aleshores |22 — 22| < |22 — 1| per continuitat i,
en particular, 0 # 22 — 1. Aixi, com que F(z) té només dues alternatives que sén nombres
complexos oposats, 'eleccié esta univocament determinada quan z € B(zp,d) i, donada
una determinacié del logaritme log a B(z2 — 1,23 — 1]), F ha de coincidir amb e log(z"~1)
o bé amb el seu oposat, és a dir, F(z) = ie% log(=*~1) Ty qualsevol cas, la seva derivada
és F'(z) = ieélog(z2_1)z2%1 = %Sg = ﬁ

Meétode 2: Prenent una determinacié del logaritme a C\[0, c0), tenim que per z ¢ [—1, o0)
la funcié

e%(log(zfl)Jrlog(erl))

esta ben definida i, si z ¢ R tenim que log(z — 1) = Log(z — 1) + 2k7mi i log(z + 1) =
Log (z + 1) + 2kmi, amb k constant en els semiplans de part imaginaria positiva i negativa.
Aleshores tenim que

e%(log(z—1)+log(z+1)) _ e%(Log(z—1)+L0g(z+1))+2k7ri _ F(Z)

Perd aquesta segona definicié és continua i holomorfa a z ¢ [—1, ), mentre que la definicié
amb logaritmes principals és continua i holomorfa a z ¢ (o0, 1]. Aix{ doncs F' és holomorfa
a C\[-1,1]. A més

/ _ l(log(zfl)Jrlog(z+1))1 1 1 _ z _ <
Flz) = ez G o) " 950 ~ Fey

2

i el mateix podem fer amb els logaritmes principals de manera que la derivada de F' és

ﬁ a tot arreu on la tenim definida.

(a) Mirem per a quins punts z € C tenim que z + v/22 — 1 € (—00,0], i veurem que cap
d’aquests punts no és a €. L’equacio

1+ 22
2x

dona per solucié z = — . Observem que tots aquests punts sén reals negatius i, per

tant, queden fora d’ ().

(b) Ara sabem que aquesta funcié és holomorfa, ja que és composici6 de funcions
holomorfes (tant I’arrel com el logaritme sén holomorfs alla on no tenen discontinuitats).
Per tant, per la regla de la cadena,

(c) L’arc d’integraci6 (en blau) és dins del domini on la primitiva de la funcié a integrar
és holomorfa.
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Utilitzant el teorema 4.9, és a dir, la regla de Barrow de les integrals de linia, i dient

G(z) = Log (¢ + v2? — 1) tenim:

dz
——— = G(—i) — G(i) = Log (—i + v/(—i)? = 1) — Log (i + V% — 1).
| 7= = ) = G = Log (i + V(P = T) ~ Log i+ V7 1)
Notem que la notacié 4/(—i)? — 1 es refereix a una funcié avaluada en z = —i, que no

coincideix en principi (de fet, no coincideix) amb +/i2 — 1! En realitat, per ser rigorosos,
haurem de parlar de F(i) i F'(—i). Aqui
12 — 1 — e3(Log(i—1)+Log (i+1)) _ ,5(Inv2+iArg (i—1))+Inv2+iArg (i+1))
_ eé(ln2+i%+i%) YNGY

Analogament, es comprova que,

(—i)2—1=—iv2.

Llavors
/dz = Log (—i —iv/2) — Log (i + iv/2)
SV g g :
Tenim que

Log (—i —iv2) = In| — i — iv/2| + iArg (—i — iv/2) = In(1 + /2) — ig,

i analogament
Log (i +iv2) = In(1 + v2) + zg

Finalment

/dz=ln(\/§—1)—i72r—ln(\/§—1)—iw=—i7T-
.

22 -1 2

4.2.7. Siguin 1 == {|]z| =1:Imz > 0} iy = {|z] =2 : Rez,Imz = 0}. Demostreu que:
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dz ;
a)/<7r c szdz < 2me
m @2 ’ / /zl—l 22 "
dz e ” 2
b)/ <7z, d) 5 dz| < me”. q
v 221 3 l2|]=2

Solucié: Afitem com a exemple la integral

/ | < / 021 |dz] < ML(y) = 27M
l2=1 * l2|=11 #
on 7 és la circumferéncia unitat i
M=m |Sm22’ = max | sin(z)|
21=1 |z] J21=1

Sabem que si z = x + iy aleshores
|sin(2)|* = sin?(x) + sinh?(y).

El primer terme té 1 com a valor maxim, mentre que el segon terme és una funcié creixent
per y = 0 i parell. Donat que |z| = 1 tenim que y < 1 i per tant

|sin(z)|:\/sm( +sinh?y < V1 +sinh®1 = +/(2+e+e1)/2 < Ve,

jaque e”! <0.512.5 < e. Concloem doncs que M < e i, per tant, I’afitacié queda provada.

4.2.8. (a) Sigui v un cami en C. Proveu que si f és una funcid continua en y* llavors

/f / (Z) d=.

(b) Deduiu que si f és una funcid continua en el cercle unitat llavors

W:_/zumij <

Solucié: Escrivim f = u 4+ iv iy = r + is per les parts reals i imaginaries. Aleshores

tenim que ¥ = r — is, i

b
/ )dz — / For (@) dt - / (w(y(1)) — iv(y (D)) (1) — i () dt

- [ @)~ GO 0) = L7
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Per lapartat b), si considerem v = €% la circumferencia unitat resseguida en sentit

antihorari, aleshores ¥ = e~ % és el mateix cami resseguit en sentit horari, i

- QW— )
/ f(2)dz = / F@d== [ Fe) (—ie ) dt
Y vy 0

és a dir, que

R — o — ds
[ sz = [T Gt G = - [ TE 5

0

4.3. Teorema de Cauchy

4.3.1. Demostreu el teorema de Cauchy per oberts estrellats. <
0

4.3.2. Recordeu que/ e dy = AT
—0o0

[ee}
(a) Proveu que / e~ (@) gy — AT per a tot a > 0. Indicacié: Apliqueu el teorema
—0
de Cauchy al rectangle [—R, R] x [0, a].

o0
(b) Proveu que / e 72 cos(nx) dx = V2re ™2 ne. a

—00

Solucio:

(a) Considerem la funcié entera f(z) = e~ i apliquem el teorema de Cauchy a la vora

del rectangle R que donen a la Indicacio:

/(mf(z)dz=0.

Parametritzem cadascun dels quatre costats del rectangle:
1) v (x) = z, amb x € [-R, R]. Aqui dz = dx.
2) y2(y) = R+ iy, amb y € [0,a]. Aqui dz = idy.
3) y3(x) = x +ia, amb x € [-R, R]. Ara dz = dx.
4) v4(y) = —R + iy, amb y € [0,a]. Aqui dz = idy.
Amb aquestes parametritzacions tenim, tenint en compte l'orientacié, que R = 1 +
Y2 — 73— V4.

—73()

—R+ia R+ ia

—v4(y) 72(y)
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Aleshores

R a R a
0= / e dx + / e (Btiy)?; dy — / e~ (@Hia) gy / e~ (FRF)%; dy.
-R 0 —R 0

Observem que les dues integrals en y, corresponents als costats del rectangle, tendeixen a 0
quan R tendeix a +00: (+R +iy)? = R? — y? + 2iyR, de manera que

_R24,.2 _p2 2
6R+y<€Rea.

\e—(iR+iy)2 |

Aleshores

a a
_ 2 \2 . _ P2 2 2 _p2 R
/e(iR“y)zdy‘</eRe“dyzae“eR =0.
0 0

Per tant, passant al limit la igualtat anterior obtenim
o0 2 © ;2
0 —/ e ¥dx —/ e~ (@+ia)” gy
— —o0

© 2 © ;)2
VT =/ e ¥ dx =/ e~ (@+ia)® go.
-0 -0

i, per tant,

(b) Utilitzem I’apartat anterior, reescalant x per a tenir x2/2. Es a dir, fem primer el
canvi x = t/v/2; dt = /2dx. Aleshores, de I'apartat (a) tenim que

P (e o
/ e V2 dt = 2.
—00

Prenem ara a = n/+/2, amb n > 1 (per a tenir a > 0). Llavors

2 2
(i-i-ia)Z: (L—Fiﬂ)Q:t——n—%—itn

V2 2 2
i, per tant,

o0
6"2/2/ e~ 2e=itn gy — V2.
—00

Prenent les parts reals d’aquesta igualtat obtenim el resultat demanat, per a n > 1. Per a
n < —1, observem que cos(nx) = cos(—nx) i, per tant, el valor de la integral que obtenim
per a aquest n és el mateix que prenent —n = |n|. Per a n = 0 el resultat és la indicacié
que ens donen a l'apartat (a).

4.3.3. Determineu el domini d’holomorfia de les funcions f donades i digueu per qué

f|2|:2 f(z)dz = 0.
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COS z

S 610 b) f(z) = Log(z + 3). <

a) f(z) =

Solucié: a) Es holomorfa alla on el denominador és diferent de zero, és a dir a C excepte

z = 3 + 4. El circuit d’integracié no envolta la singularitat llavors pel teorema de Cauchy
la integral és zero.

b) El domini d’holomorfia de la funci6 és D = C\{z < —3,y = 0} llavors {z € C: |z| <
2} < D i la integral és zero pel teorema de Cauchy.

4.3.4. Sigui u : D — R una funcié harmonica en un disc D, és a dir, tal que Au =
400u = 0. Demostreu que existeiz una funcié v : D — R harmonica tal que (u + iv) és
holomorfa. L’anomenem harmonica conjugada. Indicacié: Demostreu que les equacions de
Cauchy-Riemann per F = U + iV es poden escriure com 0F = 20U o com oU = —idV .
Indicacié: Vegeu la seccio 5.5. <

Solucié: Si F = U + ¢V satisfa que
OF =0 — ﬁzéUz—iéVzW,

vegeu 'observacié 3.25. Com que U i V prenen valors reals tenim que U =U i V =V, i
trobem
OF =0 <« 0U = —idV <= 0U =idV <= 0F = 20U.

Considerem v harmonica. Aleshores f = 20u és holomorfa. Pel teorema de Cauchy té
una primitiva holomorfa F' = U + ¢V, que ha de satisfer que 0F = 01 0F = f. Prenem
doncs v = V. Aleshores per Cauchy-Riemann tenim que

(u+iV) < ;au_wza*u_a;:g

Per veure que V és harmonica, notem que
400V = 40(—idU) = —2i00F = —2idf = 0.
4.3.5. El teorema de Green diu que si < C és un obert 1 U < Q és un obert fitat

prou reqular (per exemple amb frontera C') i tal que U < 2, aleshores tot camp vectorial
F=(F,F):Q—R?amb FeCYQ) satisfa que

/ (8ng—ayF1) dm=/ (F1 dw+ngy).
U oU

Demostreu la formula de Green en variable complexa (4.1). <

Solucié: Suposem que f =u+ivig= U+ 0. Aleshores

@Z/GU(de*gdZ)Z/aU((u+iv)(dxfidy)*(ﬂ+i5)(dm+idy)),
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Per tant,
@z/ (udx —iudy + vdx + vdy — udx — iudy — iV dx + 0 dy)
oU
=/ (ud1:+vdy—17dx+17dy)+i/ (—udy +vder —udy —vdr).
ou

oU

Apliquem ara el teorema de Green als camps (u — @, v +0) 1 (v — 0, —u — @). Obtenim
@z/U(—uy-l—vx-i—ﬂy+1~1x+i(—ux—vy—ﬂx+z~1y)) dm
~ [t ritemg) = i [ (fo=ify+ 00+ ig,) dm
= —Zi/U ((3f + ég) dm.

4.3.6. Continuant amb lexercici 4.3.5, demostreu la formula de Cauchy generalitzada,
coneguda com a férmula de Cauchy-Pompeiu', que diu que si ¢ € C1(Q) i z9 € U, aleshores

#(20) 1 9(2) dz — 1/U 09(2) dm(z).

27 Joy 2 — 2 us Z— 20

Notem que el cas particular ¢ € CH(U) ens diu ¢ = C(0¢), on C indica la transformada de

Cauchy
Cotea) == [ ), «
Solucié: Prenem U, = U\B:(z9) amb ¢ prou petit (tal que B:(z9) < U). Aleshores
prenent g(z) = ::(‘2) a (4.1), com que dg(z) = % en U, obtenim

21’/ 09(2) dm = (2) dz — / 6(2) dz.
U. # — %0 oU # — 20 dBc(z0) # — *0

Com que 0¢ és continua, és fitada en un entorn de zp; sigui M > 0 tal que |0d(2)| < M
en Bg,(z0). Aleshores, per ¢ < e,

’(/{J—/) 06(2) dm(z)‘ <M =) ornge — 0,

Z =20 Be(z0) 1% — 20|

i, per tant,

% / 00(2) g <29, 9 / ) gm.
Ue U

Z — 20 Z— 20

D’altra banda, pel teorema del valor mitja,

[ s,
aBe(ZO) Z 0

!Dimitrie Pompeiu, Brosciuti, 1873-1954. https://ca.wikipedia.org/wiki/Dimitrie_Pompeiu

e—0

< sup |V |dz| < sup |V¢|2me — 0,
Be(20) 0B¢(20) B:(20)
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P(z0) , 1 ot
/535(zo) Z— 20 dz = <Z’(ZO)/(7 —dz = 2m¢(z0),

D <

Passant al limit, doncs, tot plegat ens queda

O C I
2Z/U d dz — 2mig(z0).

Z— 20 U % — 20

4.4. Formula integral de Cauchy

4.4.1. Avalueu, usant la formula integral de Cauchy, les segiients integrals:

@) fiojor E12; ) fos 77 0) [ B2z
b) =1 Siniez)dzf' e) J.=2 Eon e T h) 1)1 = dz. <
) ot ) fpeg

Solucié:

(a) Com que 1 € Dy(0), la férmula de Cauchy per a f(z) = 22 dona

Z2
/ dz = 2mi 1% = 2mi.
|

2|=2 % —

(b) Essent 0 € D, podem aplicar la férmula de Cauchy a f(z) = sin(e®):

/ S 1 9amif(0) = 2misin .
J21=1

2
(c) Descomponem en fraccions simples

112 12
22-1 z—-1 z+1

/ dz 1/ dz 1/ dz . _0
- == - = =mi —mi = 0.
|2]=2 22 -1 2 \z|=22_1 2 |Z|=22+1

Observem que

tenim que

d
/l 2z—z1 — 27 Ind (7, 1),

on 7y és la circumferéncia de radi 2. Analogament, l'altra integral dona 27i Ind (v, —1). Es
clar, tal com acabem de veure, que la diferencia d’indexs és 0.
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(d) Les arrels de 22 + 2+ 1 =0s6n a = —1/2 +i+/3/21 B = a, totes dues dins el disc

D5(0). Escrivint
1 1 1 1

(z—a)(z—P) a—,ﬁ(z—a_z—ﬂ)

/ dz 1 ( dz _/ dz )
|Z|:2Z2+Z+1 a—pf |z]=2 2 — & ‘z|:22—ﬂ

1
= a_ﬁ(Qm'—Qm') = 0.

Observem que, llevat del factor 27i, aquesta integral equival a la diferéncia de dos indexs
de punts de l'interior del disc D(0), i per tant val 0.

(e) Tenim que 2% + 22 — 3 = (z — 1)(z + 3). L’arrel 1 és dins D(0), pero 'arrel —3 és
fora, de manera que la funcié 1/(z + 3) és holomorfa en aquest disc. Aplicant la férmula
de Cauchy a aquesta funci6 tenim:

dz 1/(z +3) o1 K
B AEXS) o L
/|Z|_2 22+22-3 /|Z_2 c—1 T 3T

(f) (proposada per Eric Benavente Carreira): Considerem la integral

/ COS 2 d
—_—dz.
z—g)=3 22(2? — 7?)

2

tenim que

Primer analitzem les singularitats del denominador:

22(22 —7?) = 22(z —7)(z + 7),

que té singularitats en 2 =0, z =71 2z = —.
Tenint en compte que el contorn és el cercle |z — 2| = %, observem que:
3 3
per tant z =01 z = —7 queden fora del contorn. En canvi,
3
"/T — 2’ < 5,
aixi que z = 7 és 'inica singularitat dins del contorn.
Aleshores, podem escriure la funcié com
cosz  f(2) oS 2

2(22-72)  z-—7 on f(z) = 22(z+m)

La funcié f(z) és holomorfa en un entorn de z = 7, de manera que podem aplicar la
férmula integral de Cauchy:

Ccos z
——————dz = 2mi .
/|z—2|—§ oy pp——) z = 2mi f(m)
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Calculem:

Per tant,
Cos 2 -1 1

———dz =27 | — | = ——.
/ 22— <2w3> 2

g) Descomponem en fraccions simples
3z—2 1 N 2
22—z z—-1 =z

Llavors tenim que

-2 1 2 1 2
/ 3; dz=/ < —|—>dz=/ dz+/ —dz = 6.
|2|=3 2° — % =3 \z—1 =z lzj=3 2 — 1 |2|=3 %

h)

/| LI /|z+1_1 (_2 (Zl+ S+ (Zl_ 1)) dz = 2mi(—1/2) + 0 = —i.

2
a+1=1 27— 1

4.4.2. Resoleu els segiient exercicis relacionats amb la férmula integral de Cauchy.”
2

a) C’alculeuyg —_

7 dz sobre la circumferéncia de radi 3 centrada en 0.
crc

z
b) Es cert que 55 € dz=0 s C és tancada i simple?
C <

Solucié: a)

Obtenim

22 1 1dz idz dz dz
2 de=2 < - = ~ 0.
|2|=3 % 1 4 |z]=3 2 — 1 |z|=3 # +1 |2|=3 2 1 |2|=3 % +1

b) Si C no envolta el 0 és cert. Si C envolta el zero la integral val 2mie® = 27i.

4.4.3. Sigui p un polinomi de grau m, amb tots els seus zeros continguts en Dpg(0).

Demostreu que

() = 2min 4
/M_R p(z) @2 =2

2De vegades es fa servir la notacié ¢ per indicar que la integral és sobre un cami tancat.
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Solucié: Convé expressar el polinomi com a producte de monomis. Tenim que p(z) =

C1]i,(z — a;). Aleshores calculant la derivada del producte trobem que

Py =0y [] G-

k=1:e{l1,...n}\k

1 obtenim

P(z) _ Z": 1
p(z) Sz
Aplicant la férmula integral de Cauchy a cada sumand obtenim el resultat demanat:

P (2) S / 1 S .
dz = dz = 2wt = 2mwin.
/| (2) ,;1 2|=R % — 2

4.4.4. Sigui a € C, |a| < 1. Calculeu la integral de linia /
z—a z

2 1
( — ) dz. Deduiu
|z|=1

que

27 2
1-— dt
/ 2( ) =2m, peratot0<r<1ifel. N
o 1+4+7r%2—2rcos(0—t)

Solucié: Aplicant la férmula integral de Cauchy tenim que

2 1 2d d
/ ( —)dz—/ z—/ %2~ 9(2mi) — 2mi = 2mi.
F=1\#—a 2 =1 %= Jp|=1 2

Per altra part, sumant dins la integral i parametritzant z = e, obtenim

) 1 21 it )
/ ( _) = e
=1 \Z—a 2 z]=1 2(2 — a) o €'’ —a)

'/27r 1— |CL|2 4 ae—it _ (—Ieit
o -aP

dt.

Observem que ae™* — @e* = 2ilm (ae~®). Per tant, prenent les parts imaginaries a la
igualtat anterior i utilitzant la igualtat que hem vist al principi obtenim,

2m 2
1—
27 = / %W dt.
o le"—al

9 1 <1, obtenim el resultat, ja que

Escrivint a = re*

et —a> =1+ |a)? —ae” " —ae =1+ |a|*> — 2Re (ae™ ™).
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4.4.5. Siguin f,ge H(Q), on Q és un domini tal que D = Q. Donat a € C amb |a| # 1,

calculeu
1
[ (L) e, 4
2t Jopp\w—a aw—1

Solucié: Separem dos casos:

(i) |a] < 1. Per la férmula de Cauchy

1 (w)

2 Jop w —a

dw = f(a).
Per altra part, com que 1/|a| > 1 (el cas a = 0 és més facil, pel teorema de Cauchy),

L[ o), L[ ),

— — 0.
oww—1ja""

omi Jopaw —1" " 2mi
(ii) |a| > 1. Aqui els papers d’a i 1/a es giren; com que 1/a € D, tenim que

1 f(w)

2m Jopw —a
i
1 1 1
271 Jop aw — 1 271 Jop w — 1/a a

Tot plegat

L[ () ), [f@) siaeD
2mi aD(w—a aw—l)d {—g(l/a) siaé¢D.

4.4.6. Demostreu (4.3) usant la férmula integral de Cauchy centrada i el teorema de
Cauchy en convexos. <

Solucié: N’hi ha prou amb adaptar el metode de la solucié de I'exercici 4.6.3.

4.5. Series de poteéncies

4.5.1. Desenvolupeu en série de potencies al voltant del punt a i doneu el radi de con-
vergencia de:

e?

a) 1)z, a =1; c) m, a=0; e) 1=, a=0;

b) 2%e*, a =0; d) ﬁ, a=0; f) H%’ a=0.

(en (e) i (f) només cal calcular els 3 primers termes). q
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Solucié: (a) Si f(z) = 1/z, aleshores si n > 1 tenim que f(z) = "L(;ifl)n,

veure per induccié sobre n. Aleshores f(™ (1) = n!(—1)" per n > 0, i obtenim

(n)
O YA e N ICRRI

n
n=0 n=0

El radi de convergencia és R = 1 pel criteri del quocient.

(b) Si f(z) = 2%e?, aleshores f'(z) = (2% + 22)e?, i si n > 2 tenim que f((
(22 4+ 2nz + n(n — 1))e*, com podem veure per induccié sobre n. Aleshores f(0)

f'(0) =01 f™(0) = n(n — 1) per n > 2, i obtenim

) (0 1 1
£(z) = Z f n'( )Zn: Z (n_Q)!Zn: Z mzﬂ+2_

n=0 n=2 n=0

El radi de convergencia és infinit pel criteri del quocient.
Aquesta serie també es pot calcular directament sabent que e* = >’

(c) Ara tenim que f(z) = Wl(z—@ = L — L. Per tant,

2n

n=0 nl*

1 1
FE) =" (g~ )

i se segueix que
(n) 2n+l -1
f (O) = n! on+1

Aixi obtenim que

(2n+1 _ 1)2’”
= on+1 ?
iR=1.
(d) Ara tenim que f(z) = (1_13)3. Per tant,
i se segueix que
F0) = 5

Aixi obtenim que

2)

com podem

0,

Z (n+1)(n+ 2>z”
n=0 2 ’
iR=1.
Alternativament, usant el teorema de Mertens (vegeu el teorema 1.22), com que sabem
que
1 ¢ o
1—2 ’

n=0
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aleshores

1 1 =
(l—z)2 1—z 1—2z (Z

n=0

z”> (iﬂ) éQQi (i 1>z i n+1)z

n=0

1 1 1 t1ma (v L oA m+r)(n+2) ,
(1_2/)3:(1_’2)2.1_2 :222<Z(k+1)>z :Z( + )2( + )z

n=0 \k=0
(f) Ara tenim que

1
f(z) = 112
f'(z) = m,
. B e3z — e
f(z) = m,
' o\ (3e3% — e*)(1 + €%) — (3% — e7)4e?
f (Z) - (1 +€z)5 .
Obtenim que
1 z 23
fle) =5 -5+ g t00 b).

D’entrada no podem calcular R en no conéixer els coeficients. A la demostracié del teorema
4.24, que dona el desenvolupament local en série de potencies, es demostra que si D,.(0) < ,
aleshores R > r. Per tant, com que la funcié és holomorfa a tot arreu llevat dels pols
z = im + 2kmi per tot k € Z, deduim que R > 7. A la vegada, precisament entorn del pol
i la funcid pren valors arbitrariament grans. Per tant la serie no pot ser uniformement
convergent entorn del pol i, en particular R < 7. Aixi, tenim que R = 7.

aLog(1+2)

4.5.2. Sigui a € C, provar que si (1 + z) es pensa com e llavors per |z| < 1

ala—1) 5 ala—1)(a—2) 4
o1 z7 + 3l zZ° +

(binomi de Newton?). 4

1+2)%=1+az+

Solucié: Podem provar per induccié que ((1+2)*)™ =a-(a—1)---(a—(n—1))(1 +

2)(@=")_ D’aqui el resultat. Escrivim

<a> ala—1)--(a—(n—1)
sin>0i <‘5‘) -1

n)~ n!
4.5.3. Trobeu els desenvolupament en série de poténcies al voltant del punt a de les segiients
funcions:

3Isaac Newton, Woolsthorpe-by-Colsterworth, Lincolnshire, 1642 — 1727. https://ca.wikipedia.org/
wiki/Isaac_Newton
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a) f(z) =cos?z, a=0; b) f(z)zﬁ,azl; c) Vz,a=1.

Aqui /- és la determinacid de Uarrel cibica en C\(—o0,0] que val (=1 + iv3)/2 en
z = 1. <

Solucié: (a) Metode estandard: Tenim que f(z) = % Per tant,

f'(z) = —sin(22)
i per induccié veiem que si n > 1 tenim que
FPI(2) = (=1)"22" ! cos(22)

f(2n+1) (z) = (_1)"“22” sin(2z).

Avaluant en ¢ = 0 tenim que

Per tant,

Metode intelligent: Podem fer el calcul directament notant que

1 cos(22) 1 1 (—1)"(22)%"
fly =g+ 2B 2,y ST
2 2 2" 2 ;0 (2n)!
(b) Prenem f(z) = ﬁ = 22g(2), on g(z) = ﬁ Calculem per induccié
(n) _ (n + 1)|(_1)n
9" (2) (2 + 1)n+2

Per fer aquests calculs, normalment usem intuicié + induccié. La intuici6 prové de calcular
un parell o tres de derivades i detectar els patrons: ¢'(z) = —2/(z +1)3 = —2!/(z + 1)+,
gd"(z) = 6/(z+ 1)* = 3!/(z + 1)@*2) ... Per la induccié notem en primer lloc que és
cert per n = 1 tal com hem vist. D’altra banda, si per un n € N, efectivament, tenim
g(”)(z) = DD o leshores pel segiient nombre natural podem derivar un cop més i

(z+1)nt2 >
. n —(n n 1(—1)" n I(— n+1
obtenim ¢("*1(z) = ( +(22_$_1;_n1+)3( = Z;ljf)gini)z

Un cop establerta la derivada n-esima, és moment de calcular els valors que pren en
a=1:

, 1 es compleix el pas inductiu.

g1)=1/4  ¢M(1) = w

Notem que per n = 0 les dues expressions coincideixen.
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Escrivim ara la serie de potencies:

(n+DI(=1)"
Z n|2n+2 (z—=1)"
n=0

Simplificant els factorials i multiplicant per 22 = (z — 1)2 + 2(z — 1) + 1 obtenim
(n+1)(—=1)"

f2)=((z=1)*+2(z-1)+1) )] e GRS
n=0
Multiplicant terme a terme i reindexant, obtenim
(n—1)(=1)" 2n(—1)"+1 (n+1)(-1)"
n=2 n=1 n=0

Ajuntant termes,

(¢) Anomenem ¢ = €2™/3. Escrivim z = 1 4+ w i desenvoluparem la funcié g(w) =
Y1+w=(1+w)"? en a=0, que serd valida per |w| < 1.
Aleshores "o
o(w) = 9(0) + o/ O + L Du? 1 ...

Utilitzant la determinacié que ens indiquen, tenim que

9(0) = (1+0)"* = V1=

Jw) = (1 +w) % g0)= (8 = 3
") = 2 (0 +w) g"<o>—§§<%>l—2 G

En conseqiiencia
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on definim

Desfent el canvi

1
flz)=C|1 3)z=1)" |, per|z—1| <1.
) <+Z<n)< >) per |2~ 1] <

Observem que f(z) = ¢(f(2)) on f(2) és la determinacié de Darrel ciibica tal que f(1) = 1.
z+1
(z—=1)(z+1)z

1. “Sense fer cap calcul”, raoneu quin €s el disc de convergéncia de la série de poténcies
de f al voltant del punt a.

4.5.4. Considereu la funcio f(z) = 1 el punt a = —1.

2. Calculeu la série de poténcies de f al voltant de a. <

Solucié: (a) Sabem que f és holomorfa a tot arreu llevat dels zeros del denominador,
que sén 0, —i i 1. El més proper a —1 és I'origen, que esta a distancia 1. Aix{ doncs, com
que la funcié és holomorfa a D;(—1) obtenim que R > 1 i com que té un pol a 'origen no
és uniformement convergent a Dq4.(—1) de manera que R < 1. Tenim doncs R = 1.

.. A B C

(b) Eserivim f(2) = iz = (2 + Dgle) on 9(2) = opeme = 557 t o + 5

Per trobar les constants A, B i C, resolem

A(z+i)z+B(z—1)z+C(z—1)(z+1) = 1.

Avaluant a z = 0 obtenim C' = i, a z = —i obtenim B = ==L i a z = 1 trobem A = %

2
Tenim que

M (2) = (=1)"n!
0™ (2) = (-1) '(<

iaz=—1 trobem

A B C)

z— 1)n+1 + (Z + Z‘)n-i—l + 2n+1

A B C
g(n)(_l) = (_1)nn! ((_2)n+1 + (_1 + i)”+1 + (_1)n+1> ’

és a dir

on+1 (1 —4)ntt

Les series de potencies resultants seran

i-1 —i-1 .
g(z) = Z_<2n+2 +2(1—i)”+1 +z> (z+1)

n=0

g™ (=1) = —n! <(i —D2 i De z> :

flz) = Z - <Z2n_+i T 2(1_12)711 + Z> (= + )"

n=0
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4.5.5. a) Es pot desenvolupar \/z en série de poténcies en un entorn de l'origen?

b) Quin és el disc mazxim centrat a 0 on es pot desenvolupar cos(1/(z — 1)) en série de
poténcies?

z

c) Ila funcio ? q

— —z
Solucié: a) No hi ha cap disc al voltant de 0 on la funcié sigui holomorfa, no ho podem

fer. b) El disc més gran d’holomorfia al voltant de 0 és el disc de radi 1. ¢)

1 z 1 1 1
- S R
2—2z 3—2z 21-—2z/2 1—2/3

Cal que |z/2] <11 |z/3] < 1. Llavors el radi de convergencia al voltant de 0 és 2.

4.5.6. Determineu com a minim els coeficients a1, as,as,aq de la série de Taylor de
1/(1+ z+ 2%) centrada a 'origen. Ezpliqueu perqué el radi de convergéncia és com a minim
2/3. 4

Solucié: Ho podem fer amb Sage, amb la comanda taylor. Fem-ho a ma.

1 e}

n=0

i obtenim els coeficients demanats. Per controlar el radi de convergencia cal que trobem el
zero w de z% 4+ 2 +1 més proper a l'origen. Llavors el radi de convergéncia sera |w|. Vegem si
hi pot haver un zero a distancia menor que 2/3. Si |z| < 2/3 llavors |z +2%| < 2/3+16/81 < 1
llavors no pot ser que z% 4+ z + 1 = 0. Aleshores el radi de convergencia és major que 2/3.
(de fet 'arrel més propera és aproximadament —0.727 + 0.43i i la seva distancia a 1’origen
és 0.8447 > 2/3.)

4.5.7. Vegem com el teorema 4.24 és propi de l’analisi complexa. Una funcio de variable
real f és analitica en un interval obert I < R si es pot expressar localment com a série
de poténcies amb coeficients reals. Demostreu que si f és analitica en I aleshores hi és
derivable. Trobeu una funcio infinites vegades derivable en R que no hi sigui analitica.
Trobeu una funcio f analitica en R que tingui radi de convergéncia 1. <

Solucié: Si f es pot expressar com a série de potencies en un entorn de z € R, la

mateixa serie sera convergent en un disc centrat en x pel teorema de Hadamard i, per tant,
hi és holomorfa, de manera que la derivada f’(z) = df(z + 0i).

La funcié f(z) = e~/ 7 gg Iexemple més conegut de funcié C* de variable real que no
és analitica en l'origen, ja que totes les derivades sén zero i la série no pot coincidir amb f
que és positiva en tot punt llevat de I'origen.

La funcié f(r) = 5 jﬁ és derivable en tota la recta real, amb serie > (—1) , que
té radi de convergeéncia 1. Els punts on 'extensié holomorfa deixa de ser continua sén
+1, justificant també aquest radi tan petit. En general, per tot punt a € R, el radi de

convergencia de la serie corresponent sera la distancia a +i, és a dir vVa* + 1.

nx2n
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4.6. Férmula integral de Cauchy centrada per derivades i
desigualtats de Cauchy

4.6.1. Donatr >0 i a € C, calculeu

€2Z
I = —dz.
/z—a|=7“ (Z - a)3 ‘ )

Solucié: Per la férmula integral de Cauchy per derivades, si f(z) = €?* tenim que

% 211 on
Jo et = @) = i

4.6.2. Siguin 0 < m < n enters. Calculeu

1 n
/ 7( il zl) dz. <
|z|:1 om+

Solucié: Sigui f(z) = (1 + 2)". Aleshores

Fm ) =n-n=1)...-(n—m+1)1+2)""" = (nflm)!(l +z)nm,
Aixi ol

F(0) =

(n—m)!

i per la férmula integral de Cauchy per derivades tenim que

(14 2)" 270 () , n! An
A =_—_fm =27—— =2 .
/|Z|=1 zmtl dz m! F0) = 2mi (n —m)!m! \m

0

4.6.3. Intentarem calcular I = / mdw fent servir la formula integral de Cauchy
0 x
per derivades.

a) Considereu la semicircumferéncia C' en el semipla superior centrada a 0 amb radi R i

tancada pel segment de l'eix OX. Calculeu . mdz.

b) Descomponeu C = Cy v Cy on Cy és el segment de —R a R i Cy la part restant de C.

1
—d
/02 (14 22)2 “

Doneu una fita superior de fent servir la desigualtat triangular per

integrals.

1
c) Fent servir els apartats anteriors calculeu / mdz. Que passa si R tendeix a
C1 <
infinit? 4



76, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Solucié: a) La funcié f(z) = 1/(z +14)? € H(C\{—i}), és holomorfa a Iinterior de la

corba C' llavors i)
1 z
Larmt= L

D’altra banda, la FIC dona per derivades

/ TG g amif (i) = n/2.
|

z—i|=1 (2 —1)?

Ens falta veure doncs que

/C (szzzydz - /|z—i|=1 %d'z.

Notem que l'integrand és holomorf en un entorn €2, on € és el domini = D\?(z) compres
entre la corba inicial C' i la bola de radi 1 centrada en i. Ara com ara no podem garantir
que existeixi una primitiva holomorfa en aquest entorn, ja que el domini €2 no és convex
(ni simplement connex, de fet, vegeu la secci6 5.4).

No obstant, si que sén convexos els semiplans i les interseccions de semiplans, aixi que
definim
Ui={z:Rez+Imz>1+¢},

Ups={z:Imz—Rez>1+ ¢},
Us={z:-1<Imz<1}.

Aleshores, si escrivim g(z) = uler)g, i notant que g € H(U;), podem aplicar el teorema de
Cauchy en cada cami contingut en U;.
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Definim doncs t; = —10¢e, ty = 7/2, t3 = m + 10e i t4 = 2m, i escrivim
vi(t) =i+ e, ambt; <t <t
zj =1+ eitj,
wi =R+0, wo=1iR, w3=-R+0 1 wy=w.
Aleshores prenem els segments
0j = [z, wj]
i dividim el cami C' en els fragments compresos entre els punts w;, que anomenem 7;, amb
7j(0) =wj 1 7;(1) = wjs1.
Aleshores, per j € {1,2,3} tenim que
Lji=ojvnjvo, vy <Uj

i pel teorema de Cauchy en cada U; trobem

/F. 9(z)

J

17

I

0.

Com que els camins es recorren en sentit antihorari, es cancel'len els valors dels fragments
de cami en comd, és a dir les integrals en o; desapareixen, i obtenim

/Cg(z)dz _ ]z:/n g(2)dz JZ:/7 o(2)dz = /|z_¢|=1 (jfz;ydz /.

Notem que tot aquest procediment se simplificara quan coneguem el teorema de Cauchy
global. Aquest procediment modificat convenientment, permet també deduir la FIC per a
derivades no centrada de la FIC per a derivades centrada.

b)

1 1 TR
———dz| < dz| < —0 i1 R—
/cz<1+z2>2 ‘ /czmz?v‘z’ e 0 s

ja que |1 + R%®!| > R?> — 1 (R gran).

c¢) Llavors
1 w0 1 v
li ——dz = ———dr = —
dm [t L e

4.6.4. Sigui > 01 f € H(D) tal que ezisteix ¢ > 0 i per a tot |z| <1, (1—|z|)¥|f(2)] <ec.
Demostreu que per a tot n =0, |[f™(0)] < en! (£)™ (n + a)°. 4
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Solucié: Sigui 0 < r < 1. Llavors supy,_, |f(2)] < = Aplicant les desigualtats de

1—r)™
Cauchy, obtenim que

|
£ < g = 9l0)
Calculem el minim de ¢. Derivant,
/() = —nle(nr™~ (1 —r)* — ar™(1 — T)a_l) B —nle(n(l—r) — ar)
er) = (rn(1 — 7,)o¢)2 o rn+1(1 _ T)a+1
Per tant, ¢'(r) = 0 en (0,1) si i només si, r = 2~ i es verifica que

nlc

(n+ )
(e (5™

aa

|f(n)(0)| < = en!((1+ %)n/a)a < cn! <§>a (n+ ).

4.6.5. Sigui f una funcio entera de manera que existeixen constants C, M > 0 tals que
|£(2)|e 1"l < M per a tot z € C. Demostreu que |f'(z)|e=C1?l < CMe per a tot z € C.

Indicacio: Apliqueu la desigualtat de Cauchy al cercle centrat a z i de radi r per provar
que |f'(z)]e €Il < MeCr per atotr>0izeC. Avaluew ar =1/C. q

Solucié: Per la desigualtat de Cauchy tenim que per tot r > 0

i0
()] < SUPgeo,2r] | f (2 + 1€”)]| < M sup cClHre] M cpvon
" T gef0,27] r

Per tant,

_ M
@l < e,

com proposa la indicacié.
Un cop vist aixo, prenem 7 = 1/C' i trobem

|F/(2)]e C1*l < CMe.
Notem que % té un minim en r = 1/C, aix{ que la cota no pot millorar, almenys seguint
aquest metode!

4.6.6. (a) Suposem que una funcié f entera satisfa que |f(z)| < Mg si|z| = R. Demos-
treu que els coeficients ci de la seva série de Taylor centrada a a = 0 compleizen

Mg

(b) Suposem que el modul d’un polinomi P(z) esta fitat per 1 pels z al disc unitat.
Demostreu que tots els coeficients de P temen modul fitat per 1. <
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Solucié: (a) Per les desigualtats de Cauchy tenim que

o = HPQL M
MR T RR
(b) Com abans tenim que
M,
S o
|ck| rk

on M, = supj,_, |P(z)| < 1. Prenent r = 1 obtenim la fita desitjada.

4.6.7. Proveu que si f € H(D) tal que |f(2)| < |€*] per a tot z € D, aleshores, per a tot
n e N,

|F™(0)] < nle. q
Solucié: Per les desigualtats de Cauchy tenim que

1 SUPD el*! r—1
= — >
rn

nle.

F™M0)] <n

4.7. Teorema de Liouville i teorema fonamental de I’algebra

4.7.1. La funcié f(z) = 1/2% tendeiz a 0 quan z — o0 perd no és una funcié constant.
Contradiu aizo el teorema de Liouville? <

Solucié: No el contradiu ja que 1/2% no és entera, el 0 no és del seu domini.

4.7.2. Sigui f una funcid entera. Usant el teorema de Liouville proveu que
(a) Si|f| =1, llavors f és constant.
(b) SiRe f =0, llavors f és constant.
(¢) Silm f <1, llavors f és constant. <
(d) SiRe f no té zeros, llavors f és constant.

Solucié: (a) Amb aquesta condicié f no té zeros i, per tant, 1/f és entera. La mateixa

condici6 diu que |1/f| < 1, de manera que, pel teorema de Liouville, 1/f ( i, per tant, f)
és constant.

(b) Considerem F(z) = e~ /(3). Tenim que |F(2)] = e Re/) < 1, i per tant F és
constant.

(¢) Analogament al cas anterior, considerem F(z) = e~*/2). Tenim que |F(z)| =
emf(2) < e, de manera que F (i, per tant, f) és constant.

(d) Com que Re f és continua (de fet, fins i tot analitica), tenim que Re f > 0 o bé
Re f < 0. Al primer cas apliquem (b), i al segon considerem F(z) = e/(*) i fem com al cas

(b).
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4.7.3. Caracteritzeu les funcions enteres f tals que |f'(z)| < |z| per a tot z € C. q

Solucié: Es clar que f(z) = az? 4+ amb «, 8 € Ci2|a| < 1 satisfa les hipotesis. Vegem

que no hi ha més solucions.
Si [f'(2)] < |z|, prenem g(z) = f(z) — f(0) també satisfa les hipotesis i g(0) = 0. Tenim

que
1 ! 1 R
/ 9<w>2dw</ \w!2|dw|Roo1.
2700 Jj)=r (W — 2) 27 Jjw|=r |w — 2|

Aix{ que ¢” = f” és una funcié entera i fitada. Pel teorema de Liouville, es tracta d’una
funcié constant, i f és un polinomi de grau dos. El terme lineal és zero aplicant la hipotesi
a lorigen, i el terme independent s’anulla també aplicant la hipotesi, per exemple, a la
circumferéncia unitat.

9" (2)| =

4.7.4. Suposem que f és entera. Provar que si f(4)(z) és fitada en el pla llavors f és un
polinomi de grau 4 com a maxim. <

Solucié: f (4)(2) fitada vol dir que el seu modul és fitat, pel teorema de Liouville

f (4)(,2) = ce C. Integrem i obtenim un polinomi de quart grau com a maxim.

4.7.5. Sigui f una funcid entera. Per a|a| < R i [b] < R calculeu

e,
If;£<z—@@—bf“

Useu el resultat per demostrar el teorema de Liouwville. <

Solucié: Si a = b, I = 27wif'(a) per la férmula integral de Cauchy per derivades. Si

a # b,
1 (a—0b)f(z)dz _ 1 flz)dz f(z)dz
I_a—b/|z|_R(z—a)(z—b) a_b(/Lz_R z—a /|z—R z—b)7

i concloem per la férmula integral de Cauchy que I = 224 (f(a) — f(b)).

Demostracié del teorema de Liouville (proposada per Abel Portas Puigdemont)
Volem usar aquest fet per provar el teorema de Liouville. Suposem que f és fitada a
C. Posem M := sup,.c{|f(2)|} < o0. Volem veure que A := {z € C: f(z) = f(a)} = C.
Notem que aquest no és buit, ja que a € A.

Suposem que existeix un punt a # b € C tal que b ¢ A. Aleshores, Lj(b) # 0. Pel

a
resultat anterior,

fl) = f) _ 1 e
0+ ‘L:R( d.

a—b  2mi z—a)(z—0b)
Prenent normes,

[f(@) = )] _ 1 / £ (2)] M |dz]
\

<= dz| < == S . —
a—0 S 2w Jiple—allz—0 7' S 21 Jp e —all: = Y]
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Com que |al,|b| < R, sabem que |z —a| = |z] —|a] =R —la] > 01i|z—b] = |z| — |b] =
R — |b| > 0. Per tant,

@)~ ) _ M d2) M
a8 Sarnlz—dllz 0 <27T<R—|a|><R—|b|>/|z_R’dZ"

D’aqui concloem que

|f(a) — f(D)] - M27R MR

ja—bf " 2r(R—la)(R—o)) (R —lal)(R—1b])

Fent tendir R — o0, |f(a) — f(b)| <0, d’on tindriem que f(a) = f(b), contradint el fet que
f(a) # f(b). Per tant, f és constant a C, com voliem.

4.7.6. Sigui f una funcié entera tal que |f(2)| < CeRe?, per a tot z € C, on C > 0 és una
constant. Qué es pot dir de f? <

Rez z

Solucié: Notem que e¢* = |e?|. La funci6é e™* és entera i, per tant, e *f(z) és una

funcié entera i fitada per C. Per tant, és constant. Aixi doncs, f(z) = ae®, amb |a| < C.

4.7.7. Sigui f una funcid entera tal que |f'(2)| < |f(2)| per a tot z € C. Qué podem dir de
fe <

Solucié: (proposada per Miguel Puelma Martinez)

La hipotesi sobre f implica que per a tot z € C, |f(z)| > 0, per tant f no té zeros i
aleshores f’/f € H(C). Com que a més per a tot z € C

f'(2)
f(2)

pel teorema de Liouville f’/f és constant, i.e., existeix A € C tal que f' = Af. Volem
concloure d’aqui que f és de la forma z — Ce™* per a algun C' € C. Proposem dues maneres
alternatives de veure-ho.

Alternativa 1: Com que f és entera, es pot expressar en série de poténcies a tot C com

<1,

(n)

n:

+0
VzeC, f(z2)= Z
n=0

Per induccié immediata, de f/ = Af obtenim f(™ = X" f i, per tant, () esdevé

+

0

V2e €, f()= F(0) 3, (0" = fO)
n=0 """

com voliem veure, amb C = f(0) .

Alternativa 2: Si ja hem intuit que les solucions seran d’aquesta forma, 'inic que cal
veure és que g: z +— f (z)e”‘z és constant —o equivalentment, que té derivada 0, perque C
és connex—. Efectivament,

VzeC, ¢'(2)=f(2)e ™ =Af(z)e ™ =0.
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Finalment, dels candidats a solucid, els que verifiquen |f’/f| < 1 sén

f(z) =CeM, CeC,\eD,

ja que |f'/f] = |A| per a tots els candidats.

Nota: com que C és simplement connex (vegeu la seccié 5.4) i f no s’hi anulla, existeix
una determinacié F'(z) de log f(z), com veurem a la proposicié 5.28. Usant aix0 se simplifica
la prova i estalviem ’argument de compacitat.

4.8. Teorema de Morera

4.8.1. Demostreu la continuitat de f en el principi de reflexié de Schwarz. <

4.8.2. Sigui f(z) = 1/22. Comproveu que fv f(z)dz =0 per a tot camd tancat v que no
passi per 0, pero f no és analitica en 0. Contradiu aixo el corollari 4.36 del teorema de
Morera? <

Solucié: Definim F(z) = =L. F és holomorfa a C\{0} i la seva derivada és F'(z) = f(z).

Per tant, si 7 : [a,b] — C\{0} és un cami tancat, aleshores
/f(z) dz = F(y(b)) = F(y(a)) = F(v(b)) = F(~(b)) = 0.
v

Com que f no és continua a l’origen, tampoc pot ser analitica.

El corol'lari del teorema de Morera diu que si una funcié és holomorfa en un obert llevat
d’un punt pero que la funcié és continua en aquest punt, aleshores la funcié és holomorfa
en tot 'obert. En aquest cas falla la hipotesi de la continuitat i falla també la conclusid, ja
que f no és analitica a ’origen i, per tant, no és holomorfa.

4.8.3. (a) Sigui h una funcié continua a R amb suport compacte (és a dir, existeix
K < R compacte tal que h(x) =0 si z ¢ K) i sigui

H(z) = /R h(t)e—"=dt.

(Quan ens restringim a z € R, H s’anomena transformada de Fourier de h; si prenem
iz en el lloc de z, H s’anomena transformada de Laplace’ bilateral de h.) Proveu

que H és una funcié entera amb creizement exponencial: existeizen A,C > 0 tals
que |H(2)| < CeAlm=l,

(b) Sigui h una funcié continua a [0,1]. Demostreu que la seva transformada de Hilbert®

1
H(z) = /0 LG

t—=z

és analitica per a z € C\[0,1]. 4

“Pierre-Simon Laplace, Beaumont-en-Auge, 1749-1827. https://ca.wikipedia.org/wiki/
Pierre-Simon_Laplace
SDavid Hilbert, Konigsberg, 1862-1943. https://ca.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
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Solucié: (a) En primer lloc comprovem que la integral és finita per a tot z € C. Sigui

A > 0 tal que supp(h) < [—A, A]. Passant el modul dins la integral tenim que

A
H(2)| < / ROl dr

Essent h continua i de suport compacte, existeix M = max |h(t)| < +o0. Per altra part
te

|€7itz| _ ‘efit(Ro (2)+4iIm (z))‘ — etIm (z)

Amb tot aixo tenim que
A A
|H(z)| < / Mt (@) gp < M/ A Gl gy — A(24)eA )
—A —A

Per a veure que H és holomorfa utilitzarem el teorema de Morera. Haurem de veure per
tant que H és continua i que la integral al llarg de la vora de qualsevol triangle dona O.

Que H és continua és immediat, ja que la funcié que integrem és continua i ho fem a un
conjunt compacte:

lim H(z) = lim [ h(t)e "dt = / h(t)( lim e~"*)dt = / h(t)e " dt = H(z).
R

zZ—20 z=20 J ¢ K z—20

Sigui ara T' un triangle qualsevol de C. Per Fubini i pel teorema de Cauchy aplicat a les
funcions enteres fi(z) = e *, tenim que

. H(z)dz = /Rh(t) (/aT e—mdz> dt = /Rh(t)Odt = 0.

(b) Fem analogament a ’apartat anterior. Diem d(z) a la distancia de z ¢ [0, 1] a aquest
interval. Passant el modul dins la integral i utilitzant que h és una funcié continua al
compacte [0, 1], veiem de seguida que la integral és finita:

1 1
\H<z)|</0 QI d(lz)/o |h(t)] dt.

|t — 2|

Per veure que és holomorfa apliquem de nou el teorema de Morera. Si zg ¢ [0, 1] existeix
e > 0 tal que D.(zp) n [0,1] = &. Aleshores, prenent z € D.(2p) tenim que

lim H(z) = lim /01 ht) dt = /01 lim ht) dt = /01 ht) dt = H(zp).

z—z0 2—20 t—=z z—20t — 2 — 20

Sigui ara 7" un triangle completament contingut a C\[0, 1]. Observem que per als punts
te[0,1], & e H(C\[0,1]) i, pel teorema de Morera (o el de Cauchy en un disc convenient),

—Z
obtenim
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0 1

/GTH(Z)dz_/Ol (/6T£1> h<t)dt—/010dt—o_

Nota: en ambds casos podem recérrer al teorema de derivacié sota el signe integral (vegeu
la secci6 4.9) per evitar usar Morera.

4.8.4. Sigui f holomorfa en un obert , i sigui zg € Q amb f'(z0) # 0. Demostreu que
existeix T > 0 de manera que, per 0 < e < 1o, es compleir la identitat

2 / dz
f/(Z()) |z—z0|=¢ f(Z) - f(ZO) .
Indicacid: proveu primer que la funcio G definida per
G(2) — 710(2:5520) stz # 20
f'(20) 81 z2=2
és holomorfa en Q. <

Solucié: Com que f és holomorfa, la funcié G és clarament holomorfa en Q\{zp}. Vegem

que G és continua en zg. Com que f és holomorfa en zg, tenim que

lim G(2) = lim £ =70

z—zo z—20 zZ— 20

= f'(20) = G(20).

Per tant, G € C(Q) n H(Q\{20}), i aixdo implica que G és holomorfa en €2 pel corollari
4.36.

Com que G(z9) = f'(z0) # 0, per continuitat, existeix 79 > 0 de manera que G(z) # 0
per z € D, (29). Llavors la funcié

H(z)= oo z € Dyy(20)

és holomorfa en 1 = Dy (29). Sigui ¢ > 0 amb 0 < € < rg. Com que D.(z9) < i,
aplicant la férmula integral de Cauchy obtenim

H(zp) 1/|_ _ H(z) dz.

o zZ— 20

Es a dir,

271 27 dz dz
fi(z0)  G(z0) /|| G(2)(z—z20) /|| F(2) = flz0)
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4.9. Derivacio6 sota el signe integral i formula integral de Cauchy
per derivades

4.9.1. Avalueu, usant la férmula de Cauchy per a les derivades

e? s sin(z) s 2 o—if
9 /|. CESTE /| (32— 21" C)/O Yt db. ‘

Solucio:

a) 2miy/e. b) %5(2/3) c) 2m.

4.9.2. Demostreu la formula integral de Cauchy per derivades no centrada usant la formula
integral de Cauchy per derivades centrada i el teorema de Cauchy en convezos. <

Solucié: Vegeu la solucié de 'exercici 4.6.3, per exemple.

4.10. Zeros de funcions holomorfes i principi de prolongacié
analitica

4.10.1. Trobeu els zeros, amb l’ordre corresponent, de les segiients funcions:

2 1 2 : . 1 1
2) 24+ 1 b) z*sinz; ¢) ~+

Solucio:

a) Té zeros simples a +i.
b) Té un zero d’ordre 3 a l'origen i zeros simples a k7 amb k € Z\{0}.

c) Té 4 zeros simples: \%(il + ).

4.10.2. Trobeu la multiplicitat de z = 0 com a zero de la funcié entera f(z) = 2 cos 2> +
6
2> —2. 4

Solucié: (proposada per Clara Valls Moreso) Trobem la multiplicitat de z = 0 com a

zero de la funcio:
f(2) = 2cos(2?) + 25 — 2.

Recordem que:

2 4
cos(z) = 1—i+%+0( )
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Per tant,
; 6 12 s
cos(z)zl—a—i-j—i-O(z )
Llavors:
S12
2cos(2?) =2 — 2% + 7 O(2'®)
I per tant:
3 6 6 27 18 6 212 17
f(z) =2cos(z”) + 2" —2 = <2—z +ﬁ+0(z )) +2°=2= §+O(Z )

Per tant, z = 0 és un zero de multiplicitat 12.

4.10.3. Trobeu tots els zeros de les segiients funcions holomorfes i calculeu-ne les seves
multiplicitats:

sin z;

0 fE) =R =0y o P 0 () = (WE -2

Aqui /- és la determinacié de 'arrel quadrada en C\(—o0,0] que val =1 en 2 =1. <

Solucié:

(a) Tenim que e —1=0siinomés si 22 = logl =2mik, k € Z, és adir, z,’f = ++/2mik.

Considerem primer ’arrel que correspon a k = 0, és a dir zg = 0. Prenent la serie de
I’exponencial a ’entorn del 0 tenim que e —1=22+-.. i, per tant, 22(622 —D =2+
Aixi doncs, zg = 0 és una arrel de multiplicitat 4.

Per a k # 0 les arrels son de multiplicitat 1. Sigui z; alguna de les arrels de dalt amb
k # 0. Tenim que e = 1. Desenvolupem g¢(z) = e* — 1 a lentorn de 2. Tenim que
¢'(z) = €°2z i, per tant, ¢'(z;) = 22z # 0. El desenvolupament dona doncs

9(2) = g(2x) + ¢'(z1) (2 — 2k) = 228 (2 — 21) + -
Per altra part, a entorn de zj tenim que z = z + (z — z), 1 tot plegat
f(2) =z + (2 — z)P[226(z — 21) + -] = 222(2 — ) + - --

la qual cosa mostra que la multiplicitat de zj és efectivament 1.
(b) La funcié sin z s’anulla als punts 2z = k7, k € Z, i el factor 22 — 712 = (z — ) (2 + 7)

s’anulla z4+; = +7. Considerem doncs diferents k € Z.
3 : 2
z

sin z z
(i) k = 0. Tenimquesinz:z—§+---i,pertant,—:1—§+---.Ambaixb
! z !
: 2
5 98inz 5 T o
(Z —W)iz = —7 +(1+§)Z + -

i, per tant, zop = 0 no és de fet un zero de la funcié donada.
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(ii) k = 1. Suposem k = 1; el cas k = —1 es fa analogament. Fent Taylor a l’entorn de
z1 = m, trobem que

sinz=—(z—m)+ %(Z—ﬂ')g + - = (z—m)h(z),

amb h holomorfa i h(7) # 0. Per tant

(T Gk

z z

f&)=C-m(z+r

El segon factor en aquest producte és una funcié holomorfa no nul-la ’entorn de 7 i, per
tant, z; = 7 és un zero de multiplicitat 2.

(iii) zx = km, k # 0, £1. Desenvolupant per Taylor a I’entorn de zj, com al cas anterior,
tenim que

(_1)k+1

sinz = (—1)f(z — km) + al

(z—kn)® + .- = (2 — kn)h(2),

amb h holomorfa i h(km) # 0. Aleshores

f(z) = (z = km)—F"——,

i el segon factor en aquest producte és una funcié holomorfa i no nul-la un entorn de
zr = km. Per tant, z; és un zero de multiplicitat 1.

(¢) En primer lloc mirem a quina determinaci6é de 'argument arg(z) correspon ’arrel
donada. Essent el semieix de discontinuitats (—oo, 0] tenim que

arg(z) = Arg (z) + 27k, ke Z,
on Arg (z) denota 'argument principal (amb angle a (—m,7)). Aleshores

ﬁ _ e%(ln\lHiArg(l)JrQiﬂk) — ik

Ens diuen que /1 = —1, d’on deduim que k£ = 1 (o qualsevol altre k senar que vulguem; hi
ha dues arrels, la que correspon als k parells, i aquesta, que correspon als k senars). Amb
aixo, I’argument triat és tal que

arg(z) € (m,3m).

Aleshores ) o
. - ar, z
\/E _ 65(1n|z|+zarg(z)) _ |Z|€7’7g2

és un nombre complex amb arguments a (7, 37“) En particular, veiem que 4/z no pot ésser

2 (és laltra arrel que pot valdre 2, perd no aquesta) i, per tant, la funcié f(z) no té cap
Z€ero.

4.10.4. Sigui Q < C un domini. Demostreu que ’anell de funcions holomorfes H(2) és
un domini d’integritat, és a dir, si f,g€ H(QY) amb fg =0 aleshores f =0 0 g =0. <



88, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Solucié: En efecte, suposem que existeix zp € 21 f(zp) # 0. Llavors, per continuitat,

existeix 7 > 0 tal que f(z) # 0 si z € D,(z9) < Q. Per hipotesi, f-¢g = 0 i, per tant,
g=0en D,(z). Aplicant el Principi de Prolongacié analitica, com que 2 és una regid, es
compleix que g = 0 en 2.

Com a alternativa, raonem per contradiccié. Si f i g no sén idénticament nul-les, els seus
conjunts de zeros Z(f) i Z(g) sén successions de punts aillats i, en particular, conjunts
com a molt numerables. Aleshores Z(fg) = Z(f) u Z(g) també seria numerable, en contra
de la hipotesi.

4.10.5. Sigui {ap}, una successid estrictament decreizent de nombres reals ay, € (0,1) i tal
que lim a, = 0. Sigui f una funcio holomorfa en D. Demostreu que:

n—0o0

(a) Si f(an) € R per a tot n, aleshores f(Z) = f(z) per a tot z € D.

(b) Si a més f(azn) = f(aant+1) per a tot n, aleshores f és constant. <

Solucié:

(a) Observem en primer lloc que la funcié h(z) := f(Z) és holomorfa a D. Amb la intencié
de veure que § ah = 0 considerem primer g(z) = f(z). Com que f és holomorfa tenim que
af =0, i per tant = 0. Aleshores

ch dg 69 _
2 —0=0.
0z 0z 0z

Per tant la funcié F(z) = f(z) — f(z) és holomorfa a D. Per a veure que F' = 0 utilitzarem
el principi de prolongacié analitica, és a dir, que el conjunt de zeros d’aquesta funcié no
pot tenir punts d’acumulacié a D, llevat que sigui 0. Observem pero que, per hipotesi,

F(an) = f(a,) — f(an) =0.

Com que {ay}, s’acumula a 0, deduim que necessariament F' = 0, com voliem.

(b) De l'apartat (a) en tenim que si x € R n D aleshores f(z) € R. Per tant, mirant
la funcié només a la recta real i aplicant el teorema de Rolle tenim que existeixen punts
Bn € (agn41,a9y,) tals que f'(B,) = 0. Com que lim, a, = 0, necessariament també
lim,, 8, = 0. Ara el principi de prolongacié analitica, aplicat a la funcié f’ € H(ID), implica
que f' =0 i, per tant, f és constant.

4.10.6. Trobeu totes les funcions holomorfes a D tals que:
(a) |f(1/n)] < 1/2™, per a tot nombre natural n = 2.
(b) f(1/n) =In(1 +n?) —3Inn per an > 1. q

Solucié: a) Es clar que f (0) = 0 per continuitat. Vegem que, de fet, f = 0. Ho farem

raonant per ’absurd, factoritzant el zero de I'origen: sabem que existeix ng 1 a,, € R\{0}
amb

f(z) = Z 2™ = Upy 2™ + O(|z|™T1).

n=ngo
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Aixi, per z prou petit (podem prendre |z| < |Cg&9|, amb C' determinat a la segiient linia),

tenim que

|an, |

F(2)] = |anez™ + O(|2[" )| = |ag,2"| — Cz[™+! > 2

2]

Combinant-ho amb la hipotesi, obtenim

1 1 |y |
— = — = 1 no,
. ‘f<n>‘ ol (1/m)

és a dir,
i
n" < |ane |
. =
2n 2’
la qual cosa contradiu que
o
lim - = lim 2no(es2m)=n _ g
n—oo 2T n—0o0

b) f(z) = Log (23 + 1) i PPA.

4.10.7. Trobeu totes les funcions f holomorfes en el disc Do(0) tals que f(e%) = €™? per
a tot 6 € [0,27), i a més f(0) = 0. q

Solucié: Tenim que f(z) = 22 per a tots els |z| = 1. Pel principi de prolongacié analitica,

aixo forca que f(z) = 22 a tot el disc (ja que f(z) i 22 coincideixen en un conjunt no

numerable i amb punts d’acumulacié a U'interior de D2(0)). A més, f(0) = 0.

4.10.8. (a) Sigui f una funcié entera tal que ezisteizen constantsne N, C >0 i R >0
tals que |f(z)| < C|z|", per a |z| = R. Demostreu que f és un polinomi de grau més petit
o igual que n.

(b) Deduiu que si f és una funcid entera amb ‘ 1|im |f(2)| = 0, llavors f és un polinomi.
Z|—00

Indicacié: Demostreu que f momés té un nombre finit de zeros ai,...,a, (comptant
multiplicitats) i apliqueu Uapartat (a) a la funcidc F = P/f, on P(z) = (z —ay1) -+ (2 — ay).

<

amz™. Per
1

Solucié: (a) Escrivim f en seérie de poténcies al voltant del 0: f(z) =

T8

les desigualtats de Cauchy:

(m) mi§|f(z)|
jam| = ,(O)| <HT o wso
m. T

Prenem r > R, de manera que valgui la fita que dona ’enunciat; aleshores,

Cr™

rm

lam| <
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Veiem per tant que si m > n, fent r — +00, obtenim a,, = 0. Tornant a la serie inicial,
queda
f(z)=ay+arz+ - +apz".

(b) Per hipotesi existeix R > 0 tal que |f(z)| = 1 si |z| = R. Mirem ara f a Dgr(0).
Com que la funcié no s’anul-la la frontera del disc, el nombre de zeros que té f a Dgr(0) és
necessariament finit (recordem que el principi de prolongaci6 analitica diu que els zeros
s6n aillats i, per tant, només es podrien acumular a la frontera).

Diem doncs aq,...,a, als zeros de f, comptats tantes vegades com la seva multiplicitat.
Aquests punts sén tots a Dr(0). Aleshores la funcié

(: = a) - (2 — an)
f(z)
és holomorfa als punts aj, j = 1,...,n i, per tant, a tot arreu.
Amb la intencié d’aplicar I'apartat (a), diem M = max; |a;| i acotem,

F(z) =

(2] + laa]) - - (2] + lan]) _ (2] + M)"

|F(2)] < <
£ (=)l £ (=)l
Prenem R > M tal que |f(z)| = 1si |z| = R. Aleshores, per a |z| > R tenim que
(2lz)"

[F(2)] < =Clz", =2,

1

de manera que podem aplicar I'apartat (a) i concloure que F' és un polinomi. Com que F'
no té zeros, pel teorema fonamental de ’algebra, concloem que F' és constant i, per tant,

f=C(Ez—a1) - (z—ap).

4.10.9. Sigui Q < C un domini (obert connex) tal que Q@ "R # . Suposem que tenim
frg,he HQ) iu,v:Q — R tals que per x + iy € Q tenim

f(z +iy) = u(x,y) +iv(x,y),

i per x € QN R tenim
U((L‘, 0) = g(IE) ’U(x,O) = h(l’)
Demostreu que
f(z) =g(z) +ih(z) per a tot z € . q

Solucié: Com que €2 és obert i toca la recta real, la interseccié és un obert relatiu i, per

tant, té punts d’acumulacié. Com que per tot x € 2 " R tenim que
f(z) = u(z,0) +iv(z,0) = g(z) + ih(x).
Dit d’una altra manera, per tot z € {2 n R tenim que
7(2) = 9(2) + ih(2).

En ser funcions holomorfes, i coincidir en un conjunt amb punts d’acumulacié en €2, pel
PPA han de coincidir en tot €.
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4.11. El principi del modul maxim

4.11.1. Cerqueu l'enunciat del teorema de Stone’-Weierstrass i compareu-lo amb 'exemple
4.55. N

4.11.2. Trobeu el mazrim de:
a) |cosz| i|sinz| a [0,27] x [0, 27].
e

b) |e*] i alz| < 1. <

Solucié: (a) Pel principi del modul maxim, el maxim de f(z) = |cos z| a Q = [0, 27] x
[0, 27] s’assoleix a la frontera. Estudiem doncs el comportament d’aquesta funcié als quatre
costats del quadrat donat.

(i) y = 0; x € [0,27]. Aqui tenim que f(z) = |cosz|, i el maxim s’assoleix als punt
x = 0,m,27. En aquests punts el valor de la funcié és 1.

(ii) z = 0,2m, y € [0,27]. Aqui, per la periodicitat de cos z, tenim que f(27 + iy) =

‘ e’ +e Y o : . , .
fliy) = —y Aquesta funcié és creixent, i per tant té el maxim a 27w. Per tant el
e27r + 6727r
valor maxim en aquest segments correspon a f(2w i) = f(27 4 27i) = —
eixe—27r + e—ix€27r )
(iii) y = 2w, x € [0, 27]. Aqui f(x + 27i) = . Amb aix0

2
| cos(z + 27i)|? = 3(674” e 4 BT 4t = %(647r +e ' 4+ 2cos(22)).

Aix0 és maxim quan cos(2x) = 1, és a dir, als punts = 0,7,27. El valor maxim és

aleshores | cos(2mi)| = 1 (e*™ + e727).

2
Com que %((327T +e7%™) > 1, el valor maxim és %(627T + e72™) i s’assoleix als punts 27,
21 + 2w i ™+ 2mi.
El cas |sin z| es fa analogament.

(b) Pel principi del maxim

max |e*| = max |¢*| = max eR¢?.
|z|<1 |z|=1 |z|=1

Com que la funcié exponencial (real) és creixent, és clar que el maxim s’assolira al punt
del cercle on Re z sigui maxim, és a dir, al punt z = 1.
Analogament, si posem z = x + iy, tenim que
Re 22 e —y

Z2 22
max |e* | = max |e® | = maxe = maxe
|z|<1 |z]=1 |z|=1 |z]=1

2

Aqui és clar que el maxim s’assoleix quan z? és maxim i y? minim, és a dir, als punts

z = +1.

5Marshall Harvey Stone, New York City, 1903-1989. https://en.wikipedia.org/wiki/Marshall _H.
_Stone
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4.11.3. Trobeu totes les funcions holomorfes en D tals que f(1/2) = 3 i |f(2)] < 3 st
|| < 1. <

Solucié: Només pot ser f(z) = 3 per a tot z € D pel principi del modul maxim.

4.11.4. Considereu f(z) = e®(*)22 i el disc D de radi 2 centrat a 5. Proveu que f(2)
assoleix el valor maxim i minim del modul en D a la frontera. Indicacié: considereu 1/f(z).
<

Solucié: La funcié és holomorfa al disc donat ja que és producte d’holomorfes, llavors,

pel principi del modul maxim, el maxim de |f(z)| s’assoleix a la frontera. Com que la
funcié f(z) només és zero quan z = 0 i 0 no és del disc, la funcié f(z) no s’anulla mai
en aquest disc, llavors la funcié g(z) = 1/f(z) hi és holomorfa i el seu modul assoleix el
maxim a la frontera. Com que el maxim de |g| = 1/|f| és el minim de |f| hem acabat.

4.11.5. Sigui f una funcid holomorfa en el disc Dr(0), R > 0. Definim

M(r) = max|f(2)|, 0<r<R.

|2|=r
Demostreu que si f no és constant, aleshores M(r) és estrictament creizent a [0, R). <
Solucié: Aplicacié del principi del modul maxim.

4.11.6. Sigui f una funcié holomorfa en un obert connexr Q0 i D un disc obert tal que
D < Q. Suposeu que |f(z)| = c per tot z € 0D, on ¢ és una constant. Proveu que f té
almenys un zero en D o bé f és constant en ). Indicacié: Distingiu segons si ¢ = 0 o
c> 0. En el segon cas, proveu que si f no té zeros en D, aleshores f és constant en D. <

Solucié: Suposem que f no té cap zero a D i veurem que necessariament ha de ser

constant. En aquest suposit sabem que 1/f € H(D), i pel principi del modul maxim

1

f(2)

Amb aixo tenim que |f(z)| = ¢ per a tot z € D. Pero per hipotesi (i pel principi del modul
maxim), per a aquests z:

1

max .
C

D

1
- | 5

|f(2)] < max|f(2)| =c.

oD

Tot plegat |f(z)| = ¢ per a tot z € D. Com ja vam veure, tota f holomorfa de modul
constant és constant (conseqiiencia de les equacions de Cauchy-Riemann). Per tant f
és constant a D. Pero el principi de prolongacié analitica obliga a que aleshores f sigui
constant a tot 2 (la component connexa del domini de definici6 de f que conté D).

4.11.7. Sigui f una funcié holomorfa i no constant en un obert connex 2 < C. Suposeu
que ezisteiz a € Q tal que |f(a)| < |f(2)| per a tot z € Q. Proveu que aleshores f(a) = 0. <
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Solucié: Suposem que f(a) # 0. Aleshores 1/f seria holomorfa ja que no hi hauria cap
zero de f en €. Per tant, pel principi del modul maxim, al tenir 1/f un extrem a l'interior
ha de ser constant, en contradiccié amb la hipotesi de ’enunciat.

4.11.8. Sigui f € H(Q) en un domini Q < C tal que fo f = f. Demostreu que o bé f és
constant, o bé és la identitat. <

Solucié: Suposem que f no és constant. Aleshores f(€2) és un obert. Per y € f()
tenim que y = f(2) i, per tant, f(y) = f(f(z)) = f(2) = y. Per tant, f és la identitat en
un obert no buit. Pel PPA, f és la identitat en (2.

4.11.9. Sigui f € H(C) no constant. Demostreu que, per a tot ¢ > 0,
{2 [f(2)] <} = {2 [f(2)] < c}. <

Solucié: Feu servir el teorema de I'aplicacié oberta.

La inclusié {z; |f(z)| < ¢} < {z; | f(2)| < ¢} és conseqliencia de la continuitat de f.

Per veure la inclusié contraria, suposem que z € C tal que |f(z)| = ¢. Aleshores, com
que f no és constant, el teorema de 'aplicacié oberta diu que f(D;,(2)) és un obert. Com
que conté f(z), contindra una bola centrada en f(z) i en particular conté (1 — ¢)f(z) per
un cert € prou petit, és a dir, existeix z, € Dy, (2) tal que

|f(zn)| = (1 —2e)|f(2)| <ec.

Per construccié tenim que z, — 2z, i hem vist que z, € {z; |f(2)] < ¢}. Per tant,
z€{z |f(2)] < ¢}, tal com voliem veure.



94, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA




5. Topologia en el pla complex: teoria global
de Cauchy

5.1. index d’una corba tancada respecte d’un punt

5.1.1. Considerem el cami y(t) = 4e' cos 3t, (0 < t < 67). Calculeu Ind (v, 3) ¢ Ind (v,1).

<

Solucié: Resolem aqui 'exercici usant només la definicié:

1 [ d
Ind (7, 3) = / :
.

271 z—3

Com que la primitiva és un logaritme, per poder fer el calcul cal trencar la integral en
trossos cada vegada que z — 3 talli la semirecta dels reals positius, per exemple, en aquest
cas per poder usar alguna determinacié del logaritme log en C\[0,0). Busquem doncs
solucions de

. 2
4" cos gt —3==z

amb x > 0. En particular, tindrem que 4e* cos %t e R amb 4e’ cos %t > 3. Aix0 passa
quan e’ = 41 i el cosinus contribueix favorablement, ja que quan cos %t = 0 la segona
condici6 no pot océrrer. Vegem primer els valors de ¢ tals que y(¢) és un nombre real no
nul:

o t=0: () =4cos0 = 4, Im (7(t)) = Im (4ie™® cos 0 — 4e’sin 0) = 4. Creua doncs
del semipla de part imaginaria negativa cap al de part imaginaria positiva.

t=m y(t) = —dcos T = —4(-1/2) = 2, Im (7/(t)) = 4e'™ cos 27 > 0. Ara també
creua de baix a dalt. Notem que no hi ha cap contradiccid, entremig ha creuat
l’origen perque s’ha anullat el cosinus!

. Y(t) = —dcos i = 4(—1/2) = -2, Im (v/(t)) < 0.

o t=3m (t) = —4cos & = —4, Im (+/(t)) < 0.

o t =5m: y(t) = —4cos T = —4(—1/2) = 2, Im (7/(¢)) > 0.

) =

) =

o t=4dm y(t) = —4cos I = 4(-1/2) = -2, Im (v/(t)) < 0.

) = =N
) =

o t =6m: y(t) = —4cos 12T = 4 Tm (7/(¢)) > 0.

3

95
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Vegem que en estudiar 'index de v respecte a 3, no cal fer res, ja que la determinacié
del logaritme només falla als extrems d’integracio:

1 dZ 1 6
Ind (v,3) = — =—1 t)—3)]"
w0, = 5 [ 75 = gy o0 - 3
1
R Loy B
5 Ll}%lﬂlog(v(t) 3) t{%log(’v(t) 3)]
1 2
— . [Inl 4+ (27 + 27ko) — In1 — i(27ko)] = —% = 1.
211 21

Per calcular els limits laterals, hem usat que la corba creua els dos cops de baix cap a dalt,
i aix0 determina ’argument en els valors propers.

Per calcular I'index al voltant de 1, ara creuarem tres vegades la semirecta [1,0), pero
el primer cami no fa cap volta, ja que roman a la part imaginaria positiva i el darrer cami
roman a la part real negativa, i cada vegada haurem acumulat un argument de 2w, ja que
en tots els casos, el cami creua de la part imaginaria negativa cap a la positiva. Aixi,

d (7,1) = 5 [ =% = (log(y() ~ VI + [og((¢) — DI + [loglr(2) — 11157
- 2% ([i2k7] + [i2k7] + [i2k7]) = % 3,

5.1.2. Considerem el cami y(t) = (1 + e + e ®)e®, (0 <t < 2m). Esbosseu el dibuiz de
la corba i calculeu-ne l’index en cada component connexa del complementari de la seva

imatge. Calculeu
3z—3
ﬁ dZ. <
~ ze — 52 + 1

Solucié: La corba és una corba parametritzada en polars: 1 + e + e~ = 1 + 2 cost,

talla leix real a l'origen per t = 2w/3 1t =4nw/3, en el punt z =3 per t =01ien x = 1 per
t = m. Podem comprovar graficament que té index 2 respecte de la component interior i
index 1 respecte la component intermedia, en particular Ind (v,1/2) = 2 1 Ind (v, 2) = 1.
Finalment, trobem que

32 -3 1 1
/fdz:/ldzm/ dz = 2mi(1-2+2-1) = 8ri.
v (2= 3)(z—2) vE T3 v 72

5.2. El teorema global de Cauchy

5.2.1. Considerem el cami y(t) = (2sin(2t — %),2sin(3t)), amb t € [0,27]. Esbosseu el
cami, calculeu 'index de la corba en cada component connexa de C\v*, i trobeu el valor de

1

e2-1
/2 dz. <
20+ 1
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Solucio:

Es tracta d’una corba mecanica anomenada corba de Lissajous', vegeu https://ca.
wikipedia.org/wiki/Corba_de_Lissajous. L’index és 0 a les components que contenen
+1, és 0 a la component no fitada, i és +1 a les altres components. En particular,
Ind (,7) = —1 i Ind (v, —i) = 1, mentre que Ind (7, £1) = 0. Considerem Q = C\{£1} i
trobem que I' ~ 0 en 2. Com que

1 1 1
221 221 2 221 2
[y e
N Z +1 N~ 21 v 2+

1
definint h(z) = e=?-1/2i € H(Q2), per la FIC global trobem

1

/y ;;2:1 dz = 2mi (Ind (v, )h(:) — Ind (v, —i)h(—i)) = _\2/7;_

5.3. Homotopia i teorema de Cauchy

5.4. Dominis simplement connexos

5.4.1. Siguin f,g € H(C) tals que f*> + g> = 1. Demostreu que existeiz h € H(C) tal que
f =cos(h) i g =sin(h). <
Solucié: Tenim
(f +ig)(f —ig) = 1.
Com que C és simplement connex, f +ig e H(C) i f +ig: C — C\{0}, de la proposicié

5.28 n’inferim que existeix una funcié £ : C — C tal que

e“@) = f(2) +ig(2).

A més, com que

z) —ig(z =;=€_L(z)
1) = 9() = 5172 ,

sumant i restant convenientment trobem que

eL2) 4 e=£(2) .
fle) = S = cos(-iL(2)),

g(z) = —————— =sin(—iL(2)).

!Jules Antoine Lissajous, Versalles 1822 — 1880. https://ca.wikipedia.org/wiki/Jules_Antoine_
Lissajous
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5.4.2. [Determinacio de larrel en dominis simplement connezos] Sigui Q@ = C un obert
simplement connex, i f € H(Q) amb f(z) # 0 per a tot z € Q. Vegeu que existeix g € H ()
amb

g(2)? = f(z) peratot zeQ.
wg

A més, si zy € Qi tenim que = f(20), podem escollir g de manera que g(zp) = wp. <

Solucié: Prenem la determinacié £y del logaritme de f donada per la proposicié 5.28 i

definim
g(z) = 240,

5.5. Funcions harmoniques

5.5.1. Demostreu el lema 5.34 usant les equacions de Cauchy-Riemann directament. <«

Solucio: Tenim

Au = Ugy + Uyy = (Ug)e + (Uy)y = (Vy)e — (vz)y =0,

on hem usat el teorema d’igualtat de les derivades creuades. De la mateixa manera,

Av = vgy + Vyy = (Ux):c + (Uy)y = _(uy)x + (uz)y = 0.

5.5.2. Demostreu que la funcié u(z) = 31n(2Z) és harmonica, pero mo té harmonica
conjugada a C*. <

Solucié: Notem que u(z) = In|z|. Per tant, per tot disc que no toqui l'origen té com a

conjugada A(z) per alguna determinacié de 'argument. De fet, podem prendre I’argument
principal a C\(—o0,0]. Perod aquesta no és holomorfa a C*. Si n’hi hagués una, hauria de
coincidir amb ’argument principal (modul constant additiva) en tot el domini levat de la
recta, i obtindriem discontinuitats en els reals negatius.

5.5.3. Si f és analitica, son harmoniques |f(2)|, Argf(z) i ln|f(2)|? <

5.5.4. Proveu el principi del maxim per funcions harmoniques: sigui u harmonica al
domini Q0 llavors

a) si zp € Q i u te un maxim o un minim relativ a zo llavors u és constant en algun disc
centrat a zg.

b) Si el domini Q) és fitat, connez i u e C(Q), llavors el maxim i el minim absoluts de u
s’asoleizen a 0S).

Indicacié: seguiu la demostracié del principi del mazxim per |f| amb f analitica fet en
capitols anteriors. 4

5.5.5. Determineu quines de les segiients funcions u son harmoniques. Per cadascuna
d’elles trobeu una conjugada harmonica v i expresseu la funcid analitica f(z) = u +iv com
a funcio de z.
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a) 3x%y + 222 — 3 — 292 c) ze¥ cosy — ye’ siny

b) 2zy + 3zy? — 293 d) e 2% sin(z? — y?). <

5.5.6. Calculeu per n =1,2,3,4 els polinomis harmonics p,(x,y), qn(z,y) definits per la
igualtat 2" = py, + iqy. Trobar la forma general de py,qyn en coordenades polars (r,0). <

5.5.7. Sigui Q un domini simplement connex, i sigui ¢ : D — Q una aplicacié de Riemann,
és a dir un homeomorfisme holomorf entre D i Q0 amb inversa holomorfa, vegeu el teorema
7.6. Suposem que @ s’estén continuament a OD, que o~ s’estén continuament a O i que
les seves derivades s’estenen continuament a 0D i a OS2 respectivament (sense anullar-s’hi).
Demostreu que existeizen determinacions del logaritme i l’argument de manera que

Ly(z0) =ReLy(0) + 5 | Ap()H (= 20)]dz]. :

27r

Solucié: Notem que ¢ # 0 per hipotesi, i D és simplement connex. Per la proposicié

5.28 existeix una determinacié del logaritme L,/ i prenem A, =Im L. Com que L, és
holomorfa, obtenim el resultat per la férmula de representacié de Herglotz aplicada a L
Notem que aquesta sera per radis menors que 1, pero es pot estendre usant el teorema de
convergencia dominada a radi 1.

5.6. El problema de Dirichlet

5.6.1. La fita 5.5 es pot millorar: demostreu que
/ P(z,20) |dz] < (1 — |20 O(1/6).
z€0D: |z—z0|>d

Indicacié: Feu la integral en anells 276 < |z — zo| < 27715 i sumeu. q

Solucié: (proposada per Abel Portas Puigdemont) Definim, per cada j € Nu {0}, A; =

{z € dD: 29§ < |z — 2| < 29715}, Notem que, per j = 0,0 < |z — 20| < 26. Aix,
Ujz04; = {z € dD: |z — 2| > §}. En particular,

/ P(z,z0) |dz| =/ (z,20) |dz| < Z/ (z,20) |dz] .
z€dD: |z—zp|>d szoAJ

j=0

|22 =20

Per definici6é del nucli de Poisson, P(z, zo) = Tl

. Com la integral és sobre A;,

E |Z2i2 , ja que z € dD. A més, podem escriure

la diferéncia del numerador com 1 — |20/ = (1 — |20])(1 + |20]). Aix{ doncs, com que 2 € D,
obtenim que 1 — |20|> < 2(1 — |20]). Fixem-nos, de fet, que, com que 27§ < |z — 2|, sabem
que 2%6% < |z — z0|?. Per tant, ﬁ < En resum,

podem expressar aquest nucli com P(z, zg) =

_1
22762

(1 —f20l) /
< — " .
/A P(z,z0) |dz| < 527 152 N |dz|

J



100, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Notem que, per cada j € NU{0}, A; © Dyji15(20). Per tant, L(A4;) < 272715, Aleshores,

(L —1z0D) _ojs15 _ 871 —20])
/PZZ(] |dZ| 22] 1(5222 (S—T

Finalment,

87(1—|20]) ¢ 1 16m(1 — |2o|)
/zeam |2—20|>6 (= 20) el 4 j;)% § (1= 120))O(1/0)

com voliem demostrar.

5.6.2. Suposem que ¢1,¢ps : @ — R sén harmoniques a € i continues fins a 0 i que
¢1 = P2 a la vora 0. Proveu que si ) és simplement connez i fitat, aleshores ¢1 = ¢ en
tot punt d’€). Indicacié: trobeu la funcié v harmonica conjugada de ¢1 — P2 i apliqueu el
principi del mazim (minim) a ¢1 — po + iv. 4

Solucié: Considerem la funcié conjugada v de ¢ — ¢3. Aleshores la funcié e?1 =2+ &g

holomorfa en 2. Pel principi del modul maxim i minim, els extrems s’assoleixen a la vora,
on tenim que

|€¢1*¢2+iv‘ -1

Per tant, ¢1 — ¢ és constant. Com que s’anullla a la frontera, aquesta constant és 0.

5.6.3. Una distribucio estacionaria T de la temperatura en una regio ) és una funcié
harmonica i continua fins la frontera. Trobeu la temperatura T a linterior d’un disc de
radi 1 si sabem que la temperatura val Im z als dos primers quadrants de la circumferéncia

de frontera i 0 a la resta de punts de la vora. En particular vegeu que la temperatura al
centre del disc és 1/. q

Solucié: Per 'exercici anterior, estem buscant la solucié del problema de Dirichlet amb

dada de frontera T'(x + iy) = yxy>0. Pel teorema 5.40, i argumentant per continuitat, per
a zg € D, la temperatura ve donada per

1 (7 <
T(z) = 271'/0 sint P(e", z) dt.
En particular,

1 ™
T(O):/ sintdt = —
21 Jo

s s



6. Series de Laurent

6.1. Series de Laurent i singularitats

6.1.1. Calculeu la série de Laurent de

0 ==L G0<|i—4/<4 b) 1/ per |2| > 0. .
2(z —4)3

Solucio:

z(z:i)?: = (2—14)3 <1_i> = (2_14)3 (1_4+(i—4 > =

1 1 1 o 1 100 n(z_4)n _
(z —4)3 (1_41—1—(2—4)/4) S (z—4)3 (1_42(_1> 4n )‘

n=0
31 1 1 1 1 (z —4)"3
s - i = -1 n+1 )
1(z—4)7 T16(z -4y 64z—4+§3< N TR
Nota: amb Sage podem fer servir taylor.
b) Esta centrada al zero,
1 S|
_ o lz=1 _ -1
ey =e Zon!z"’ 0 < |z| < o0.
n=

sin z cos 3z

6.1.2. Per a la funcid f(z) = 1

z

1. Trobeu els primers termes no nuls de la part central de la seva série de Laurent a
z=0.

2. Calculeu ¢ f(z)dz si es recorre |z| =1 un cop i en sentit antihorari. <
Solucié: a) Si fem servir la identitat 2 cosasinb = sin(a + b) — sin(a — b) podem escriure

sin z cos 3z = 3 (sin(4z) — sin(2z)) llavors

. 1< noy (42)71 & et (22)271
s1nzcos3z=2<2(—1) m_z(_l) (2n —1)! -
n=1 n=1
= (1) ;-
2 &4 (2n —1)!

101
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Llavors
1 43 o 23 42n—1 o 22n—1
f(z)==— (22— A YN o § [ S L
224 3! 23 (2n —1)!
_ l %l Z (_1)n—1 42n—1 22n—1 ons
22 3z = 2 (2n —1)!
b) La integral és 2mi(—14/3).
1
6.1.3. Trobeu el desenvolupament en série de Laurent de f(z) = ﬁ a les corones:
z2(z —

a) {zeC:0 < |z| < 1}; c) {zeC:|z| > 1};
b) {zeC:0<|z—1| <1}; d) {zeC:|z—1| > 1}. <

Solucié: a) {ze C:0 < |z| < 1}, el centre és z =0

1 1 1 1
—-= =——(l4+z4+22+ - )=—--—1—2z-2"— -
z1l—=z z z
b) {zeC:0<|z—1| <1}, el centre és z = 1
1 1 1 1
= 1—(z—1 —1)2—(z=1)3+--) = —1)"(z—1)"

e P e e [ e e e R B RO YA C)

c) {zeC:|z] > 1}, sigui w = 1/z, desenvolupem al voltant de w = 0 (z amb centre a c0)

1 w? 9 w111
z(z—l)_l—w_w(;()w)_224_2?"'_2'4—1_.“
d) {zeC:|z—1|>1}. Aqui posem z — 1 =1/w i
1 w? 1 1 1

G- 1+w (12 G-1p G-1nf "

1
6.1.4. Sigui f(z) = m, doneu les series de Laurent per les tres corones
z—1)(z—
centrades a 0 alla on f és analitica (|z] < 1,1 < |z| <3 i|z| > 3). <
1 1 1 1 1
Solucié: Primer vegem que —— = + = . Tenim casos

(z—1)(z—3) 2z2—1 2z2-3

: 1 n
0S1|z\<1,71=—22.

o —
n=0
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Si |2 > 1 1 1 1 1
e Silz — A
Tr=1 0 2(1-1/z) 2 A
1 1 1 1 z"
Silz|<3, —— = S
« Sl <3 T3 = 3T 32%3n
1 1 1 3"
Si |2| > 3 _ .
* Stlal> Tz=3  z2(1-3/z2) zZz”

Combinem aquestes expressions i obtenim
a) Si|z| <1

1 _ el I
(z=1)(z=3) 24z 643
) Si|z| >3
1 RS R
(z—1)(2—3) 2 = P
6.1.5. Doneu els primers termes de la serie de Laurent de
1
a) f(z) = 2 cos<3>per]z\>0. b) f(z) = 1]?67“0<|Z|<R- <
> _
Solucié: a) La singularitat es dona quan z = 0, fem el canvi z = 1/w, llavors
1 ) ()" 1
f(2) = F(1/w) = — cos(w/3) = 22] 3%2n =z +§:?W%wz“"”

n=0

b) Veiem que les singularitats es donen quan e = 1. Aixo passa si e**%¥ = 1 que equival
ax =0, y=2kw. Com que el terme no nul més proper al zero i que anulla el denominador
és +27i tenim que R = 2 i la serie de Laurent la tenim per 0 < |z| < 2.

1 1 1 1
er—1 24+22/20423/3+ - z1+42/2+ 223+

1

;u—my2+zﬁw )+ (224 2284+ )P = (224 223 P ) =

LU S S SV
= (1=Zz2+ =22 - 2
P 27127 720

Nota: els coeficients (multiplicats per n!) de la serie de z/(e®* — 1) sén els famosos nombres
de Bernoulli, molt importants en teoria de nombres.
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0 n
6.1.6. Quina és la corona (o anell) de convergencia de Z % ¢ <

Solucié: Estudiem la part regular i la part singular.
e Regular. 1+ 2/2 + 2%/2% + 2%/2% + ...

Si | ! + ! +
e Singular — + —= + ——
& 2z 2222 233

Fem servir el criteri del quocient per trobar el radi de convergencia:

+ ...

e Per la part regular volem que z sigui tal que lim |¢,11/¢,| < 1. Tenim que

n+1 2n+1
Corr| (G2 g,
Cn, (zm/2m)
Hi ha convergencia si |z| < 2.
e Per la part singular fem el mateix
Cntl (1/2n+1zn+1)
| U~ ez

Hi ha convergencia si |z| > 1/2.

L’anell de convergencia és R = {z€ C:1/2 < |z]| < 2}.

6.2. Singularitats aillades de funcions holomorfes

6.2.1. Construccio de funcions

a) Trobeu una funcid f que tingui un pol d’ordre 2 a z = 1 + i i singularitats essencials a
z=0,1.

b) Trobeu una funcié f que tingui una singularitat evitable a z = 0, un pol d’ordre 6 a
z =1 1 una singularitat essencial a z = i. <

Solucié: a) Per exemple

_ Y s e
f(z)_(z—l—i)2+e +e .

b) Per exemple
e —1 1

z (2 —1)6

RVIEE

)
—~
N
~—
I
+

6.2.2. Sigui f analitica amb zero d’ordre n a zg i g analitica amb zero d’ordre m a zy. Si
h(z) = f(2)/g(2) proveu que
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a) sin>m h(z) s’estén a una funcic holomorfa amb un zero d’ordre n —m a zp,

b) sin <m h(z) té un pol d’ordre m —n a 2,

¢) sin=m h(z) s’estén a una funcid holomorfa i no nulla a 2. <
Solucié: Per hipotesi f(z) = an(z—20)"+- - 19(2) = cm(z — 20)™+- -+ amb ayp, ¢y, F 0.

Aleshores

M(do+d1(z—zo)+“')
em(z — 20)

amb A(z) holomorfa a zy amb \(zg) = dy £ 0. D’aqui es dedueix a) b) i ¢).

6.2.3. Determineu les singularitats de les funcions segients. Si a és una singularitat
evitable de f, calculeu el valor que cal donar a f(a) per tal que f sigui holomorfa en un
entorn d’a, i si a és un pol de f, determineu la part singular de f en a (la part de la série
amb indexs negatius).

a) f(z) = zcos(1/z). ¢) fz) = (1_12)2 4
22 +1 ‘
b) f(2) = m

Solucié: (a) L'tnica possible singularitat és a z = 0, ja que la funcié cos z és entera.

—1)" 2n 2
Utilitzem la série del cosinus: cosw = ), ((2);1') =1- % + -+ Prenent w = 1/z
n=0 mn):
obtenim
(=™ 1 (=™ 1
f(z):ZZ T:Z n—1°
=0 (2n)! 227 = (2n)! z2n

Per tant, el punt z = 0 és una singularitat essencial.

(b) Tenim una funcié racional i, per tant, les tiniques singularitats sén els zeros del
denominador: z =01z = 1.

1 2
= 0. La funcié g(z) := (—i_i)2 és holomorfa a un entorn de 0 i té g(0) =1 # 0. Per
Z —_—
tant, tenim que
1
f(Z) = ¥g<2)7

i deduim que f té un pol de multiplicitat 3 a z = 0. Trobem la part singular del
desenvolupament a partir del desenvolupament de g a l'entorn de 0: si g(z) = ag + a1z +
asz? + - - - aleshores

1 a
f(z)zg[ao+alz+azz2+---]=—+—+—+~--



106, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Cal doncs trobar ag = ¢g(0), a1 = ¢’(0) i az = ¢”(0)/2. Utilitzant I'expressié de ¢ i derivant,
velem que aquests valors son ag = 1, a1 = 2 i as = 4, de manera que la part singular de la
serie de Laurent al pol z = 0 és

1 2 4
28 22 2
. . 1+22
z = 1. Procedim com al cas z = 0. La funcié h(z) = és holomorfa a ’entorn de

3
z
1, amb valor h(1) = 2. Tenim doncs que z = 1 és un pol de multiplicitat 2:
f(2) = iy h(2)
z) = —= h(z
(z—1)2 7

i la part singular de la serie de Laurent a aquest punt sortira de mirar el desenvolupament
de h a I'entorn del punt 1. Derivant h i avaluant al punt 1 tenim que

h(z)=2—4(z—1)+---

i, per tant la part singular de la serie de Laurent a aquest punt és

2 4

(z—1)2 2z-1"

(c) La funcié 1 — e* és entera; per tant les singularitats de f es troben només alla on
e —1 =0, és a dir, als punts z = 2wk, k € Z.

Mirem quin tipus de singularitat tenim a cada punt z;. Desenvolupant e* al punt zj
tenim que

ek

1
ez=ezk+ez’“(z—zk)+7(z—zk)2+---=1+1(2—zk)+§(z—zk)2

i, per tant,
1
62—1 = (Z—Zk) [1+§(Z—Zk)+] = (Z_Zk)g(z)u

amb ¢ holomorfa a l'entorn de zj i amb g(z;) = 1 # 0. Amb aix0 veiem que
1 1
(z = 2)? g*(2)

i 1/¢? és una funcié holomorfa a I’entorn del punt zx, amb 1/¢g%(z) = 1 # 0.
Per tant z; és un pol de multiplicitat 2. La part singular la trobem mirant el desenvolu-
pament a I'entorn de z; de la funcié h = 1/g2. Tenim que h(z;) = 1. Derivant,

f(z) =

W) = =5

ja que, pel que veiem al desenvolupament de g, tenim que g(z;) = 11 ¢'(2;) = 1/2.
Per tant 1
f6) = s 1= =2 4011,

(2 — z)
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i la part singular de la serie de Laurent a aquests punts és

1 1

(z—2k)%2 22—z

6.2.4. Sigui f € H(D,(a)\{a}). Suposem que existeix una successio (2,),, tal que z, — a i

1 1
lim ’ef(zn) =0, ‘f <zn+>’ <l-—, nel
n—00 n n
Determineu el tipus de singularitat que té la funcié f en el punt a. <

Solucié: Determinem el tipus de singularitat mirant el comportament de f al voltant

del punt a.
La primera condicié diu que lim Re f(z,) = —o0 i, per tant, la singularitat no és evitable.
n—o0

Per altra part, els punts z, + 1/n tendeixen a a, i en aquests punts la funcié té un modul
proper a 1; aixd exclou que a pugui ser un pol. Si ho fos, tindriem lim |f(z)| = +o0 i, per
z—a

tant, per a tot M > 0 existiria € > 0 tal que
|f(2)] = M, peratotzamb 0<|z—al<e.

Aix0 donaria, per a n prou avancat,

1
n - >M)
F e+ )l

en contra de la hipotesi.
Per tant, a és una singularitat essencial.

6.2.5. a) La funcié tan(1/z) té una singularitat aillada al 07 De quin tipus?

b) Sigui 0 singularitat aillada de f(z). Suposem que |f(2)] < |z2|7® on 0 < a < 1.
Demostreu que 0 és una singularitat evitable. <

Solucié: a) tan(1/z) = sin(1/z)/cos(1/z), tenim singularitat a z = 0, les altres singu-
laritats sén quan cos(1/z) = 0, és a dir, quan 1/z = 7/2 + nx, llavors les tenim quan

z=1/(w/2 + nm) = z,. Aix0 és una successi6 de singularitats que tendeixen a 0. Llavors
la singularitat z = 0 no és aillada. Els pols a z, sén simples. En efecte

2

. (2= 2zy)sin(1/2) . (2= zp) 9
P cos(1/z) ( P cos(1/z) ( e sin(1/z) ot
isin>1
— 2, " gin(1 — 2y n 2 — 2 n—1
i G SIR) g B ) gy g, ZRE )T
z2—2zn cos(1/z) z—zn c0s(1/2) z—zn  sin(1/z)
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i els pols s6n simples als z,. Notem que z = 0 no és una singularitat aillada de tan(1/z), i
no té sentit classificar-la com a evitable, pol o essencial. Els punts z, sén pols simples que
s’acumulen a 0.

b) Volem veure si b, = 0 per a qualsevol n. Recordem que

n 1
27”55 flw dw.

Pero

# f(w)wnldw\<g§ ()]0 ]
Cr Cr

27
<§£ ]w|7a|w"71||dw\ = / |relt|7a|7“e”\"fl]d(re”)| = 2"
0

T

que tendeix a zerosir - 0jaquen >110 < a < 1. Llavors b,

6.2.6. (a) Sigui f una funcié holomorfa en D* = {0 < |z| < 1}. Suposem que f(a,) =0
per una successio a, € D* tal que a,, — 0. Demostreu que f =0 o bé z = 0 és una
singularitat essencial de f.

(b) Sigui f una funcié holomorfa en D* tal que per a tot n = 2, f no té zeros sobre les

corbes |z| = 1/n i a més
1 1
—dz #/ —dz.
/|z_711 f(2) 1= 2 f(2)

Demostreu que z = 0 és una singularitat essencial de f. Indicacié: Utilitzeu el teorema
de deformacid i Uapartat anterior. <

6.3. Teorema dels Residus

6.3.1. Euxisteix alguna funcié f amb pol simple a zy tal que Res(f,zp) = 07 Si el pol és
d’ordre 2, pot passar que Res(f,z9) =07 <

Solucié: a) Si f té pol simple a zg llavors la part by /(z— zo) de la seva serie de Laurent és

no nulla, llavors by + 01i by = Res(f, z0) # 0. b) ST que pot passar, per exemple f(z) = 1/22
té residu 0 a z = 0.

6.3.2. Determineu els residus de f a 0 i a 1 en Uexercici 6.1.3. Quines de les séries que
vau colcular cal usar? <

6.3.3. Cualculeu els residus de les funcions segilients en els punts indicats:
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a)f(z)zezl_l,zoz(). b) f(z) = Lte

Solucié: (a) 1; (b) 1/6

o , 20 = 0. S

6.3.4. Decidiu si son certes o falses les segiients afirmacions. Doneu els arguments que
provin les afirmacions o trobeu contraexemples.

1. Si f, g tenen un pol a zg llavors f + g té un pol a zg.

2. Si f,g tenen un pol a zg i en els dos casos el residu €s no nul llavors f - g té un pol a
zo amb residu no nul.

3. Si f té una singularitat essencial a z = 0 i g un pol d’ordre finit a z = 0 llavors f + g
té singularitat essencial a z = 0.

4. Si f té un pol d’ordre m a z = 0 llavors f(z?) té un pol d’ordre 2m. <

Solucié: a) Falsa, exemple f(z) =1/z,9(z) = —1/z.
b) Falsa, exemple f(z) = 1/z = g(z).
c) Per ser la singularitat de f essencial resulta

b
f(z) = Z z% + Part regular

n=1
amb infinits b, no nuls. I per ser la de g d’ordre finit &

k
Z —Z + Part regular.

Llavors

" b+ e
+ )

n=1

3‘3

+ Part regular

(f +9)(z Z

i f+ g té singularitat essencial a 0.
d) L’enunciat diu que f(z) = h(z)/z™ amb h holomorfa tal que h(z) + 0. Llavors

F(2%) = h(z%)/z*"
i Pordre del pol de f(22) a 0 és 2m.
6.3.5. Suposem que f és holomorfa amb un zero d’ordre m a zy. Proveu que g(z) =
1(2)/f(2) té un pol simple a zp amb Res(g, z0) = m. <
Solucié: Si f té zero d’ordre m a 2 resulta que existeix h amb f(z) = (z — z9)"h(2)
amb h(zp) # 0 i holomorfa. Llavors

1'(z) _m(z— 20)™Lh(2) + (2 — 20)™H (2) __m B (z)
f(2) (z — 20)™h(2) z—zp h(z)

Com que h(zp) £ 0 el quocient h'/h és analitic a zo i Res(f’/f,z0) =
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6.3.6. a) Proveu que si g(z) té un zero simple a zg, llavors 1/g(z) té un pol simple a zp.
b) Proveu que Res(1/g,20) = 1/¢'(20)-
c) Sigui f(z) = 1/sin(z), trobeu els seus pols i proveu que son simples. Trobeu els residus.<

Solucié: a) Com que g té un zero simple a zp, podem escriure

9(z) = (z = 20)h(z),
amb h holomorfa i h(z9) = ¢'(z0) # 0. Llavors
1 1
g(z)  z—2zh(2)’
i com que 1/h és holomorfa en un entorn de zp, 1/¢ té un pol simple. A més,
1 1
Res(1/g, z0) = iz = FIEN

b) Aix0 ja s’ha obtingut a 'apartat anterior:

Res(1/g, z9) = g’(lzo)'

c¢) Mirem els zeros de sinz, sén a z = n7 per n € Z. Llavors, per apartat anterior
Res(1/sinz,nm) = 1/ cos(nm) = (—1)".

6.3.7. Trobeu i classifiqueu les singularitats aillades de cadascuna de les funcions segiients.
Calculeu el residu a cada singularitat.

241 _ L ¢) h(z) = cos(1—1/z). =«
a) f(z) = 2G11) b) g(z) = e — 1’
Solucié: a) La funcié f té singularitats a z = 0, —1. Quan z = —1 la singularitat és

evitable ja que lim,_,_1 f(z) = 3 # o0, llavors Res(f, —1) = 0. Com que f té un pol d’ordre
2 a lorigen, Res(f,0) = ¢’(0), amb g(z) = 22f(z). Derivem

3 !/
, 22 +1
g(Z)=( > =-1
z+1 z=0

i Res(f,0) = —1.
b) Els pols sén a z = 27ni. Estudiem lim,_,o.pi(z — 27ni)g(2). Resulta
. . 0 . 1
zilgrlnz(z B 27””)9(2) - 6 B zilgrlnz 67 =1

on hem fet servir la regla de 'Hopital. Llavors Res(g(z),2mni) = 1.
c) La singularitat és a z = 0. Tenim que

cos(l —1/z) = cos(1) cos(1/z) + sin(1) sin(1/z) =
—cos(1)(1 —1/(22%) 4+ ) +sin(1)(1/2 — 1/(623) + ) = -+ +sin(1)/z + - - -

i el residu que voliem calcular és sin(1).
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1
6.3.8. Avalueu dz al llarg de la corba |z—3| =
§’§(z+1)(2—1)(z-2)(z—3)(z—4)(z—5) J =3I
3 recorrequda en sentit antihorart. <
Solucié: L’interior de la corba d’integracié conté els pols simples z = 1,2,3,4,5.

Calculem els residus en aquests punts fent servir que per un pol simple Res(f,z9) =
lim,_,,, (2 — 20) f(z). Llavors

1

Res(f,1) = %, Res(f,2) = — Res(f,3) = i’ Res(f,4) = — o

1 1
Ea 16 %7 Res(f, 5) =

i la integral val 7i/360.

6.3.9. Avalueu les segiients integrals

sin z ez
a —dz, dz.
4 7|§z|:5 22 —4 ¢) %523 2(z—2)(z +50) i

1
b) 55 S S—
|2]=8 2 +z+1

Solucié: a) Té pols simples a z = 42, calculem els residus i valen els dos sin(2)/4,

aplicant la férmula del residus veiem que la integral és 7isin(2).

b) Els pols sé6n simples i sén les arrels cibiques de la unitat diferents de 1, és a dir
wy = ei2m/3 § Wy = e~ 2m/3  Els residus sén +1 /(w1 — we) respectivament. Llavors la integral
és 0.

c) Els pols a 'interior de la corba |z| =3 sén z = 2 i z = 0. El primer és un pol simple
amb residu e?(2 — 5i)/116. A z = 0 tenim un pol d’ordre 2 llavors per calcular el residu
hem d’anar més en compte.

Res(f,0) = (2°f(2))cg = -+ = 131_032

Finalment tenim que la integral és

) <e2i(2 —5i) 12— 52’) .

m 58 50

Nota: Amb Sage podem fer f.maxima methods() .residue(z,a)

1/z

6.3.10. Calculeu / dz pels diferents valors d’a € C tals que |a| # 1. <

el=1 2~ @

Solucié: Sia =0, I = 2mi;si|a] > 1, I = 27i(1 —e'/%); 510 < |a| < 1, I = 27i.

1+2

6.3.11. Calculeu la integral de la funcio f(z) = 1o sz
sin z

sobre la vora del disc D7(0). «
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Solucié: Segons el teorema dels residus

/6D7(0) f(z)dz = QWiZa:Res(f, a) ,

o a recorre els pols de f dins el disc D7(0).
Els pols de f sén els punts on 1+sinz = 0, és a dir, els punts de la forma z = —7/2+ 27k,
k € Z. D’aquesta familia, nomes a1 = —7/2 1 ag = 37/2 sén dins els disc D7(0). Per tant

/ F(2) dz = 27 (Res(f, ar) + Res(f, as)) -
oD7(0)

Per trobar els valors d’aquests residus mirem quin és el desenvolupament de Laurent a
cadascun dels punts.
Punt ay. Desenvolupant la funcié sin z a ’entorn d’aquest punt tenim

1
sinz = —1+ i(z —ay)? - E(z —ay)

4_|_...

i, per tant,

1 1
1+sinz = 5(2 —a1)® — @(z —a) + = (z—a1)?h(2)
on h(z) és holomorfa a ’entorn de a1 i a més h(ay) = 1/2, h'(a1) = 0.

Amb aixo tenim, a ’entorn de ay:
1 1+2
IOy e

Aquest segon factor és holomorf a ’entorn de ay, aixi que té un desenvolupament en seérie
de la forma

1
F(z):= hz_z)z =by+bi(z—ar) +ba(z —ay)* + -
Aixi doncs, localment a ’entorn de aq
bo by
= bo 4 -+
f(Z) (z—a1)2+z—a1+ 2 +

i, per tant, Res(f,a1) = by = F’(a1). Derivant tenim que

h(z) — (1 + 2)h'(2)

PO=""0ar

1 avaluant a a;

1
R =F = =2.
es(f, al) (a1> h(al)
Punt ag. Procedint de manera analoga es veu que Res(f,az2) = 2.

Tot plegat
/ f(2) dz =2mi(2 4+ 2) = 8mi .
0D7(0)
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6.3.12. Per at > 0, sigui Cy la circumferéncia de centre it que passa pels punts —2 1 2.

Calculeu

e 41
ftz/dz, per at # 2. <
<> CtZ(Z_t)

Solucié: La circumferéncia de centre it que passa per +2 té radi ry = |it — 2| = v/4 + ¢.

Els pols de f sémn zp =01 21 = ¢, i els residus respectius

e 41 2
Res(f,0) = W T

imt 1
Res(f,t) = c t+ .

Observem que zp = 0 sempre és dins el disc Dy, (it):
10 —it| =t <7 = /4 + 2.
Per altra part z; € Dy, (it) si i només si

[t —it] = tv/2 < ry = V4 + 12,

és a dir, si i només sit < 2.
Separem per tant dos casos:
(i) t < 2. Aqui

f(t) = 2mi[Res(f,0) + Res(f,t)] = 2mi [—i + em; 1] — ?(em _1).

(ii) t > 2. Ara |
F(t) = 2mi Res(f, 0) — _?.
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6.4. Residu a l'infinit

5y —
6.4.1. Trobeu el valor la integral yg : dz calculant el residu de l’integrand a

2=2 2(2 — 1)
Uinfinit. <

Solucié: La funcié f que integrem té dues singularitats aillades, a z = 0, 1. Llavors la
integral és 27mi(Res(f,0) + Res(f,1)) = —2mi Res(f, ). Fem el canvi z = 1/w llavors
1 5(1jw)—1 5—w

w? (Lw)((L/w) =1)  w(l - w)

Res(f,0) = — Res <Mo> — 5.

La integral és llavors igual a 10ms.

(12 2

6.4.2. Sigui a € R, calculeu, estudiant el residu a l'infinit, I = §£ %dz on C és
c (22 + a?)
una corba simple que envolta les singularitats de l’integrand. <

Solucié: Sabem que I = —27i Res(f, 0) = 2mi Res(f(1/w)/w?,0). Tenim que
if 1\ a?w? —1
w2’ \w/)  wl+ aw?)’
Llavors Res(f(1/w)/w? 0) = —11i I = —27i.

6.4.3. Avalueu?ﬁ e'/# sin(1/z)dz. <
|z]=1

Solucio:
1 1 1 . 1
Wt <w> = e sin(w) ~ =

i el residu a l'infinit és —1. Llavors la integral és 27i.

6.5. Aplicacié al calcul d’integrals

+00 562 T
7da::—. <
/oo 1+ a4 V2

Solucié: Considerem la funcié f(z) = % que és holomorfa a tot C excepte en les

6.5.1. Demostreu que

arrels quartes de —1, que sén pols simples de f. Aquestes singularitats son
ap = Gtk3) g =0,1,2,3.

Si R > 1, sigui v = 1 + g el semicercle
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Com que només ag i a; es troben a 'interior del semicercle, pel teorema dels residus, tenim
que

/f(z)dz = 2mi(Res (f,a0) + Res (f,a1)).
v

Calculem aquests residus. Com que sén pols simples,

- 1
Hes (f’ aO) - ZlLIEO(Z B ao)f(z> - CL(Q) zlLIEO (i + CZLZ) B 4a0 .

De manera semblant, tenim que

Res (f.a1) = lim (2 = an)f(2) = 1,
Aleshores
Res (£ a0) + Res (f,a1) = + (e + %) = Y2,
Per tant

[Yf(z)dz =7r\/—§ -

D’altra banda, posant Ip = fm f, tenim que

i R .'172
= dz = dx + Ip.
V2 Af&)z [Rl+ﬁ$+R

Si veiem que Ip — 0 quan R — o0, llavors fent R — o0 en la identitat anterior, obtindrem
el resultat desitjat (donat que és una integral impropia convergent)

+o0 2 -
[
o 14z V2

™ R2 24t .
m:/ei&%t
0

Tenim

1 + R4edit
Per tant

T dt TR3
Ir| < R® < — 0.
1R /0 11+ Riehit] ~ RI_1
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6.5.2. Perr > 0, considerem la corba v, : [0,7] — C definida per . (t) = re®, i sigui

eiz
I(r) = —dz.
=) S

Demostreu que lim,_,o, I(r) = 0. <

Solucié: Provarem que |I(r)| — 0 quan r — c0. Parametritzant la corba, tenim que

™ gire’ ) T
I(r) = 7 ire dt =i e dt.
0o re 0

Per tant -
()| < / ¢ | gt
0
Com que _
eire” _ eircost—rsint,
llavors _
eire” _ |6ircost| e—rsint _ e—rsint'
Per tant -
10 < [ et
0
Posem

™ ) /2 ) T )
/ efrsmt dt = / efrsmt dt + / efrsmt dt
0 0 /2

Fent el canvi s = m — t, i fent servir que sin(m — s) = sin s, veiem que

T . 0 ) /2 )
/ e~Tsint gy / e—rsm(w—s) (—ds) _ / e~Tsins go
/2 w/2 0

/2 )
1(r)| < 2/ TSt g
0

Per tant

Fent servir la desigualtat

2
sint>—t, tel0,~],
us 2
tenim , -
—rsint < —7t’ te [0’ 5]
Per tant,
/2 . e_%rlt t=3
|I(r)|<2/ e~ T ldt = [—77 ]
0 T
t=0
~ T (-e)—0
r

quan r — +0.
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6.5.3. Justifiqueu la convergéncia de

+00
/ v dzx
0

2 +3

i calculeu-ne el seu valor (cal justificar tots els passos). <
Solucié: m/v/12.
6.5.4. Calculeu
/OO dx
. <
o Va(l+a?)
Solucié: Considerem la funcié

1 Lrs
= - @ — e2
amb Lz = In|z| + iAz, amb Az € (0,27). Llavors aquesta branca de 4/z és holomorfa a
C\[0, +00). En aquest cas, prenem R > 1 prou gran, i 0 < ¢ < 1/2 prou petit, i integrem f
en el recinte “comecocos”~y de la figura

Tenim v =1 + 72 — 73 — 74, amb
vi(x) =z + ig; x € [0, R*];

Yo(t) = Re'; te e, 2m —&¥]
v3(z) = & — ig; x € [0, R*];

3
a(t) = ee’; tels, 0.
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amb R* — o0 quan R — o0, i també ¢* — 0 quan ¢ — 0.

Les singularitats de f a l'interior del recinte v sén z = ¢ i z = —i, que sén pols de f
d’ordre 1. Pel teorema dels residus, tenim que

jc‘vz(f%%z2)::2wi<ReS(fJ)4‘Res(f“_D)'

Com que z =7 és un pol d’ordre 1, tenim que

. . . . 1 1
Res (/) = (=~ )/ (2) = lim = =

amb

De manera semblant, tenim que

amb
A —1 = e%ﬁ( Z) = e%A(il) = 6512
Llavors
1 1 1 1 . T L
Res (f,i) + Res (f, —i) = 27(% - 73) = 2—@_((3_1Z - 6_37)
=5 2 ("t —e ') = e "2 sin(n/4) = —i \2[
Per tant,

D’altra banda, tenim que
/f(z)dz = / f(z)dz+ Ip —/ f(z)dz — I,
Y 71 73

amb x )
2m—e iR ezt dt

ek V Reit(1 + R2e2it)

IR=/Y2f(Z)dZ=

3

2 icett dt

fe = /74 J(2)dz = x \Jeelt(1 4 e2e2it)

2

Tenim

21 dt
|IR<R/ Y
VR Jo |1+ R2e%i| R?—1

— 0
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quan R — oo. També

NG

37
€ 2 dt
I < — — < —0 e — 0.
I \@/g 1+ e2e2it) ST 22 duan e =

Per tant,

lim < RCUS /7 | f(z)dz> —"Y

R—00;e—0

Ara, pel teorema de la convergencia dominada, tenim que

R* dx R dx
- (2)dz = /0 Vetie(lt (z+ie)?) /0 NCAER D)

quan € — 0, ja que, per z > 0, tenim que A(x + i) — 0 quan € — 0 i, per tant,

VT +ie = e%ﬁ(mﬂ‘s) _ 6%(1n\x+is|+i,4(z+z‘s)) 6% Inz _ VT quan & — 0.
També, com que per z > 0, tenim que A(x — ic) — 27 quan £ — 0, tenim que
o — ie = e%ﬁ(;t—is) _ 6%(1n|x—i€\+i¢4(z—ia)) N 8% (Inz+2mi) _ \/Eem' _ _\/5 quan £ — 0.

Per tant, usant el TCD

R* dx R dx
. (2)dz :/0 Vo —ie(l+ (z—ie)?) _/0 Va1 +a2)

quan € — 0. Tot plegat, tenim que

gt ([ s [ seae) =2 [ oty
/ooo \/E(fi 2?) Wzﬁ'

o0
1
/ T g <
0 1+$2

d’on obtenim

6.5.5. Calculeu

Solucio:

2
Posem f(z) = (1{:22 ,on Lz =1In|z| +iAz amb Az € (0,27), i integrem la funcié f en la
regié “comecocos”del cas anterior.

Pel teorema dels residus, tenim que

LW — omi (Res (f,i) + Res (f, —i))-

14 22
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Com que z = i és un pol d’ordre 1, tenim que

Res (f,z) = lim(z _ Z)f(z) — lim (,Cz)Z _ (,CZ')27

z—1 z—i 2+ 1 23

amb Li = 5. De manera semblant, tenim que

Res(f,—i) = lim (z +1i)f(z) = lim (52)2 _ _(E(—'i))Q’

z——1i Z2—=—1 2 — 1 21

amb £(—i) = 3%¢, Llavors

Res (f,i) + Res(f,—i) = n

i, per tant,

/ (L2)%dz _ o3
v

14 22

Es compleix que si z € 7f, z = x +ic, aixi que Lz > Inz sie - 0isiz e, 2 =z —ie,
de manera que Lz — Inx + 27i si € — 0.

A més,
2m—e* (E(Reit))z dt
In= | f(2)dz= Rk bl P
R [m (z)dz /E

* 1+ R2e2u

Per tant, tenim que

—0

2 1)2 2
R(|In R + it|)=dt R(InR + 27)
< - <
[IR| / |1+ R2e?i| o R? -1

quan R — o0.
D’altra banda,

3 )2 2
L </2 e(|Ine + dt])*dt <7T6(]1n5\ + 27)

: < —> 0 uan € — 0.
|1 4 e2e2i| 1—¢? E

Per tant

27% = lim lim

(L’z)zdzz/oo 1n2x—(lnx+27ri)2d$:/oo Mdaz.
R—o0e—0 71—&—2 0 0

14 22 1+ 22

Prenent part imaginaria, deduim que
® Inx
[
0 1+

6.5.6. Justifiqueu la integrabilitat (Lebesgue o impropia Riemann) i calculeu les segiients
integrals (en el tercer apartat, n =0,1,2,...):
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27 27
o) / sin?t it ¢) / cos(nt) it ) / _sinr sin x d:
5+ 4cost 2 + cost wTé—x+1
© sin? gz 2 —x 42
b)/o 2 dz; )/OO 24 11022+ 9 i f)/ 1+a:5 )
2T 2
3 t
Solucio: / st
o ©+4cost

Utilitzem que
it _ it et 4 it
sint= ———, cost=————
21 2
Parametritzant la circumferéncia unitat de la manera habitual, z = e, t € [0, 2], tenim

que

v e (S ()

dt = it w dt = iz

o O+4cost o H+2(et+1/et) l2j=1 5+ 2(z + 1/2) iz
1 (22 —1)%2dz 1 (22 —1)%2dz

4i Jlor 2202 +222+42)  8i Ji o 22z +1/2) (2 +2)

Diem f(z) = % Aquesta funcié té dues singularitats dins el disc unitat (0 i
—1/2); per tant, pel teorema dels Residus,
2m i 02
sin“ ¢
——dt = R 0) + Res(f, —1/2
/0 5+ 4cost [ es(f, 0) + Res( / )]
Escrivint ) 2
1 z¢—1
flo) = &
24+ 1/222(z+2)

veiem que

((=1/2)* — 1) 3
Res(f, =1/2) = (—1/2)2(-1/2+2) 2

Per altra part, escrivint

22— 1)
f2) = 5 9(2), g(2) = (z +( 1/2)(z)+ 2)

velem que

Res(f,0) = ¢'(0).

Derivant g tenim que

gy Az(zE 1) (22 —1)2 (2% - 1)?
g(z) = GCr12)(z+2) (+1220:+2) (z+12)( 122
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i avaluant a 0,
1 5
"0)=0—-2—= = ——.
g(0) 5= 73

Tornant a I’expressié de dalt, obtenim finalment

T sin?t ™
e
o ©+4cost 4

“ sin2 z
5 dx
0 a

Solucié: /2

/27r cos(nt) it
o 2-+cost

Observem que Re(e™™) = cos(nt) i, per tant, sera suficient calcular

2w int
e
| ot
0 2+ cost

Expressant cost = 1/2(ef® + e~%) i parametritzant la vora del disc unitat amb ¢ = !

t

)

t € [0, 27] tenim que

2m int 2m int n
1 ; 2
0o 2+ cost iJo (24 £EE et i Jie)=1 (44 C+1/¢)C

Factoritzant (2 +4¢ 4+ 1 = (¢ +2 —+/3)(¢ + 2 + v/3) obtenim finalment

2w €im‘, 2 Cn
/ —dt = / dc .
0 2+cost i Jig=1 (C+2—3)(C+2++/3)
¢ té una tnica singularitat a D, al punt a = —2 + /3.

La funci6 f(¢) = VBTV
Per tant, segons el teorema dels residus,

2 int
2
/0 ﬁdt = 527riRes(f, a) = 47Res(f,a) .

és holomorfa a un entorn de a = —2 + /3 i, per tant, s’expressa

. ¢
La funcié ¢(¢) = T
com una serie de poteéncies a ’entorn d’aquest punt. Aleshores, a I'entorn de a,

16) =9(6) = 7 lsta) + S @ — ) + 5
9 iy Py

(—a
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i, per tant, Res(f,a) = g(a) = % = (—1)”%. Amb aix0 tenim finalment

2w €im‘, B n(2_\/§)n B 2l g N
/0 et = - - e - var

/*OO 2 —x+2
T 3 o dzr
o, 2+ 102219

Solucié: 57/12

© sinx
[,
o rTi—z+1

Solucié: 2% sin(l/2)e’*/§/2

3
/OO dx
0 1+ 3}5
Considerem la funcié f(z) = H%’ i integrem aquesta funcié en el recinte v amb n = 5.
Obtenim
. . 2 ) us)
/f(z)dz = 2miRes (f,€'5) = 2mi lim (2 —e'5)f(2) = %16_4?
v z—e's

Posant v = Re® per t € [0, %’r], tenim que

/Yf(z)dz = o f(z)dz + LR f(z)dz — /[O,Rezgi] f(z)dz.

R
dz
o (z)dz-/o m—>] quan R — .

Tenim

27

Ara, el segment [0, Re%] ve parametritzat per o(t) = te’s per t € [0, R]. Llavors

R R

1 s’ s dt s

/ . f(2)dz =/ We% dt =e’s / = e S T quan R — 0.
[0,Re5"] 0 1+ (te’s)? o L+t

Si veiem que

llavors obtindrem

2TL  Ami 2mi
- v = (1—es)I
Per tant .
©odr 2mi - 2rie’s - T
/0 L+ad 5% (1-e%)  5(eF —1) Hsin(n/5)
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Finalment, com que

27 .
5 iRe' dt
dz = =
[YR f(z) < /O 1 +R5€5Zt7
2
/ f(z)dz m_HA
TR

5 R-1
6.5.7. Donat a € (0,1) calculeu el valor de la integral

©  a
/ — do. <
0 1+

Solucié: Aplicant el criteri de comparacié per pas al limit amb la funcié 1/22~% veiem

tenim

< 0 quan R — oo.

que aquesta integral impropia és convergent.

Considerem la funcié f(z) = Ii% = ﬁ%, on el logaritme és I'associat a 'argument
Az € (0,2m). Donats €, R > 0 considerem també la corba v = 1 + 2 — 73 — 4 diferenciable
a trossos i tancada formada pels trossos:

e vi(z) =z + ie, amb z € [0, R*], on R* :=+/R? — €%

e 1(0) = Re, amb 0 € [§,21 — 6], on § és 'argument del punt z = R* + ie (6 =
arctan(e/R*)).

e V3(x) =z —ie, amb z € [0, R*].
o v4(0) = ee?, amb 0 € [7/2,37/2].

Com que la funcié f té els dos pols a1 = i, as = —i dins la regié tancada per 7, el
teorema dels residus dona:

R eaﬁ(m-ﬁ-ie) 2w —9 eaﬁ(Reie) 0 R eaﬁ(a}—ie)
—=d —————iRe"df — ——dx—
/0 1+(a;+ie)2“/5 1+ (Re0)2""* /0 1+ (m—ie2 ™

35 eal(ee’) ,
- 10 . . .
_ - -9 _
[T 1 (6619)2166 df = 2mi|Res(f,i) + Res(f, —i)]

Essent f(z) = % veiem que

ali aim/2
e e
R 1) = =
sl =755 = 7%
al(—1) ai3m/2
Res(f,—i) = € = ¢ —

—i—1 —21

aixi que

2mi (Res(f, ) + Res(f, —i)) = m(e™™/2 — ¢aism/2)
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Per altra part és clar que les integrals dels trossos 72 i 74 tendeixen a 0 quan ¢ — 0 i
R — 400, ja que passant els moduls a dins de la integral tenim:

27r—8  _aL(Re') ) 27 _alnR 2t Rlta
/  __iReYdf| < / < Rdg =T
E) 1 + (R619)2 0

37 al(ee’?)
2 e o
/ 72Z6629d0

3% 6aln5 7.[.ea+1
= < ——edf) = —— .
z 1+ (EGZ ) z

1—¢€2 T e

Pel que fa al tros corresponent a 73 tenim que

R eaﬁ(a:—ie) 0 ea(lnx+i27r) ) ©  a
lim lim —dr = / ————dr = 627”“/ 5 dx .
R—-we—0 Jo 1+ (x — ie) 0 1+z 0o l+=z

Tot plegat tenim doncs

omiay [ ¢ aim/2 ai3m/2
(1—6 ) ﬁd(ﬂ:ﬂ'(e — € ),
0 Xz

d’on deduim que

©  La eaiTr/Q _ eai37r/2
de =m1——-——F— .
/0 1+ xr2 1 — e2mia

Podem comprovar que aquest és un nombre real positiu efectuant la divisioé:

eiT/2 _ oaidm/2 B eaiﬂ'(e—aiTr/Q _ 6ai7r/2) B sin(aﬂ'/Q) B Sin(a7r/2)
1 —e2mia  — eaim(gair _eaim)  gin(qm)  2sin(am/2) cos(am/2)
1
~ 2cos(an/2)

6.5.8. Siguin f(z) = /2% i la recta v = {1 + it; t € (—o0, +00)}.

A F(2)d=.

Indicacié: integreu f sobre la vora del semidisc de centre zg =1 i radi R amb Rez < 1.

a) Calculeu (justificant tots els passos)

o1 —¢? 2t s 2
b) Deduiu que/ (-t )E?Sf—tz)f;); tsm(t)dt = g. <
—0o0

Solucié: (a) Per a cada R > 0 considerem la corba tancada I' = y; + 72, on

1 (t) =1+ it, t € [-R,R],
Yo(t) = 1 4+ Re®, t e [n/2,3m/2].
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— 1+ iR
v2(t) = 1 + Re®
B
yi(t) =1+t
R—1 0
B
— 1—3R

Com que f té una tnica singularitat, al punt a = 0, el teorema dels residus ens dona

(z2)dz+ [ f(z)dz = 2mi Res(f,0).

gat 72

Desenvolupat €* = 1+ 2z + 22/2 + - -+ a I'entorn de 0 veiem que Res(f,0) = 1.
Per altra part, la integral a v, tendeix a 0 a mesura que R es fa gran: si z = 1 + Re®t

aleshores
z | —

|6 Rcostestmt{ <e,

‘66

ja que cost < 0. Per tant

3m/2 ) )
/ f(1+ Re™)iRe™ dt

37/2
<(/‘ _© _Ra= TN
/2 .

2 (BR=1) (R—1)?

efectivament tendeix a 0 quan R — +00.
Per tant, passant al limit també la integral

R l+it
(2)dz = / ————idt
7

_r (1 +14t)? !
obtenim
0 el-i—it
/ ——— i dt = 2mi.
o (14 4t)?
(b) Com que
1 1—at 1l
L+t [14at)2 142
obtenim

o 14t 1—34 2
/ e A-a)” o
e (1+1t?)?
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Utilitzant que A
Re[e!' (1 — it)?] = e(cost(1 — t*) + 2tsint)

i igualant parts reals obtenim finalment

/OO e(cost(l — t?) + 2tsint)
= 2.
% (14 2)2
2

(22 +9)(22 +4)2°

6.5.9. Considereu la funcio f(z) =

(a) Determineu les singularitats de f.

(b) Calculeu la part singular del desenvolupament de Laurent al voltant de z = 2i.

/O " )da

1 calculeu-ne el seu wvalor. 4

(c¢) Justifiqueu la convergéncia de

Solucié: (a) La funcié f(z) és racional i té com a uniques singularitats les arrels del

denominador. Factoritzant 22 + 9 = (2 + 3i)(z — 3i) i 22 + 4 = (2 + 2i)(z — 2i), veiem que
aquestes sén z = +3i (pols simples), z = +2i (pols d’ordre 2).
(b) Tenim que

22 1
1) = oG et —2iE ~ =2
on 22 Z2

") = NG sG 2R T (o))

és holomorfa a un entorn de z = 2i i amb h(2i) # 0. Desenvolupant en serie aquesta funcié
a I’entorn d’aquest punt tindrem doncs

h"(2i)

h(z) = h(2i) + B/ (26)(z — 23) + (2 —20) + -

i, per tant,
h(2i) R(2i)  h"(2i)
L P P E A
Aleshores, la part singular del desenvolupament de Laurent de f al voltant de z = 2i sera
h(21) h'(24)
(2 —20)2  z2—2i

Directament de la definicié de h tenim que

, 4® 1
" G o
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Derivant tenim també que

2z 22 z
n(z) = 1— _
(2) (22+9)(z—|—2i)2[ 219 i)
d’on veiem que
4i 4 2, 13
B (2i) = 1+--Y=_2
2) =3 (4¢)2[ 51l = 200

Tot plegat, la part singular buscada és

1 137

P _ 20 _ 200
i) = g i—a

(c) La funcié f(z) és fitada a [0, 4+00) i, per tant, només cal estudiar-ne la convergencia a
0. Pel criteri de comparacié per pas al limit veiem que la integral demanada té el mateix

0
caracter que / —5-6sa dir, és convergent:
T

6
lim f(z) = lim <

2 ~ 1.
z—0 1/xt a0 (22 + 9) (22 + 4)2

Per calcular la integral utilitzarem el teorema dels residus a la funcié f(z) i el cami
tancat v = y1 + 2, on y1(z) = z, ¥ € [-R, R] és el segment [—R, R] < R i 72(t) = Re",
t € [0, 7] és la semicircumferéncia que va de R a —R passant pel semipla superior.

22(t) = Re

Les singularitats de f tancades per v, si R és prou gran, sén z = 2i,3i¢ i, per tant, pel
teorema dels residus,

/f(z) dz = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, 3i)).

Alf(z)dz= /_};f(x)dx

/ f(z)dz = /7T f(Re™)iRedt.
Y2 0

Tenim
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Com que

| f(Re)]
m lim <1,
te[OjaZ);;r] R1—>oo 1/R*

veiem que la integral a 5 tendeix a 0 quan R — 0:

R4

™ . , i , 1
/ f(Re™) z’Re”dt‘ < / |f(Re")|Rdt < CmR—
0 0
Tornant a la igualtat de dalt i passant al 1imit quan R — o0 tenim doncs que
ee}
/ f(x) dz = 2mi(Res(f, 2i) + Res(f, 31)).
—Q0

A Tapartat (b) hem vist que
13

200

De manera analoga, factoritzant el denominador de f com hem fet anteriorment, veiem que

Res(f,2i) =

(34)2 3
(3i + 30)((30)2 +4)2  50i°

Res(f,3i) =

Per tant,
13 3 s

2000 @) 100°

/O:O f(z) dz = 2mi(

Com que la funcié f és parell,

/_Zf(ac)dx =2/wa(x)dx,

@ T
/0 f(z)dz = 200°

i, per tant, finalment

6.5.10. Considereu
22 -2

(22 4+ 1)2(22 +4)2°

f(z) =

(a) Trobeu la part singular de la série de Laurent al voltant de z = 2i.

(b) Justifiqueu la convergéncia de
+ao

f(z)dzx

—0
i calculeu-ne el seu valor (justifiqueu tots els passos). <
Solucié: (a) (2113?)2 + 28, (b) —m/24.

z—21)
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6.5.11. Sigui f(z) = eizz, i considereu el cami vy format per el segment que va de 0 a R;
Uarc del cercle |z| = R que va de R a Re'™/* i el segment que va de Re'™* 4 0. Demostreu
que

f(z)dz =0,

YR
i utilitzeu-ho per a calcular les integrals de Fresnel

0 0
/ cos(z?)dz, / sin(z?)dz.
0 0

Observaci6é: Podeu utilitzar que fooo et dt = @ 4

Solucié: Com que f és entera i yp és un cami tancat, aplicant el teorema de Cauchy

per un disc (per exemple en A = Dyr(0)), obtenim que

i, per tant,

Per altra part, tenim que

y F(2)dz = L . F(2)dz + /7 y F(2)dz — L y F(2)dz

amb 1 g(z) = z, per z € [0, R]; y2,r(t) = Re' t e [0,7/4]; iys.r(t) = te'™/* per t € [0, R].
Tenim que

R 9 © oo) ©
(2)dz :/ e'” d:c—>/ e dx =/ cos(wQ)da:—i-i/ sin(z?) dx
0 0 0 0

71,R

quan R tendeix a +00. També, com que e”™/2 = i, tenim que

R ; T ; ; R
(2)dz = / gilte™™)? gim/4 gy 6”/4/ et dt.
V3,R 0 0

in/4 _ @ + Zg

Per tant, com que e , tenim que

lim
R0 Jys g

f(z)dz = (? + z?) /OOO e dt = \/j? + z\/j?

Si podem veure que
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quan R — oo, llavors

a0 e¢]
/ cos(2?)dz + z/ sin(z?) dr = ~—~ +1i ,
0 0 4 4

aixi que, igualant parts reals i imaginaries, obtenim

0 Q0
V2
/ cos(z?)dx = / sin(z?)dz = Tﬂ
0 0

Vegem que limp_,oo Ig = 0. Com que y2,z(t) = Re' per t € [0,7/4], tenim que
7T/4 ‘RQ 21t it
I = (2)dz =/ e iRe" dt.
Y2,R 0

Llavors
7T/4 -2 21t
|[R’ <R / ‘eZR €
0

Aquesta integral no té primitiva elemental, aixi que ’acotem per una quantitat que puguem

calcular i que tendeixi a zero quan R tendeixi a infinit. Sabem que sinxz > 271 per

x € [0,7/2], de manera que sin(2t) > % per t € [0, 7/4], obtenint que

/4
dt = R / e~ RZsin(20) gy
0

e—R2 sin(2t) < 6—4R2 t/7r’ t e [0,7/4].
Per tant
—r/4
/4 , AR t/r = - ,
Ip|<R[| e BUrg_pg|lt _ - = (1-e)
| /0 (—4R2) AR
t=0
que tendeix a zero quan R tendeix a infinit.
6.5.12. Calculeu, justificant tots els passos, la integral
+00 P
/ —————dz, -l<a<Ll.
0 e+ x+1
ZO&
Indicacié: Considereu la funcid f(z) = a1 Definiu una determinacic del logaritme
22+ z

log(z) a C\[0, +0) de manera que z* = e*°92) . Finalment integreu la funcié f(z) a la
mateiza regié que les integrals del tipus

N R(z)In(x)dz. q
0

<., Or sin(2—ﬂ'(oc+1))
Solucio: %m
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6.6. Principi de I'argument
6.6.1. Quines de les segiients funcions son meromorfes a C?
a) 25, b) 2°2, c) ez, d) 1/sin(z). q

Solucié: a) La funcié és entera, llavors meromorfa sense pols. b) No, hi ha una semi-recta

de singularitats si prenem, per exemple, I’arrel quadrada principal. ¢) No, a 0 hi ha una
singularitat essencial d) Si, totes les seves singularitats (a z = nm) sén pols simples.

6.6.2. Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) amb part real positiva del
polinomi P(z) = 25 — 2* — 22 — 6.
I si alternativament el polinomi fos Q(z) = 2% — 2* — 22 + 67 <

Solucié: Considerem un semidisc tancat D, delimitat per la corba v = v, v 72 on
n(t)=it,te [-R R}, a(t) = Re", te [~n/2,7/2],

amb R és prou gran per a que tots els zeros de P a H, := {z € C | Re(z) > 0} estiguin
dins de D.

Si mirem la imatge dels extrems de v veiem que
P(iR) ~ —R® — 2iR;  P(—iR) ~ —R°® + 2iR,

d’on obtenim que

A(P(iR)) = m — ¢ A(P(—iR)) =7 + ¢,

per un cert € = 0.
D’altra banda, si calculem la imatge sencera de ~y; tenim que

P(y(t)) = P(it) = =t —t* — 6 — 2it.

Veiem que la part real no s’anulla mai mentre que la part imaginaria ho fa només per
t = 0. Deduim que P(71) no talla mai 'eix imaginari i només talla ’eix real una vegada,
en el punt P(y(0)) = —6.

Concloem per tant que I'increment de 'argument degut a v, és

Alyy)=m+e—(m—¢€) = 2e

La corba 7, és un semicercle i, per tant, recorre un argument de . Donat que |y2(t)| = R
i R és molt gran, domina el terme de grau superior i, per tant,

P(ya(t)) ~ 72(t)" = R%™,
on 6t € [—3m, 37|, ja que t € [—7/2,7/2]. Tenim doncs que

A(y2) = 6 x ™ — 2€ = 67 — 2¢,
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on 2e ve donat pel fet que P(72) ha de connectar P(iR) i P(—iR).
Concloem doncs que
A(7y) = 2e + 6m — 2¢ = 6,

i que per tant,

67
=—=3.
27
El Principi de ’Argument ens diu aleshores que P(z) té exactament 3 arrels dins de D
comptades amb multiplicitat. Donat que R és arbitrariament gran, P(z) té 3 arrels al

semipla de la dreta.

Ind(P(v),0)

6

Si el polinomi fos Q(z) = 2% — 2* — 22 + 6, actuaria sobre 71 (t) com

Q) = Qit) = —t° —t* + 6 + 2it

i, per tant, seguiria tallant I’eix real només per t = 0; pero aquesta vegada ho faria en el
punt Q(0) = 6. Independentment de quantes vegades pogués tallar 1’eix imaginari, la corba
imatge seria homotopa a la de la figura 2 en C\{0}. La diferencia en el calcul resideix en la
variacié de I'argument de la corba Q(v1) que, al rodejar el zero, provoca un augment de
I’argument en gairebé 27w. En efecte,

A(y1) =2e —2m;  A(y2) = 61 + 2¢

i, per tant,
A(y) = 21 — 2e + 67 + 2 = 8.

En conseqiiencia Ind(Q o,0) = 4 i el polinomi @ té 4 zeros al semipla de la dreta.

6.6.3. Sigui f una funcid entera tal que
f(z)eER < z€eR.
Demostreu que f té, com a molt, un zero a tot C. <

Solucié: Notem primer que, per hipotesi, f no pot ser constant. Considerem un cercle

7(t) = Re® amb t € [0,27] de radi arbitrari R > 0. Aquest cercle talla I’eix real en dos
punts v(0) = R, ivy(7m) = —R. Per t # 0,7, v(t) ¢ R.

Per hipotesi, només els punts reals tenen imatge real. Aixi doncs, la corba f(~(t))
talla l’eix real exactament en t = 01 ¢ = 7, en dos punts f(+R) que podrien ser iguals o
diferents.

Aleshores, la corba parametritzada f((¢)) només pot donar com a molt una volta al
punt z =0, és a dir

Ind(f(+(1),0)) < 1. (%)

Pel Principi de I’Argument, tenim doncs que f pot tenir com a molt un zero a {|z| < R}.
Pero com que R és arbitrari, aixo demostra que f té com a molt un zero a C.
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Nota: Per a demostrar (*) formalment, podem calcular 'index amb la defincié:

Ind(f(4(£)),0) = — (a(27) — a(0)),

:27r

on a(t) és una determinacié qualsevol de arg(f(v(¢))). Combinat amb el teorema de
Bolzano, és facil veure que si la diferéncia entre els arguments és més gran de 2w, aleshores
I’argument ha de prendre tots els valors al menys dues vegades, inclosos els valors 0 i ,
que corresponen a punts de la recta real.

6.7. Teorema de Rouché

6.7.1. Demostreu que l’equacio e = 2z + 1 té exactament una solucié en el disc unitat
obert. Indicaci6é: Proveu que |e* — 1| <e—1 si |z| = 1. 4

Solucié: Apliquem el teorema de Rouché al disc unitat i les funcions f(z) = e* — 2z — 1
ig(z) = —2z. Per a |z| = 1, aplicant la indicacid, tindrem,
[f(2) —g(z)| =l =1 <e—1<2=]g(2)]

i, per tant,
#HZ(f)nD=H#Z(g) nD=1.

La indicaci6 es pot provar directament amb la série de U'exponencial: si |z| = 1

o1 =Y D e S e
n!! = n! N '

n=1 """ n>=1
6.7.2. Sigui f una funcié holomorfa en el disc unitat tancat tal que |f(2)| < 1, per a
|z| = 1. Quants punts fixos té f? q

Solucié: Apliquem el teorema de Rouché a F(z) = f(z) —z1ig(z) = —z: pera |z| =1

[F(z) —g(2)| = [f ()| <1 =g(2)I.

Per tant
HZ(F)nD=#Z(g)nD=1.

D’aqui veiem que f té un dnic punt fix.

6.7.3. Calculeu el nombre de solucions (comptant multiplicitats) de les segiients equacions
en el disc unitat:

(a) 27 =225+ 22 -82-2=0.
(b) 22° — 2%+ 322 — 2+ 8 =0.

(c) 27 =524 + 22 =2, q
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Solucié: (a) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 2% =220+ 22 —82—21i g(2) = -8z

(el terme de f amb coeficient més gran). Per a |z| = 1, tenim que
1f(2) —g(2)| =12 =225 + 22 =2/ <1+2+1+2=6 <8 =|g(z2)|.

Per tant #Z(f) nD = #Z(g) nD = 1.
(b) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 225 — 23 + 322 — 2 + 8 i g(z) = 8: per a

If(2) —g(2)| = 122° =23 + 32 — 2| <2+ 1+3+1=T7<8=g(2)|.

Per tant #Z(f) nD = #Z(g9) nD = 0.
(c) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = 27 — 52* + 22 — 21i g(2) = —5z*: per a
2| =1,
1f(2)—g(2)| = 2"+ 22 =2/ <1+14+2=4<5=|g(2)|

Per tant #Z(f) nD =#Z(g) nD = 4.

6.7.4. Quants zeros té P(z) = 2 + 623 — 422 +1/8 en la regi6 {z € C; 3 <[2| <1}? <

Solucié: 1.
6.7.5. Considerem P(z) = 2% + 324 + 22 + 2 + 9.
(a) Proveu que tots els zeros de P(z) son a Uanell 1 < |z| < 2.

(b) Calculeu el nombre de zeros (comptats amb multiplicitat) de P(z) al primer quadrant.<

Solucié: a) Aplicarem el teorema de Rouché dues vegades: al disc unitat D i al disc

D5(0). Notem que P és un polinomi de grau 6, per tant té exactament 6 zeros comptats
amb multiplicitat. Comencem pel disc D2(0). Definim g(z) = 2¢ € #(C). Hem de buscar
els zeros de la funcié P € H(C) a D2(0). Aplicarem el teorema de Rouché. Considerem
~v = 0D2(0) (corba simple). Notem que

P(2) - g(2)] <63 < 64 = [g(2)], Vzer.

Podem aplicar el teorema de Rouché que ens assegura que el nombre de zeros de g a D2(0)
coincideix amb el nombre de zeros de P a D5(0) (comptant multiplicitats). Ara bé, g té 6
zeros a Dy(0). Per tant, P té 6 zeros a Ds(0).

D’una altra banda, considerem f(z) =9 € H(C) i p = dD (corba simple). Notem que

P(z) - f(2)| <6 <9=f(2)], Vzep.

Podem aplicar el teorema de Rouché que ens assegura que el nombre de zeros de f a D
coincideix amb el nombre de zeros de P a D (comptant multiplicitats). Ara bé, f no té
zeros a . Per tant, P no té zeros a ID. Observem que la desigualtat estricta anterior sobre
els punts de p ens assegura que P i f no s’anul-len en p. En resum, hem provat que P té 6
zeros al Ds(0), P no té zeros al D (i tampoc a |z| = 1) i P té exactament 6 zeros al pla
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complex. Aixi, P té tots els seus zeros (és a dir, 6 zeros) a 'anell 1 < |z| < 2.

b) Anem a utilitzar el principi de l'argument per calcular el nombre de zeros de P
al primer quadrant. Sigui R > 0 i Qg la regié que és interseccié del Dg(0) amb el primer
quadrant, és a dir,

QRz{Teit, 0<r<R, O<t<7r/2}.

Per a R > 0 prou gran (de fet R > 2), tots els zeros de P pertanyen al disc Dg(0) i, per tant,
tots els zeros de P en el primer quadrant pertanyen a Qg. Sigui v = 0Qr = v1 +72 +7R, on
1(t) =i(R—t),t€[0,R], v2(t) = t, t € [0,R] i yr(t) = Re®, t € [0,7/2]. Notem que P no
té zeros sobre Ry 1R, ja que P(t) = t04+3t4+124+t4+9 > 9 > 01 P(it) = —t0+3t* — 12 +9+it.
Per tant, Im (P(it)) # 0 per tot t > 01iperat =0, P(0) =9 # 0. Aixi, si R és prou gran
(la corba R no passara per cap zero de P), P no té zeros sobre la corba 7. Pel principi
de l’argument tenim que el nombre de zeros de P en el primer quadrant (comptats amb
multiplicitat) és I'increment de ’argument de P sobre v dividit per 27 (quan R > 0 és
prou gran), és a dir, hem de mirar les voltes que dona la corba I' := P(~) al voltant de 0
(que no és res més que Ind (I",0)) quan R — o0. Anem a calcular aquesta quantitat:

1
#(Z(P) n {Primer quadrant}) = ]%i_r)réo Ind(T,0) = 9 ]%i_rgo AP

1
— lim (A, P+ A,P+A,,P).

2T R—w

Anem a calcular cada tros. Sobre la corba 7g, si R és prou gran, P(z) ~ 25 i, per tant,
A,,P — 65 = 371 (és a dir, la corba P(yg) dona una volta i mitja al voltant del 0
amb punt inicial P(R) i punt final P(iR)). Sobre la corba 73, tenim que P(y2) € R i
P(v2(t)) = 9 = P(0) per tot t € [0, R]. Aixi, qualsevol determinacié de l’argument de
P(72) és constant i, per tant, A,,P = 0. Anem a treballar ara amb la corba ;. Sigui
t € [0, R], aleshores Im (P(it)) > 0 per tot t > 01 val 0 si ¢t = 0. Per tant, la corba P(~;)
viu en { Imz > 0} 1 només toca la recta real en ¢t = 0 i val P(0) = 9. A més a més, si
R — o0, P(iR) ~ —R® + iR. Aix{, veiem que A, P — —7 quan R — o0 (veieu el dibuix).
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Aixi, tenim que

1
Ind(F,O)—>2—(O—7T+37r)=1, R — .

w
Per tant, P té un zero al primer quadrant.

6.7.6. (a) Calculeu el nombre de solucions a D de l'equacio e* = 4z + 1.

(b) Demostreu que l’equacio € = 32" té n solucions en el disc unitat (n =1,2,...). <
Solucié: (a)
Apliquem el T. de Rouché a les funcions g(z) = e* —4z — 11 h(z) = —4z — 1.
Tenim que, per |z| = 1:

D’altra banda,
| —4z—1|=]42+1| = 4[z| -1=4—-1=3.

Per tant, sobre la corba —z—=1,
lg —h| <e<3<|hl

En conseqiiéncia, g i h tenen el mateix nombre d’arrels dins del disc unitat. Com que
h(z) = —4z — 1 té exactament una arrel en el disc unitat, concretament z = —1/4, també
g(z) = e —4z — 1 en té exactament una. Aixo equival a dir que e = 4z + 1 té exactament
una soluci6 en D.

(b) Apliquem el teorema de Rouché a f(z) = e* — 32" 1 g(z) = —3z". Per a |z| = 1,
tenim que

f(2) = g(2)] = [*] = " < e <3 = [g(2)]-

Per tant #Z(f) nD = #Z(g9) n D = n.

Es pot veure immediatament que les arrels sén diferents, comprovant que f(z) i f'(z) =
e? —3nz""! no tenen arrels comuns.

6.7.7. SiguiaeC,0<|a| <1, ineN.

(a) Demostreu que l’equacio
(z—1"* =a

té exactament n arrels diferents al semipla {z € C | Re z > 0}. Indicacié: Considereu
un disc centrat a z = 1 i de radi R = 1 primer, deprés mireu de modificar el cami
augmentant el radi sense sortir del semipla tancat de la dreta.

(b) Proveu que si, a més, |a| < 1/2", llavors totes aquestes arrels son al disc Dyjp(1). <

Solucié: (a) Apliquem el teorema de Rouché al disc D(1) i les funcions

f)=(=-1)"e—a

9(z) = (z = 1)
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Per a |z — 1| = 1, tenim que
[f(z) = g(2)| = la] <1 <% < g(2)].

Per tant #Z(f) n D1(1) = #Z(g) n D1(1) = n. Com que D;(1) és contingut al semipla
Rez > 0, ja tenim el que demana I’enunciat. A la vora de Dr(1) n {z : Rez > 0}, també
tenim que

[f(z) = g(2)| = la <1 <" < g(2)],

de manera que a tot el semipla hi ha exactament n solucions comptant multiplicitats.
Que les arrels sén diferents es veu immediatament, comprovant que f(z) i f'(z) =
(z —1)"te*(n + z — 1) no tenen arrels comuns.
(b) En cas que |a| < 1/2", apliquem el teorema de Rouché a D; (1) i les mateixes
funcions d’abans:

1 1
2 S on
Per tant #Z(f) M Dl/Q(l) = #Z(g) M Dl/g(l) =n.

6.7.8. Demostreu que per a tot R > 0 ezisteiz n(R) = 0 tal que si n > n(R)

1f(z) —9(z)] = lal <

L w
el? < € % < g(2)]-

2 n
z z
Pn(z)=1+z+§+---+ﬁ

no té zeros al disc {|z| < R}. q

Solucié: Observem que P,(z) — e* uniformement en compactes del pla quan n — o0.

Per tant, |P,(z) — €*| és arbitrariament petit en el compacte {|z| < R}, si n és prou gran.
Aplicarem el teorema de Rouché, comparant P, i f(z) = e*. Veiem que si |z| = R llavors
le?| = ef¢(?) > =R Doncs sigui n(R) tal que

|P,(2) — €| < e T per a tot n = n(R).

Aleshores, si |z| = R,
|[Pa(z) — &% < e7 < |e],
i pel teorema de Rouché, e* i P,(z) tenen el mateix nombre de zeros dins del disc de radi

R, sempre que n > n(R).

6.7.9. Sigui f, una successio de funcions holomorfes en un domini Q) tals que f, — f
uniformement en compactes d’€), per una certa funcio f.

1. (Corollari de Hurwitz) Deduiu que si f,(z) # a per a tot z € Q i tot n € N, aleshores,
f=aobé f(z)#aen.

2. Proveu que si fy, €és injectiva en §) per a tot n = 0, aleshores f és constant o bé f és
injectiva en 2. Indicacié: Argumenteu per reduccié a l’absurd, i utilitzeu ’apartat
anterior.
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3. Proveu que si f t€ un zero d’ordre m en a € €1, aleshores existeix pg > 0 tal que per tot

p < po i per tot n > n,, f, té exactament m zeros en D,(a) comptant multiplicitats.
<

Solucié: Comencem observant que f és holomorfa en €2 pel teorema de Weierstrass.

1. Immediat considerant g,(z) = fn(2) —a i g(z) = f(2) — a i aplicant el teorema de
Hurwitz.

2. Suposem que f(z1) = f(22) = a tot i que z1 # 2. Considerem D; i Dy dos discs
tancats a {2 que continguin zj i 25 respectivament. Aleshores, si f no és constant
igual a a, per 'apartat anterior f,(z) = a ha de tenir almenys una solucié en Dj i
una altra en Ds si n és prou gran (si no en tingues cap, f(z) = a tampoc en tindria).
Pero aixo contradiu que f,, sigui injectiva per a tot n.

3. Prenem p de manera que f no tingui cap zero en 'adherencia de D, = D,(a)\{a}.
Aleshores anomenem ¢ := infsp, |f| > 0. Per la convergencia uniforme existeix n,
tal que per n > n, tenim que supyp, |fn — f] < d/2 < infyp, | f| i, per tant, podem
aplicar el teorema de Rouché.
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7. Representacié Conforme

7.1. El teorema de I'aplicacié de Riemann

7.2. Projeccid estereografica i circumferéncies generalitzades
7.2.1. Sigui p la projeccid estereografica. Demostreu que A = ﬁ, 1 que la inversa de p és

1

p (@ +iy) =

Solucié: (proposada per Marta Merino Sdanchez) El segment que connecta (0,0,1) amb

(x,y,0) és Q(t) = (0,0,1) + t[(x,y,0) — (0,0,1)] = (tz,ty,1 —t) i volem que compleixi
I'equaci6 de I'esfera S?, on (z,%, 2) € S? compleix 1’equacié:

1 1\2
x2+y2+(2—2)2:(2> < $2+y2+22:'z'

Perque el punt Q(t) pertanyi a I'esfera S?, hem de comprovar que compleixi I’equacié
corresponent:

(tz)? + (ty) >+ (1 —t)2 =1—t.

Aquesta equacié es pot desenvolupar de la seglient manera:
e+t + (1 —20+12) =1t
Simplificant:
2@ +y? +1)—t=0
Aquesta equacié té les solucions:

tit(@® +y? +1) —1) = 0.

Per tant, les possibles solucions per a t sén:

141



142, MATERIALS INTRODUCCIO A L’ANALISI COMPLEXA

Aix0 implica que per a t dins de l'interval [0, 1], hem de considerar la solucié t = m
. o 1 _ x y 1 _ 1 2
Només ens queda substituir Q(x2+y2+l) = (x2+y2+1, ey O x2+y2+1) = =T (x,y,z°+

y?+1-1)
7.2.2. Demostreu que ’equacio d’una circumferéncia de centre o € C ¢ radi r és
12> —az—az=1%—|a]?, zeC,
i la d’una recta perpendicular a o passant per zg € C és
az+az=m, zeC,

on m €és una constant real que només depén d'a i z. <

Solucié: (proposada per Tomas Planelles Alonso) Sabem que l'equacié d’una circum-
feréncia de centre a € C i radi r € R, és
|z — af? = 72
Aixi,

P=lz—a=(z-a)z—a)=(z—a)(Z—a) = |z]* + |a|® — az — az,

és a dir

2] —az —az =12 — |af?
D’altra banda, identificant C =~ R? tenim que
az + oz = 2Re(az) = 2(z,a) e R.
Finalment, sigui r una recta perpendicular a «, és a dir,
71 29 + Vect(a)?t,
on zg € C. Tenim que
zer = {(z—2zp,a)=0 <= {(z,a) ={2p,a) <= 2(z,a) = 2Azp,a) =:meR,

ie.,

az +az =m.
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7.3. Transformacions de Maobius

a b
c d

, que esta definit modul

7.3.1. Donada una homografia T'(z) = ‘cfis, definim Ap := <

1 1
constant multiplicativa. Per exemple, les matrius <O 11)) , <8 (1)> , (? O> corresponen

respectivament a la translacié z — z + b, a la dilatacié z — az i a la inversié z — 1/z.
a) Donades T1,T> € M, demostreu que Ar,or, = A, A1, (modul constant multiplicativa).

b) Trobeu T~ i relacioneu-la amb Ar. <

Solucié: (proposada per Ada Lépez del Castillo Avilés)
a) Per demostrar que
Anyory = A, Ay,
veurem que els dos costats de la igualtat donen el mateix. Anomenem

az +b a'z+ U

T: =
cz+d’ 2(2) dz+d

Ti(z) =

Per la primera part de la igualtat, hem de calcular la matriu de la composicio:

o (S£5) + v (d'a+bc)z+ (a'b+bd)
TyoT)(2) = To(Ti(2)) = —cetd! T2 _ '
(TroTh)(z) = To(Ti(2)) c’(ngS) +d  (da+dc)z+ (db+dd)

Per la segona part de la igualtat hem de calcular el producte de les dues matrius:

Ao A — a Vl|la b| |da+bc ba + av’
LA =g @ e dl ~ |da+de dd+bl |

Ja veiem que és el mateix.

b) Calculem T~ 1:

b dw—1b
w= 27 — w-(cz+d)=az+b=dw—-b=2z2(a—cw) = v = z.
cz+d a— cw
Per tant la inversa és: J .
T (w) = ——
—Ccw + a

Notem que coincideix amb la inversa matricial modul una constant multiplicativa no nulla
(el determinant!).

7.3.2. Demostreu que tota T € M es pot escriure com a composicio de dilatacions,
translacions i inversions. 4

Solucié: (proposada per Marta Merino Sdanchez) Utilitzem la segiient nomenclatura per

e la dilatacié D,(z) = az,
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e la translacié Tp(z) = 2+ b

e la inversi6 I(z) = 1

: _ az+b
Tenim que T'(z) = ¢
Si suposem que ¢ # 0, llavors fem la divisié i tenim que

az+b_a be — ad

cz+d ¢
Per tant, ho podem escriure com la composicié segiient

(cz+d)~*

T =Ta 0 Dpc—ad OIOTdODC

Ara, si c = 0, tenim que T'(2) = $z + g i, per tant ho podem escriure com la composicié
segiient

T = TQ O D% .
d
Solucio alternativa: (proposada per Tomas Planelles Alonso) Identifiquem, modul cons-

tant multiplicativa, aplicacié T'(z) = Zjis, on ad — be # 0 amb la matriu

a b
ar= ()
com en l'exercici 7.3.1.

Com que A és invertible ja que det (A7) = ad — be # 0 tenim que Ap és producte de
matrius elementals. Si relacionem cada matriu elemental amb una de les tres homografies
elementals —translacions, dilatacions i inversions— ja ho tindrem ja que el producte de
matrius correspon, sota la identificacié anterior, a la composicié d’homografies.

Recordem quines son les matrius elementals de Ms(C): Siguin p, A € C* = C\{0},

P(1,2) = (;’ é) D(1,)) i (3 2) D(2,\) = (é g)

B(1,2,p) = <(1) ‘f) i B(2,1,p) = (i ?)

Clarament, P(1,2), D(1,\) 1 E(1,2, u) sén les corresponents a les homografies elementals.
D’altra banda, al tenir una correspondencia modul constant multiplicativa, tenim que les

matrius 1
. AT 0
D(2,\) i ( 0 1)

s’identifiquen amb la mateixa homografia, A™'z. Aix{ doncs, només queda veure qui és
E(2,1, ). Fixem-nos, pero, que

P(1,2)E(1,2, u)P(1,2) = E(2,1, ).

Per tant, substituint les matrius D(2,\) i E(2,1, i) si cal, la descomposicié6 d’Ap ens
dona una descomposicié de T en homografies elementals.
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7.3.3. Trobeu una descomposicid en dilatacions, translacions i una inversid de la transfor-
macio

2241
T(z) = ———.
S Ry )
Solucié: (proposada per Tomas Planelles Alonso) Tal i com s’ha vist a lexercici 7.3.2,
tenim que
2z 41 3—2
Tz)=———=1414+ ——.
Al T v I G P

Per tant, seguint la notacié de la solucié de 'exercici 7.3.2,

T = T1+i o Dg_gi olo T3i o Dl—i-

7.3.4. Demostreu que tota T € M envia circumferéncies generalitzades a circumferéncies
generalitzades. <

Solucié: (proposada per Tomas Planelles Alonso) Com que tota homografia es pot

descompondre en translacions, dilatacions i inversions i les dilatacions i translacions porten
rectes a rectes i circumferencies a circumferencies, només hem de comprovar com actua la
inversié sobre circumferencies generalitzades.

Sigui T'(z) = 1/z i r una recta d’equaci6

az+az=m

on a € C* i m € R, vegeu l'exercici 7.2.2. Recordem que, si escrivim w := T'(z) = 27",
aleshores
w = |w|*z,
ie.,
z = |z|*w.
Aixi, si m # 0,
az+azi=m < aw+ ow = |w|*m.

Podem arreglar-ho un pel més per tal de tenir exactament 'equacié descrita a l'apartat (a)
de l'exercici 7.2.2:

9 ay a al? |a?
= () o= G =l =1l
m m m m

que és l'equacié d’una circumferéncia de centre a/m i radi |a/m|, en particular passa per
I'origen i la tangent a l’origen té el pendent conjugat al de la recta original.
Sim = 0, per a tot z # 0 tenim que

que és una recta perpendicular a @ (i també conté T'(0) = o). Per tant, té el pendent
conjugat al de la recta original.
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Es a dir, T envia rectes a circumferencies generalitzades. D’altra banda, sigui C' una
circumferencia d’equacio
12> —az —az =1 — |af?,
on a € CireR,. Tenim que, escrivint w := T(z), si 72 — |a|? # 0,
|2

2P —az—az=1—|a]? < 1—aw—aw = |w*(* - |a|?).

Aixd,

2 a a 1
ol = () e =
és a dir, obtenim una circumferencia. Si la circumferéncia original talla la circumferencia
unitat en dos punts, aleshores les imatge d’aquests dos punts sén els seus conjugats i, per
tant, la circumferéncia imatge té també dos punts de tall conjugats als primers. Si Ioriginal
fos tangent exterior, aleshores la imatge seria tangent interior amb punt de tangencia
conjugat.
Si 2 — |a|? = 0, que equival a 0 € C, aleshores per tot z # 0 tenim que

Qi

w+ aw =1,

una recta (i també conté T'(0) = o). Notem que aquesta recta té el pendent conjugat al
de la tangent a 'origen de la recta original.

En resum, T" envia circumferéncies generalitzades a circumferencies generalitzades. Per
tant, tota T' € M envia circumferéncies generalitzades a circumferencies generalitzades.

7.3.5. Doneu la imatge per f(z) = ‘zﬁ i per g(z) = % de

a) la recta real, b) 0Dy (0), c) oD, d) Ueix imaginari. <
Solucié:

a) f(R) =Ro\{1}, g(R) = dD\{1},

b) f(0D2(0)) = dD4/3(5/3) (talla R en angle recte a 31 1/3),
9(0D5(0)) = {cercle que talla D perpendicularment a 3£%}

c) f(0D) = {eix imaginari} U {0}, g(dD) = {eix imaginari} U {0},

d) f(iR) = oD\{1}, g(iR) = R\{1}.

7.3.6. Trobeu l’homografia que envia (i,0,—1) a (—i,0,0). <

Solucié: T(z) = 2172

7.3.7. Trobeu T € M tal que T(1 —i) =1+4+4,T(2) =4, T(1 +1i) = —i. q
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Solucié: (proposada per Miguel Puelma Martinez)

Pel lema 7.15, sabem que hi ha homografies S,U € M tals que S(1 —1i) =0, S(2) =1,
S(1+i) =0, U(1+i) =0, U(i) = 1i U(—i) = 0. Per tant, T := U105 és una homografia
que compleix per construccié les condicions de ’enunciat. Recordem que I’homografia que
envia z1 — 0, z90 — 11 23 — 00 té matriu

(ZQ —z3 —(20 — 23)21>
29— 21 —(22—21)23

Substituint els valors, s’obté

C(1—io2 (2 2(1-i)
A5_<1+i —21> : AU_(—l —i >

Per tant, només cal calcular

o, [ —201=1)) (10 20\ [—b—i 6+4i
AT_AUAS_<1 2i 1+i —21)  \~1+i 4+2i)"
on les igualtats sén a GLo(C)/C*Is =: PGLy(C) —el grup projectiu lineal—, i.e., modul

constants multiplicatives. Obtenim que

(=5 —1)z+ 6 +4i
(—1+i)z+4+2i

T(z) =

7.3.8. Demostreu el corollari 7.16. <

Solucié: Sigui 77 'homografia que envia (21, 22,23) a (0,1,00), i Ty la que envia

(w1, wa,ws) a (0,1,00). Aleshores T' = T{l o Ty envia (21, 22,23) a (w1, wy, ws). Falta
veure que és Unica. Si n’hi hagués una altra S, aleshores T5 0.5 o T1_1 fixa (0,1, 0) i, per
tant, és la identitat, de manera que S = T{l oy =T.

7.3.9. Trobeu una homografia que envii D o Hy = {Im z > 0}. <

Solucié: Per exemple, (1,i7,—1) — (0,1,00), i queda T'(z) = —Zi;%

7.3.10. Definim

Trobeu T3_1 oTyoTy. q
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Solucié: (proposada per Ada Lopez del Castillo Avilés) Considerem les matrius associades

a cada transformacid, tenint en comte que en el cas de T3 ens demana la inversa, llavors

tenim:
1 -1 11 . [1+i 0

Per ’exercici 7.3.1, hem de resoldre el producte de les matrius, vigilant 'ordre:

A = Ayl Ap, Ar,.

T; 1 oThoTy

Llavors, fent els calculs, tenim:

_ 3+3i  —2i

1 —

Apy Az, - An = [2—22' —1—i]'

7.3.11. Sigui a € C,a # 0 i definim T'(z) = a1 LrobeuT™, m e Z. <

Solucié: (proposada per Ada Lopez del Castillo Avilés) La matriu associada de T(z) és:

Si calculem 72, notem:

7.3.12. Trobeu totes les homografies que tinguin per punts firos 0 i —i. <

Solucié: (proposada per Ada Lipez del Castillo Avilés i Miguel Puelma Martinez) Un

punt fix és aquell que:

az+b

_ 2 N
e R +z(d—a)—b=0.

Volem trobar a, b, ¢,d tals que T'(0) = 01 T'(—i) = —i. Ho reescribim com
c?+2(d—a)—b=c(z+0)(z+1i) = c2® + 2(d — a) — b = c2* + ciz.

Com que la matriu d’'una homografia esta determinada modul constant multiplicativa,
podem dividir tots els coeficients per ¢ sempre que ¢ # 0 i suposar que ¢ = 1. Aixi, si
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¢ # 0, veiem que els valors que satisfan la igualtat sén b =0, c =11 (d — a) = 4, per tant
les transformacions que busquem sén:

az
T(z) = ———— er a tot a € C.
(2) z+ (i +a) p

Si ¢ = 0, aleshores (d —a) =01 b = 0, la transformacié que busquem és:
T(z) ==z

(tot i que en aquest cas 0 1 —i no sén els tnics punts fixos). Cal ometre els casos a = 0,
a = —1 que anullen el determinant.

Alternativa: en lloc de factoritzar el polinomi al principi del raonament, es pot substituir
directament la primera identitat amb 7°(0) = 0 per trobar b = 0 i T'(—i) = —i per trobar
—c—i(d—a)=0.

7.3.13. Siguin Cy i Cy dues circumferéncies generalitzades i z1 € C,\C1, 22 € Cx,\Cs.
Demostreu que existeir T € M tal que T (Cy) = Cy i T (21) = 2z2. Podeu fer servir
UEzercici 1.1.10. Trobeu-ne una en el cas particular

Ci={z:|z—1=1},z1=1,Co ={z:zi = z},290 = 1. <

Solucié: (proposada per Tomas Planelles Alonso)

Considerarem primer uns quants casos i després els ajuntarem tots. Cal tenir present els
resultats de l'exercici 7.3.4. Sigui r una recta, 0D, (a) una circumferencia i z; ¢ 0D, (a) U r.

e Si considerem la recta r, notem que 0 ¢ r — 21 —és a dir, estem en el cas m # 0
per la recta r — z; de l'exercici 7.3.4—. Per tant, la imatge de r per [ oT_,, és una
circumferencia per l'exercici 7.3.41 (I o T_,,)(z1) = 0.

e Si considerem la circumferencia i 217 = o considerem T' := Dy o T_,, aleshores,
T(0D,(a)) = dD i T(0) = 0.

e Si considerem la circumferencia i z; # o0 aleshores tenim que I o T_,, verifica
(IoT-,,)(21) = i, ja que 0 ¢ dD,(a) — 21 —és a dir, estem en el cas r? — |a|? #
0 per la circumferéncia 0D,(a) — 21 de lexercici 7.3.4—, I o T_,, (0D, (a)) és una
circumferencia de radi r’ i centre /. Aleshores, Dy 0T o 0I0T_ (0D;(a)) =D i
Dl/r’ o T_a/ olo T—zl (21) = 0.

En resum, donada qualsevol circumferéncia generalitzada i qualsevol punt que no pertany
a la circumferéncia generalitzada, existeix una homografia que porta aquesta circumferencia
generalitzada al disc dD i el punt a 'infinit. Com que tota homografia és invertible, tenim
el que voliem demostrar.

Pel cas concret procedim igual. Tenim que C7 = 0dD1(1) i z; = 1. Aixi, T_1(C;) = JD i,
per l'exercici 7.3.4, I(dD) = D, d’altra banda, I o T_1(z1) = I(0) = o0. Hem arribat a on
voliem. En segon lloc, I'equacié de Cs és

(1—i)z+ (1+4)z=0.
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Com que z3 = i considerem 7 := T_;(C3) que és una recta del mateix pendent que passa
pel —i, per tant, té equacié

(1—-9)z+ (1+1i)z=2.
Aixi, per l'exercici 7.3.4, I(r) = 0Dy, 5(1/2 +i/2). Aleshores, (D 50T 15010
Tf’L)(CQ) =0Di (Dﬁ @) T—l/?—i/2 olo sz)(ZQ) = 00. Per tant,

(D\/i 0T _yjp_jppolo T,i)_1 oloT 4

és ’homografia que busquem. Usant que T, ! = T_,, D! = Dy, i I=' = I podem
calcular-la facilment.

7.4. Rao doble i simetria

7.4.1. Sigui T € M tal que T(Dg(a)) = Dg(a). Demostreu que els punts fizos de T' estan
a 0DRg(a) o bé son simeétrics respecte de 0DRg(a). <

7.5. Automorfismes

7.5.1. Demostreu que tota representacic conforme de Co, en Coy €s una homografia. <«

Solucié: Sigui f: C, — Cy una representacié conforme, que per tant és holomorfa i

bijectiva a tot z € Co,. Si f(00) = o0, aleshores f|c : C — C també és una representacié
conforme i, per tant, f( ) = az+bamb a # 0 pel teorema 7.26. Si, en canvi, f(c0) = ¢ # o0,
considerem g(z) = Com que f és bijectiva, f(z) # ¢ al pla complex i, per tant,
g : C — C esta ben deﬁ)nlda és holomorfa i bijectiva. Altra vegada pel teorema 7.26 tenim
que g(z) = az + b amb a # 0 i, per tant,

1

f(z):az+b+c

Si ¢ = 0, aleshores ja hem acabat jaque b-0—1-a = a # 0. Si no,

1+ caz + bc
e ==
que és una homografia perque ca-b—a- (1 + bc) = —a # 0.
7.5.2. Trobeu tots els automorfismes T' de D tals que T'(1/2) = 1/3. q

7.5.3. Trobeu totes les representacions conformes del disc unitat en ell mateix que envien
1/2 a 0. N’existeix alguna que envii 0 a —i/2? I 0 a —i/4? Utilitzeu T per trobar una
representacié conforme S que envii 0D a 0Day(i) tal que S(1/2) =i i S(0) = 0. <
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10 2z—1 j22-1
2—z ° 2—z

T(0) = —i/2. No n’hi ha cap de les altres, ja que sigui qui sigui #, sempre tenim que
—1
TO) =5 =1/2.
Per trobar S cal usar f(z) = 2z + i. Aleshores foT(1/2) =4,1 foT(0) = 0. Prenem
doncs S = foT.

Solucié: Son T'(z) = e Si prenem 6 = 7/2, obtenim T'(z) = amb

7.5.4. Demostreu que el lloc geometric de les imatges de qualsevol punt b € D per les
transformacions que fixen la imatge d’un altre punt, és a dir

{fweD:w=T(0b) ambT € Aut(D), T(a) = a},
és una circumferéncia. <

Solucié: Notem que donada T' € Aut(D), T'(a) = @, per la unicitat tenim que Tz o T =

e"T,. per algun . Per tant, escrivint
Ty = Ty o0 (€“T,),
podem parametritzar el conjunt
F={weD:w=T(b)amb T e Aut(D), T(a) = a}

en termes d’aquest angle:
F={wypeD:w="Tyb)}.

Com que '
T, (b)

és una circumferencia centrada a 'origen, F' és la imatge d’aquesta circumferéncia per
T%, que és una homografia i envia circumferencies que no passen per Tgl(oo) =1/a¢Da
circumferéncies.

7.6. Altres transformacions conformes

7.6.1. Quina és la imatge del primer quadrant per 232 <
Solucié: Els tres primers quadrants ('interior de la clausura, per ser precisos).

7.6.2. Quina transformacid pot enviar una banda horitzontal a un semipla? <

Solucié: L’exponencial.

7.6.3. Trobeu una aplicacié de Riemann del sector {0 < Argz < 7/8}. <
Solucié: 2.

7.6.4. Es pot enviar el semipld superior a un triangle mitjancant una homografia? <
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Solucié: No, perque es preserven els angles a tot el pla. Cal una altra representacié.

7.6.5. Proveu que no existeix cap representacié conforme del semipla de la dreta en D1(1)
que envii' 1 — 1, i que s’estengui a la frontera enviant 0 — 0 1 00 — 1 + 3. <

7.6.6. Demostreu que les transformacions conformes del semipla superior Hy := {Im z > 0}

en D son de la forma ew% per alguna a € Hy i algun 6 € R. <

7.6.7. Trobeu una transformacio de Mobius que envii el primer quadrant a D, =D n H, .
Utilitzeu-la per a trobar una transformacic conforme de Hy a {|Rez| < 1,Imz > 0}. «

—_

z—

Tz 2
Solucié: Possible solucié: Primera pregunta: . Segona: (He ) .

z+1 1—e7i?
7.6.8. Trobeu una representacio conforme de {0 < Rez < w/2} en D. <
iy . o —je2iz_
Solucié: Possible solucié: =&~
—ie?tz+1

7.6.9. Trobeu una representacio conforme dly en Q.

a) N =DnHy, Qo =H,.

b) Q =D, Oy = H, nD".

c) W =Dn{Rez>1/2}, Qo =D n (—iH,).

d) 4 =Hy, Q2 ={|Rez| <1, Imz > 0}.

e) U =Dn(—iHy), Qo =Dn{lz+1/2| > 1/2}.

f) Q=D 5(1) n D 5(-1), Q2 =D, que deizi invariant el segment (—i,1).

g) @1 =D\[0,1), Q5 = C\[0, 0).

h) Q1 = {|Imz| < 7/2}\((—00,0] U [In2,4+0)), Qo = D. q



8. Fluids

8.1. Qiuestions generals. Escenari i notacid.

8.1.1. Proveu que I’ +iQ = [ Vdz. a
8.1.2. Proveu que la circulacio T' = 0 en un fluz potencial (suposeu que la funcid potencial
és de classe C? com a minim). <

Solucié: Per ser flux potencial tenim que V = (V1,V2) = Vo = (¢4, ¢,) llavors si

apliquem el teorema de Green a C' = 0f) tenim

55 Vide 4 Vady = 55 Prdr + Qydy = /(npyx — Pay)dxdy = 0.
C C Q

8.1.3. Proveu que per fluxos definits en un domini Q < C que satisfan les quatre hipotesis
anteriors, la velocitat potencial p(x,y) €s una funcid harmonica. <
Solucié: Estem suposant I' = @Q = 0, és a dir, que V = Vp i que (V1) + (V2)y = 0.
Llavors
Paz + oyy = Vi)a + (V2)y =0
i ¢ és harmonica.

8.1.4. Proveu que ®'(z) = V(z) = V1 +iVa. q

Solucio:

D'(2) = (p + i) = pgp + ity = Pz — ipy = Pz + iy = Vi + V5.

8.2. Fluxos basics.

8.2.1. Superposicié. Sumant diferents potencials complexos es poden descriure fluros més
sofisticats. Un exemple important s’obté sumant una font al punt —a amb una pica al punt
a amb a > 0:

zZ+a

o(z) = kLog <Za> ~ kLog (z + a) — kLog (z — a).

Trobeu expressio de V, V', ¢ i 1. Dibuizeu les linies de corrent (Y = c), vegeu la figura
8.5.

153
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Solucié: ¢(z) = k(In zra +iarg <Z * a>) = ¢ + i1). La condicid ¢ = ¢ equival a
z—a z—a
que Im(2£2)/Re(£:2) és constant. Pero

z+a  (z4+a)(Z—a) |2P—d’+a(Z—2) |2|°—a® - 2iay

z—a |z — al? |z — al? |z — al?
i les corbes de flux venen donades per equacions de la forma |z|2 — a? = Cy. O bé
2+ (y—C/2)%=d?+ C?*/4

que son circumferencies que passen pels punts —a i a. Pel flux resulta

1 1 —2 2 —a?
V=0()=k(— . W S
Z+a ZzZ-—a (z—a)(z+a) |z — al?|z + a|?
i
2ka 9 9

2 .

Tenim
2|kal

Ll —
|z — al|z + a

8.2.2. En l’exercici anterior, fem a — 0 ¢ k — o de manera que 2ka = p sigui finit.
Vegeu que al limit obtenim el potencial complex ®(2) = u/z que s’anomena doblet o dipol.
Ve a ser una font i una pica separades per una distancia infinitesimal. La quantitat 2mp
s’anomena moment del doblet. Trobeu l’expressio de V, V, ¢ 1. Dibuizeu les linies de
corrent (Y = c). q

Solucié: Fem el limit quan a tendeix a zero i k = p/2a. Tenim

=—=]lim—>— = lim = .

o
lim —L
0 ©8 0 a0 2 a—02z+a (z +a)? z

a—0 2a

<z+a> 0 p(Log (%))/ . pz—a(z—a)—(=l)(z+a) p

zZ—a

T — 1y . .
Com que ®(z) = ,um resulta que ¢(x,y) = x;fyg iY(z,y) = —xg’fyz. Les linies de

flux (¢ = ¢) s6n les corbes de nivell de y/(z? + y?), és a dir les donades per equacions
2?2 + 42 + Cy = 0 que podem escriure com z2 + (y + C/2)?2 = C?/4. Es tracta de
circumferéencies amb centre a ’eix OY que passen per 'origen.

—_ 22

i [ .
V=90(z)=-—= = _HW = —W(ﬁ —y? + 2ixy), V

El dibuix del flux és:
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i
i C%

-1 1

Log (z — a).

Lo
8.2.3. Font-remoli. FEstudieu el flur amb funcié potencial ®(z) = ;ZQ

Discutiu segons els valors de T' (circulacid o intensitat) i Q (poténcia). Feu dibuizos de les

linies de camp segons els signes de I' i Q). <

T
+ Z_Q. Llavors

Solucié: Per simplificar 'estructura sigui A = a + i =

®(z) = (aln|z —a| — farg(z —a)) + i(fln|z — a| + carg(z — a))

p=aln|z—a| —Pfarg(z —a), ¥ =LFn|z — a| + aarg(z — a).

Com que ®'(z) = resulta que

z—a
§1§ &' (2)dz =T +iQ
C

on C' és un circuit al voltant de a recorregut en sentit antihorari. Pel camp tenim que

A A
(z—a), V= A

V=90(2) =

|z —af? [z —al’

Veiem que la direccié de V en cada punt z s’obté girant i dilatant la direccid radial z — a
segons el que diu la constant A = re=% = (Q + i) /27. Vegeu les figures adjuntes.
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8.3. Obstacles

8.3.1. Modifiquem el flux amb potencial donat per f(z) = Log (z+42) que és una font sortint
des del punt z = —2 (vist en un exemple anterior). Per aizo considerem la modificacid

N
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donada pel potencial

D(2) =f(z)+]‘©=Log(z+2)+Log <;+2>.

a) Descomponeu ® en fluros coneguts.

b) Calculeu ®'(2) i contrasteu-ho amb apartat anterior.

1
c) Vegeu que per z amb |z| molt gran resulta ®'(z) ~ ) i que lluny de z = —2 el flux
z

associat a ® és com una font sortint de z = —2.

d) Mostreu amb un grafic com eviten el disc unitari les linies de flux (feu servir contour_plot
i streamline_plot). q

Solucié: a) Abans de res observem que si z = re? llavors Log (z) = Inr — if =
Inr +i(—6) = Log (2). Llavors Log (1/2 4+ 2) = --- = In(2) — Log z + Log (2 + 1/2) i

®(z) = Log (2 +2) + Log (¢ + 1/2) — Log (2) + In(2).
Analitzem els quatre sumands
e Log(z + 2) és la font sortint original al punt —2.
e Log(z+ 1/2) és una font sortint al punt —1/2 dins de la circumferéncia invariant.
e —Log(z) és una font entrant a l'origen.

e In(2) és un terme constant que no afecta a les trajectories (les corbes de nivell no
canvien de forma, només de nivell d’energia).

Podem fer un esquema grafic com es veu a la figura:

L WY R S
Pur: 0
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. i 5 + . +11/2 — % que correspon al que s’ha dit abans.

¢) Quan |z| — oo resulta que ®(z) ~ Log (z + 2) i la seva derivada s’acosta a Z—iQ Des
de molt lluny el flux es veu com una font lineal des del punt z = —2.

d) El grafics adjunts amb streamline plot i amb contour plot mostren clarament

el comportament.

b) @'(2) =

V) =
= N\
°fi/ \%‘_é

8.4. Expressié general (recapitulacio).

8.4.1. Pels z on V(z) = ®(z) = 0 diem que hi ha un punt estacionari del corrent (per
exemple €s aquell punt d’un Tiu on una fulla petita s’ha quedat aturada pero que al seu
voltant circula l'aigua).

a) Per ®(z) = 2" el 0 és un punt estacionari d’ordre n — 1. Feu un dibuiz amb les linies
de fluz i les linies equipotencials superposades per n = 2,3, 4.

b) Podeu deduir experimentalment quin angle formen les linies equipotencials i les linies
de flux?

¢) Proveu que si un punt estacionari a és un zero d’ordre n—1 llavors les linies equipotencials
i de corrent (@ = ct.,i) = ct.) formen un angle 7/2n en el punt estacionari (feu-lo com
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