Curs de Bioestadistica

Jaume Aguadé

U"B DEPARTAMENT DE MATEMATIQ!.}ES

Universitat Autinoma
de Barcelona

1/1



Programa

Programa de I’'assignatura
o Estadistica descriptiva
e Variables i freqiiéncia
o Representacions grafiques
o Mesures de tendéncia central i mesures de dispersid
o Regressid lineal
@ Fonaments de probabilitat
o Conceptes basics de la probabilitat
o Probabilitat condicionada. Independeéncia.
@ Variables aleatories
e Variables aleatories discretes i continues. Esperanca i variancia.
e Distribucions binomial, Poisson, uniforme, exponencial, normal.
@ Inferencia estadistica
o Mostra i poblacié. Estimacié de parametres.
e Intervals de confianga.
e Tests d'hipotesis.
e Analisi de la variancia.
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Bibliografia. Avaluacié

Bibliografia recomanada

o X. Bardina i M. Farré: Estadistica descriptiva. Manuals
UAB, 2009.

o R. Delgado: Probabilidad y estadistica con aplicaciones.
2018.
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Estadistica descriptiva i inferéncia estadistica
Estadistica

Es la ciéncia matematica que s'ocupa de la recollida i tractament
de dades per tal de resumir-les, analitzar-les, extreure'n conclusions
i arribar a poder fer prediccions. El cas més important és aquell en
que aquestes dades presenten incertesa i/o es consideren aleatories
(="degudes a I'atzar").

Estadistica descriptiva
S’ocupa de resumir les dades, Pretén extrapolar les dades
representar-les graficament, conegudes d'una mostra a tota
utilitzar indicadors descriptius una poblacié molt més gran.
(mitjana,...) etc. La probabilitat hi juga un paper
No intervé la probabilitat. clau.

Exemple: Un cens. Exemple: Una enquesta.

1. Estadistica descriptiva conceptes basics



@ Poblacid, individus.

@ Mostra. N = mida de la mostra.

@ Variables X, Y, ...

e Estadistica univariant, estadistica bivariant, estadistica
multivariant.

@ Arrodoniment, notacié cientifica. Percentatges.

@ Sumatoris (D7 1 xi =x1+x2+ -+ Xn)

1. Estadistica descriptiva conceptes basics



Tipus de variable i escales de mesura

Variables Escales de mesura

@ numeriques o quantitatives @ escala nominal.
e continues: Temps, ) escala Ordinal'
longitud, pes,...

: o Srica.
o discretes: Nombre escala numerica

d’individus, cellules,
votants d'una opcid,...

@ no numeriques o qualitatives:
sexe, color dels ulls,...

@ Codificar amb xifres variables nominals o ordinals no les
converteix en numeriques.

@ Les mesures fisiques com temps, pes, longitud, etc. sempre
sén continues, encara que, evidentment, utilitzarem una certa
unitat discreta per a mesurar-les (dies, grams, metres, etc.).

1. Estadistica descriptiva conceptes basics



Taules de fregiiéncies

X una variable sobre una poblacié. xi,...,xx els diferents valors
que pren la variable X sobre una certa mostra de mida N.

Freqliencia: Nombre de vegades que es déna un cert valor de la
variable, a la mostra.

@ n; = Freqgiiéncia absoluta del valor x;

e f; = Freqiiéncia relativa del valor x;. f; = n;/N

Taula de freqiiencies: Escrivim cada valor de X i la seva freqliéencia.

Amb una variable nominal la taula de freqiiencies és I'tinica cosa
que podem fer-hi.

1. Estadistica descriptiva Distribucié de fregiiéncies



Es pregunta a 500 individus d'una mostra (N = 500) quin
operador de telefonia mobil utilitzen. Amb les respostes, fem
aquesta taula de freqiiencies:

[operador | o] 7] o]
movistar || 281 | 0.562 | 56.2%
masmovil 18 | 0.036 | 3.6%

orange 75| 0.150 | 15.0%
vodafone || 118 | 0.236 | 23.6%
euskaltel 6|0.012 | 1.2%

altres 210.004 | 0.4%

I [ 500 | 1.000 | 100%

Aqui X és una variable nominal que pren els valors
X € {movistar, masmovil, orange, vodafone, euskaltel, altres}

1. Estadistica descriptiva Distribucié de fregiiéncies



Freqgiiéncies acumulades

Si els valors de X estan ordenats (escala ordinal o escala
numerica), podem considerar freqiiéncies acumulades:

o N; = Zi:l n,. Freqiiéncia acumulada.
e Fi=>%_,f = N;/N. Freqiiéncia relativa acumulada.
m=N<Np<---<Ne=N, A= <FhH<--<F=1

[ fils [ m] N FJ
Representem"e\n u_na = =T 3lo0
taula de frequenaes el 1 T8 T043
o0 B 2 | 9r[176] 0388
cer%a mostra: 3 12 1188 | 0.94
més de 3 12 | 200 1
200

1. Estadistica descriptiva Distribuci6 de fregiiéncies



Dades agrupades per intervals

Quan X és continua (o bé discreta amb molts valors), els valors de
X s'agrupen en intervals:

Estructura d’'edats dels habitants de Catalunya el 2018

l; ni | i (%) | 4i| X
de 0 a 24 anys | [0,25) | 1,702,746 | 26225125
de 25 a 49 anys | [25,50) | 2,581,607 | 39.8 | 25| 37.5
de 50 a 74 anys | [50,75) | 1,697,962 | 26.2 | 25 | 62.5
75 anys i més | [75,00) 507,537 7.8

e intervals: [L;, Lit1).

@ longitud dels intervals: ¢; = L;j11 — L;.
Livi+ L

—

@ marca de classe: x; =

1. Estadistica descriptiva Distribuci6 de fregiiéncies



Diagrama de barres, de sectors, et

N\ id 9 - o s Massachusetts.xisx [Modo de compatibilidad] - Microsoft Excel —
j Inido | Insetar  Disefodepigina  Fomulas  Datos  Reviar  Vista  Auobat @ - = x
4 cortar . . o = S T —| Y| E Autosuma -
via MR SN (3] | Seawstartexo General - o = i i
2 copiar i (] |& £} 2 A gt ] Reltenar~ #
Pegar N & s[5 A 2 Combinary centrar - | @~ % 000§ || Fomato Darformato Estlos de | Insertar Eliminar Formato Ordenar Buscar
7 copiar tomato || S o e e & BT | condidionsl~ comotabia - celaa v = - || Q2Bomart  yiifrar~ seleccionar~
Portapapeles & Fuente 5 Alineaién 5 Nimero Estilos Celdas Modificar
[ 137 ~ £ v
A B D = F G H i J K ks M N o 2 a i
1 étnia P w
2 Puerto Rican 37 435 1836.3 Cuenta de étnia :
3 Sabvadoran 355 S04 19325 etnia = [Tol Naixements de dones de menys de 18
4 Cambodian a7 489 1846.2 [Afican 9 anys
5 |Cape Verdean 27 467 44 |Afican American | 118 Y
6 Pu ? o Brazilian 19 400
7 Pu Naixements de mare menor, per étnies Cambodian 35
8 Afi Cape Verdean | 34|
9 Pu Dominican 90
10 Sal European 39 350
11 Afi Guatemalan 2
12 Eur Haitian §
13 Afii W African Honduran 1 200
14 Do B African American | [Mexican 21
15 Bra Native American | 8|
16 Afi M Brazlian; Portuguese 19
17 Pu = Cambodian Puerto Rican 37| 250
18 Pu Savadoran 48
19 Pu e vercan South American | 11
20 Pu # Dominican Vietnamese
21/ Car  European [Total general 875 200,
22/Gu
22 Pu B Guatemalan
24 A Haitian 150
25 Sal
i = Honduran
27 Pu = Mexican
A Native American o
29 Nat|
30 Pu Portuguese
31 Afi Puerto Rican 50
32 Do
. Salvadoran
34 Pu South American
gg E: Vietnamese 2
S & PSS FEF S F
37 A & z&’,&\’ Gt & ST E TS
38 So S @°° & @‘° ¢ i S
R O P
40|Me ¥
41|Puerto Rican 333 182 26625
42/Puerto Rican 32 69 25554
43|Puerto Rican 3.1 533 25732
44 Puerto Rican 37 436 26814
45 | Dominican us 499 26820

46 | African American 335 483 2588,

1. Estadistica descriptiva Representacions grafiques



Histograma d'Excel, incorrecte

Notes de selectivitat d'un cert grup

Columnat [0.5) 4
[5.7) 6
Media 4147540984 [7.9) 8
Eror tipico 0,247100002 [9.10] 10
Mediana 35
Moda 3
Desviacion estandar 2729308728
Varianza de la muestra 7449126135
Curtosis -0,762999931
Coeficiente de asimetria 0396367005
Rango
Winimo 0
Maximo 10
Suma 506 Clase __ Frecuencia
Cuenta 122 E 59
o i |
8 21
y mayor 9

05 [5.7) 7.9 [2.10]
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Diagrama de barres, histograma

Diagrama de barres

@ S'utilitza per a variables nominals.

@ L'alcada de les barres és proporcional a la freqiiencia (absoluta
o relativa).

o L’'amplada és indiferent i ha de ser la mateixa per a totes les
barres.

@ No és licit truncar I'eix vertical.

Histograma

@ S'utilitza per a variables numeriques agrupades per intervals.

@ La superficie dels rectangles és proporcional a la freqiiencia
(absoluta o relativa). (Important si els intervals sén
d’amplades diferents).

o |L'amplada de cada rectangle és la de |'interval corresponent.
Els rectangles es toquen.

@ No és licit truncar I'eix vertical.
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Cal saber fer:

@ Taules de freqiiencia, a ma i amb un full de calcul.

@ Dibuixar, a ma i amb un full de calcul, diagrames de barres i
histogrames.

En un estudi sobre els moviments naturals de les colonies d'una
certa especie d'aus, s'han obtingut aquests resultats sobre la
distancia (en km) entre colonies:

65.8 69.4 69.4 69.7 715 722 741 754 758 76.3
772 776 776 779 783 78.8 789 812 8l.2 8l.7
82.3 823 82.4 845 84.7 852 854 88.2 90.2 923

Agrupeu la mostra en intervals i construiu la taula de freqliencies
corresponent. Dibuixeu un histograma. Feu-ho a ma i amb un full
de calcul.

1. Estadistica descriptiva Representacions grafiques



Moda (Mo)

@ Es el valor de fregiiencia maxima.

@ Si treballem amb dades agrupades per intervals (de longitud
igual): interval modal.

@ Es pot utilitzar en tot tipus de variables, també nominals.

@ Pot haver-hi més d'una moda (distribucions unimodals,
bimodals,...)

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mitjana (anglés: mean, castella: media)

Es la suma de tots els valors, dividida pel nombre de valors:

N k  n: k
X = i LN

@ Només té sentit en I'escala numeérica.

@ Hi intervenen tots els valors de X i esta molt influida pels
valors extrems.

@ Si les dades estan agrupades en intervals, utilitzarem les
marques de classe x; per obtenir un valor aproximat de X.

@ Comportament quan agrupem dues poblacions: una poblacié
de mida Ny amb mitjana X3 i una poblacié de mida N, amb
mitjana Xy. Si les agrupem, la mitjana total sera

X1N;y + XoNo X5+ Xo

X =
Ny + No 2

(en general)

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mitjana (anglés: mean, castella: media)

Més propietats de la mitjana

La mitjana té les mateixes unitats que la variable.

Si sumem dues variables, les mitjanes es sumen:

X+Y=X+Y

Si multipliquem la variable per una constant (exemple: canvi
d'unitat de mesura), la mitjana queda multiplicada per
aquesta mateixa constant:

aX=aX

La mitjana és lineal: aX +bY =aX +bY
Si a una variable li sumem una constant, a la mitjana també
se li suma aquesta mateixa constant: X +a=X +a

Perd la mitjana no és multiplicativa: X Y # X Y, en general.

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



Mitjana d’un producte i producte de les mitjanes

2

3

X=1{2,3}, X=25Y={12}, Y=15 XY =375
XY ={2,6}, XY = 4.

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mitjana

Cal saber fer:

o Calcular la mitjana a ma, amb calculadora i amb un full de
calcul.

@ Calcular la mitjana quan les dades estan agrupades per
intervals.

@ Calcular la mitjana a partir d'una taula de fregiiéncies.

Calculeu, a partir de la taula H fills H n; \ N; \ fi H
de frequencies, la mitjana del o M13] 13710.07
nombre de fills de les dones 1 72 85 0.33
d'una certa mostra: 2 01176 0.48
3 12 | 188 | 0.06

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mediana (anglés: median, castella: mediana)

La Mediana (Md) és aquell valor que deixa la meitat de les
observacions per sota i I'altra meitat per sobre.
Exemples

@ La mediana de 100, 27, 51, 3, 30 és 30.

@ La medianade 3,7, 3, 3,5, 3, 9és 3.

e La mediana de 5, 2, 3, 5, 5, 2 és 4. (Si el nombre
d’'observacions és parell, prenem la mitjana dels dos valors
centrals.)

@ Si tenim una taula de freqiiéncies, també podem calcular la
mediana facilment:

xi | ni | Nj
0| 7| 7
0| 7| 7
T 2111 1411
Md=1 2| 3|14 | Md=15
2314 Bl B i
311]15
31115
2 1116 41 1116
516122

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mediana

Calcul de la mediana quan les dades estan agrupades en
intervals

@ lgual que abans, es troba l'interval que conté la mediana
[Li, Liva].

@ Es fa una interpolacié lineal per trobar un punt d'aquest
interval que sigui una bona estimacié de la mediana:

LGN — N
Md = 1, 1 itz = Ni-t) _ 1)

nj

Generalitzacions de la mediana:

@ Quartils: @1, @ = Md, Qs.
@ Decils: Dy, ..., Do.
e Centils: Cq,..., Cog.

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mediana

Exemple

Hem estudiat el temps de coagulacié de la sang de 59 pacients i
tenim la taula de freqiiencies en que el temps de coagulacié (en
minuts) s'ha agrupat per intervals.

temps n; | N;
[0,5) 3 3
[5,8) 16 | 19
[8,11) |21 |40 | < la mediana és aqui
[11,14) | 13| 53

[14,00) | 6|59
2951
Md:8+3x(zf€n:95

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La mediana

Propietats de la mediana

@ Té sentit en |'escala ordinal.
@ No depeén dels valors, siné només de la seva ordenacié.

@ No es veu afectada pels valors extrems de la variable (en
contra del que li passa a la mitjana).

@ La mediana i la mitjana no s’han de confondre. Poden ser ben
diferents entre si. La diferencia entre la mitjana i la mediana
ens déna informacid sobre |'assimetria de la distribucid.

@ En moltes ocasions, s'invoca la mitjana quan el valor que ens
interessa realment és la mediana. Per exemple, si dema en Bill
Gates decidis venir a viure a Cerdanyola, la renda mitjana dels
habitants de Cerdanyola creixeria molt, pero la mediana de la
renda no variaria.

1. Estadistica descriptiva Mesures de tendéncia central



La variancia i la desviacié tipica

Variancia i desviacio tipica.

k . X)2p.
2 _ > im1(xi = X)n; s —+/s2

També s'utilitzen la variancia i la desviacié tipica corregides:

k )2
; i — X)n;
2 — Z,:15\’;_1 )°n s = /s2

A les calculadores, o, i 0,_1.

k k
1 < 1 Xni + X
5% = NZ(X:' — X)?n; = N > (< ni = 2xXn; +X ) =
i=1 =1
1 & 2 v _ 32
NZX?H;—QX +y: 2-X
i=1

1. Estadistica descriptiva Mesures de dispersié



La variancia i la desviacié tipica

Propietats de la variancia i la desviacié tipica

@ S6n nombres positius (o zero). S té les mateixes unitats que
la variable.

Si N és gran, hi ha poca diferéncia entre els valors corregits i
sense corregir.

@ Si a una variable li sumem una constant, la variancia no varia:
Var(X + a) = Var(X).

Si multipliquem una variable per una constant, la variancia
queda multiplicada pel quadrat d’aquesta constant:

Var(aX) = a° Var(X).

La variancia no és lineal. Var(X + Y) # Var(X) + Var(Y) (en
general).

@ La variancia d'una constant és zero.

Cal saber calcular la variancia i la desviacié tipica amb calculadora ‘
i amb full de calcul.

1. Estadistica descriptiva Mesures de dispersié



Altres mesures de dispersio

Altres mesures de dispersio

El rang, diferéncia entre els valors maxim i minim de la
variable.

El rang interquartilic, diferéncia entre Q3 i Q1.
El coeficient de variacié: CV = S/X (només per a variables
positives).

Els moments i els moments centrals

me= oS = - X

Observem que m; = X, pug =0 i pp = S2.
El coeficient d'asimetria (de Fisher): v = u3/S3. (Variancia
no nulla.)

El coeficient de curtosi (de Fisher): K = j4/S*. (Variancia
no nulla.)

1. Estadistica descriptiva Mesures de dispersio



Asimetria i curtosi

Ronald Fisher
1890-1962
bioleg i estadistic

La distribucié normal té asimetria zero (és simétrica) i curtosi
K =3.

1. Estadistica descriptiva Mesures de dispersié



Box Plot

@ L'escala de mesura de la variable és
a I'eix vertical.

La caixa central esta delimitada
pels quartils Q1 i Qs.

La linia gruixuda a l'interior de la
caixa és la mediana.

Els petits cercles denoten outliers:
observacions situades a més de 1.5
vegades el rang interquartilic de les
vores de la caixa.

Els “bigotis” o “patilles” de la
caixa es dibuixen en I'Gltima dada
situada a menys de 1.5 vegades el
rang interquartilic de les vores de la
caixa.

1. Estadistica descriptiva Mesures de dispersié



Conceptes basics

Estadistica bivariant

Dues variables X i Y referides a una mateixa poblacié.

X pren valors x1,...,xx, Y pren valors y1,...,y;. Per a cada
individu, tenim dos valors (X, Y). Podem estudiar cada variable
per separat:

e Freqiiencies nj;, freqiiencies marginals nj,, ne;.

o (Variables numeriques) mitjanes X, Y i variancies S%, S2
També podem presentar les dades en forma de taula de
contingencia. Exemple: comarca (nominal) i afectacié per
processionaria (ordinal).

nulla | lleu | notable | intensa
Bergueda | 60 18 57 21 156
Solsones 50 10 41 30 131
| | 110 | 28 | 98 | 51 ][ 287 |

Podem dibuixar també un nivol de punts o diagrama de dispersid.
(Practiqueu-ho amb un full de calcul.)

1. Estadistica descriptiva Estadistica bivariant



La covariancia

La covariancia

Cov(X, V) = Y i =Xy = YV)n=XY =X Y

Necessita I'escala numerica i té unitats.

Pot ser positiva o negativa.

Es simetrica respecte de X i Y: Cov(X, Y) = Cov(Y,X).
Cov(X, X) = Var(X).

La covariancia mesura la no commutativitat de “mitjana” i
“producte”.

@ Cal saber fer: calcular la covariancia amb la calculadora i amb
full de calcul.

1. Estadistica descriptiva Estadistica bivariant



Els coeficients de correlacié i determinacié

Karl Pearson El coeficient de correlacié de Pearson

1857-1936 Cov(X, Y)
rxy = 5.5,

o Es un nombre sense unitats, entre —1 i 1:
—1<rxy <L
o Es simetric respecte de X i Y: rx y = ry x.

@ r > 0 indica una relacié directa entre X i Y.
r < 0 indica una relacié inversa entre X i Y.

o —0.5 < r <0.5: correlacié lineal feble.
@ r proper a =1: bona correlacié lineal.

@ Coeficient de determinacié: r)2< y- Indica
quina part de la variabilitat de Y s'explica
per la variabilitat de X.

1. Estadistica descriptiva Estadistica bivariant



a recta de regressio

Si el coeficient de correlacié ens diu que hi ha una correlacié lineal
acceptable entre X i Y, podem aproximar el nivol de punts per
una recta.

(Og) d9- & Massachusetts isx - Microsoft Excel o= ox

2
—/ inido | Insertar | Discodepagina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Acrobat @- o x

F E e B e Sl D) @ H 2 4 0w o

Tabla  Tabla | Imagen Imagenes Formas SmartArt Columna Llinea Circular Bara Area Dispersion Otros | Hipenvinculo | Cuadro Encabezadoy Wordart Linea de Objeto Simbolo

ainamica - prediseadas graficos - etexto pie depagina - i
Tablas lustraciones Grificos % vineuios Teto
1 - £ v
A B [ D E F G H J K L M N [0} B [
1 étnia [ ¥ w
2 Puerto Rican 33,7 485 1836,3|
3 |Sabvadoran %5 504 1932,
4 Cambodian 33,7| 489 19462
5 |Cape Verdean 327 457 2124 4§
6 |Puerto Rican 333 493 21481
7 |Puerto Rican 314 421 2189
8 |African American 316 443 21752
9 |Puerto Rican 323 46.0 2182.2)
10 Salvadoran 311 436 21964}
11 | African 3438 499 2201,1
12 European 33,7| 472 2240 4§
13 | African American 328 478 2302.2)
14 Dominican 338 464 23033
15 Brazilian 324 479 2304,0f
16 | African American 337 468 2364.6|
17 |Puerto Rican 316 46.2 2364.7|
18 Puerto Rican 354 495 2367 4f
19 Puerto Rican 344 493 2369.6|
20 Puerto Rican 329 456 2372.4f
21 Cambodian 336 473 23829
22 |Guatemalan 341 49.0 24103
23 Puerto Rican 324 473 24219
24 African American 333 49.0 2440 8|
25 Salvadoran 344 495 2448 2
26 |Portuguese 343 489 2467 3|
27 Puerto Rican 354 495 2468,0|
28 African American 339 475 24859
29 |Native American 342 483 2498.7|
30 Puerto Rican 348 498 2499.4] 300
31 | African American 338 4712 2502.4f
i S il T 420 430 440 450 450 470 480 490 500 510 520 530 540 550 560 570
33 Puerto Rican 326 459 25143
34 Puerto Rican 339 4856 2536,8|
35 Puerto Rican 34,0 489 2538.5|
36 Puerto Rican 325 440 25403 e 2
37 African American 343 419 2542, Y pes en funcié de X longitud
38 South American 331 454 2545.7]
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Calcul de la recta de regressio

La recta de regressié de Y respecte de X és:

~ Cov(X,Y) 2V _ bX

y=bx+a, b= 5)2< ,

Propietats de la recta de regressié

@ Es la recta que minimitza la diferencia entre el valor observat
de Y per un X donat i el valor de Y calculat amb I'equacié
de la recta.

@ Passa pel punt (X,Y) i té pendent igual a b.
@ Només té valor predictiu per a valors de X propers a X i
valors de r propers a £1.

@ Cal triar quina variable prenem com a independent: La recta
de regressié de Y respecte de X no és la mateixa que la recta
de regressié de X respecte de Y.

1. Estadistica descriptiva Estadistica bivariant



En un estudi classic es va estudiar la correlacié entre el consum de
tabac i el cancer de pulmé els anys 60 als USA. La mostra és de 15
estats. X = consum mitja de cigarretes per habitant i any, en
milers. Y = morts per cancer de pulmé per cent-mil habitants i
any. Els resultats observats van ser aquests:

X |18 | 26 | 18 | 29 | 31| 34 | 40 | 28
Y | 17.0 | 198 | 16.0 | 22.1 | 22.8 | 24.6 | 27.3 | 23.6

X120 ] 28|26 | 22| 22|23 |22
Y | 13.6 | 22.8 | 20.3 | 16.6 | 16.8 | 17.7 | 255

@ Podeu afirmar que el nombre de morts per cancer de pulmé
depén linealment del consum de tabac? (Si, perque r = 0.81)

@ Si en un estat el consum de tabac fos de 2.5, quin nombre de
morts per cancer de pulmé podriem esperar?(y = 20.0)

@ Si en un estat el nombre de morts per cancer de pulmé és de
21.5, quin consum de tabac podem esperar? (x = 2.71)

Resoleu-ho amb calculadora i amb full de calcul.

1. Estadistica descriptiva Estadistica bivariant
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Multiplicitat d’usos de la paraula probabilitat

@ Els experts estimen en un 60% la probabilitat de trobar nous

jaciments de petroli a la costa de Tarragona.

Amb 6 daus és més probable una doble parella que una parella.

La probabilitat de pluja dema, a Cerdanyola, és del 30%.

Crec que tinc una probabilitat del 50% d’aprovar aquest test.

Es molt probable que aquest cap de setmana em quedi a casa.

Si fumes, és probable que tinguis problemes cardiacs.

No és impossible, perd és molt improbable.

L'atzar no existeix: tot esta determinat.

Tot és fruit de I'atzar, tot és aleatori. (Random)

Es molt probable que la causa de I'extincié dels dinosaures fos

la caiguda d'un meteorit.

@ Si una dona té dos fills, hi ha tres possibilitats: dos nois, dues
noies o un de cada. Per tant, la probabilitat de tenir-ne un de
cada és un terg. (O no??)

@ Quina és la probabilitat que dema es faci de dia? | que el
Barca guanyi la Iliga la temporada que ve?

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Aleatorietat i probabilitat

Dues interpretacions fonamentals de probabilitat:
@ Frequeéncia dels diversos resultats d'un experiment aleatori.

@ Grau de confianca que un fet es produeixi, a partir de
I'evidencia de qué es disposa (Thomas Bayes, 1702-1761).

Experiment aleatori

Es un experiment ben definit, indefinidament repetible, del qual
coneixem quins sén els resultats possibles, perdo no podem predir
quin sera el resultat que es donara en cada nova execucié de
I'experiment.

.

Probabilitat matematica: idea general

En un experiment aleatori, la probabilitat d'un cert resultat és la
freqiiencia d'aquest resultat en el Iimit, quan repetim |'experiment
un nombre de vegades que tendeix a infinit.

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Conceptes basics

@ Experiment aleatori

@ Espai mostral Q: el conjunt de tots els possibles resultats de
I'experiment.

@ Un esdeveniment és qualsevol conjunt de resultats possibles.

Si llancem un dau, |'espai Llancem una moneda fins que surti
mostral és “cara” i prenem nota de quantes
vegades I'hem haguda de llan¢ar. Aqufi

0={1,2,3,4,5,6}. I'espai mostral és infinit numerable:

Un esdeveniment pot ser Q=1{1,2,3,4,...,00}

“que surti un 3" o "“que

surti un nombre parell” o Esdeveniments: ‘“I’hem llancada entre

“que no surti ni un 1 ni un quatre i sis vegades”, “I'hem llancada

6", etc. més de deu vegades”, “I'hem llancada

L'espai mostral és finit. un nombre primer de vegades”, etc.

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Espais mostrals infinits

Tambe ens interessa estudiar experiments aleatoris on |'espai
mostral és infinit no numerable. Per exemple:

@ Escollim un individu a I'atzar i li mesurem el contingut de
glucosa a la sang, en mg/dL. El resultat és un nombre real
positiu: Q = [0, o).

@ Mesurem, cada deu segons, la temperatura de |'aire que entra
per un cert sistema de ventilacié. Q = R.

Si Q és no numerable, hi ha dificultats Jakob Bernoulli
matematiques importants que fan inviable 1654-1705
acceptar com a esdeveniment qualsevol
conjunt de resultats. Cal que el conjunt de
resultats sigui mesurable perqué se’'l pugui
considerar un esdeveniment. A la practica,
tots els conjunts que trobarem sén
mesurables.

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Conjunts, teoria elemental

Conjunts A, B, C,..., elements x € A, y ¢ C. Subconjunts
AC B.

A={a,b,c,d,...}.

Dos conjunts sén iguals si tenen exactament els mateixos
elements.

X = {x € Y| x compleix la propietat P}.

Conjunt buit: @ = {}, el conjunt que no té cap element.
Unié: AU B. Interseccié: ANB. (ANB) CAC (AUB)
Complement: A€. (A°)° = A.

Lleis de Morgan: (AU B)c = AN B°. (AN B)¢ = A°U B°.
Conjunts disjunts: A i B sén disjunts si no tenen cap element
en comd, és a dir, siANB =@.

Unions i interseccions infinites: |Ji2; Ai, iy Bi

Diagrames de Venn.

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Conjunts i esdeveniments

Hi ha una correspondéncia entre el llenguatge de conjunts i el
llenguatge d'esdeveniments:
e AUB<«= “Ao B".
ANB«< "Ai B".
A <= "no A".
& <= "“I'esdeveniment impossible”.
Q <= "l'esdeveniment segur”.
ANB =g <= "Ai B sén esdeveniments incompatibles”.
A = {a} <= "A és un esdeveniments elemental’

® ©6 6 6 6 o

Es a dir, I'esdeveniment impossible és “I'experiment no déna cap
resultat”; I'esdeveniment segur és “I'experiment déna algun
resultat d'entre tots els possibles”.

Dos esdeveniments sén incompatibles si mai no poden succeir a
I'hora. Per exemple, si llancem un dau, els esdeveniments A ="surt
un nombre parell” i B ="surt un nombre més gran que quatre” no
sén incompatibles, mentre que A ="surt un nombre parell” i

C ="surt un cinc” si que sén incompatibles.

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat 7/1




Definicié axiomatica de probabilitat

Quan els matematics no saben (o no volen) definir un concepte,
utilitzen el métode axiomatic:

Definicié axiomatica de probabilitat

En un experiment aleatori, la probabilitat és una funcié que assigna
a cada esdeveniment A un nombre real entre 0 i 1 (ambdds
inclosos), P(A), anomenat la probabilitat d’aquest esdeveniment.
Aquesta funcié ha de complir dues propietats:

© La probabilitat de I'esdeveniment segur és igual a 1:

P(Q) = 1.
@ Si tenim una quantitat finita o numerable d’esdeveniments
A1, A, ..., incompatibles dos a dos,

P(U Aj) = Z P(A;).

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat



Propietats elementals de la probabilitat

Es dedueixen facilment de les dues propietats basiques:

e 6 6 o

P(no A) =1 — P(A).

P(2) = 0: I'esdeveniment impossible té probabilitat zero.

Si A C B, aleshores P(A) < P(B).

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B). En particular, si Ai B
sén incompatibles, P(A o B) = P(A) + P(B).

No hi ha cap férmula que permeti calcular, en general,
P(A'i B) a partir de P(A) i P(B).
Els diagrames de Venn permeten interpretar la probabilitat

auy ”

com una mena de “area”.

fixeu-vos en la distincié entre “Un esdeveniment impossible” i
“Un esdeveniment de probabilitat zero”. L'esdeveniment
impossible té probabilitat zero, pero hi pot haver
esdeveniments de probabilitat zero que no sén impossibles.
(Exemple: penseu en |'experiment de llangar una moneda fins
que surti “cara”.)

2. Probabilitat El concepte matematic de probabilitat
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“Casos favorables dividits per casos possibles”

La probabilitat d'un 6 quan llancem un dau és 1/6. Per que?
Perque hi ha sis possibles valors i només un m'interessa (“és
favorable”). En aquests casos, per calcular la probabilitat n’hi ha
prou amb dividir el nombre de casos favorables entre tots els casos
possibles. Pero aquest resultat només sera cert si estem suposant
que el dau és perfecte i, per aix0, tots els valors sén igualment
probables. En direm Probabilitat classica.

Probabilitat classica

Parlarem de Probabilitat classica si:
O Q és finit. Només un nombre finit de resultats possibles.

@ Tots els esdeveniments elementals tenen la mateixa
probabilitat.

Si aix0 passa, la probabilitat d'un esdeveniment A es calcula aixi:

nombre d'elements de A

P(A) =

nombre d'elements de Q°

2. Probabilitat Probabilitat classica



Independencia

Direm que dos esdeveniments sén independents si el fet que un
d’ells succeeixi “no influeix” en la probabilitat que I'altre succeeixi.

@ Llancem un dau dues vegades. El fet que en el primer
llancament surti, diguem, un 3, no influeix en que en el segon
llancament surti, diguem, un 5. Els esdeveniments “treure un
tres en el primer llancament” i “treure un cinc en el segon
llancament” sén independents.

@ Escollim dues cartes d'una baralla i ens les quedem.
L'esdeveniment “treure un as com a primera carta” i
I'’esdeveniment “treure un tres com a segona carta” no sén
independents. (Per queé?)

Definicié matematica d'independencia
Direm que A i B sén independents si P(A i B) = P(A) - P(B).

(Penseu per que aquesta definicié tradueix la idea intuitiva
d'independeéncia.)

2. Probabilitat Esdeveniments independents 11/1



1)\ 9 - s estxls [Modo de compatibilidad] - Microsoft Excel Herramientas de graficos
22 e |t G el Ve e e | veis Ao Faate
i Corta Gator (Cuerpo) <10~ [ A” A" [~ . oz ;
e —— P i} = K

PO artomato || [N E ][ e 3 8 - . = | serar i pormato | ! pary
Portspapeles Fuente B Ainescion Nimero sios Celans Moditicr
1arifico - £ 2

B [ D E F G H J K L M N 6] B Q R 'f

1 1 1 1,0000

2 1 2 1,0000

3 0 2 0.6667

4 1 3 07500 =

5 0 3 0.6000 '1.0000 3

6 0 3 0.5000

7 1 4 05714

8 0 4 0,5000 |

L 0 4 04444

10 0 4 0,4000

1" 0 4 0,3636

12 0 4 03333 p.8oco

13 1 & 0.3846

14 0 5 03571

15 1 6 0.4000 b,7000

16 1 7 04375

17 0 7 04118

18 0 7 0,3889

19 0 7 0.3684 I peoce

20 0 7 0.3500 4

21 0 7 0ms M

2 1 8 0,3636 10,5000

23 0 8 03478

24 0 8 03333

25 1 9 0.3600

26 1 10 03846 |

27 0 10 03704

28 0 10 03571

N 0 10 0,348 0.3000

30 0 10 03333

kil 1 1" 0.3548

32 [} 1" 03438 b.2000

33 0 1 0,3333 BT

2 : g 1 31 61 a1 121 151 181 11 21 m

35 0 1" 03143

36 0 1 0.3056

37 1 12 0,3243

3 0 2 0315 Percentatge de cares en 300 llangaments aleatoris d'una moneda

39 1 13 03333

40 1 14 0,3500

41 1 15 0,3659

42 0 15 03571

43 1 16/ 03721

44 0 16 0,3636

45 0 16/ 0,3556

46 0 v

W 4 v ¥ Hojal | Hoja5 ~Hoja2 ~ Hoja4 ~ Hoja3 ¢ R m B




Gambler’s ruin

(Ca)\d 9 - & estxls Modo de compatibilidad] - Microsoft Excel -5 x
= Inicio Insertar Disefio de pagina Férmulas Datos. Revisar Vista Acrobat @ - =7 x
S S O ) SETir e
(W& 8 (B[O A el Contnar ¥ centr | RO AR 700 2 e[ oS [ o e D
Portapapeles 15 Fuente 5 Alineacién = Nimero 5 Estilos Celaas Modificar
142 - £
A B [ D E I3 G H J K L M N 9] B Q

1 1 0 0 0,0000 18

2 2 0 0 0,0000 17

3 3 0 0 0.0000 16 =5

4 4 1 1 0.2500 17

5 5 1 204000 18

6 6 0 2 03333 17

7 7 1 3 04286 18

8 8 1 4 0.5000 19

9 9 0 4 04444 18

10 10 0 4 0.4000 17

" 1" 0 4 0.3636 16

2 12 0 4 03m 16

13 13 0 4 03077 14

14 14 1 5 0.3571 15

15 15 1 6 0.4000 16

16 16 0 6 0.3750 15

17 17 0 6 0.3529 14

18 18 0 6 03333 13

19 19 1 7 03684 i

20 20 0 7| 0.3500 13

21 21 0 7| 03333 12

22 22 1 8 0.3636 13

23 23 0 8 0.3478 12

24 24 1 9 0.3750 13

25 25 0 9 0,3600 12

2 2 1 0 03846 &l

27 27 0 10 0.3704 12

28 28 1 " 03929 13

29 29 0 " 0,3793 12

30 30 0 1" 0,3667 1 -10

31 31 1 12 0.3871 12 1 101 201 301 401 501 601 701 801 901

32 32 1 13 0,4063 13

] E] 0 1B 03939 12

34 34 1 14 04118 13

35 35 1 15 04286 14

36 36 0 15 04167 13

37 37 0 5 04084 12

3 E

3 3 0 5 03u7 " Gambler's ruin

39 39 0 15 0.3846 10

40 40 1 16 04000 1" 1000 partides a cara/creu a 2 euros la partida

41 41 0 16 0.3902 10

2 2 0 6 03810 9 Capital inicial: 20 eurcls

43 43 0 16 03721 8

44 44 0 16 0,3636. 7| t
<> [ Hojat | Hoja5 , Hoja2 ~Hojad  Hoja3 , 3 0| m

Lo




producte, permutacions, nombres combinatoris

Combinatoria: La ciéncia de comptar quants elements hi ha en un
cert conjunt.

@ La regla del producte: Si tinc 5 samarretes, 2 jerseis i 3
pantalons, em puc vestir de 5 x 2 x 3 = 30 maneres diferents.

© Permutacions: De quantes maneres es poden ordenar n
objectes? Resposta: n! =n(n—1)(n—2)---3-2-1
(“factorial de n"). Observacié: 0! =11 =1

© Nombres combinatoris: Tenim un conjunt de n elements i
n'hem d’escollir k. De quantes maneres ho podem fer?
Resposta:

<n):k n! n(n—1)--(n—k+1)

I(n — k)! kI

(“n sobre k". En angles: “n choose k").
Observacié: (5) =1, (1) =n, (1) = (,"4)-

2. Probabilitat Repas de combinatoria elemental



Exercicis de probabilitat classica (n’hi ha de forca dificils!)

© Una dona té dos fills. Quina és la probabilitat que siguin de
sexe diferent?

@ Hi ha 23 persones en una festa. Quina és la probabilitat que
n'hi hagi dues (o més) que facin anys el mateix dia?

© Tenim sis parells de guants i fem sis parelles oblidant que els
guants tenen ma. Quina és la probabilitat que no haguem fet
cap parella correcta?

@ Llancem un dau sis vegades. Quina és la probabilitat que no
surti cap valor repetit?

© EIl 1654, un famds jugador, el Chevalier de Méré, va proposar
a Fermat i a Pascal aquest problema: Dos jugadors decideixen
jugar partides d'un cert joc d'atzar (equitatiu) fins que un
d’ells n"hagi guanyat sis, moment en que es quedara amb
I'aposta. Quan un jugador ha guanyat 4 partides i I'altre 3, el
joc s'ha d'interrompre per forca major. Quina és la manera
justa de repartir I'aposta entre els dos jugadors?

2. Probabilitat Repas de combinatoria elemental



Exercicis de probabilitat classica

o

2]

Si un paquet de cartes esta ben remenat, quina és la
probabilitat que els quatre asos estiguin junts?

Calculeu les probabilitats de les jugades amb 5 daus de poker.
Un avié pot volar amb la meitat dels seus motors, perd no
amb menys. Qué és més segur, un avié de dos motors o un de
quatre motors?

(El problema de les dues capses de llumins de Banach). Un
matematic compra dues capses de 20 llumins i se'n posa una
a cada butxaca. Quan necessita un llumi, I'agafa d’'una
butxaca o I'altra, a I'atzar. En un moment donat, vol un Illumfi
i el busca a la capsa de la butxaca de la dreta, pero aquesta
capsa és buida. Quina és la probabilitat que a la capsa de
I'altra butxaca hi hagi exactament 10 llumins?

Capturem 100 truites d’un llac, les marquem i les tornem al
llac. Passat un temps, capturem 100 truites i en trobem 7 de
marcades. Quina és la probabilitat que aixo passi si el llac
conté n truites?. Feu una estimacié sobre el valor de n.

2. Probabilitat Repas de combinatoria elemental
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Probabilitat condicionada

WHOAL WE SHOULD GET INSIDE!

ITS OKAY! LIGHTNING ONLY KILLS
ABOUT 45 AMERICANS A YEAR, S0
THE CHANCES OF DYING ARE ONLY
ONE IN J00p 000, LETS GO ON!
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Probabilitat condicionada

WHOA! WE SHOULD GET INSIDE!

g ITS OKAY! LIGHTNING ONLY KILLS
g ABOUT Y5 AMERICANS A YEAR, SO
THE CHANCES OF DYING ARE ONLY

ONE IN 7000000. LETS GO ON!

THE ANNUAL DEATH RATE AMONG PEOPLE
WHO KNOW THAT STATISTIC 1S ONE IN SIX.

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



El concepte de probabilitat condicionada

Definicié

La probabilitat condicionada P(A|B) és la probabilitat que
succeeixi |'esdeveniment A quan ja sabem que |'esdeveniment B ha
succeit. Es calcula aixi:

P(AN B)
P(B) ’

P(A|B) = P(AN B) = P(A|B)P(B).

Exemple: El 5% dels homes i el 0.25% de les dones d'una certa
poblacié sén daltonics. Si la poblacié té un 52% de dones, quina
és la probabilitat que un individu a I'atzar sigui daltonic?

D = daltonic; M = masculi; F = femeni. Volem calcular P(D).

P(D)=P((DNM)u(DNF))=P(DNM)+ P(DNF)

= P(D|M)P(M) + P(D|F)P(F)
= 0.05 x 0.48 + 0.0025 x 0.52 = 0.0253

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



Férmula de les probabilitats totals

Férmula de les probabilitats totals

Si descomponem |'espai mostral en esdeveniments A;, Az, As, . ..
disjunts dos a dos, aleshores

P(A) = P(A|A1)P(A1) + P(A|A2)P(Az) + P(A|A3)P(As) + - -

Si sabem la probabilitat de A condicionada a B i volem saber la
probabilitat de B condicionada a A, fem aixo:

Una férmula molt atil

P(A)

P(AIB) = P(BIA) 55

Exemple: En la situacié de I'exemple anterior, si escollim una
persona a l'atzar i observem que és daltonica, quina és la
probabilitat que sigui una dona?

P(F) 0.52
P(F|D) = P(D|F) ) — 0.002 ~ 0.0514
(FID) = P(DIF) 55y = 0-0025 x 5oeg ~ 0-05

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



En un concurs televisiu hi participen parelles mare—filla. Avui,
concursen |I'Aina i la seva filla Noa. L'Aina ens explica que té en
total dos fills. Quina és la probabilitat que I'altre fill de I'Aina sigui
de sexe masculi?

Resposta 1 (incorrecta)

L'altre fill pot ser un noi o una noia i els dos esdeveniments sén
igualment probables (aprox.). Per tant, la resposta és P = 0.5.

Resposta 2

La informacié que tenim sobre I'Aina és que té dos fills i un és
femeni. Hem de calcular la probabilitat condicionada
P(un fill masculi | dos fills i un és femeni). Posem m ="un fill
masculi”; F ="dos fills i un és femeni’. Tenim:

P(miF) #{noi-noia, noia-noi} 2

P F = = = —
(mlF) P(F) #{noi-noia, noia-noi, noia-noia} 3

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



La férmula de Bayes

Combinant la férmula de les probabilitats totals i la “férmula molt
atil”, obtenim la famosa férmula de Bayes:

La formula de Bayes

Si descomponem |'espai mostral en esdeveniments disjunts dos a
dos B = A1, Ay, As, ..., aleshores

P(AB)P(B)
P = BlalaP(AL) + P(ATAZ)P(Az) + P(AIAS)P(As) + -

Exemple: En una pregunta hi ha m =5 opcions de resposta i

només una és correcta. L'estudiant té una probabilitat p = 0.5 de

saber la resposta. Si respon correctament, quina és la probabilitat

que sabés la resposta?

K = "sap la resposta”; C = “respon correctament”. P(K|C) =7
P(C|K)P(K) mp 5

PIRIC) = B(CTRIP(K) + P(CIKE)P(KY) ~ T+ (m—1D)p 6

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



El classic exemple de la malaltia estranya

Exemple: En una analisi de sang ens detecten una certa malaltia
estranya (afecta només una persona de cada 100,000) i aleatoria.
Ens informen que el test que ens han fet té una gran fiabilitat:
déna només un 1 per mil de falsos positius i un 0.5 per mil de
falsos negatius. Quina és la probabilitat que, realment, tinguem
aquesta malaltia estranya?
Resposta: S = “estic sa”; M ="estic malalt”; + = “el test ha
donat positiu”. P(M|+) =7

P(+|M)P(M)
(+IM)P(M) + P(+|5)P(S)
B 0.9995 x 0.00001
~0.9995 x 0.00001 + 0.001 x 0.99999

Es a dir, la probabilitat és, aproximadament, d’una entre cent.
(Sorpresa??)

P(MI+) = 3

~ 0.0099

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



El classic exemple de la malaltia estranya

Una altra manera de resoldre aquest exercici és fer una taula de
contingéncia amb una poblacié hipotetica de, per exemple, mil
milions de persones:

+ —
M 9,995 5 10,000

S | 999,990 | 998,990,010 | 999,990,000
1,009,985 | 998,990,015 | 1,000,000,000

9995

= 1009985 ~ 0.0099

P(M|+)

2. Probabilitat Probabilitat condicionada



Dos exercicis per discutir

@ E/ famds problema Monty Hall. En un concurs hi ha tres
portes i darrera d'una d'elles hi ha un premi. Les altres dues
no donen premi. El concursant tria una porta. El presentador,
abans d'obrir la porta escollida, obre una de les dues altres
portes i mostra que no té premi. Aleshores, déna al
concursant I'opcié de canviar de porta.

Quina és la millor estratégia per al concursant: canviar de
porta o no canviar? O potser és indiferent? Per que?

@ Tres cartolines iguals. Una és negra per les dues cares, |'altra
és vermella per les dues cares i la tercera té una cara de cada
color. Triem una cartolina a cegues i la deixem sobre la taula.
Mostra color vermell. S’admeten apostes sobre el color de
I'altra cara. Per quin color apostaries? Per que? Es indiferent?

2. Probabilitat Probabilitat condicionada
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Exemples

Obrim un document per una pagina a l'atzar i comptem
quants errors ortografics hi ha.

Comprem una bombeta i mirem quantes hores funciona abans
de fondre's.

Trugquem un servei d’ambulancia i mesurem el temps que triga
a arribar.

Escollim a I'atzar una setmana de |'any passat i prenem nota
de quants accidents hi va haver en aquesta setmana en un
tram concret d'una carretera.

Analitzem una dosi d'un cert medicament i mesurem la
quantitat de principi actiu que conté.

Escollim a I'atzar un pack de 12 ous i mirem quants n'hi ha de
trencats.

Capturem un ocell en migracié i mesurem el seu pes.

En un dia a I'atzar, mirem quantes persones han viatjat en
una certa ruta aeria.

Escollim un passatger a I'atzar i mirem amb quina antelacié
ha arribat a I'aeroport.

3. Variables Aleatories Que és una variable aleator



Variable aleatoria

@ Llancem dos daus i designem per X la suma dels seus valors.

Observem:
© Realitzem un experiment aleatori: llancar dos daus i mirar
quins valors surten. Per tant, tenim espai mostral €,
esdeveniments i probabilitat.
@ A partir del resultat de I'experiment evaluem una certa funcié
numerica X: la suma dels dos valors.

Definicié de variable aleatoria Variables discretes

Una variable aleatoria és una Si X pren només una quantitat
funcié finita o numerable de valors,
X:Q—R direm que X és discreta.

Exemple: En la llista anterior,
distingiu quines variables sén
discretes i quines no.

on €2 és un espai mostral i, per
tant, tenim una funcié de
probabilitat P sobre Q.

3. Variables Aleatories Queé és una variable aleator



Funcié de distribucié i funcié de probabilitat

@ Llancem dos daus i designem per X la suma dels seus valors.
Ens podem preguntar coses com aquestes:
@ Quina és la probabilitat que X valgui 37 P(X = 3) =7
@ Quina és la probabilitat que X valgui menys de 77
P(X <7)="

@ Quina és la probabilitat que X estigui entre 4 y 10, excloent 4
i incloent 10?7 P(4 < X <10) =7

Funcié de distribucié i funcié de probabilitat

Si X és una variable aleatoria discreta, coneéixer la funcié de
distribucié (resp. probabilitat) de X (*“la distribucié de X") és
coneixer els valors P(X < k) (resp. P(X = k) per tot k.

Exemple:
P(A<X<8)=PX=5)+PX=6)+P(X=7)+P(X=28)

3. Variables Aleatories Funcié de distribucié i funcié de probabilitat



Funcié de probabilitat. Exemples

@ Llancem dos daus i designem per X la suma dels seus valors.
La funcié de probabilitat de X és:

P(X=2)=P(X=12)=1/36 P(X =5)=P(X =9)=4/36
P(X =3)=P(X=11)=2/36 P(X =6)=P(X =8) =5/36
P(X =4)=P(X=10)=3/36 P(X =7)=6/36

@ Llancem una moneda tres vegades i designem per Y el
nombre total de cares que obtenim.

P(Y=0)=P(Y=3)=1/8 P(Y=1)=P(Y=2)=3/8 |

@ Llancem una moneda fins que surti cara i designem per Z el
nombre de vegades que I'hem llancada.

P(Z=k)==  P(Z=00)=0

3. Variables Aleatories Funcié de distribucié i funcié de probabilitat



Esperanca d’una variable aleatoria

Definicié d'esperanca

Si una variable aleatoria X pren valors {x;}, la seva esperanca és:

E(X)=pux =Y _xi P(X = x)

Exemples: Si X, Y, Z sén com en els exemples anteriors;

1 2 3 1
E(X)=2x — — 44 — 44+ 12x — =7
(X) ><36+3><36+ ><36+ + ><36
3 1
E(Y):0><f+1><§—|—2><7+3><§:3/2
E(Z)—1><7+2><1—|—3><f+ —i£—2
B 4 8 =t

E(X) representa el valor que obtindriem, en mitjana, si evaluéssim
X un nombre molt gran de vegades.

3. Variables Aleatories Esperanca i variancia



Propietats i variables Bernoulli

Propietats de |'esperanca

E(X+Y)=EX)+E(Y) Un joc just és aquell en que el
E(aX + b) = aE(X)+ b guany net té esperanca zero.
En general, Per que? Hi ha algun joc
E(XY) # E(X)-E(Y) d’atzar just a la vida real?

@ Considerem un cert fenomen aleatori que pot succeir amb
probabilitat p (Exemple: escollim un individu al atzar i li
preguntem si és fumador; marquem un ndmero de telefon i
mirem si respon; considerem un cert producte financer i
mirem si dema puja el seu valor;...) Sigui X la variable
aleatoria que val 1 si el fenomen succeeix i 0 si no succeeix.
L'esperanca de X és:

E(X)=1xP(X =1)+0xP(X =0) = 1xp+0x(1—p) = p

Direm que X és una variable de tipus Bernoulli.

3. Variables Aleatories Esperanca i variancia



Variancia

Definicié de variancia
Si una variable aleatoria X pren valors {x;} i té esperanca ux, la
seva variancia és:

Var(X) = 0% = Z(X; — ux)? P(X = x)

Propietats

Var(X) = E(X?) — E(X)? e X = resultat de llangar un dau.
Var(aX + b) = a? Var(X) E(X)=7/2, E(X?) =91/6,
En general, Var(X) = 35/12.

Var(X+Y) # Var(X)+Var(Y) @ X = variable Bernoulli. X = X?,
E(X) = E(X2) = p,
Var(X) = p — p* = p(1 — p) = pq.

3. Variables Aleatories Esperanca i variancia



Variables independents

X i Y seran independents si els valors que pren X no afecten la
probabilitat dels valors que pot prendre Y. Mes exactament:

Definicié de variables aleatories independents

X i Y sén independents si, per tots els valors k, k’, els
esdeveniments X < k i Y < k’ sén independents. Es a dir:

P((X < k)i (Y <K))=PX<kP(Y<K)

La Covariancia és Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). SiXiY
sén independents, aleshores:
e Cov(X,Y)=0.
o E(XY)=E(X)E(Y).
e Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y):
Var(X+Y) = E((X+Y)?)—E(X+Y)? = E(X?)+E(Y?)+2E(XY)—
E(X)? — E(Y)? = 2E(X)E(Y) = Var(X) + Var(Y)

3. Variables Aleatories Independéncia 9/1



Funcié de densitat

Una variable aleatoria continua és aquella que pren una quantitat
no numerable de valors i la probabilitat de X < a es calcula com la
integral d'una funcié. Més exactament:

Definicié de variable aleatoria continua

X és continua si existeix una funcié f, anomenada funcié de
densitat de X tal que

a

P(X < a) :/ f(x) dx

—00

Recordeu que la integral d'una funcié no és altra cosa que |'area
sota de la funcié.

3. Variables Aleatories Variables aleatories continues



En una variable continua, els valors individuals tenen sempre
probabilitat zero:
P(X=k)=0

Només tenen (poden tenir) probabilitat positiva els intervals:
P(X <a), P(X>b), Plc<X<d),...
En particular, en una variable continua
P(X <a)=P(X < a)

P(X > a) = P(X > a)

(Aix0 no és cert en una discretal)

3. Variables Aleatories Variables aleatories continues



Esperanca i variancia en el cas continu

Per a variables continues, I'esperanca i la variancia es defineixen
utilitzant la integral en lloc del sumatori:

Esperanca

E(X)—/Ooxf(x)dx Var(X):/oo(x—uX)2f(x)dx

També: Var(X) = E(X?) — E(X)>.

3. Variables Aleatories Variables aleatories continues
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Experiments de Bernoulli

Un experiment de Bernoulli és un experiment aleatori amb dos
tnics resultats:

o exit, X = 1.

@ fracas, X = 0.
En cada cas, caldra fixar qué entenem per éxit i qué entenem per
fracas. La variable aleatoria X té aquestes propietats:

Variable de tipus Bernoulli

E(X)=p, Var(X)=pq

@ Llancem una moneda i mirem si surt cara.

@ Escollim una persona que acaba d’emetre el vot en un
referendum i li preguntem si ha votat “si”

@ Fem una analisis de sang a un pacient i mirem si el nivell de
triglicerids esta en un cert interval.

@ Un jugador de basquet llang¢a un tir lliure i mirem si puntua.

@ Fan un control d'alcoholémia a un conductor escollit a I'atzar

i ens fixem en si és sancionat.

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié binomial



Experiments amb distribucié binomial

Llancem un dau tres vegades i comptem el nombre total de sisos.

Distribucié binomial
X té distribucié binomial si X compta el nombre total d'exits en n
experiments de Bernoulli independents.

X ~ B(n, p)

X ~ B(3,1/6). Nombre de resultats: 6 x 6 x 6. D’aquests:
@ Capsis. X =0. 5x5 x5 vegades.
@ Unsis. X=1.1x5x54+5x1x5+4+5x5x1 vegades.
@ Dossisos. X =2. 1 x1x5+1x5x1+5x1x1vegades.

@ Tres sisos. X = 3 1x1x1=1 vegades.

5 5 1 5 5
PIX=0)=2x2x> PX=1)=3x-x>x->
(X=0)= 6 x5 %5 P )=3x5%56%%

5 1 1 101 1
PX=2)=3x>x2xz PX=3)=2>x>x=
(X=2)=3xgxgxg Pl )=%676"%6

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié binomial



Funcié de probabilitat de la variable binomial

Funcié de probabilitat

XNB(”7P); P(X:k):(Z)pkqn_k7k:(),]_727_,"n

v

Esperanca i variancia

X ~ B(n, p); E(X) = np; Var(X) = npg

V

Cal saber fer: Calcular probabilitats d'una distribucié binomial amb
calculadora i amb un full de calcul.

Important: La independéncia dels experiments (reposicié/no
reposicié, tamany de la poblacié,...)

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié binomial



Exemples

o

2]

Llancem una moneda cinc vegades. Probabilitat de treure
meys de dues cares. Més de tres cares. Més cares que creus.
Examen test amb 10 preguntes i cinc respostes per pregunta.
Si contestem a I'atzar, probabilitat d’aprovar.

Una operacid té un percentatge d'éxit del 80%. Probabilitat
que, dels cinc propers pacients, exactament quatre superin
I'operacié amb éxit.

Un 0.1% dels xips que produim sén defectuosos. Si els venem
en paquets de 20, probabilitat que un paquet no en tingui més
de 2 de defectuosos.

La incidéncia de la grip entre els nostres empleats és del 15%.
Probabilitat que algun membre d'un departament concret de 5
persones agafi la grip.

Un sistema (electronic o huma) amb 4 components pots
seguir funcionant si té un minim de dos components en bon
estat. Si la probabilitat que un component falli és de 0.4,
probabilitat que el sistema funcioni.

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié binomial



Reposicié — no reposicié

Si la poblacié és petita i no hi ha reposicid, la distribucié binomial
no és aplicable. Cal utilitzar la distribucié hipergeométrica.

-

Tenim 10 boles verdes i 5 boles vermelles. En triem 5 a I'atzar.

Quina és la probabilitat que n'haguem triat exactament 3 de
vermelles? Depen de com les haguem triat:

@ Amb reposicid: triem una bola i la retornem a la bossa; i aixo
ho fem 5 vegades.

@ Sense reposicié: triem 5 boles, sense retornar-les a la bossa.

. Estudi d’algunes distribucions discretes

La distribucié hipergeomeétrica




Si hi ha reposicié: distribucié binomial B(5,1/3) i

P(X =3) = (2) (;)3 (;)2 ~16.5%

Si no hi ha reposicié: distribucié hipergeometrica i

15)
5)-
@ Nombre de maneres d'escollir 3 boles vermelles d’entre 5: (g)

@ Nombre de maneres d'escollir 5 boles d’entre 15: (

@ Nombre de maneres d'escollir 2 boles verdes d’entre 10: (120).

~ 15%.

P(X — 3) — (g) (120)

(5)

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié hipergeomeétrica



Distribucié hipergeometrica
Una poblacié de mida N amb K “exits” (i, per tant N — K

“fracassos” ). Escollim aleatoriament n objectes, sense reposicid.
La probabilitat que haguem triat exactament k exits és

P(X = k) = @(N:f)
()

Si N és gran, no té gaire importancia si hi ha reposicidé o no n'hi ha
i podem utilitzar la distribucié binomial.

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié hipergeomeétrica



Poisson com a limit de la binomial

Siméon Denis Poisson
1781-1840

1837: Recherches sur la
probabilité des
jugements en matiere
criminelle et en matiére
civile.

La distribucié de Poisson

Si en una binomial B(n, p), n és molt
gran i p és molt petit, la distribucié
només depen de |'esperanca A = np.
S’en diu una distribucié de Poisson
Pois(A).

Exemple: Una alteracié genética no
hereditaria té una prevalenca de 1 entre
50,000. El nombre de casos en una
poblacié de 100,000 habitants vindra
donat per

B(10°,2 x 107°) ~ Pois(2)

Es considera que es té una aproximacio
acceptable si n > 20 i p < 0.05.

4. Estudi d’algunes distribucions discretes

La distribucié de Poisson



Poisson: exemples

En una carretera hi ha, en promig, 3 accidents per setmana.
Probabilitat que la propera setmana hi hagi algun accident.

i el 4% dels nens sén esquerrans i les aules sén de 25 nens,
Si el 4% del I I de 25
quantes aules no tindran cap nen esquerra?

En una ciutat de 400,000 habitants hi ha una tasa de suicidi
d'un per cada cent mil habitants i any. Probabilitat que en un
any hi hagi més de 7 suicidis.

Una agencia d'assegurances rep cada dia, en mitjana, 5
comunicats de sinistres amb danys personals. Quina proporcié
de dies tindran menys de 3 comunicats?

En una regié es produeixen, en mitjana, 2.2 grans inundacions
cada 50 anys. Quina és la probabilitat que en els propers 50
anys hi hagi 3 grans inundacions?

La guardia urbana d'una localitat posa 8 dentncies
d’'aparcament per hora, en mitjana. Probabilitat de que en
una hora hi hagi més de 10 dendncies.

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié de Poisson



Poisson: funcié de probabilitat, esperanca i variancia

Funcié de probabilitat

1/ e PX= K= () oyt =
/ — \\ n! A\ P

Comparacié de la

Poisson (verd) amb n(n—1)---(n—k+ 1)&( - %)n -
A =5 i la binomial per nk (1 - %)k
n= ;8 (\l;clarmell) [ o
n = ( au). ) Fe

X ~ Pois(\) = E(X) = Var(X) = A J

4. Estudi d’algunes distribucions discretes La distribucié de Poisson



Distribucions continues

Recordem:

Una Distribucié continua té una funcié de densitat f(x) i la
probabilitat que a < X < b es mesura com I'area sota de
y = f(x) entre a i b:

i N

a b

P(a<X<b):/bf(x)dx

e L’'area total sota de y = f(x) ha de ser 1.
e Els valors individuals tenen probabilitat zero: P(X = a) = 0.

@ No cal distingir entre < i < ni entre > i >

5. Estudi d’algunes distribucions continues



Distribucié uniforme

Els tren surten als quarts d'hora exactes. Si arribo entre les 7 i les
7:30, en un moment uniformement distribuit, quina és la
probabilitat que no m’hagi d'esperar més de 5 minuts?

— Plu< X <v) = L=

1]
b-a

La distribucié uniforme apareix
quan una variable aleatoria té
igual probabilitat d'estar prop de
qualsevol valor d'un interval [a, b].

S
R Rt

EX) =28 var(x) = v

2

(Nombres aleatoris: valors d'una variable aleatoria uniformement
distribuida entre 0 i 1.)

. Estudi d’algunes distribucions continues La distribucié uniforme



Fenomens de Poisson i distribucié exponencial

La distribucié exponencial

La distribucié exponencial és una distribucié continua que descriu
el temps entre dos successos de Poisson (=successos aleatoris que
es produeixen independentment i a velocitat mitjana constant).

@ Temps entre |'arribada de dos clients a una oficina, o entre
dos ingressos a urgencies.

@ Temps entre dos terratréemols, entre la caiguda de dos llamps
en una zona.

Temps entre dues peticions a una pagina web.
Temps entre dos accidents aeris.
Temps entre dues caigudes d'un sistema informatic.

Temps entre dues emissions de particules per una substancia
radioactiva.

@ Temps entre dues trucades telefoniques.

@ Distancia entre dos animals atropellats en una carretera.

5. Estudi d’algunes distribucions continues La distribucié exponencial



Distribucié exponencial: funcié de densitat i funcié de distribucié

16 ; . ‘
1.4 A=0.5 ’ ’
1o} — =1 Funcié de densitat
1.0 A=L5
Zosf 1
= 0, x<0
0.6/ 1 f(x) = N
0.4 Ae ™™ x>0
0.2} ¥

0.0, % o o cz
o 2 3 45 Funcié de distribucié

La distribucié exponencial no té X ~ Bxp(})
memoria: P(X <u)=1- e
P(X >s+t|X>t)=P(X >s) P(X > u)=e ™

1 1
Aquesta propietat és E(X) = 3’ Var(X) = 2
caracteristica de |'exponencial.

5. Estudi d’algunes distribucions continues La distribucié exponencial



Pluja d’estels

La nit del 17 de novembre es la millor per observar la pluja d'estels
dels Leonids. Per aquest any la prediccié és de 12 observacions per
hora. Estem observant el cel i fa estona que no veiem cap meteor.

Algli comenta que 12 meteors per hora és un cada 5 minuts i, per

tant, si esperem 5 minuts, segur que en veiem algun. Algi replica:
no, si esperem 5 minuts més només tenim un 63% de probabilitat

de veure'n algun. Per que?

Fem la hipotesi que I'aparicié d'un meteor és un fenomen de
Poisson i, per tant, el temps entre dues observacions ve donat per
la distribucié exponencial. Com que I'exponencial “no té
memoria”, no importa el temps que fa que no veiem cap meteor.
Si mesurem el temps en hores, A = 12, 5 minuts sén 1/12 hores i

P(X <1/12)=1—e M2 =1—-e1x63%

5. Estudi d’algunes distribucions continues La distribucié exponencial
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Un asteroid i una funcié interessant

L'u de gener del 1801, Giuseppe Piazzi descobreix Ceres
i determina la seva posicié durant 40 dies, fins que ja
no es veu perque el Sol I'oculta. Gauss (tenia 24 anys)
utilitza el métode dels minims quadrats (inventat per ell
quan tenia 18 anys) per calcular on seria Ceres quan
sortis de la zona del Sol.

f \ El 1809, Gauss observa que la justificacié del métode
€ [ @ dels minims quadrats es basa en suposar que els errors
17771855 experimentals es distribueixen segons una corba

“ interessant, que s'anomena “campana de Gauss”.
2 0 2
h(x) = e, / e =rm
—0o0
1 2
f(x) = e 2
L 9 V2
| | Funcié de densitat de la Distribucié Normal
2o Estandard N(0,1).

6. La distribucié6 normal 2/1



La distribucié normal estandard
N(0,1)

)

X

Es una distribucié continua amb funcié de densitat —— e~ 7 .
V2T

Té esperanca i = 0 i variancia 02 = 1.

Es una distribucié unimodal simatrica.

El 68% de les observacions es separen menys de 1 de la
mitjana. El 95% de les observacions es separen menys de 2 de
la mitjana. El 99.7% de les observacions es separen menys de
3 de la mitjana.

Com en tota distribucié continua, la probabilitat es calcula
com |'area sota de la corba. Per exemple, si Z ~ N(0,1),

1 2.1
P(15< Z<21) -

= — e
Vor Jis

N

~ 0.05

Aquestes integrals es calculen: (a) amb una taula de la
normal estandard; (b) amb un programa estadistic.
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Taula de la distribucié normal estanda

La llei normal N (0, 1

neguivs | 009 -008 007 -006 005 -004 003 -002 001 000 posiius | 0 001 002 003 004 005 006 007 008 009
-39 | 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 00 | 5000 5040 5080 5120 5160 5199 5239 5279 5319 5359
- 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 01 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 5675 5714 5753
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 02 | 5793 5832 5871 5010 5948 5087 6026 6064 6103 6141
0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0001 0002 0002 03 | 6179 6217 6255 6293 6331 6368 6406 6443 6480 6517
0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 04 | 6554 6591 6628 6664 6700 6736 6772 6808 6844 6879
0002 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 0003 05 | 6915 6950 6985 7019 7054 7088 7123 7157 7190 7224
0003 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0005 0005 0005 06 | 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486 7517 7549
0005 0005 0005 0006 0006 0006 0006 0006 0007 0007 07 | 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823 7852
0007 0007 0008 0008 0008 0008 0009 0009 0009 0010 08 | 7881 7910 7939 7967 7995 8023 8051 8078 8106 8133
0010 0010 0011 0011 0011 0012 0012 0013 0013 0013 09 | 8159 8186 8212 8238 8264 8280 8315 8340 8365 8380
0014 0014 0015 0015 0016 0016 0017 0018 0018 0019 10 | 8413 8438 8461 8485 8508 8531 8554 8577 8599 8621
0019 0020 0021 0021 0022 0023 0023 0024 0025 0026 11 | 8643 8665 8686 8708 8720 8749 8770 8790 8810 8830
0026 0027 0028 0029 0030 0031 0032 0033 0034 0035 12 | 8849 8869 8888 8907 8025 8944 8962 8980 8997 9015
0036 0037 0038 0039 0040 0041 0043 0044 0045 0047 13 | 9032 9049 9066 9082 9099 9115 9131 9147 9162 9177
0048 0049 0051 0052 0054 0055 0057 0059 0060 0062 14 | 9192 9207 9222 9236 9251 9265 9279 9292 9306 9319
0064 0066 0068 0069 0071 0073 0075 0078 0080 0082 15 | 9332 9345 9357 9370 9382 9304 9406 9418 9420 9441
0084 0087 0089 0091 0094 0096 0099 0102 0104 0107 16 | 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525 9535 9545
0110 0113 0116 0119 0122 0125 0129 0132 0136 0139 17 | 9554 9564 9573 9582 9591 9509 9608 9616 9625 9633
0143 0146 0150 0154 0158 0162 0166 0170 0174 0179 18 | 9641 9649 9656 9664 9671 9678 9686 9693 9699 9706
0183 0188 0192 0197 0202 0207 0212 0217 0222 0228 19 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761 9767
0233 0239 0244 0250 0256 0262 0268 0274 0281 0287 20 | 9772 9778 9783 9788 9793 9798 9803 9808 9812 9817
0294 0301 0307 0314 0322 0329 033 0344 0351 0359 21 | 9821 9826 9830 9834 9838 9842 9846 9850 9854 9857
0367 0375 0384 0392 0401 0409 0418 0427 0436 0446 22 | 9861 9864 9868 9871 9875 9878 9881 9884 9887 9890
0455 0465 0475 0485 0495 0505 0516 0526 0537 0548 23 | 9893 9896 9898 9901 9904 9906 9909 9911 9913 9916
0859 0571 0582 0594 0606 0618 0630 0643 0655 0668 24 | 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932 9934 9936
0681 0694 0708 0721 0735 0749 0764 0778 0793 0808 25 | 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951 9952
0823 0833 0853 0869 0885 0901 0918 0934 0951 0968 26 | 9953 9955 9956 9957 9959 9960 9961 9962 9963 9964
0985 1003 1020 1038 1056 1075 1093 1112 1131 1151 27 | 9965 9966 9967 9968 9969 9970 9971 9972 9973 9974
11701190 1210 1230 1251 1271 1292 1314 1335 1357 28 | 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979 9979 9980 9981
1379 1401 1423 1446 1469 1492 1515 1539 1562 1587 29 | 9981 9982 9982 9983 9984 9984 9985 9985 9986 9986
611 1635 1660 1685 1711 1736 1762 1788 1814 1841 30 | 9987 9987 9987 9988 9988 9989 9989 9989 9990 9990
1867 1894 1922 1949 1977 2005 2033 2061 2090 2119 31 | 9990 9991 9991 9991 9992 9992 9992 9992 9993 9993
2148 2177 2206 2236 2266 2296 2327 2358 2389 2420 32 | 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995 9995
2451 2483 2514 2546 2578 2611 2643 2676 2709 2743 33 | 9995 9995 9995 9996 9996 9996 9996 9996 9996 9997
2776 2810 2843 2877 2912 2946 2981 3015 3050 3085 34 | 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9998
3121 3156 3192 3228 3264 3300 3336 3372 3409 3446 35 | 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998 9998
3483 3520 3557 3504 3632 3669 3707 3745 3783 3821 36 | 9998 9998 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
3859 3897 3936 3974 4013 4052 4090 4129 4168 4207 37 | 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
4247 4286 4325 4364 4404 4443 4483 4522 4562 4602 38 | 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999 9999
4641 4681 4721 A761 4801 4840 4880 4920 4960 5000 39 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

normal




Exemples

Si Z ~ N(0,1), calculeu (amb la taula de la normal, amb R i amb
un full de calcul):

e P(-0.36 < Z < 0.97)

e P(Z <1.62)

o P(Z>24)

e ztal que P(Z <z)=0.95

e z tal que P(Z > z) =0.05

@ El 3% dels valors de Z seran més petits que...

@ Quin percentatge de valors de Z superara 2.67

@ Quin interval simeétric respecte de zero contindra el 80% dels
valors de Z7

@ Quin interval simétric respecte de zero deixara fora el 12%
dels valors de Z7
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La distribucié normal general

La normal estandard Z ~ N(0, 1) té mitjana 0 i desviacié tipica 1.
Si fem
X=0cZ+pu

X té una distribucié normal de mitjana u i desviacié tipica o.
Escriurem X ~ N(u,d?).

Estandarditzacié
Z ~ N(0,1) X ~ N(p,0?)

X=0Z+pu

D’aquesta manera podem reduir calculs sobre una normal qualsevol
N(u,?) a calculs sobre la normal estandard N(0,1). | viceversa.
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Un fabricant de frigorifics esta disposat a reemplagar en garantia,
com a maxim, un 3% dels motors dels seus aparells. Ha observat
que els seus motors tenen una vida mitjana de 11 anys, amb una
desviacié estandard de 2.3 anys. Quin periode de garantia ha
d’oferir?

e X = temps de vida (en anys) d'un motor. Podem fer la
hipotesis que X és una variable aleatoria normal,
X ~ N(11,2.3%)

@ Si x és el temps de garantia, volem P(X < x) = 0.03

@ Per calcular el valor de x, tipifiquem:

x —11

Z~N(0.1), 0.03=P(X<x)=P(Z<"53")

@ A la taula de la normal veiem P(Z < —1.881) ~ 0.03
@ Per tant, x =2.3 x (—1.881) + 11 = 6.7 anys
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Exemple (cont.)
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Per qué és tan important la distribucié normal?

La distribucié normal apareix en molts llocs a la ciencia, la
medicina, I'economia, les biociéncies, les ciencies socials, ...

@ Els errors de mesura.

@ El logaritme de les mesures dels organismes vius.

@ La velocitat de les molécules d'un gas ideal.

e Variables binomials B(n, p) quan np i ng sén molt grans.
@ Variables Poisson amb A molt gran.

@ Resultats d'una avaluacié feta a molta gent.

@ Canvis de preu d'un valor financer.

El Teorema Central del Limit

Si X1, X5, ..., X, sén variables aleatories independents amb la
mateixa distribucid, la mateixa mitjana i la mateixa variancia
(diferent de zero), aleshores X3 + Xo + - -+ + X, és
aproximadament normal, si n és gran.

Aquest teorema ddna una explicacié teorica de I'aparicié de la

distribucié normal en tants i tants ambits.
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Aproximacié de la binomial per la normal

Llancem una moneda 1000 vegades. Calculeu la probabilitat que
surtin menys de 475 cares.
X ~ B(1000,0.5), per tant, P(X < 475) =

<1°000> (0.5)1%% x (0.5)° + (10100> (0.5 x (0.5)"+

2

474

<1ooo> (0.5)9% x (0.5)% +--- + (1000) (0.5)526 x (0.5)7%

de Moivre es va adonar que la funcié de
Gauss podia servir per obtenir aquest
resultat de manera més simple.
Posteriorment, el teorema central del limit
explica el resultat de de Moivre.

Aproximacié de la binomial per la normal

Abraham de Moivre
1667-1754 B(n, p) ~ N(np, npq) si np, nqg > 5
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Llancem una moneda 1000 vegades. Calculeu la probabilitat que
surtin menys de 475 cares.

X ~ B(1000,0.5) I'aproximem per Y ~ N(500,250). Per tant,
P(X < 475) = P(X < 474.5) ~ P(Y < 474.5) =

4745 —
P(Z< 74.5 — 500

— P(Z < —1.61) ~ 5.37%
V250 ) ( ) ’

@ Observeu la correccié de continuitat que millora I'aproximacid
(important si np no és molt gran).

@ Experimenteu amb un full de calcul (o amb R) I'aproximacié
de la binomial per la normal.
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Altres distribucions continues relacionades amb la normal

Al llarg del curs aniran apareixent altres distribucions continues
relacionades amb la distribucié normal. Per exemple:

@ La distribucié chi-quadrat amb n graus de llibertat, X%, és una
distribucié positiva de mitjana n i variancia 2n que s'utilitza,
per exemple, per fer el test d'independéncia de Pearson. Es
defineix com la distribucié de Z2 + - -+ Z2 on cada Z; és una
normal estandard independent de les altres.

@ La distribucié t de Student amb n graus de llibertat és una
distribucié que s'assembla a la normal i que utilitzarem en el
test per a la mitjana d'una poblacié normal, amb mostra
petita.

@ La distribucié F(n, m) de Fisher amb n i m graus de llibertat,
que és una distribucié positiva que s'utilitza en analisi de la
variancia.

Ja estudiarem amb més detall aquestes distribucions quan arribi el
moment d'utilitzar-les.
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poblacié i mostra

L'objectiu de la inferéncia estadistica és obtenir informacié sobre
les caracteristiques d'una variable X sobre una poblacié (gran) a
partir dels valors de la variable mesurats sobre una mostra (petita).
Per poder fer inferéncia estadistica de manera correcta, cal que el
mostreig (anglés: sampling) sigui aleatori: Tots els individus de la
poblacié han de tenir la mateixa probabilitat de ser escollits per
formar part de la mostra.

@ Volem estimar I'alcada mitjana dels catalans de 18 anys
(poblacié = les algades de tots els catalans de 18 anys) i
mesurem les alcades d'una mostra aleatoria de mida 150.

@ Volem estimar la intencié de vot de tota una poblacié i
estudiem la intencié de vot d'una mostra aleatoria de 700
persones d'aquesta poblacié.

@ Volem estimar I'eficiencia d'un nou farmac quan I'administrem
a tota una poblacié i estudiem I'eficiencia en una mostra
aleatoria de 25 pacients.

@ Volem estimar la vida dtil d’'un cert mecanisme i estudiem la
vida util d'una mostra aleatoria de 30 d'aquests mecanismes.
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Parametres i estadistics

X una variable numerica sobre una poblacié.

X té una certa distribucid i uns certs parametres (mitjana i
variancia sén els més importants).

@ Els parametres de X soén, en general, desconeguts, pero tenen
un valor concret (sén nombres).

@ Prenem una mostra aleatoria de mida n de la poblacié.
o Cada valor de la mostra Xi, ..., X, és una variable aleatoria.

@ Com que suposem que la poblacié és molt gran i la mostra és
aleatoria, les variables X1, - -+, X,, sén independents.

@ A partir dels valors Xi, ..., X, de la mostra, podem calcular
tota mena d’estadistics. Per exemple, la mitjana mostral
Xl + -+ Xn
n

X =

o la variancia mostral

1 _
S = n—lZ(Xi_X)2
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Parametres i estadistics (cont.)

o Els estadistics (exemples: mitjana mostral i variancia mostral)
sén variables aleatories. Tenen valor diferent amb cada nova
mostra que escolim.

@ Per tant, aquests estadistics tenen també distribucié, mitjana,
variancia...

o El nostre objectiu és: a partir dels valors dels estadistics
(coneguts), estimar els valors dels parametres (desconeguts).

Parametres

@ SAn nombres fixos. Sén variables aleatories.

@ Depenen de tota la poblacié. Depenen d'una mostra.

@ Sén desconeguts. Sén coneguts.

e Els principals sén p, o2 Els principals sén X, S2
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Parametres i estadistics (cont.)

Administrem a 15 pacients amb nivells de colesterol elevats un nou
farmac, durant un mes. Després del tractament, els mesurem el
nivell de colesterol. Alguns pacients no han experimentat cap
canvi. Altres han augmentat el colesterol, altres I'han reduit.
Observem que, en mitjana, en aquests 15 pacients el colesterol
s'ha reduit en un 12%.

@ Creus que, si administrem aquest farmac a tota la poblacié
amb colesterol elevat, el colesterol se'ls reduira, en mitjana,
exactament el 12%7?

@ Podem pensar que la reduccié de colesterol a tota la poblacié
sera “propera” al 12%? Que vol dir “propera”?

@ Creus que, si escollim una nova mostra de 15 pacients també
se'ls reduira el colesterol exactament el 12%7?

@ Podem pensar que la reduccié de colesterol a una nova mostra
sera “propera” al 12%?

@ Quins sén la poblacié, la mostra, els parametres, els
estadistics?
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Estimaci6 puntual i per interval de confianca

Estimacié puntual

Donem un valor que creiem que sera “proper” al valor desconegut
del parametre.

Exemple: el nostre farmac contra el colesterol donara,
aproximadament, una disminucié del 12% en el nivell del
colesterol, en mitjana.

Interval de confianca

Donem un interval (a — €, a + €) que conté el parametre
desconegut, amb una certa probabilitat .

Exemple: el nostre farmac contra el colesterol donara una
disminucié d'entre el 10% i el 18% en el nivell del colesterol, amb
un nivell de confianca de v = 95%.
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La mitjana mostral

@ X una variable sobre una poblacié amb mitjana poblacional p
i variancia poblacional 2.

Xi1,...,X, una mostra aleatoria de mida n.

X1,...,X, sén variables aleatories independents de mitjana p.

Xit-+Xn

La mitjana mostral és X = "

X és una variable aleatoria. Per tant, té esperanca i variancia.
E(X) =+ [E(X1) + -+ E(Xn)] = p.
Var(X) = % [Var(Xy) + - - - + Var(X,)] = 0712

E(X) =i Var(X) = Z ens diuen que X és un bon estimador de
IR
o Es un estimador no esbiaixat perqué la seva mitjana és el
valor del parametre.

@ Es un estimador consistent perque, quan la mida de la mostra
creix, la seva variancia tendeix a zero.
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La variancia mostral

@ X una variable sobre una poblacié amb mitjana poblacional u
i variancia poblacional ¢2.

Xi,...,X, una mostra aleatoria de mida n. Sén variables

aleatories independents de mitjana p i variancia o?.

(X1 =X)% 44 (X —X)?
n—1 '

@ La variancia mostral és S? =

52 és una variable aleatoria. Per tant, té esperanca i variancia.

E(S?) = 0. Per tant, la variancia mostral S2 és un estimador
no esbiaixat de la variancia poblacional 2.

Var(52) no es pot calcular sense tenir més informacié sobre X.
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Les dues variancies

El misteri de les dues variancies

Per qué hi ha dues variancies, segons es divideixi per n o per
n—17
@ Si tenim una variable aleatoria X, la seva variancia és la
variancia poblacional

0= & 30X — w) = E(X?) — E(X)?

@ Si prenem una mostra de X i volem estimar la variancia
poblacional de X, o2, hem d'utilitzar la variancia mostral
S? = ﬁ S (X; — p)? perque és aquesta la que és un
estimador de o2. Si dividissim per n en lloc de per n — 1
obtindriem un resultat lleugerament diferent que, encara que
sembli estrany, NO és el millor estimador de o2.

e Tanmateix, si la mida de la mostra (= n) és prou gran, hi ha
poca diferencia entre dividir per n o per n — 1.
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Mitjana mostral i variancia mostral en el cas d’una poblacié normal

Si la poblacié és normal, podem dir més coses
sobre X i sobre S2.
Que la poblacié sigui normal vol dir que tenim
X ~ N(p,02). Aleshores, es compleix aixd:
N < 7 ~ 2
@ X és també normal. Per tant, X ~ N(u, %-).
@ X i 52 sén variables aleatories independents.
@ S2 és una variable aleatoria de tipus
chi-quadrat amb n — 1 graus de llibertat.
Amb més exactitud:

n—1
2

S%~ X%—1

R. A. Fisher
1890-1962

g

Aix0 es coneix com a teorema de Fisher.
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La distribucié x?2

La llei khi-quadrat

F(z)- 0.010 0.025 0.050 0.100 0.900 0.950 0.975 0.990
n|

1] 0.0002 0.0010  0.0039 0.0158 2.7055 3.8415 5.0239 6.6349

2| 0.0201  0.0506  0.1026 0.2107 4.6052 5.9915 7.3778 9.2103

3| 0.1148  0.2158  0.3518 0.5844 6.2514 7.8147 9.3484  11.3449

41 02971  0.4844  0.7107 1.0636 7.7794 9.4877  11.1433  13.2767

0.5543  0.8312  1.1455 1.6103 9.2364  11.0705  12.8325  15.0863
0.8721  1.2373  1.6354 2.2041  10.6446  12.5916  14.4494  16.8119
1.2390  1.6899  2.1673 2.8331  12.0170  14.0671  16.0128  18.4753
1.6465  2.1797  2.7326 3.4895  13.3616  15.5073  17.5345  20.0902
2.0879  2.7004  3.3251 4.1682  14.6837  16.9190  19.0228  21.6660

© w1 o

10 | 2.5582  3.2470  3.9403 4.8652  15.9872  18.3070  20.4832  23.2093
11| 3.0535  3.8157  4.5748 55778  17.2750  19.6751  21.9200  24.7250
12 | 3.5706  4.4038  5.2260 6.3038  18.5493  21.0261  23.3367  26.2170
13| 4.1069 .0088  5.8919 7.0415  19.8119  22.3620  24.7356  27.6882
14 | 4.6604 .6287  6.5706 7.7895  21.0641  23.6848  26.1189  29.1412

5
5
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Suposeu (encara que no sigui del tot cert) que les notes de
selectivitat segueixen un model tedric normal amb una mitjana de
6,4 punts i una desviacié estandard de 0,9 punts.

Si escollim 18 alumnes a I'atzar,

(a) Quina és la probabilitat que la mitjana de les seves notes sigui
superior a 6,67

(b) Quina és la probabilitat que la desviacié tipica de les notes
d'aquests 18 alumnes sigui superior a 1,27

X = nota de selectivitat: X ~ N(6.4,0.92).

X = nota mitjana d'una mostra de 18 alumnes: X ~ N(6.4,0.045).

52 = var. de les notes d'una mostra de 18 alumnes: S2~ %852

_ 6.6 — 6.4
PX>66)=P(Z>"2") ~17%
( ) ( /0.045 ) ’
1.22 x 17
P(S? > 1.2%) = P(x% > 0751) ~ 2.5%
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La distribucié de Student

( “Student”)
1876-1937

W. S. Gosset

Si X ~ N(u,02), sabem que X ~ N(y, Z). Per
tant,

X—p

a/\/n
Problema: En general, o és desconegut!
El que si que podem calcular és

~ N(0,1)

X —p

S/\/n
pero aquesta variable no té distribucié normal.
Té una distribucié que s'assembla forca a la

normal: La distribucié t de Student amb n—1
graus de llibertat.
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La distribucié t de Student

La llei t de Student / ]\

F(z)- | 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

vy

1]3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567 318.3088
2| 1.8856 2.9200  4.3027  6.9646  9.9248  22.3271
3| 1.6377 23534  3.1824  4.5407  5.8409  10.2145
4115332 21318  2.7764  3.7469  4.6041 7.1732

51 1.4759 2.0150  2.5706  3.3649  4.0321 5.8934
6| 1.4398 1.9432  2.4469  3.1427  3.7074 5.2076
7| 14149 1.8946  2.3646  2.9980  3.4995 4.7853
8 | 1.3968 1.8595  2.3060  2.8965  3.3554 4.5008
9| 1.3830 1.8331  2.2622  2.8214  3.2498 4.2968

10 | 1.3722  1.8125  2.2281  2.7638  3.1693 4.1437
11 | 1.3634 1.7959  2.2010  2.7181  3.1058 4.0247
12 | 1.3562 1.7823  2.1788  2.6810  3.0545 3.9296
13 | 1.3502 1.7709  2.1604  2.6503  3.0123 3.8520
14 | 1.3450 1.7613  2.1448  2.6245  2.9768 3.7874
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La distribucié t de Student

24 | 1.3178 1.7109  2.0639 24922  2.7969 3.4668

25 | 1.3163 1.7081  2.0595  2.4851  2.7874 3.4502
26 | 1.3150 1.7056  2.0555  2.4786  2.7787 3.4350
27 | 1.3137 1.7033  2.0518  2.4727  2.7707 3.4210
28 | 1.3125 1.7011  2.0484 24671  2.7633 3.4082
29 | 1.3114 1.6991  2.0452 24620 2.7564 3.3962

30 | 1.3104 1.6973  2.0423  2.4573  2.7500 3.3852
40 | 1.3031 1.6839  2.0211  2.4233  2.7045 3.3069
60 | 1.2958 1.6706  2.0003  2.3901  2.6603 3.2317
120 | 1.2886 1.6577  1.9799  2.3578  2.6174 3.1595
oo | 1.2816 1.6449  1.9600  2.3263  2.5758 3.0902
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Queé és un interval de confianca

Donar un interval de confianga per a la mitjana mostral 1 (per
exemple) és:
@ Prendre una mostra Xi,..., X, aleatoria i calcular la seva
mitjana mostral X.
@ Trobar un interval simetric al voltant de X:

(X -6, X +e),

@ de manera que es pugui afirmar, amb un nivell de confianca 7,
que
pe (X —eX+e)
amb probabilitat .
@ Aquest nivell de confianca és, normalment, del 95% o del
99%, a la practica.
Es a dir, estem dient que P(X —e < u < X +¢€) = v
Exemple: Analitzem n = 25 aus per estudiar I'efecte d'un cert
pesticida en la disminucié del seu pes i afirmem, amb un 95% de
confianca, que aquesta disminucid es troba entre un 8% i un 12%.
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Relacié entre nivell de confianca i longitud de I'interval

@ Si augmentem el nivell de confianga -, creix també la mida de
I'interval.

@ Si disminuim el nivell de confianga v, disminueix també la
mida de |'interval.

Per que?

Logic! Si augmentem el nivell de confianga, vol dir que volem estar
més segurs de que el que diem és cert, i aleshores, hem de donar
un interval més gran. | viceversa, si acceptem d'equivocar-nos en
més ocasions, podem donar intervals més petits.
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Estudiarem aquests intervals de confianca:

@ Per a la mitjana.
e amb variancia poblacional coneguda;
e amb variancia poblacional desconeguda.

@ Per a la variancia.
@ Per a la proporcié.

@ Per a la recta de regressié.
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Interval de confianga per a la mitjana

Fonament teoric

X—p
o/v/n

X —p

N(O, 1), W ~ th_1

o
6_%21_%
> t
€= —F—=10lp—11-2
Vi T

e Zg significa aquell valor de Z que
deixa per sota una area igual a 3.

@ o =1 — és el risc d'equivocar-nos.

@ La primera férmula és per quan
coneixem o.

o L'interval és, sempre, (X — ¢, X + ¢).

Si X no és normal, o no sabem si ho és o no, pel teorema central
del limit, si n és gran, podem utilitzar, de manera aproximada,
aquestes mateixes férmules.
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Exemple

Suposem que volem estimar el temps d'absorcié intestinal al 50%
d'una certa substancia i suposem que aquest temps és una variable
aleatoria normal de mitjana (desconeguda) p i variancia
(desconeguda) 2. Observem aquest temps d’absorcié en 30 casos
i tenim una mitjana (mostral) de X = 12.3 minuts i una variancia
(mostral) de $? = 2.7 minuts?. Volem un interval de confianga al
99% per a p.

v =0.99; o = 0.01;

dostvilevets

t Srusen’ 29,0.005 = —2.7564;
awb 29 aver
ax Dibevia®
S
€= —t,_11-2 ~ 0.83
Vn T

Per tant, u € (11.47,13.13)
amb un nivell de confianca del
99%.

7. Estimacié de parametres Intervals de confianca 20/1



Exemples

@ En una ciutat s’ha mesurat la concentracié de dioxid de
carboni a una zona propera a |'aeroport. S'han obtingut
aquests resultats (parts per milid): 102.2, 98.4, 104.1, 101.0,
102.2, 100.4, 98.6, 88.2, 78.8, 83.0, 84.7, 94.8, 105.1, 106.2,
111.2, 108.3, 105.2, 103.2, 99.0, 98.8. Trobeu un interval de
confianca al 95% per a la concentracié mitjana de monoxid de
carboni a aquesta zona.

@ En un estudi sobre els mamifers d'una certa reserva natural,
volem conéixer el pes mitja de les guineus adultes d'aquest
habitat. Si volem obtenir un interval de confianca d'aquest
valor mitja amb nivell de confianca del 90% i amb una
amplitud d'una unitat, quants individus haurem de pesar? Se
suposa que una bona estimacié de o és 1.2 kg.
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Interval de confianca per a la variancia

Fonament teoric

X~ N(p,0%) =

XN
0_2 Xn 1

2 (n—1)S? (n—1)S?
2 12
Xn-11-g Xp-1,2

g

amb probabilitat v =1 — a.

2 T 2 i
® Xn_13 significa aquell valor de x%_; que deixa per sota una
area igual a S.

@ a =1 — és el risc d'equivocar-nos.
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En un cert farmac, interessa controlar que la quantitat de principi
actiu en cada dosi sigui el més uniforme possible. Estudiem 20
dosis d'aquest farmac i observem una variancia mostral de

S2 = 0.0018 (en unes certes unitats). Volem un interval de
confianca al 95% per a la desviacié tipica o.

v = 0.95; a = 0.05;

Per tant, o € (0.032,0.062)
amb un nivell de confianca del
32.9523 95%
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Interval de confianga per a una proporcié

Volem trobar un interval de confianca per a una proporcié:
proporcié de maletes perdudes, proporcié d'intencié de vot d'un
partit politic, proporcié de pacients que mostraran una certa
reaccié a un farmac...

En una poblacié hi ha una proporcié p (desconeguda)
d'individus amb una certa caracteristica.
Prenem una mostra de mida n. A la mostra hi haura una certa
proporcié p d'individus amb la caracteristica i una proporcidé
complementaria § = 1 — p d'individus sense la caracteristica.
np és una variable aleatoria de tipus binomial. L'aproximem
per una normal
np ~ N(np, npq)
Per tant, R
P—pP

pPq
n

~ N(0,1)

No és possible calcular aquest interval exactament (de fet, no
és un interval).
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Interval de confianga per a una proporcié

Dues opcions de calcul aproximat de I'interval de confianca per a
una proporcio:

1.
Observem que pq < :

/1
GZZ]__% ﬂ

Aproximem 1 ~ ’3—,?.
Obtenim: Aquest meétode ens permet
— determinar la mida de la mostra en
e 7y w2 funcié de la longitud de I'interval que

n ) volem:

> 4-5 i
= ()

25/1
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Exemple

Volem estimar la proporcié d'habitants d'un municipi que estarien
a favor de I'ampliacié d’una zona de vianants. S’enquesten 400
persones i 140 es manifesten a favor. Treballem amb un nivell de
confianca del 95%.

140
p— - —0.
P= 1200 = 0%

AN

€ = 20,025 ijy ~ 0.0467

L'interval de confianga al 95% és (0.303,0.397)

Quantes persones hauriem d'enquestar si volem un error maxim del

29%?
1.96 2
> ——M— =
h= (2 X 0.02> 2401
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Interval de confianga per a la recta de regressié

Recordem que haviem estudiat la recta de regressié. Repassem-ho:
@ Una variable independent X i una variable Y
(presumptament) dependent linealment de X.
@ Una mostra de n valors (x;, yi).

@ A partir d'aqui trobem una recta y = a + bx tal que les
diferéencies entre a 4+ bx; i y; sén minimes. Els coeficients a, b

es determinen aixi:

= 7(:0\/()2(’ Y), a=Y - bX
Sk

@ En tot aix0 no hi intervé la probabilitat.

El que volem fer ara és:
© Entenem a i b com estimacions puntuals d'uns parametres
desconeguts.
@ Volem trobar intervals de confianca per a a i b, amb una certa
confianca « fixada: a £ €1, b= .
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Interval de confianca per a la recta de regressi6 (cont.)

Procedim d'aquesta manera:
© Considerem els errors e := y; — (a + bx;).
@ Considerem 62 = (> e?)/(n — 2).

© L'interval de confianca per a b és

5.2
G
b+t'"2 | —.
1=2 |/ nS%
@ L’interval de confianca per a a és

-2
14 X
2
Sk
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Interval de confianca per a la recta de regressi6 (cont.)

Interval de prediccié

@ Suposem que tenim n observacions (x;, y;) i determinem la
recta de regressié y = a + bx.

@ Suposem que tenim un valor x i volem utilitzar la recta de
regressid per predir el valor de y que li pertocaria.

@ Evidentment, el valor és y := a + bx pero, quin seria |'interval
de confianga per a y (=Interval de prediccid)?

52 (x — X)?
+en2 [T AT
y 1-¢ n <” + 1+ 5)2< >
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Tests estadistics

Tenim una poblacié X amb una certa distribucié i volem contrastar
una certa hipotesi sobre els parametres d'aquesta distribucid.

@ El fabricant afirma que les seves bombetes de baix consum
tenen una vida mitjana de 2000 hores. En una mostra de 103
d’'aquestes bombetes trobem una vida mitjana de 1832 hores.
Hi ha prou evidéncia per a refutar I'afirmacié del fabricant?

@ La Unié Europea ha fixat en 0.1 ug/l el limit maxim
d'acrilamides a I'aigua potable. Si en 23 mostres independents
d'aigua d'una certa poblacié hem trobat una mitjana de 0.25
ug/l, podem afirmar que I'aigua d'aquesta poblacié no
compleix, en mitjana, la normativa europea?

© Comparem una certa gamma A de productes d'ls cutani amb
una nova gamma B que s'afirma que és hipoallergenica. A
una mostra de 100 individus tractats amb els productes A
s'han donat 10 casos d'al'lergia i a una mostra de 79 individus
tractats amb els productes B s'han donat 5 casos d'allergia.
Hi ha prou evidéncia per afirmar que la gamma B produeix
realment menys allergies que la gamma A?

8. Tests d’hipotesis Tests estadistics: idea general



més exemples

© En una certa marca d’injectables, és critic que la desviacié
tipica en la quantitat de principi actiu en cada injectable sigui
molt petita. Si una mostra aleatoria de 50 injectables ha
donat una desviacié de 0.08, podem acceptar que la desviacid
tipica dels injectables no superara 0.027

@ En un estudi sobre |'efecte de |'oxitocina en la pressié
sanguinia, s'ha injectat aquesta hormona a 10 persones i s'han
registrat les seves pressions sistoliques abans i després de la
injeccié. A partir d'aquest registre, com podem decidir si
I'oxitocina afecta la pressié sanguinia?

© En una enquesta recent, 54 de 200 enquestats afirma que té
un extintor a casa. Quan es va fer aquesta enquesta fa uns
anys, 30 de 150 enquestats deia que tenia un extintor. Podem
afirmar que el percentatge de llars amb extintor ha crescut?
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Conceptes basics

Hipotesi nulla Hp: Es la hipotesi que acceptarem si no hi ha prou
evidencia en contra. (“Presumpcié d'innocencia!”)

Hipotesi alternativa H;: Es la hipotesi que contradiu Hp i que
acceptarem si hi ha prou evidéncia estadistica a favor seu.

Quines sén Hy i Hy en els exemples anteriors?
Observeu que Hp és la hipotesi “conservadora” i Hp és la hipotesi

“_n

b - by . " - . N . Ve
revolucionaria”. No juguen un paper simétric. Hy no conté “=

Tipus d'errors

Error de tipus |: Acceptar H; quan H; és fals.
Error de tipus Il: No acceptar H; (és a dir, quedar-nos amb Hp)
quan H és cert.

Intentarem controlar els errors de tipus | perqué entenem que sén
els més perillosos.
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Conceptes basics

Com que no podrem controlar simultaniament els dos tipus
d'errors, controlarem la probabilitat de cometre un error de tipus I:

Nivell de significacié

El nivell de significacié « d'un test estadistic és la probabilitat de
cometre un error de tipus |. Normalment, es treballa amb valors
o = 0.05, 0.01, 0.001 etc., en funcié del perill que representi
cometre un error de tipus I.

Un test té sempre dues conclusions possibles:

@ Acceptem Hjy, és a dir, creiem que Hj és cert i tenim una
probabilitat « d'equivocar-nos.

@ Rebutgem Hj i ens quedem amb Hy perqué si acceptéssim H;
amb I'evidéncia que tenim, la probabilitat d'equivocar-nos
seria massa gran (superior a «).

(Penseu en el cas d'un judici: innocent, culpable)
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Metode general d’un test estadistic

En linies generals, un test estadistic es desenvolupa en aquestes
fases:

@ Calculem un cert estadistic 6, és a dir, un cert valor que
s'obté a partir de les dades de la mostra. 6 depen del tipus de
test que estem fent: test per a la mitjana, test per a la
variancia, etc.

@ Sabem la distribucié teorica © d'aquest estadistic. Per
exemple, podem saber que © té una distribucié normal.

© En aquesta distribucié teorica determinem, a partir de «, la
zona d'acceptacié de Hp i la zona d’'acceptacié de Hq, que
estan separades pels valors critics de ©.

@ Mirem a quina de les dues zones es troba 6 i arribem a una
conclusié.
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Exemple
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\ Y9 2>y,

GC(er)]"w —3‘4_—- 20oua a\‘ac«r?’ac\'.‘ —3| — 4((«,;'?«» M,
”1 cle Mo
?w.\' unl
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el Z-test

Test per a la mitjana d’una poblacié normal X ~ N(u,o?)
amb o coneguda.
@ Suposem que volem contrastar una hipotesi alternativa sobre
1 del tipus Hy : p # o contra la hipotesi nulla Hop : 1 = po.
Tenim fixat un nivell de significacié del test igual a «.
@ Prenem una mostra de mida n i calculem la seva mitjana
mostral X.

o Acceptarem que j # pg si X estad “molt lluny” de . En cas
contrari, ens quedarem amb Hj.

@ Per decidir qué vol dir “molt lluny”, utilitzarem que
— 2, . , ;. . .
X ~ N(u, %) i, per tant, I'estadistic a utilitzar és:

Estadistic a utilitzar en un Z-test

==~ N(0,1)
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Tests unilaterals. p-valor. t-test

Tests unilaterals

Si Hj és del tipus pu < pp o bé En lloc de fixar el nivell de
[ > g, tenim un test unilateral o | significacié «, també podem calcular
test amb una cua: la superficie a | el valor de I'estadistic z i la

estara tota situada a un tnic probabilitat que Z superi aquest
costat de la corba de Gauss i hi valor. D'aquesta probabilitat s'en diu
haura un dnic valor critic. Si H; el p-valor del test. Es el nivell de

és del tipus p # pip, tenim un test | significacié que ens duria a no saber
bilateral o test amb dues cues. decidir entre Hy i Hy.

Si no coneixem o, utilitzarem la variancia mostral S en lloc seu,
pero aleshores, haurem d'utilitzar, en lloc de la normal Z, la
distribucié t de Student amb n — 1 graus de llibertat:
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La distribucié t de Student

La llei t de Student / N\

F(z)— | 0900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999

13.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567 318.3088
2| 1.8856 2.9200  4.3027  6.9646  9.9248  22.3271
3| 1.6377 2.3534  3.1824  4.5407  5.8409  10.2145
41 1.5332 2.1318  2.7764  3.7469  4.6041 7.1732

51 1.4759 2.0150 2.5706  3.3649  4.0321 5.8934
6| 1.4398 1.9432  2.4469  3.1427  3.7074 5.2076
7114149 1.8946 23646  2.9980  3.4995 4.7853
8 | 1.3968 1.8595  2.3060  2.8965  3.3554 4.5008
9| 1.3830 1.8331  2.2622  2.8214  3.2498 4.2968

10 | 1.3722 1.8125  2.2281  2.7638  3.1693 4.1437
11 | 1.3634 1.7959  2.2010 2.7181  3.1058 4.0247
12 | 1.3562 1.7823  2.1788  2.6810  3.0545 3.9296
13 | 1.3502 1.7709  2.1604  2.6503  3.0123 3.8520
14 | 1.3450 1.7613  2.1448  2.6245  2.9768 3.7874
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El p-valor

Suposem que fem un test sobre una hipotesi H;. Calculem
I'estadistic de contrast i obtenim un cert valor ©.

El p-valor del test és la probabilitat d'obtenir aquest valor ©, o un
de més extrem, suposant que la hipotesi Hy fos certa.

@ Com més petit és el p-valor, més improvable és que la hipotesi
nulla sigui certa.

@ Com més petit és el p-valor, més confianca podem tenir que
la hipotesi H; sigui certa.

@ Segons el context, es considera que un p-valor p < 0.05 déna
plausibilitat a la hipotesi H;.

@ En altres contextos, exigirem p < 0.01, p < 0.001, etc. per
validar una hipotesi H;.
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p-valor. Exemple

Llancem una moneda 100 vegades. No tenim cap motiu per dubtar que
cara i creu tenen la mateixa probabilitat de sortir (hipotesi nulla).

@ Observem que, per exemple, obtenim 60 cares i 40 creus. Potser
dubtarem que la moneda és equitativa? Depen.

e No és impossible llangar 100 vegades una moneda equitativa i
obtenir 60 cares i 40 creus...

o ... perd no és gaire probable. Si fem els calculs (distribucié
binomial!) veiem que la probabilitat d'una diferéncia de 20 o
més entre cares i creus és forca petita: p = 0,05689. Aixo és
el p-valor del test. Com que p > 0.05, en principi no
afirmarem que la moneda esta desequilibrada (perd podem
comengar a sospitar).

@ Si, en canvi, obtenim 80 cares i 20 creus, si que tenim motius per
refusar la hipotesi que la moneda esta ben equilibrada: la
probabilitat que hi hagi una diferéncia de 60 o més entre el nombre
de cares i el de creus és petitissima. p = 0,000000001. No és
impossible que surtin 80 cares, pero la probabilitat que aixo passi
amb una moneda justa és tant petita que, cientificament (no
matematicament) afirmarem que la moneda no esta equilibrada.
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Humor

JELY BEANS WE FOUND NO THAT SETLES THAT.
CAUSE ACNE! LINK BETWEEN :
T HEAR ITS ONL
SCIENTISTS! JELLY BEANS AND A CERTAN Cgu')l:
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i
L NNE!‘-WT'

SCIENT'STS‘
Hl'll'lhrll’-l'thFT'

@k

8. Tests d’hipotesis

Tests per a la mitjana




WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUNDNO WE FOUND MO WE FOUND NO
LINK, GETWEEN LINK BETWEEN LINK GETWEEN LINK,. GETWEEN LINK BETWEEN
PURPLE TELLY BROWN JELY Pin JELLY BWE Tl TEAL JELLY
BEANS PHD ACNE. BEANS ANDAME. | | BEANS AND ANE BERNS AND ACNE BEANS PD ACNE.
(P>0.05). (p>0.05) (p>005), (P>005), (P>0.05),
WE FOUND NG WE FOUND NO WE FOUNDNO WE FOUND NO WE FOUNDNO
LINK, GETWEEN LINK, BETWEEN LINK GETWEEN LINK, GETWEEN LINK GETWEEN
SALMON Tl RED Ty TURGUOISE JELLY | | MAGENTR JELY YELLOW JELY
BEANS D ACNE. BEANS AND ANE. BEANS AHD ACNE. BERNS AND ACNE BEANS AD ACNE.
(P>0.05). (P>005). (p>0.05). (P>005) (P>0.05)
/ / / 1 !
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WE FOUNDNO WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUND A WE FOUND NO

LINK, GETWEEN UNK, BETWEEN LINK GETWEEN LINK, GETWEEN LINK BETWEEN

GREY JELY TAN Jeuy Cren JELY GREEN JELY MALVE JELY

BEANS D ANE. BEANS AND AONE BEANS AND ACNE. BEANS PriD ACNE TBEANS AID ACNE.

(p>005), (P>0.05) (p>o0.05), (P<005), (P>0.05),

/ / / ey /
WE FOUND NO WE FOUND NO WE FOUNDNO WE FOUND NO WE FOUND NO
LINK, GETWEEN UK BETWEEN LINK GETWEEN LINK, GETWEEN LINK GETWEEN
BEIGE JELY LA Jewy Buack, JELw PERCH JELLY ORANGE JELLY
BEANS AD ACNE BEANS AND ACE BEANS AND ACNE BEANS AND ACNE BEANS AND ACNE
(p>0.05), (P>0.05). (p>005), (P>005) (p>0.05)
/ / 1 !
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p-valor per a la correlacié lineal

Suposem que estem estrudiant dues variables X, Y i volem saber
si hi ha una bona correlacié lineal entre elles. Prenem una mostra
de mida n

(Xla.yl)?' . -,(Xn,_yn)

i calculem el coeficient de correlacio r.

Sabem que si |r| és proper a 1, hi ha bona correlacié. Pero... que
vol dir “bona”? Es pot quantificar com és de “bona”?

Si, es pot quantificar amb el p-valor:

p-valor per a r
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En un estudi s'afirma que I'al'ligator del Yangtze (Alligator
sinensis) adut té un pes mitja de 40 kq, pero nosaltres creiem que
el pes mitja és, en realitat, inferior. Volem contrastar aquesta
afirmacié amb un nivell de significacié del 5%. Escollim una
mostra de 12 especimens i mesurem el seu pes. Obtenim (kg):

36.1, 40.2, 33.8, 38.5, 42.0, 35.8, 37.0, 41.0, 36.8, 37.2, 33.0, 36.0
Estadistic de contrast

t= )S(/_\’/‘% = —3.44. Comparem amb la distribucié t de
X =37.28 | Student amb 11 graus de llibertat. El test és unilateral
§$=273 amb una tnica cua a l'esquerra. El valor critic és -1.79509.
n=12
-3.44 es situa a la zona d'acceptacié de H;. Per tant,
Ho : =40 | acceptem que el pes mitja dels alligators del Yangtze és
Hi: <40 | inferior a 40 kg, amb significacié del 5%, i neguem la
validesa de |'estudi anterior. Quin és el p-valor?
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Test de comparacié de mitjanes entre dues poblacions

Cas de dades aparellades

Si tenim dues variables X7, X5 sobre uns mateixos individus i volem
fer un test de comparacié de mitjanes, podem considerar una nova
variable D = X; — X5 i fer un test ordinari per a la mitjana de D
(t-test).

Per estudiar si la practica d'exercici fisic fa reduir el ritme cardiac
prenem vuit voluntaris que no fan exercici fisic i els mesurem el
ritme cardiac abans i després de seguir un programa d’exercici fisic
d'un mes de durada. Hem obtingut:
individu 1 2 3 4 5 6 7 8
ritme abans del programa 74 86 98 102 78 84 79 70
ritme després del programa | 70 85 90 110 71 80 69 74
Hi ha prou evidencia per concloure que I'exercici fisic comporta una
reduccid del ritme cardiac, amb un nivell de significacié del 5%?
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Test de comparacié de mitjanes entre dues poblacions normals

individu 1 2 3 4 5 6 7 8
ritme abans del programa 74 86 98 102 78 84 79 70
ritme després del programa | 70 85 90 110 71 80 69 74
D=X,—Xy 4 1 8 -8 7 4 10 -4

Estadistic de contrast

_ _D
=3
Student amb 7 graus de llibertat. Test unilateral amb una

unica cua a la dreta. El valor critic és 1.89.

= 1.26. Comparem amb la distribucié t de

1.26 es situa a la zona d’acceptacié de Hy. Per tant, amb
un nivell de significacié del 5% no tenim prou evidéncia per
acceptar que |'exercici fisic baixi el ritme cardiac.
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Test de comparacié de mitjanes entre dues poblacions normals

Variancies conegudes

X1 — Xp

2 2
Cy
m mn

Utilitzem ['estadistic ~ N(0,1)

Variancies desconegudes iguals

Utilitzem |'estadistic

KX mimz, @l Ml o mol g
s /11 ' n+ny—2 nm—+ny—2

Variancies desconegudes, mostres grans (n; > 30, ny > 30)

Podem fer un test aproximat:

X1 — X

22~ N(0,1)
CNE
ny n
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Estem estudiant I'efecte d’una dieta pobre en calci sobre la
concentracié de plom a la sang i els teixits en ratolins. En el grup
de control format per 50 animals, hem trobat una concentracié de
plom amb X; =5.2i S; = 1.1 (en unes certes unitats) mentre que
el grup experimental amb una dieta pobre en calci, format per 40
animals, la concentracié observada de plom verifica Xo =6.11i

S5, = 1.3. Podem concloure que la manca de calci fa créixer la
concentracié de plom? (nivell de significacié ov = 0.01)

Com que les mostres sén grans, encara que no coneguem les
variancies poblacionals, podem utilitzar aquest estadistic:

X1 — Xo 52 —6.1
1 - 72 _ — ~3.49
S S 121 | 1.69
m T, 50 40

que hem de comparar amb la distribucié normal standard. H; és
po > 1 i Ho és pup = . Es un test unilateral amb una cua a
I'esquerra.El valor critic és Zp g1 = —2.32. Per tant, —3.49 cau a la
zona d'acceptacié de H;.
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Cas de poblacions que no sabem si sén normals

Poblacions no necessariament normals

Si les mostres sén prou grans, el teorema central del limit ens diu
que la mitjana mostral és aproximadament normal. Per tant,
podem utilitzar el Z—test com si la poblacié fos normal.
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Test per a la variancia d’'una poblacié normal

Si X és normal, X ~ N(u,0?), sabem que (n —1)S2/0? té una
distribucié X%—l' Per tant:

Test per a la variancia

Hy: 02 = O'%; Hy : 0% # 08. Estadistic:

2
2 ~ Xn—1

També hi ha tests unilaterals.

La maquina que controla la quantitat de fil que hi ha en una bobina
treballa correctament si la desviacié estandard de la quantitat de fil
en cada bobina és inferior a 0.15 cm. En una mostra de 20 bobines
hem observat una variancia mostral de 0.025 cm?. Podem
concloure que la maquina no esta treballant correctament?
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Test de comparacié de variancies entre dues poblacions normals

Aquest test utilitza la distribucié F(n, m) de Fisher que té dos
graus de llibertat, n i m.

Xq ~ N(pu1,02), Xo ~ N(puz2,03). Prenem una mostra de X; de
mida nq i una mostra de X5 de mida ny. Aleshores:

Test de comparacié de variancies

Hy : 0’% = 0%; Hy : J% =~ O'%. Estadistic:

|
’

5—12 F(m —1,m—1)
522 1 y 112

També hi ha tests unilaterals.

A I'hora de calcular els valors critics de la distribucié de Fisher, és
atil aquesta propietat:

F(n,m), =
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Volem veure si el nou model de maquina omplidora d'ampolles (/)
presenta menys variabilitat que la maquina antiga (A). Prenem 22
mostres d'ampolles omplertes per la maquina A i observem una
variancia de 0.0018, mentre que en una mostra de 25 ampolles de

la maquina B s'observa una variancia de 0.0008. Feu un test amb
a = 0.01.
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Tests per a una proporcié

Ara X és una poblacié Bernoulli amb una proporcié desconeguda p
d’'éxits. Volem fer un test per a p. Prenem una mostra de mida n i
trobem una proporcié mostral p.

Test per a una proporcié (aproximat)

Ho: p=po; Hi: p# po. (També unilateral) Estadistic:

~

— bPo

T —poyn O

\,

Test de comparacié de proporcions (aproximat)

Ho : p1 = p2; Hi: p1 # p2. (També unilateral) Estadistic:

_ Pi— Pi _ ~N(0,1), p= nip1 + napo
\/p(l—p) =) ni + ny
n

n 2
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Hem desenvolupat una nova crema solar (N) i volem contrastar
que produeix menys reaccions allergiques que la crema antiga (A).
En una mostra de 100 individus que han usat la crema A s'han
donat 22 casos d'al'lergia. En 90 individus que han usat la crema
N s’han donat 10 casos d'al'lergia. Hi ha prou evidéncia (amb un
nivell de significacié del 5%) per afirmar que la nova crema és
menys allergénica que |'antiga?

Usem ['estadistic:

DA — PN 0.22 — 0.11

- ~ 2.0025
\/ﬁ(l—ﬁ) L p-p)  /0.168 x 0.83(0.01 + 0.011)

n 2

Hi: pn < pa, Ho: pn > pa: test unilateral amb una cua a la
dreta.

Valor critic: Zy.g5 = 1.6449 < 2.0025. Per tant, el valor de
I'estadistic de contrast cau a la zona d’acceptacié de H; i podem
concloure que la nova crema produeix menys reaccions allergiques
que I'antiga (amb un nivell de significacié del 5%).
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Test d’independencia

El famés Test d’independencia de la y? va ser introduit per Karl
Pearson el 1900 i és una de les eines més utilitzades en estadistica.
Consisteix en aixo:

@ Dues variables aleatories nominals X i Y. X pren r valorsi Y
pren s valors.

@ Hyés "X i Y sén independents”. H; és “X i Y no sén
independents”.

@ Prenem una mostra de mida n. Per a cada individu tenim el
valor de X i el valor de Y.

e Fem una taula de freqiiéncies observades (taula de
contingencia).

@ Calculem una taula de freqliencies esperades.

@ Utilitzem un estadistic que ens mesura la discrepancia entre la
taula de freqiiéncies observades i la taula de freqiiéncies
esperades. Acceptarem Hj si aquesta discrepancia és gran
(test unilateral amb cua a la dreta).
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El test de la \2

fij = frequenciade X =/, Y = j.
fie = freqliencia de X = /.
foj = frequencia de Y = j.

fie X fo

fij = ==L = freqiiéncia esperada

de X=1i Y=}

\ e—— decephem W,

Estadistic de contrast

. £.)2
Z M ~ X%r—l)(s—l) Ho : X i Y sén independents.
g T Hi: X i Y no sén independents.

Cal que la mida de la mostra sigui gran i que les freqiieéncies
esperades no siguin massa petites, f;j > 5.
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Un supermercat vol estudiar si hi ha relacié entre I'edat dels clients
i la seva satisfaccié amb els productes de marca blanca. Una
enquesta déna aquests resultats:

molt satisfet | satisfet | poc satisfet
menor de 40 anys 140 100 15
40 o més anys 140 50 20

© Fem una taula de contingencia i calculem les freqliencies
marginals. Calculem la taula de les freqiiencies esperades.
140 | 100 | 15 | 255
140 | 50 | 20 | 210
280 | 150 | 35 | 465
@ Calculem I'estadistic de contrast D = 19.36 i el comparem
amb el valor critic de x? amb 2 graus de llibertat. Si
a = 0.05, aquest valor critic val 5.99. Per tant, acceptem Hy:
la satisfaccié amb els productes de marca blanca no és
independent de I'edat del client.

153.55 | 82.26 | 19.19
126.45 | 67.74 | 15.81
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Analisi de la variancia (ANOVA) d’un factor

El cas més simple d'Analisi de la variancia té aquest aspecte:

e Hi ha diferencies significatives en el contingut en greixos de les
hamburgueses de les cinc cadenes principals de menjar rapid?

@ S'analitzen tres metodologies d'ensenyament i ens preguntem
si I'eleccié d'una d’aquestes metodologies pot tenir una
influéncia en I'efectivitat de I'ensenyament.

@ L’'encarregat d'un supermercat estudia la influencia de
I'eleccié de quatre possibles localitzacions d'un producte sobre
el volum de vendes d'aquest producte.

@ Abans de decidir-nos a adquirir un determinat producte volem
contrastar si hi ha diferencies significatives entre el rendiment
d’'aquest producte en funcié del fabricant.

@ En un estudi clinic ens preguntem si hi ha diferéncies
significatives entre els efectes de cinc marques d'un mateix
farmac.
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L'esquema general d'Analisi de la variancia d'un factor és:

@ Tenim m variables aleatories normals X; ~ N(u;, 02).
(Observeu que fem la hipotesi de que les variancies sén totes
iguals.) Cada valor de m és un nivell.

© Prenem, de cada variable, una mostra de mida n:
Xity- s Xin.
© Fixem un cert nivell de significacié a.

@ Volem contrastar la hipotesi nul'la

Ho: pi=p2="=pm

Que sén cada una d’aquestes coses en els exemples anteriors?
Observeu que I'’ANOVA pot determinar que hi ha diferencies
significatives entre els nivells, pero NO serveix per dir que un nivell
és “millor" que els altres.
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x;j = valor de I'observacié j—esima del nivell /.
N = mn és el nombre total d'observacions.

JE— Xij 7 o . .
Xeo = % és la mitjana total de totes les observacions.

Xie = Z 2% &g |3 mitjana de totes les observacions del nivell /.

El cr|ter| que utilitzarem per decidir si podem refusar la hipotesi
nulla és aquest:

@ Dintre de cada nivell, hi haura una certa variabilitat interna,
deguda a I'atzar.

@ També hi haura una variabilitat entre nivells deguda a I'atzar i
també, potser, a que la hipotesi nul'la no és certa.
@ Si la variabilitat entre nivells, comparada amb la variabilitat

interna dels nivells, és molt gran, tindrem motius per acceptar
la hipotesi alternativa H;
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@ Com a mesura de la “variabilitat interna” prenem

m n

Se=2 | Do — %)

i=1 \ j=1

@ Com a mesura de la “variabilitat entre nivells” prenem

SE =D _(Kie = Xea)? = n 3 (% — %ea)?

if
Utilitzem |'estadistic
S2/(m—1)
— =~ ~F(m—-1,N—
S2/(N—m) " Flm LN =m)

i acceptem la hipotesi alternativa si aquest estadistic és “gran”, és
a dir, més gran que el valor critic de la distribucié F corresponent
al nivell de significacié a.
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Estudiem I'eficacia de dos farmacs A i B i dos tipus de dieta C i D
en la reduccié de la hipertensié. Escollim 25 individus hipertensos i
els distribuim aleatoriament en 5 grups. Als quatre primers grups
els apliquem els tractaments A, B, C i D i al cinqué grup no li
apliquem cap tractament. Volem fer una analisi de la variancia

(ov = 0.01) per contrastar si hi ha diferéncies significatives en
I'eficacia dels diversos tractaments.

Les pressions arterials sistoliques dels 25 individus, després d'un

mes de tractament, sén:
158, 146, 160, 171, 155

147, 152, 143, 155, 160
172, 158, 167, 160, 175
163, 170, 158, 162, 170
180, 173, 175, 182, 181

m| O] O | >
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n=m=5. N=25.

5,%— = 2010.64. Graus de llibertat m — 1 = 4.
S2 = 894.40. Graus de llibertat N — m = 20.

Estadistic de contrast: % =11.24

Comparem amb el valor critic de la distribucié F(4,20) per
a = 0.01, que val 4.43.

Conclusié: Acceptem que hi ha diferéncies significatives en
I'efectivitat dels diversos tractaments.
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