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Ontroduccié

Aquests apunts corresponen a 1’assignatura d’ Algebra Lineal que s’ha fet als cursos 2018/2019 i
2019/2020 del Grau en Matematica Computacional i Analitica de Dades a la UAB. Es un curs de 52
hores docents on es barregen les classes tedriques i practiques. Per a les classes tedriques (i aquests
apunts) s’han utilitzat les referéncies [1] i [2]. Cada capitol acaba amb una seleccié d’exercicis
proposats, agafant la numeracié de [1]. A més a més, aquest curs s’ha complementat amb tres
sessions de Sage que mostren aplicacions d’aquests resultats.

Encara que aquests apunts intenten ser for¢a autocontinguts, es requereix que 1’alumne conegui
la resoluci6 de sistemes d’equacions lineals, 1’aritmetica basica de nimeros i polinomis, i que tingui
destresa de calcul amb expressions algebraiques simboliques.

A tot aquest curs suposem que treballem sobre un cos commutatiu K fixat, que podeu pensar és
Q, R o C. Els elements de K els anomenarem nombres o escalars. Les propietats que utilitzarem
son:

e Es commutatiu amb la suma: a+b = b+a Va,b € K.

e Es commutatiu amb el producte: ab = ba Va,b € K.

La suma té un element neutre que anomenem zero: 0+a = a Va € K.

El producte té un elements neutre que anomenem u: la =a Va € K.

Tot element a € K té un invers per la suma que anomenem —a: a+ (—a) = 0.

Tot element a diferent de zero té un invers per la multiplicacié que anomenem 1/a o bé a~!
aa ' =1.

Hi ha les propietats associatives a la suma i al producte: (a+b)+c=a+ (b+c)i (ab)c =
a(bc) Va,b,c € K.

e Hi ha la propietat distributiva: a(b+c) = ab+ac Va,b,c € K.

També suposem certa familiaritat amb el llenguatge dels conjunts. Si A és un conjunt, escriurem
B C A per denotar que B és un subconjunt d’A. Escriurem a € A per dir que a és un element d’A.

També escriurem A~ B = {a € A | a & B} i llegirem els a que pertanyen a A i que no pertanyen a B
(o bé el complementari de B en A).
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(l. Matrius i equacions lineals

formada
element

El contingut d’aquesta seccié el podem trobar a [1, Tema 1] i a [2, Tema 2]
1.1 Matrius

Definicid 1.1.1 Si m i n sén dos nombres naturals, una matriu m x n amb entrades a K és una
taula rectangular d’elements de K amb m files i n columnes. Denotem M,,,.,(K) al conjunt de
matrius que tenen m files i n columnes i els seus elements sén de K.

Notacié 1.1.2 Denotarem amb lletres majiscules el nom de les matrius i amb la mateixa lletra
i subindexs cadascun dels coeficients: si A €s una matriu, anomenarem a;; al nombre de la fila i

columna j. En el producte de matrius, a vegades utilitzarem la notaci6 (AB);; per a fer referéncia al
coeficient de la posici6 (i, j) després de fer el producte

s Exemple 1.1.3 SiA =
i an3 = 1.

(1 3 0) €M2X3(Q),llavorsa11 =1l,ap=3,a13=0,a; =0,a,» =-—1
Denotarem per M,(K)

- b
A continuacié6 fixem algunes notacions i definicions de casos particulars

|
e Una matriu quadrada és una matriu amb el nombre de columnes igual al nombre de files
My (K).

e Un element esta a la diagonal d’una matriu quadrada si la posicié que ocupa té el mateix

nombre de fila que de columna: si la matriu és A, els elements de la diagonal sén els a;;

e Una matriu diagonal é€s una matriu quadrada on els tnics elements no nuls estan a la diagonal
A, matriu quadrada, és diagonal si a;; =0 Vi # j

o La matriu identitat n x n és una matriu diagonal on tots els elements de la diagonal valen 1 (i
per tant els altres valen 0). La denotem per 1, la matriu identitat n X n

e En general, escriurem els vectors per columnes: un vector de K" és una matriu amb 7 files i
1 columna

diagonal valen 0, o sigui, a;; = 0sii > j.
diagonal valen 0, o sigui, a;; = 0sii < j

e Direm que una matriu quadrada A és triangular superior si tots els coeficients per sota de la

e Direm que una matriu quadrada A és triangular inferior si tots els coeficients per sobre de la
M. Masdeu, A. Ruiz
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8 Capitol 1. Matrius i equacions lineals

e Donada una matriu A € My, ,(K), definim la transposada d’A i 1a denotem per AT com la
matriu de M,,x,(K) que té per columnes les files d’A, o sigui, que a la posicié (i, j) té el
coeficient a j;. Tenim la propietat:

AN =A.

e Diem que una matriu A és simeétrica si A = AT (en particular, ha de ser quadrada). Per
exemple, la matriu identitat 1, és simetrica.

m Exemple 1.1.4 Considerem un sistema d’equacions amb m equacions i n incognites:

ayxy +apxy + -+ ayx, = by

ax1x1 +anxy + -+ ayx, = by

Am1X1 + AppX2 + -+ QX = by

D’aqui podem treure la matriu associada als coeficients del sistema:

ai a ot Al

azl anp o Agp
A=

aml Am2 - Amn

el vector de termes independents:

by
by
B=| .
b
0 bé escriure-ho tot en una sola matriu (matriu ampliada), on habitualment separem els termes
independents:
an  aip -+ din | b
ay axp - ay | b
Aml  Qm2  ***  Ggn | by

1.2 Operacions amb matrius. Matriu invertible

Considerem A € K i A,B € M,,«,(K). Les primeres operacions que podem fer sén les que
corresponen a veure My, ., (K) com K-espai vectorial (més endavant veurem qué vol dir):

e Definim la matriu AA com la matriu que té per coeficients Aa;;.

e Definim la matriu A + B com la matriu que t€ per coeficients a;; + b;;.

s Exemple 1.2.1

—110+O—12
1 21 -1 3 2

I
AN
s L
wn o
N
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1.2 Operacions amb matrius. Matriu invertible 9

S(-1 1 0y_(-220
1 2 1) \2 42

Aquestes definicions, més les propietats dels elements de K impliquen:
1. Existeix una matriu 0,,, complint A +0,,, = A, VA € M,,,(K) (0,,, té tots els coeficients
ZEero).
0A = 0y, VA € My (K).
A+B=B+A,VA,B € My, (K).
1A =A, VA € Myn(K).
CA(UA) = (A)A, YA, 1 € K i VA € Myn(K)
Abans de la definici6 del producte de matrius és convenient utilitzar el llenguatge segiient:

s Exemple 1.2.2

DR W

Definicié 1.2.3 Diem que un vector w és combinacio lineal de {Vi, ..., V,} si existeixen escalars
My, Mg tals que w = AV + -+ A0,

Si un dels vectors de {V,...,V,} es pot escriure com a combinacié lineal dels altres, diem
que la familia de vectors {Vi,...,V,} és linealment dependent.

En cas contrari, diem que la familia de vectors {Vi,...,V,} és linealment independent.

Parlarem de files (o columnes) linealment dependents o independents d’una matriu A pensades
com a vectors amb tantes components com files (o columnes) tingui A.
A més, a més, podem definir:

Definicié 1.2.4 Si A € My, (K), B € My,«,(K) (o sigui, el nombre de columnes de A és igual
al nombre de files de B) podem definir el producte AB com la matriu C € M,,,«, que té per
coeficients:

n
cij= Y aubi;.
k=1

La matriu C és pot pensar que té per columnes combinacions lineals de columnes de A (B ens
diu quines s6n aquestes combinacions lineals): la columna j de la matriu C és:

c1j ar a Aln

c2j az; an azn
=by; . +byj . + ot by

Cmj am1 am2 Amn

Analogament, la matriu C es pot pensar que té per files combinacions lineals de files de B (A ens
diu quines sén aquestes combinacions lineals): la fila i de la matriu C és (separem amb comes
per a que quedi més clar):

(citsciny -+ ycir) = ait(bi1,b12, ... ,biy) +ain(ba1,baa, . .., b2y) + -+ ain(bu1, buas - - ., by)

(]

1 2
3 4
56

s Exemple 1.2.5

DN W =
AN B~
Il
7N
—
NN
—
AN N
N———
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10 Capitol 1. Matrius i equacions lineals

m Exemple 1.2.6 Podem escriure el sistema d’equacions

ayxy +apxy+--+apx, = by

axixi +anxy + -+ ayx, = by

Am1X1 + Ap2X2 + -+ -+ QX = by

comAX =B, on
ap app - A x| by
a ax -+ Ay x| by
A=| . . |, X=1.|1 B=
aml Aam2 - Aamp Xn b,

Proposicio 1.2.7 El producte de matrius té les propietats segiients:
(a) Element neutre: si A € M,,,(K), 1,,A = Al,, = A.
(b) Propietat associativa: si A € My, (K), B € M,»,(K), C € M,»s(K), llavors

(AB)C = A(BC).

(c) Distributiva respecte el producte: si A € M, (K), B,C € M,,»-(K) i D € M,(K), llavors
A(B+C)=AB+ACi (B+C)D = BD+CD.

Demostracio. Escriure les férmules amb els coeficients i surt. Fem la propietat associativa com
exemple: volem comparar el coeficient a la posici6 (i, j) d’(AB)C amb el d’A(BC), que denotem
((AB)C);j i (A(BC));j respectivament:

r r n r n

=Y (AB)icy; Z Z agbp)ekj =Y, Y apbucy;

k=1 k=1 I=1 k=11=1
Mentre que:

n r
(A(BC));j = Zatl (BC)y; Zatl Z bicj) = Y. Y aubic;

=1 k=1 I=1k=1

I els dos resultats son el mateix ja que podem commutar els sumatoris. |

Observacié 1.2.8 El producte de matrius, en general, no és commutatiu (veure I’Exemple
1.2.5).

Proposicio 1.2.9 SiA € My, (K) i B € M,(K), llavors tenim la relacié segiient entre produc-

tes 1 transposades
(AB)T = BTAT

Demostracio. Escrivim les formules dels coeficients:

((AB) z]— AB Zajkbk,

Apunts d’Algebra Lineal Universitat Autdbnoma de Barcelona M. Masdeu, A. Ruiz



1.2 Operacions amb matrius. Matriu invertible 11

mentre que
n
(BTAT)U = Z(BT tk AT kj Zbkza]k
k=1
1 s6n iguals per la propietat commutativa del producte a K. |

Definicié 1.2.10 Si considerem Vi w vectors de K", que escrivim com una columna cadascun,
definim el producte escalar V- w com:

Vw=ww
Per tant, si les coordenades son:
V1 w1
V= w=| . lavors v-w =Y v;w;.
: i=1
Vn Wp

Volem definir la inversa d’una matriu quadrada, perd com que el producte no és commutatiu,
hauriem de parlar d’inversa per I’esquerra o per la dreta.

Definicié 1.2.11 Diem que una matriu quadrada A € M,,(K) és invertible si existeix una matriu
B € M,(K) tal que AB=BA = 1,,.

Teorema 1.2.12 Siguin A i B matrius quadrades n x n. Llavors AB = 1,, si i només si BA = 1,,.
En particular, si aixo passa aleshores A és invertible i la inversa, que és tnica, la denotarem A",

Demostracio. La primera part la demostrarem quan tinguem el concepte de rang d’una matriu
(Observaci6 1.4.2). Vegem ara que si B és tal que AB =1,,,1 C tal que CA =1, llavors B = C:

C=Cl1,=C(AB) = (CA)B=1,B=B.

Aixd implica que la inversa és nica: Suposem B’ tal que AB’ = 1, llavors, pel raonament d’abans,

=C=B. [ ]
Proposicié 1.2.13  (a) Si A € M,x,(K) és invertible, llavors A7 també ho és i (AT)~! =
(a=Hr.
(b) SiA,B € M,,(K) sén matrius invertibles, llavors el producte AB també ho és i (AB)~! =
B AL

Demostracio. Demostrem primer (a): com que ens proposen una inversa, tant sols cal comprovar
que ho és:
AnH@AaHY =@ '’ =11 =1,.

per tant, (A=) és inversa d’A” (com que AT és quadrada, pel Teorema 1.2.12, tant sols cal
comprovar-ho per un dels costats).

Demostrem ara (b): com que A i B sén invertibles, existeixen les matrius inverses Al
B~! € My,(K) respectivament. Llavors:

I)T

(ABYB'A™")Y=ABB YA '=A1,A"' =447 =1,

Igual que (a), aixod ja demostra que B~!A~! és inversa d’AB. |

M. Masdeu, A. Ruiz Universitat Autdbnoma de Barcelona Apunts d’Algebra Lineal
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Observacié 1.2.14 D’aqui es dedueix que si Aj,...,A, € My, (K) sén invertibles, el seu
producte també ho ési (A;---A,) 1 = A1 AT

Transformacions elementals en matrius

Considerem una matriu organitzada per files (encara que tot el que farem aqui també es pot fer per
columnes) i definim les transformacions elementals:

T1. Multiplicar una de les files per A # 0.
T2. Sumar a una de les files y vegades una altra fila.
T3. Intercanviar dues files.

Observacié 1.3.1 Si considerem la matriu d’un sistema d’equacions i apliquem qualsevol de
les transformacions elementals, no modifiquem les solucions.

Observacié 1.3.2 Les tres transformacions elementals es poden desfer mitjangant una transfor-
macié elemental:

1. Multiplicar una de les files per 1/A # 0.

2. Sumar a una de les files —u vegades una altra fila.

3. Intercanviar dues files.

Aquestes transformacions elementals es poden fer (i desfer) multiplicant per una matriu invertible
P per I’esquerra. Suposem que A és una matriu amb m files:

T1. siapliquem aquest canvi a la fila i d’1,, tindrem una matriu P on hem modificat 1’1 de la fila
i per A # 0. Llavors PA té els mateixos valors que A, perd amb la fila i multiplicada per A.
En aquest cas, P~! és una matriu identitat amb un 1/A a la posici6 (i, i).

T2. si sumem a la fila i de la matriu 1,, y vegades la fila k # i tindrem una matriu P tal que PA té
alafilailafilaid’A més u vegades la fila k d’A. En aquest cas, P~! és una matriu amb 1 a
la diagonal, O fora, excepte la posici6 (k, i), que val —pL.

T3. siintercanviem les files i i k de la matriu 1,, (i # k) obtenim una matriu P tal que PA és el
resultat d’intercanviar les files i i k d’A. En aquest cas, P~! = P.

Amb aquests raonaments hem demostrat:

Proposicio 1.3.3 Si considerem la matriu identitat 1,, i li apliquem transformacions elementals
per files, la matriu P que obtenim és invertible. Si apliquem exactament les mateixes trans-
formacions elementals a una altra matriu A € M,,,(K), la matriu que resulta és exactament
PA.

Definicié 1.3.4 Diem que dues matrius A i B sén equivalents per files si es pot passar d’A a B
mitjancant transformacions elementals per files. Escriurem A ~ B.

Proposicio 1.3.5 Si A, Bi C sén matrius de dimensions iguals, aleshores es té:
o A ~ A (reflexiva),
e A~ Bsiinomés si B~ A (simetrica),
o A~ BiB~ CimplicaA ~ C (transitiva).

Demostracio. La primera és T2 per a qualsevol filai yu = 0.
La segona és que la inversa d’una transformacié elemental és una transformacié elemental (i
les composem en ordre invers): si Py, ... P, son les transformacions elementals que apliquem a A
per obtenir B, resulta que:
P.---PA=B

Apunts d’Algebra Lineal Universitat Autdbnoma de Barcelona M. Masdeu, A. Ruiz



1.3 Transformacions elementals en matrius 13

llavors
A=p'-..Pp'B

Per0 si P; és una transformacié elemental, Pfl també i per tant B ~ A.
La tercera és per definici6 de ~, ja que passem de A a C fent primer els canvis elementals que
transformen A en B i després els que transformen B en C. |

Observacié 1.3.6 Si tenim un conjunt S i una relacié ~ entre els seus elements complint
les propietats de la Proposicié 1.3.5 (reflexiva, simetrica i transitiva) diem que és una relacio
d’equivalencia.

Definicié 1.3.7 Diem que una matriu A esta en forma esglaonada (per files) si compleix que:

1. El primer element no nul de cada fila val 1, i I’anomenem pivot.

2. Siuna fila conté un pivot a la columna j, les files superiors també tenen un pivot a una

columna j' < j.

3. Totes les entrades per sota d’un pivot valen 0.

Diem que una matriu A esta en forma reduida (per files) si esta esglaonada i a més compleix
que:

3’ Si una columna té un pivot, aquest és 1’inic element no nul de la seva columna.

m Exemple 1.3.8 De les matrius segiients:

120 101 01 0). 123
A_Q)01>£_Q)01>£_<10 JID_Q)15>

les matrius A, B i D estan esglaonades per files (i la matriu C no). De les matrius esglaonades per
files, A esta en forma reduida i les altres no: per sobre del segon pivot no hi ha zero. "

Considerem ara 1’algorisme segiient (Métode de Gauss o Métode de Gauss-Jordan), que aplica
canvis elementals per files a una matriu A fins que obtenim una matriu en forma reduida per files. A
aquest metode també li diem triangular la matriu per files.

Suposem que tenim una matriu A € M, ,(KK), on la submatriu formada per les i; primeres files
ja té forma reduida i si el pivot de la fila i1 és a la posici6 ji, els coeficients a;; =0 sii> i i
i<
G1 Busquem la primera columna que no sigui tota zero a la submatriu formada per les files
i1 + 1 fins la m (suposem columna j,), i triem una fila a aquesta submatriu on hi hagi un
element diferent de zero a aquesta columna. Si cal, apliquem el canvi T3 per a que la fila
ip := 11 + 1 tingui un valor diferent de zero a aquesta columna. Podem suposar, doncs, que
Qiy j, #Oiqueaijzosii>i2ij<j2.
G2 Volem que a la posici6 (i, j2) hi hagi un pivot (= 1), per tant multipliquem tota la fila i,
per 1/aj,j, (canvi T1).
G3 Per a totes les files i # i tals que a;;, # 0, hi restem la fila i multiplicada per a;;, (canvi
T2), de tal manera que farem que a la posicié (i, j») hi hagi un zero per a tota i # i,.
Ara hem aconseguit que la submatriu formada per les files 1, ...,i; + 1 sigui en forma reduida.
Iterem aquest procediment fins que i} = m.

Com que la matriu té un nombre finit de files, aquest algorisme sempre acaba. A més, acabem de
demostrar que:

Teorema 1.3.9 Tota matriu A € M,,.,(K) és equivalent a una matriu reduida.

M. Masdeu, A. Ruiz Universitat Autdbnoma de Barcelona Apunts d’Algebra Lineal
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m Exemple 1.3.10 Considerem la matriu:

0 1 30
A=|1 -2 -5 4
2 =3 =77

Apliquem el canvi T3, canviant la primera fila per la segona, obtenint:

1 -2 -5 4
0 1 3 0
2 =3 =77

Apliquem el canvi T2, restant a la tercera fila 2 cops la primera:

1 -2 -5 4
0 1 30
0 1 3 -1

Com que a la segona fila, la primera posici6 ja és 1, podem utilitzar-la directament de pivot i
sumar-la 2 cops a la primera fila, i restar-la a la tercera:
1 01 4
01 3 0
00 0 -1

Les dues primeres files ja estan en forma reduida, pel que podem considerar la tercera fila, i
multiplicar-la per —1 per a que I’tinica posicidé no nulla sigui un pivot:

S = O

1 1 4
0 30
0 01

Finalment restem la tercera fila a la primera multiplicada per 4:

0
0
1

S W =

10
0 1
0 0

Criteri d’invertibilitat. Rang d’una matriu

Considerem primer el resultat segiient:

Teorema 1.4.1 Donada una matriu quadrada A € M,,.,(K), les condicions segiients son equiva-
lents:

(a) A ésequivalenta 1,.

(b) A és invertible.

Demostracio. Vegem primer (a) implica (b): si A és equivalent a 1, existeix P tal que PA =1,,.
Com que P és invertible, existeix P~! i podem fer:

PA=1,=P 'PA=P ' A=pP '=AP=P 'P=1,

per tant P és la inversa d’A.
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1.4 Criteri d'invertibilitat. Rang d'una matriu 15

Vegem (b) implica (a): suposem que A no és equivalent a 1,,. Llavors, forcosament, quan
I’esglaonem hi haura una fila sense pivot, i per tant, tot zeros. Llavors obtenim PA = A’, amb P
invertible i A" una matriu que té 1’dltima fila tot zeros. Si A fos invertible, voldria dir que existeix Q
tal que AQ = 1,,, llavors, pero llavors:

AQ=1,=PAQ=P=AQ=P=A(QP ") =1,
Observem ara que si A’ té I'tltima fila tot zeros A’(QP~!) també, i per tant no pot ser 1,,. |

Observacié 1.4.2 Aquests resultats donen la demostracié de la primera part del Teorema
1.2.12.

Observacié 1.4.3 Si considerem A € M,,.,,(K) que es pot subdividir en 4 submatrius:
B|C
A= (515)

on la matriu 0 esta formada per zeros i toca la diagonal (conté un coeficient amb coordenades
(i,i)), llavors A no és invertible.

Demostracio. Primer observem que per a que una matriu sigui invertible, I’esglaonament ha de fer
que a totes les seves columnes (i files) hi hagi un pivot (es dedueix del Teorema 1.4.1).

Si fos invertible podriem fer els canvis elementals per files i obtenir 1,,. Com que la submatriu 0
toca la diagonal, llavors B té€ més columnes que files i D més files que columnes. Quan esglaonem
la matriu A, el pivot de les primeres columnes ha de ser a B (sota hi ha zeros) i per tant no hi pot
haver més pivots que files a B (a les columnes de B), per tant hi ha columnes de A sense pivot, i per
tant no pot ser invertible. |

Podem utilitzar el concepte de matriu reduida equivalent per a definir el rang d’una matriu A.
Cal tenir en compte que necessitarem demostrar que la definicié no depen de quina matriu reduida
equivalent a A considerem.

Proposicio 1.4.4 Si A i B sén dues matrius en forma reduida que sén equivalents, llavors A = B.

Demostracié. Suposem que A i B son diferents. Considerem submatrius A’ i B’ formades per
la primera columna on difereixin, aixi com per totes les columnes a I’esquerra d’aquesta que
continguin pivots. Observem que A’ i B’ segueixen essent equivalents, mitjangant les mateixes
transformacions elementals associades a A i B. Podem interpretar A’ i B’ com matrius augmentades
de sistemes lineals equivalents, posem en r incognites. Si aquests son compatibles, aleshores
necessariament els termes independents han de coincidir i, per tant obtenim una contradiccié. Si
aquests dos sistemes s6n incompatibles, aixo significa que I’dltima columna conté zeros en les
primeres files (tantes com pivots) i necessariament tindrem que aquesta tltima columna tindra un
pivot a I’entrada r-¢ssima. Per tant, obtenim una nova contradiccio. |

Notacié 1.4.5 D’aqui és dedueix que donada una matriu A € M,,»,(K), existeix una sola matriu
reduida equivalent a A, i I’anomenem rref(A) (reduced row-echelon form) .
Ara ja podem definir el rang d’una matriu:

Definicié 1.4.6 Donada una matriu A, definim el rang d’A com el nombre de files diferents de
zero (igual al nombre de pivots) de rref(A).
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16 Capitol 1. Matrius i equacions lineals

Corol-lari 1.4.7 Si fem transformacions elementals a una matriu A € M,;,,(K), el rang de la
matriu resultant és el mateix. Aixo també ho podem enunciar dient que si P € My, (K) és una
matriu invertible i A € M,,,,(K), llavors Rang(A) = Rang(PA).

I Corol-lari 1.4.8 Una matriu quadrada A € M,,,.,(K) és invertible si i només si té rang n.

Demostracio. Considerem el Teorema 1.4.1, i per tant és invertible si i només si és equivalent a 1,
per tant, si i només si té rang n. |

El Metode de Gauss ens dona una manera de calcular la inversa d’una matriu: suposem que ens
donen una matriu A € M, ,(K). Considerem la matriu formada per una matriu identitat n x n al
costat de la matriu A:

( A ‘ ln ) S Mnxln(K)
Si apliquem canvis per files a aquesta matriu (cada fila té 2n coeficients) obtindrem matrius que
podem escriure com:

( A ‘ P ) € Mn><2n(K)
amb A’ P € M,,»,(K) i que compleixen que PA = A’.

Com a cas particular tenim que, si A és invertible, podem arribar a la situacié

(1, | P )€ Muon(K) (1.1)

i tindrem que P =A"".
Si la matriu A no fos invertible, el Teorema 1.4.1 ens diu que no seria possible arribar a la
situaci6 de I’Equaci6 (1.1).

m Exemple 1.4.9 Considerem la matriu:

1 2 6
A=|0 -1 -8
5 6 0

Escrivim la matriu amb una copia de la matriu identitat a la dreta:

1 2 6|1 0O
0 -1 -8|0 1 O
5 6 0[]0 01

Esglaonem la part matriu resultant segon el metode de Gauss:

1 2 6/ 1 0 0 1 2 6] 1 00
0 -1 -8/ 010 |~[o0 1 8 0 —1 0
0 —4 —-30|-5 0 1 0 -4 -30|-5 0 1
1 0 —10] 1 20 1 06 1 0 0
0 1 8 0 -1 0 |~ 0 1 8 0 -1 0
00 21-5 —4 1 0 0 1|-5/2 -2 1/2
1 0 0] —24 —18 5
~1 010 20 15 —4
00 1]-5/2 -2 1/2
Per tant:
-24 —-18 5
Al = 20 15 —4
-5/2 -2 1)2
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1.5 Resolucié de sistemes d’equacions lineals 17

Exercici 1.4.10 Tot el que hem fet per files té el seu analeg per columnes. Una manera senzilla
d’adaptar totes les definicions i resultats és dir que la transposada compleix la definici6 per files.
Per exemple:

La matriu A és en forma reduida per columnes si AT és en forma reduida per files.

(a) Enuncieu I’analeg per columnes de cada resultat que s’ha vist a aquest capitol per files.
(b) Demostreu que Rang(A) = Rang(AT).

Exercici 1.4.11 Considerem A € M,x,(K) i hi afegim una fila, obtenint A" € M, 1), (K).
Demostreu Rang(A) = Rang(A’) si i només si la fila que hem afegit és combinacié lineal de les
files d’A.

Exercici 1.4.12 Demostreu que el rang d’una matriu A és el nombre maxim de files (o columnes)
linealment independents que conté A.

1.5 Resolucié de sistemes d’equacions lineals

Recordem la notacié d’un sistema d’equacions:

anxy+apxy+---+aypx, = by

ax1x1 +anxy + -+ ayx, = by

Am1X1 + Ap2X2 + -+ + QX = by,

Que també escrivim com AX = B, on

apn  app - d X1 by

a axp -+ ay x| by
A= ) . . X=| . |1B=

aml am2 - Amp Xn b,

Volem esbrinar si el sistema té solucié o no, i, en cas de tenir-ne, saber quantes en té i calcular-les.
Una primera interpretacid és considerar que tenim una solucié X i fer el calcul segiient:

by ar ap ain

by as| a Qo
:B:AX:X] X +x2 X +...+xn

b Aam1 am2 Amn

Per tant, una solucié ens déna B com a combinacié lineal de les columnes d’A, i al revés: si podem
escriure B com a combinacio lineal de les columnes d’A, tenim una solucio.

Argumentant amb el rang per columnes, ja tenim un criteri per saber si un sistema d’equacions
lineals té solucié o no:
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18 Capitol 1. Matrius i equacions lineals

Proposicio 1.5.1 El sistema d’equacions:

anxi +apxy+- -+ ainxs = by
arix) +axnx; +---+amyx, = by

Am1X1 + QX2 + * - + AunXn = b

t€ solucio si 1 només si:

ay app -+ A ayy app - am b

ay ap ‘- Gy ai ap -+ Gy b
Rang . . .| =Rang

aml Aam2 - Aamp Aml G2+ Amn by

Demostracié. Denotem per A la matriu associada al sistema i per A la matriu ampliada. Esglaonem
per files 1a matriu A fins a tenir una matriu reduida PA i fem exactament les mateixes transformacions
a la matriu A, obtenint PA. Com que les primeres n columnes d’A sén precisament les d’A, tenim
que PA també és una matriu en forma reduida, i tants sols difereixen de que PA té una columna
més.

Si Rang(A) = Rang(A), vol dir que a I’iltima columna de PA no hi ha cap pivot, i per tant
es pot escriure I’dltima columna de PA com a combinaci6 lineal de les n primeres, obtenint una
solucié del sistema.

Si Rang(A) # Rang(A), per forca Rang(A) = Rang(A) + 1 i I'dltima columna té un pivot. La
fila on hi ha el pivot de I’dltima columna correspon a I’equacié 0 = 1, que no té solucid. |

El resultat anterior també es pot enunciar dient que si esglaonem per files la matriu ampliada del
sistema, no queda cap fila on I’inic element no nul sigui a la columna de termes independents.

Com que les transformacions elementals per files a la matriu ampliada no modifiquen les
solucions del sistema, suposem que hem esglaonat la matriu inicial del sistema. Llavors, obtenint
. . —/
una matriu reduida A :

(a) El sistema té soluci6 si 1 només si I’dltima columna d’A’ no té cap pivot. Si el sistema té
solucio, diem que el sistema és compatible, i quan no té solucid, diem que és un sistema
incompatible.

(b) Suposem que el sistema té solucid, llavors cada pivot ens permet aillar la variable corresponent
a la seva columna.

(c) Continuem suposant que el sistema té solucié: les columnes (de la matriu sense ampliar)
que no tenen pivot definiran el que anomenem parametres lliures. N’hi haura tants com
k :=n—Rang(A), on n és el nimero de incognites. En aquest cas direm que la solucid té
dimensio k.

En el cas particular que k = 0 diem que té soluci6 Unica i diem que és un sistema compatible
determinat.
Si k > 0 diem que és un sistema compatible indeterminat amb k parametres lliures.

m Exemple 1.5.2 Considerem el sistema d’equacions:
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1.5 Resolucié de sistemes d’equacions lineals 19

x—y+2z+3t =21
—x+2y+z+5t=26
3x+y—2z+t=-9
3x+2y+z+9r =38

Considerem la matriu ampliada i esglaonem:

1 -1 2 3|21 1 -1 2 3| 21
1 2 15|26 0 1 3 8| 47
301 21|97 1o 4 -8 —8|-72
3 2 1 938 0 5 -5 0]-25
10 5 11| 68 10 5 11| 68
01 3 8| 47 01 3 8| 47
00 —20 —40| 26070 0 —20 —40|—260
0 0 —20 —40|—260 00 0 0 0
1 0 5 11|68 100 1] 3

01 3 8|47 010 2| 8

001 2[13!7oo1 213

000 0|0 000 0|0

Com que el rang de la matriu associada €s 3 i el de ’ampliada també, el sistema és compatible.
Com que tenim 4 incognites, té 4-3=1 parametre lliures (per tant, sistema compatible indeterminat).
Amb I’esglaonament que hem fet, la # és el parametre lliure i podem escriure la solucié:

X 3 1
yl=|8]—¢t|2] ambreK.
Z 13 2

m Exemple 1.5.3 Per tal d’aprofitar els calculs del sistema anterior, tant sols fem una petita
modificacié a I’dltim terme independent:

x—y+2z+3t =21
—x+2y+2z4+5t=26
x+y—2z+t=-9
3x+2y+z49r =39

Considerem la matriu ampliada i esglaonem (sén els mateixos passos d’abans, pel que tant sols
escrivim la primera i dltima matriu):

1 —1 2 3|21 100 1] 3
1 2 1 5|26 010 2| 8
1 =2 11-9] 7o o1 2|13

3 2 1 9|38 000 0|1

si som estrictes en el concepte de reduida, falta utilitzar 1’1 de I’dltima fila per a posar zeros a
I’dltima columna. En qualsevol cas, veiem que la matriu ampliada té rang 4, mentre que 1’associada
té rang 3, pel que el sistema €s incompatible. "

Considerem ara el cas particular en que B = 0,, (un vector format per zeros).
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20 Capitol 1. Matrius i equacions lineals

Definicié 1.5.4 (a) Diem que el sistema d’equacions lineals AX = B és homogeni si B = 0,,.
(b) Si AX = B és un sistema, parlem de sistema homogeni associat al sistema AX = 0,,.

Tenim els resultats segiients:

(a) Si el sistema és homogeni, llavors X = 0,, s una solucid, per tant el sistema és compatible.

(b) Si X és soluci6 del sistema homogeni i A € K, llavors A X també és soluci6 del sistema: si
ho pensem com a multiplicacié de matrius, tenim la igualtat A(AX) = A(AX) = 10,, = 0,,,
per tant AX també és solucio.

(c) Si X iY sén solucions d’un sistema homogeni, llavors X + Y també és solucid: tornem a
escriure-ho en forma matricial: A(X +Y) =AX +AY =0,,+0,, = 0,,.

(d) Si AX = B és un sistema, amb X i Y una solucions, llavors X —Y €s una solucid del sistema
homogeni associat: A(X —Y) =AX —AY =B—B =0,

(e) Si AX = B és un sistema i X una solucié particular, qualsevol altre solucié Y es pot escriure
com Y = X 4 Z, amb Z soluci6 del sistema homogeni associat: aixo es dedueix de 1’apartat
anterior: si X i Y son solucions, llavors Z =Y — X és solucié de ’homogeni. Si X és solucié
del sistema i Z de ’homogeni associat, llavors AY = A(X +Z) = AX +AZ=B+0,, =B.

m Exemple 1.5.5 Considerem el sistema d’equacions de I’Exemple 1.5.2:

x+y+2z+3t=21
—x+2y+z+5t=26
x+y—2z+t=-9
3x+2y+z+9t =38

Veiem que el sistema homogeni associat és

xX+y+2z+3t=0
—x+2y+z+5t=0
3x+y—2z+t=0
3x+2y+z+9t=0

1 té per solucid

b 1
y|=t|2] ambr e K.
Z 2

Tenint en compte que una solucid particular és (x,y,z) = (3,8,13), podem escriure:

X 3 1
y|=18|—t[2] ambreK.
z 13 2

Exercicis recomanats

Els exercicis que segueixen son Utils per practicar el material presentat. La numeraci6 és la de [1].
Seccié 1.1: 6, 12, 16.

Seccié 1.2: 10, 18.

Seccié 1.3: 6, 8, 18, 20, 24, 28.
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(2. Espais vectorials i aplicacions lineals

El contingut d’aquesta seccié també es pot trobar a [1, Secci6 2.2] i [2, Temes 2, 3, 4].

2.1 Matrius com a aplicacions lineals

En aquest capitol considerarem funcions de I’espai K" a I’espai K™. Recordem que aquests espais
els hem definit com K" = M, (K) (i analogament per K™), i els seus elements els anomenem
vectors. Aixi, una funcié f assigna a cada vector X € K" un vector imatge f(¥) € K”. Un primer
exemple ens els donen les matrius:

» Exemple 2.1.1 Considerem una matriu A € M, ,(K). Aleshores I’aplicacié associada a A és
fa, definida com:

fa(X) = AX.

Tal i com hem remarcat anteriorment, I’aplicacié f4 assigna a cada vector X una combinacio lineal
de les columnes d’A, on els coeficients venen donats per X.
De les propietats del producte de matrius, sabem que fy satisfa:
L fa(¥+¥) = fa(¥) + fa(y) pera tot ¥,y € K", i
2. fa(AX) = A fs(X) peratot A € Kitot X € K".

Podem prendre I’aplicacié f4 com a model de les aplicacions que volem considerar en aquest
curs:

z

Definicié 2.1.2 Diem que una aplicacié f: K" — K" és lineal si satisfa
L. f(X4+Y)=f(X)+ f(¥) peratotX,y e K", i
2. f(AX)=Af(X)peratot A € Kitot X € K"

Proposicio 2.1.3 Una aplicaci6 f: K" — K" és lineal si i només si existeix una matriu A €
Myn(K) tal que f = fa.
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22 Capitol 2. Espais vectorials i aplicacions lineals

Demostracio. Ja hem vist que si f = f4 aleshores f és lineal. Reciprocament, suposem que f és
lineal. Aleshores, com que

X 1 0 0
X 0 1 0
X3 | = X1 0 —+ X2 0 +- X, s
: : : 0
Xn 0 0 1
el valor f(X) es pot calcular com
X 1 0 0
X 0 1 0
Fl1oB=xf| 0 +xf |9+ +xaf
: : : 0
Xn 0 0 1

Definim la matriu A com

on escrivim e; com el vector format per zeros excepte en la posicid i, on hi ha un 1. Aleshores, per
la definicié de producte d’una matriu per un vector, tenim f(X) = AX per a tot X € K", com voliem
veure. |

Es important remarcar com hem construit la matriu associada a una aplicacio lineal f en la
demostraci6 anterior: donada f: K" — K™, la seva matriu associada és

Els vectors ¢; sovint s’anomenen vectors estandard.:

0

(posici6 i)

ol
I
—_

0
Com a primera aplicacid, considerem ara dues aplicacions lineals
n 8 r foem
K" = K" = K",

i suposem que f té matriu A i g té matriu B. Considerem la composici f o g, que és I’aplicaci6 que
enviaX € K" a (fog)(X) = f(g(X)). Per definicid, sabem que per a tot X tenim

(fo8)(X) = f(g(¥)) = A(BX) = (AB)X.

Per tant, obtenim que f o g és una aplicacio lineal, amb matriu associada AB. Per tant, el producte
de matrius “codifica” la composicié d’aplicacions lineals.
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m Exemple 2.1.4 Donades tres aplicacions lineals
KK & KL K

amb matrius respectives f = fa, g = fp, h = fc, el fet que la composicié d’aplicacions €s associativa
(per definicid) implica que el producte de matrius €s associatiu, sense necessitat de fer cap calcul:
la matriu de la composici6 fogoh és A(BC) i (AB)C ala vegada, i per tant han de coincidir. =

Aplicacions lineals i geometria

En aquesta § veurem algunes aplicacions lineals del pla R? i aprendrem a recongixer com actuen a
partir de la forma de la seva matriu. Podem visualitzar aquestes transformacions per exemple a
https://shadanan.github.io/MatVis/.

Homotecies

Considerem una matriu

k 0O
(£ e

Aquesta matriu envia el vector X a kX. Per tant, multiplica els vectors per un escalar. Si |k| > 1,
es tracta d’una dilaci6 i, si |k| < 1 es tracta d’una contraccid. Si k és negatiu, aleshores també
canvia el signe (es fa primer una simetria respecte I’origen). En general, aquestes transformacions
s’anomenen homotecies.

Figura 2.1: Una homotecia de factor 1.7.

Projeccions ortogonals
1
00
el vector sobre I’eix de les x.

Més en general, considerem una recta £ del pla, que talli I’origen. Qualsevol vector X es pot
escriure de manera tinica com ¥ = X + %1, on el vector X!l és sobre la recta ¢, i ¥ és perpendicular
al.

Definicié 2.2.1 La projeccié ortogonal respecte la recta ¢ és 1’aplicaci6 proj, definida com

. . 0 . . - - . .
Considerem la matriu < ) . Aquesta matriu envia el vector X = <§> a <8> . Es a dir, projecta

proj,(X) = b

Observem que proj, és una aplicaci6 lineal (exercici).
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24 Capitol 2. Espais vectorials i aplicacions lineals

Proposicio 2.2.2 Sigui V un vector paral-lel a la recta £. Aleshores:

W

V.

=l

—

projy(¥)

<l
<!l

També podem trobar una férmula per la matriu de la projeccié ortogonal.

Proposici 2.2.3 Sigui V= <:1> un vector paral-lel a la recta /. Aleshores la matriu de proj, és
2

1 ( v% v1v2)
2 2 2
vit+vy \Viv2 Vv

Reflexions

Considerem com abans una recta £ que passi per 1’origen. Volem definir la reflexio respecte la recta
£. Es facil veure que

refy (%) = x| — 2+,

Com que ¥ = Xl + ¥, podem escriure
il -zt =28l - %

Per tant,
ref, = 2proj, —id.

La matriu corresponent €s facil de trobar a partir d’aquesta férmula:

Proposicio 2.2.4 Sigui v = Cl) un vector paral-lel a la recta £. Aleshores la matriu de refy és
2

1 (v% — v% 2v1vy )
2 2 2 2]
vi+v3 2viva vy —v

. . . a
Fixem-nos que la matriu de refy té la forma <

b
De fet, es pot veure que qualsevol matriu d’aquesta forma és la matriu d’una reflexio.

b\ . ) .
—a) , i que a més les entrades satisfan a® +b*> = 1.

Rotacions
Les matrius de la forma

cos® —sinb
sin 0 cos O

corresponen a una rotacié d’angle 6. Observem que aquesta matriu és de la forma

a —b 2 2
(b a>’ a+b" =1

1 totes les matrius d’aquesta forma sén rotacions.
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05

Figura 2.2: Una reflexi6 respecte una recta. També hi podem observar la projeccié a la mateixa
recta.

05

Figura 2.3: Una rotaci6 de 30°.

Exercici 2.2.5 Considereu la matriu de rotaci6 d’angle 6; i la de rotaci6 d’angle 6,. Descriviu
la composicié d’aquestes dues aplicacions i, fent servir el producte de matrius, redescobriu les
férmules per la duplicacié d’angles que heu vist a secundaria.

Proposicié 2.2.6 Una matriu de la forma <Z

magnitud k = v/a% + b2 amb una rotaci6 d’angle arctan(b/a) (si a és positius) o arctan(b/a) + T
(si a és negatiu).

> és la composicié d’una homotecia de
a

Lliscaments

. . . 1 k . 5
Per ultim estudiarem les matrius de la forma ( 0 1) ,on k € R. Aquestes matrius fixen el vector ¢,

k . .
1) Geometricament, enviarien un quadrat en el pla a un rombe, on
la base es manté fixa pero els costats verticals s’esbiaixen. Direm que és un lliscament horitzontal.

mentre envien el vector &, a

. (1 . .
De manera analoga, la matriu ( ) representa un lliscament vertical.

k1

Exercici 2.2.7 Calculeu, en els casos que es pugui, les inverses de les matrius corresponents a
homotecies, projeccions ortogonals, reflexions i lliscaments.
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5 0 05 1 15

Figura 2.4: Lliscament horitzontal de valor % 1 lliscament vertical de valor —1.

2.3 Subespais, generadors i bases
Tornem ara a considerar K" i les aplicacions lineals f: K" — K.

Definicié 2.3.1 Diem que un subconjunt W C K" és un subespai vectorial si W compleix que:
e 0c w,
o ii+VeWperatotiivdeW,i
e AiicWperatotie Wil e K.

= Exemple 2.3.2 e AT'R-espai vectorial R? hi considerem F = {(x,y,z) € R? | z=0}. Podem
comprovar que és un subespai vectorial.
e Més en general, si tenim un sistema d’equacions lineals homogeni amb » incognites, podem
identificar una solucié (xy,...,x,) (I’hem escrit com una fila per comoditat) amb un vector
de K" i les solucions formen un subespai vectorial de K”.

Com a cas particular de subespai vectorial tenim el segiient:

Definicié 2.3.3 Si {V},...V,} C K", definim el subespai generat per {V,...V,} com els
vectors de K" que es poden escriure com a combinaci6 lineal de {Vi, ...V, }. Denotem aquest
subconjunt com (Vy,...V,), i per tant tenim:

<V]7...\7m> = {11171 + o+ AV ‘ A GK}
| Observacié 2.3.4 Si {Vy,...V,,} C K", llavors (V,...V,) és un subespai vectorial.
Demostracio. Per simplificar la notacid, definim
W = (V,... V).
Cal veure que si i, w pertanyen a W, llavors # + w també hi pertany. Per definicié d’W, tenim que
existeixen escalars Ay, ..., Ay i Wy,. .., Wy tals que i = AV + -+ AV i W = WV + - + Wy Vi

Llavors, tenim que:
U+w= (A1 +u)Vi -+ (A + Un)Vim,

obtenint que i +v e W.
Ara considerem A € Ki i € W. Volem veure Aii € W: com que ii € W, existeixen U, ...,y €
K tals que i = A;V1 + - - - + A, V. Llavors:

Aii = (Apg)Vy+ -+ (A Vs

pel que Al € W. |
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= Exemple 2.3.5 Considerem R>? com a R-espai vectorial i els vectors (els escrivim per files)
{(1,0,0),(0,1,0)}, tenim que ((1,0,0), (0, 1,0)) sén els vectors d’R3 amb tercera coordenada zero.

Definici6 2.3.6 Sigui f: K" — K" una aplicaci6 lineal.
e Definim el nucli d’f (i el denotem com Ker(f)) com el conjunt format pels vectors v € K"
tals que f(¥) = 0.
e Definim la imatge d’f (i la denotem com Im(f)) com el conjunt dels vectors w € K" tals
que existeix v € K" tal que f(V) = w.

Proposicio 2.3.7 Si f: K" — K™ és una aplicacio lineal, llavors:
e Ker(f) és un subespai vectorial de K”".
e Im(f) és un subespai vectorial de K.

Demostracié. Comprovem primer que Ker(f) compleix les dues condicions de la Definici6 2.3.1:
Considerem i,V € Ker(f), per tant f (i) = f(¥) = 0. Llavors:

fi@+79) = f(id)+ f(¥) =0+0 =0,

per tant i + v € Ker(f).

També, si ii € Ker(f) i A € K, llavors f(Ai) = A f(if) = A0 = 0, per tant Aii € Ker(f).
Comprovem ara que Im(f) també compleix les dues condicions: si Vj,V, € Im(f), llavors

existeixen iy, i, € K" tals que f(ii;) =V i f(ida) = V». Llavors es compleix que f (i) +iix) =

f(ty) + f(i2) = V| + v, pel que V| +V, € Im(f). També, si v € Im(f) (per tant existeix # € K"

tal que f(i) = V)i A € K, tenim que f(Ai) = A f(i) = AV, pel que AV € Im(f). [

Suposem que I’aplicacié f = f, esta associada a una matriu A € My, (K) com a la Subsecci6 2.1.
En aquest cas tenim que:

e Ker(f4) sén les solucions del sistema homogeni que té per matriu associada A.

e Im(f4) és el subespai de K™ generat per les columnes d’A pensades com a vectors de K™.

= Exemple 2.3.8 Considerem W = {(x,y,z) € R* | 2x+y—z=01ix—y+2z=0}. Podem pensar

2 171)

que W és el nuclide fa,onA= (7 _| 7). .

Tot i que ja hi ha una definicié d’independencia lineal a la Definicié 1.2.3, vegem-ne una
d’equivalent:

Definicié 2.3.9 Diem que un conjunt de vectors {Vy,...,V,} C K" és linealment independents
si I’dnica manera d’escriure el vector zero com a combinacio lineal de V1, ...V, és amb tots els
coeficients zero. O sigui, si:

0=M¥1+ -+ AFambA €K = 4 =---=1,=0.
| Observaci6 2.3.10 Les definicions 1.2.3 i 2.3.9 s6n equivalents.

Demostracio. En realitat, veurem que negar una de les definicions €s si i només si es nega 1’altra:

Considerem {Vi,...,V,} C K" que no compleixen la definicié de independencia lineal de la
Definici6 1.2.3, llavors un dels vectors es pot escriure com a combinaci6 lineal dels altres. Com
que els podem reordenar, considerem que vy = Ap¥, + - - - A,,V,. Llavors

0 =¥ — Aav — - — Ay

i el vector zero es pot escriure com a combinaci6 lineal de {Vi,...,V,} amb, com a minim, un
coeficient no nul (el de V).
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Considerem {¥,...,V,} C K" que no compleixen la definicié de independencia lineal de la
Definici6 2.3.9, llavors podem escriure el vector zero:

0= A7)+ Ao 4+ Ly
amb algun A; # 0. Com que els podem reordenar, considerem que A; # 0. Llavors:
Vi=—A/M)Va— - — A/ 1)V,

i el vector V| és combinacio lineal de la resta. |

Observaci6 2.3.11 Si {V},...V,} C K™, és un conjunt de vectors linealment independents,
Ilavors qualsevol subconjunt d’aquest també ho sera. Per tant, treure vectors preserva la propietat
de ser linealment independents.

Podem veure si un conjunt de vectors és linealment independent mirant el nucli d’una aplicaci6é
lineal:

Proposicio 2.3.12 Siguin {V},...,¥,} C K™ un conjunt i A € M,,»,(K) la matriu que té per
columnes els vectors V;. Llavors {V,...,V,} s6n linealment independents si, i només si,

Ker(fx) = {0}.

Demostracio. Observem que donar una combinacio lineal x; V| + - - - 4 x,,V, és equivalent a multi-

plicar Ax, on x és el vector columna que té per coeficients xi,...,x;,.
llavors, que {Vi,...,V,} siguin linealment independents vol dir que la Ginica manera d’obtenir
Ax =0é&s amb x =0, o, el que és el mateix, Ker(fy) = 0. [ |

Podem veure quants vectors linealment independents hi ha dins d’un conjunt de vectors mirant
el rang de la matriu corresponent:

Lema 2.3.13 Si Vy,...,V, € K™ sén vectors, llavors el nombre maxim de vectors linealment
independents continguts a {V},...,V,} és el rang de la matriu A que té per columnes els vectors ;.

Demostracié. Anomenem k al nombre maxim de vectors linealment independents a {Vy,...,V,}.
Com que I’ordre no és important, reordenem els vectors {Vi,...,V,} tal que els k primers s6n
linealment independents i que qualsevol altre ¥; amb j > k, {V|,...,V,V;} no son linealment
independents. Sigui B la matriu que té per columnes els vectors Vi,...,V i B, la que té per
columnes els vectors Vy,...,V,V;. Pensem B; com la matriu ampliada d’un sistema d’equacions,
amb B matriu associada. Com que V; és combinaci6 lineals dels Vi,. . .,V, el sistema té solucid i
Rang(B) = Rang(B)).

Podem iterar aquest procediment amb els altres vectors ¥; amb j > k i obtenim que Rang(B) =
Rang(A).

Finalment, com que B té per columnes vectors linealment independents, el sistema d’equacions
homogeni que té per matriu associada B, té solucié tnica, i per tant Rang(B) = k (el ndimero
d’incognites). |

D’aqui podem deduir una propietat que relaciona el producte de matrius amb el rang:

Corol-lari 2.3.14 Si A € My,n(K) i B € My, (K), lavors:

Rang(AB) < min{Rang(A),Rang(B)}
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Demostracio. Suposem que C = AB té columnes ji, ..., j, que son linealment independents. Ales-
hores les columnes ji,..., j, de B també ho son: en efecte, si

)lejl +"‘7Lrbj, =0,
com que c; = Ab; per atot j, es té
llcjl +"'krcjr :llAbjl ++7LrAbJr :A()lejl +"'+)Lrbjr) =0,

i per tant tots els escalars A; = 0. D’aqui en concloem que Rang(AB) < Rang(B).
Si ara transposem les matrius i fem el mateix raonament, tenim que

Rang(AB) = Rang((AB)") = Rang(BTA") < Rang(A”) = Rang(A)

Per tant Rang(AB) és més petit que el rang d’A i que el rang de B. |

I Corollari 2.3.15 Si {Vj,...,V,} C K” sén linealment independents, llavors n < m.

Demostracié. Si {Vy,...,V,} son linealment independents, pel Lema 2.3.13, la matriu V, una
matriu que té per columnes els vectors V; té rang n. Aixo només es pot tenir si hi ha com a minim n
files, i per tant m > n. [ |

Vegem ara el concepte de generadors:

Definici6 2.3.16 Si {Vi,...V,} C K™ s6n tals que K" = (V},...V,), diem que {Vi,...V,} sdn
un sistema de generadors de K™.

Si W C K" és un subespai vectorial i {V},...V,} C W s6n tals que W = (V},...V,), diem
que {V1,...V,} son un sistema de generadors de W .

Observaci6 2.3.17 Si {V},...V,} C K™ és un sistema de generadors i hi afegim un vector #,
Navors {i,V1,...¥,} C K™ és també un sistema de generadors. O sigui, afegir vectors conserva
la propietat de ser sistema de generadors.

Observaci6 2.3.18 Si {v|,...V,} C K", llavors {Vi,...V,} son un sistema de generadors de
(V1,...V,) (que és un subespai vectorial).

Vegem algunes propietats dels sistemes de generadors:

Lema 2.3.19 SiVy,...,V,,u sén vectors de K™, llavors:

(a) 4 e (V,...,V,) siinomés si (Vy,...,V,) = (d,V],..., V).

(b) Siii=AVi+---+ AV, 1iésun index tal que A; # 0, llavors:

<\71,...,Vi_l,\ji,vi+1,...,\7n> = (171,...,ﬁi_l,ﬁ,ﬁi+1,...,§n>.
Demostracio. Comencem demostrant (a):
Suposem ii € (V,...,V,), per tant existeixen A;,...,A, € K tals que i = A\V; +...4,V,. Sempre
tenim (Vy,...,V,) C (&,V1,...,V,), per tant cal comprovar "altre inclusié. Sigui w € (i, V,...,V,),
per tant existeixen W, iy, ... U, € K tals que w = pii + vy + ... u,v,. Utilitzant que i = A,V +
... AV, tenim:
w=(UA + W)V + .. (WA + W)V,

pertant w € (Vy,..., V).
En canvi, siii ¢ (V,...,V,), com que sempre tenim i € (ii, V], ...,V,), obtenim que (V},...,V,) #
(d,V1,..., V).
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Per demostrar (b) comencem observant que, com que A; # 0,
vi = (1/A)ii— (A /Ai)Vy = - = (A1 /A)Vier = (Aig1 /M) Vi =+ — (An/ A Vi

pel que v} € (V,...,Vi_1,U,Vit1,...,Vm). Apliquem ara dos cops (a) per obtenir (I’ordre en que
s’escriuen els vectors en un sistema de generadors no importa):

— —

<V1,...,vn> = <L7,171,...,17i,...,\7n> = <\71,...,Vifl,b_t',\_)’i+1,...,\7n>.

Vegem ara quin és el nombre minim de vectors generadors de K™:

Lema 2.3.20 Si {Vj,...,V,} C K" sén un sistema de generadors, llavors n > m.

Demostracié. Considerem els vectors estandard é; € K™ definits a la Subsecci6 2.1. Com que
(V1,...,Vn) = K", tenim que €; € (V,...,V,), per tant, existeixen xy j,...,x,; tals que x; jV; +--- +
XnjVn = €;. Podem escriure aquesta igualtat de forma matricial:

AX =1,

on A € My, (K) és la matriu que té per columnes els vectors vV, X € M, ,,,(K) és la matriu que té
per coeficients x;; i 1,, és la matriu que té per columnes els vectors €; (que és la identitat).
Ara utilitzem el rang: m = Rang(AX) < Rang(A), per tant A t¢ com a minim m columnes i

n>m. [ |
Definicié 2.3.21 Diem que un conjunt ordenat de vectors % = [Vi,...,V,| amb V; € K", és una
base de K" si {Vi,...,V,}, sén linealment independents i generadors de K™.

Observaci6 2.3.22 L’ordre dels vectors d’una base és important: de la definicié es dedueix que
si [V1,V2,V3,...,V,] és una base de K™, llavors [V,,V1,V3,...,V,] també ho és, perd considerarem
que sén bases diferents.

Teorema 2.3.23 Sigui # = [Vi,...,V,| una base de K™, llavors m = n. Diem que K" #¢ dimensio
m.

Demostracio. Com que han de ser linealment independents, del Corol-lari 2.3.15, obtenim que
n < m. Com que han de ser generadors, del Lema 2.3.20, obtenim que n > m, per tant, m =n. W

= Exemple 2.3.24 e Els vectors (ho escrivim per files) (1,0) i (0, 1) formen una base de R?.
e Els vectors (1,0) i (1,1) també formen una base de R.
e Els vectors (1,0), (0,1) i (1,1) no formen una base de R? (no sén linealment independents).

Proposicio 2.3.25  (a) Si (V,...,V,) = K", qualsevol subconjunt maximal de vectors lineal-
ment independents de Vi, ..., V, formaran una base de K™.
(b) Sivy,...,V, € K™ és un conjunt de vectors linealment independents, podem ampliar el
conjunt fins a obtenir una base de K".

Demostracio. Demostrem primer (a): en aquest cas, maximal vol dir que si afegim qualsevol
vector, el conjunt obtingut deixa de ser linealment independent. Suposem que tenim un conjunt
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maximal de vectors linealment independents V; , ...,V . Per demostrar que sén base cal veure que
son generadors i ho farem per contraposicié logica. Si no fossin generadors, tindriem:

—

<‘7i1""7\7ik> ; <‘_;la"'7vn>

i per tant hi hauria un v; tal que V; & (v ,...,V;,). Llavors ¥, ...,V ,V; serien linealment indepen-
dents (si AV, 4 --- 4+ A4V, + AV; =0, pot passar que A =00 A # 0; si A = 0, com que V;,,...,V;,
s6n linealment independents, tots els A; = 0; si A # 0, podriem aillar V; en funci6 dels altres,
contradient que V; & (V;,, ...,V )). Per tant, tindrfem que ¥;,, ...,V no seria maximal, tenint una
contradiccio.

Per demostrar (b), considerem el conjunt vy, ..., V,,€l,..., &, (on & son els vectors estandard) i

en triem un subconjunt maximal que contingui els primers n vectors. |

El resultat de 1’apartat (a) també es pot llegir com que si tenim un sistema de generadors de K",
podem anar eliminant vectors fins a quedar-nos amb una base.

Proposicio 2.3.26 SiVy,...,V, és un conjunt de vectors de K”, llavors sén equivalents:
(a) Vi,...,V, formen una base.
(b) Vi,...,V, sén un sistema de generadors.
(¢) Vi,...,V, son linealment independents.

Demostracio. Tenim que per definicié de base (a)=-(b) i (a)=-(c).

Suposem que tenim (b). Si no fossin linealment independents, hi hauria un subconjunt de
vectors linealment independents V;,,...,V; maximals amb k < n, per tant tindriem una base amb k
elements en un espai de dimensio n > k, per tant contradiccid. Per tant els vectors s6n linealment
independents (i generadors), per tant tenim (a).

Suposem que tenim (¢). Si Vy,. .., V, no fossin generadors, podriem afegir vectors fins tenir una
base, per0d aquesta nova base tindria més de n vectors, pel que contradiu que I’espai K" sigui de
dimensi6 n. Per tant vy, ..., V, son generadors (i linealment independents), per tant tenim (a). W

Encara podem donar una altra caracteritzaci6 del concepte de base.

Teorema 2.3.27 Un conjunt de vectors [Vy,...,V,| C K” formen una base si i només si tot per a
tot vector V¥ € K™ existeixen uns dnics A, ..., A, € K tals que ¥V = A1V + - - - + A, V).

Demostracié. Suposem {Vi,...,v,} C K™, llavors s6n generadors de K™ si i només si per a tot
vector Vv € K™ existeixen A;,...,A, € K tals que vV = A;V; + - - + A,V,, per tant si i només si el
sistema té solucio.

Suposem {Vy,...,V,} C K™, llavors son linealment independents si i només si existeixen
Moo Ay i,y 1y € Ktals que Ay Vg + - -+ 4+ AV, = vy + - - - + 1, V, implica que A; = u; per a
tot j, per tant, si i només si la solucié és tnica. |

Observacié 2.3.28 Equivalentment al Teorema 2.3.27, podem dir que {Vy,...,V,} C K" for-
men una base si i només si la matriu A € M,,,(K) formada pels vectors V; a les columnes és
invertible (en particular, ha de ser quadrada i per tant n = m).

Demostracio. Sison base, necessitem que el sistema Ax = B tingui soluci6 Unica per atot B € M, .
Anem considerant B; = ¢€; (els vectors estandard definits a la Secci6 2.1) i resolent cada un dels
sistemes amb solucions X; € M), tindrem una matriu X que compleix AX = 1,, per ant A és
invertible.

Si la matriu A és invertible, x = A~ B, per tant el sistema és compatible determinat per a tot 3. W
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Volem aprofitar les matrius per estudiar espais vectorials que no siguin del tipus K”. Com a cas
particular, tenim els subespais. Comencem veient que el concepte de base també es pot estendre a
subespais de K.

Definicié 2.3.29 Considerem V C K" un subespai vectorial (Definici6 2.3.1). Un conjunt
ordenat de vectors [Vi,...,V,] amb ¥; € V sén una base de V si son linealment independents i
generen V.

Podem fer les observacions segiients:

Proposicio 2.3.30 Si [y, ...,V,] és una base d’un subespai V C K™, llavors:
(@ n<mi
(b) n=msiinomés siV = K",

Demostracid. (a) és conseqiiencia del Corol-lari 2.3.15: si {Vy,...,V,} son linealment independents
a K™, llavors n < m.

(b) Suposem que n = m, per la Proposici6 2.3.26, si Son linealment independents sén base de
tot K™, per tant V = K™, 1, si V = K™, llavors qualsevol base ha de tenir m vectors,in=m. W

Observaci6 2.3.31 Sigui V un subespai vectorial de K™, {i, ..., 4} C V un conjunt de vectors
linealment independents i {V},...,V,} C V un conjunt de vectors generadors de V. Llavors k < n.

Demostracio. Com que iy € V = (V,...,V,), existeixen 4; € K tals que i} = AV + -+ + A, V.
Com que i # 0 (el 0 no forma part de cap conjunt de vectors linealment independents), existeix
Ai # 0. Si cal, reordenem els vectors Vi,...,V, i suposem A; # 0. Aplicant ara el Lema 2.3.19,
tenim:

V=, V) = (i1, V2,..., V).

Considerem ara ify: com que iy € V = (i1, Vy,...,V,), existeixen 4; € KiA; € K (i > 2) tals que
i) = Wiy + v + -+ - + A, v,. Com que {iiy, >} son linealment independents, existeix A; tal que
A; # 0 amb i > 2. Si cal, podem reordenar els vectors {V,,...,V,} i suposar que A, # 0. Tornem a
aplicar el Lema 2.3.19 i obtenim:

V = (idy,Va,...,Vn) = (t1,l2,V3,...,Vy).

Iterem ara aquest procediment. Si k > n, llavors podem iterar el procediment amb els n primers
vectors de {ij, ..., }, obtenint:
V = (idy,lip, ... iy)

ipertantid, €V = (idy,liy,...,HUy,), que contradiu el fet de que {i1, ..., iy, U, } siguin linealment
independents. |

Teorema 2.3.32 SiV C K™ és un subespai vectorial, totes les bases de V tenen el mateix nombre
d’elements i I’anomenem dimensié de V .

Demostracid. Suposem que tenim %) = [idy,. .., u| i B = [V1,...,V,] dues bases de V. Com que
els vectors de ) s6n linealment independents i els de %, generadors de V, k < n. Com que els
vectors de #; so6n generadors de V i %, son linealment independents, k > n. Pertantk=n. W

Veiem que aquests resultats sén molt semblants als que obteniem per K” i els podem resumir
a:

Apunts d’Algebra Lineal Universitat Autdbnoma de Barcelona M. Masdeu, A. Ruiz



2.3 Subespais, generadors i bases 33

Teorema 2.3.33 SiV és un subespai de K™ de dimensio n, llavors:
(a) n és el nombre maxim que pot tenir un conjunt de vectors linealment independents de V.
(b) n és el nombre minim que pot tenir un conjunt de vectors generadors de V.
(c) n vectors de V s6n linealment independents si i només si son generadors de V, si i només
si sén base de V.

Demostracio. Només cal veure (¢), i de (¢) que V1, ..., V, son linealment independents si i només si
generen V: si sén linealment independents, i no generen V, podem trobar un vector i & (Vi,...,V,),
per tant {#,V},...,V,} és un conjunt de vectors linealment independents que té n+ 1 vectors,
contradient (a). Si V},...,V, son generadors i no sén linealment independents, vol dir que un d’ells
es pot escriure com ca combinacié lineal dels altres, i per tant tindriem un conjunt de vectors
generadors amb n — 1 vectors, que no pot ser. |

Aprofitem tots aquests continguts per a veure com es pot trobar una base de la imatge d’una
aplicaci6 lineal f: K" — K™
Llema 2.3.34 Si f: K" — K™ és una aplicacio lineal i A la matriu tal que f = fj, llavors Im(f) =

(f(@),..., f(é,)) i dim(Im(f)) = Rang(A).

Demostracid. A és la matriu que té per columnes f(€)),..., f(&,), i a la demostraci6 de la Proposi-
¢i6 2.1.3 varem veure que Im(f) = (f(€1),...,f(€,)).

Pel Lema 2.3.13, el rang d’A és el nombre maxim de vectors linealment independents que hi ha
entre les seves columnes, per tant, també generen i formen una base, obtenint que és la dimensi6 de
Im(f). [ ]

Per trobar una base de la imatge, podem utilitzar el resultat segiient:

Proposicio 2.3.35 Considerem A € M, ,(K) i la matriu reduida equivalent rref(A) (que I’hem
obtingut amb operacions elementals per files). Siguin ji, ..., jx les columnes de rref(A) que
contenen un pivot. Llavors [fa(€},), ..., fa(€),)] és una base d’Im(fy).

Demostracio. Pel Lema 2.3.34 i el Teorema 2.3.33 (c), tant sols cal demostrar que { f4(€;,),..., fa(€j,)}
son linealment independents: considerem B la submatriu d’A formada per les columnes ji,..., ji
d’A i hi apliquem les mateixes transformacions que passen d’A a rref(A). Obtindrem una matriu
reduida amb les columnes jj, ..., jx de rref(A), que sén les que tenen un pivot, i que sera equivalent
a B, per tant, per unicitat, tindrem rref(B). Per0 rref(B) té rang k, i per tant B també. Pero k és el
nombre de columnes de B, per tant, les columnes de B sén linealment independents, que és el que
voliem veure. |

Teorema 2.3.36 Sigui f: K" — K" una aplicaci6 lineal. Llavors:

n = dim(Ker(f)) +dim(Im(f)).

Demostracié. Considerem la matriu A € M,,.,(K) associada a f = fs. El resultat es dedueix
directament d’interpretar A com la matriu associada a un sistema d’equacions lineals homogeni:
e 1 és el nimero d’incognites, que és igual a les que fan de parametre lliure més les que no.
e Ker(f4) son les solucions, per tant dim(Ker(f)) son els graus de llibertat, el nombre de
parametres lliures.
e dim(Im(f,)) = Rang(A) s6n el nombre de columnes de rref(A) que tenen un pivot i, per tant,
les que no sén parametres lliures.
|
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Observacié 2.3.37 En general, els subespais es descriuen o bé mitjan¢ant un sistema d’equaci-
ons lineals homogeni o bé a través de generadors. Vegem com podem passar d’una descripcio a
Paltra. Primer observem que si V < K" és un subespai de dimensio k, necessitem, com a minim,
k vectors linealment independents per generar-lo, i, un sistema d’equacions lineal homogeni
amb, com a minim, n — k equacions per definir-lo.

e Suposem que V C K" és el subespai vectorial definit com les solucions d’un sistema

d’equacions lineal homogeni amb matriu associada A (sense ampliar, ja que tots els termes
independents s6n zero). En aquest cas, si dim(V) = k, k sén els graus de llibertat i
Rang(A) = n—k. Resolem el sistema passant a rref(A) i aillant les variables corresponents
a les columnes que no tenen pivot (termes independents) en funcié de les que tenen pivot
(k variables). Qualsevol soluci6 es pot escriure d’aquesta manera (per tant els k vectors
que sortiran generen V). Tenim que, per ’equacié del Teorema 2.3.36, k = dim(Ker(A)),
obtenint que les solucions han de ser una base de V.

Suposem que V = (V,...,¥,) C K" un subespai de dimensi6 k (per tant, esperem m — k
equacions). Una manera d’obtenir unes equacions que defineixin V és amb el procediment
segiient: escrivim els vectors V; en columna obtenint una matriu A:

|
A= % % - ¥

i escrivim ara A: una matriu nova formada per la matriu A amb una matriu identitat 1,, a
la dreta:
A=(A|1,)

Esglaonem A per files, obtenint, a les columnes formades per les ¥}, un total de k files no
nul-les (on k = Rang(A) i per tant k = dim(V')), i m — k files amb tots els valors zero a les

n primeres columnes:
— T|P
A ( 0P )

Amb Py € M;,_)xm(K) complint que A = 0, pel que les columnes d’A (els vectors
V) son soluci6 del sistema d’equacions homogeni determinat per P>. A més, P, és
una submatriu d’'una matriu quadrada de rang maxim, per tant les files s6n linealment
independents i per tant les solucions de P, tenen dimensié k, obtenint que han de ser
exactament V.

= Exemple 2.3.38 Suposem que el subespai V esta definit per les equacions segiients i en volem
calcular una base:

3x;1 —5Sxp+x3+x4 =0

X1 —Xp—x3+x4=0

x1—2x+x3=0

La matriu associada al sistema és:

3 -5 1 1
1 -1 —1 1
1 -2 1
Que és equivalent a:
1 0 -3 2
01 -2 1
00 0 O
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Amb solucié x; = 3x3 — 2x4, xp = 2x3 — x4 1 parametres lliures x3 i x4. Per tant:

X1 3X3 — 2X4 3 -2
x| | 2x—x4 | 2 —1
X3 o X3 -5 1 X 0
X4 X4 0 1
I una base de V és:

3 -2

2 —1

11°]1 0

0 1

m Exemple 2.3.39 Suposem que V esta generat per:

1 1 2

1 2 3
V_< 1 I 3 I 4 >7

1 4 5

i volem trobar un sistema d’equacions lineals que descrigui V.
Considerem la matriu:

11 2|1 00O
1 230100
1 34/001 0]
1 4 5/0 0 01
i ’esglaonem per files:
112 1 00O
01 1|-1 1 00
000 1 -210
000 2 =301

Per tant, V també es pot definir com el subespai que correspon a les equacions:

X1 —2x+x3=0
2x1 —3xp +x4 = 0.

Suma i interseccié de subespais vectorials

Volem construir subespais vectorials a partir d’altres subespais: si U,V C K" sén subespais
vectorials, en particular sén conjunts, pel que té sentit considerar la interseccié U NV i la unié
VuVv.
Veiem que:
e 0cUileV (ja que s6n subespai), per tant, Oeunv,
e siv,Vh e UNV, llavors v +v, € UNV: V1 iV, sén vectors d’U 1 V. Com que U és subespais,
V1 +V, € U. Com que V és subespais, V| + v, € V. Obtenim, llavors V| +v, e UNV i
e siveUNViA €K, llavorssi AVe UNV: comque V € U i U és subespai vectorial, Aii € U.
El mateix argument implica AV € V, per tant AV € UNV.
Obtenint:
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Proposicio 2.4.1 Si U,V C K" sén subespais vectorials, llavors U NV també és un subespai
vectorial.

En canvi, si considerem la unid, si v, v, € U UV, podem assegurar que ¥} +v, € U UV ? Vegem
que no és cert: considerem U = ((})) CR?iU = ((9)) C R?, llavors U UV s6n els vectors que
pertanyen als dos eixos. Llavors (), (9) e UUV,perd (1) = (§)+(9) ¢UUV.

Per aixo, definim el concepte de suma:

Definicié 2.4.2 Si U,V C K" s6n subespais vectorials, definim la suma U +V com:
U+V={i+v|ieUiveV}.

Lema 2.4.3 SiU,V C K™ s6n subespais vectorials, llavors U +V és un subespai vectorial. Més
concretament, U + V és el subespai generat per U i V (podem escriure U +V = (U, V)).

Demostracio. Vegem que és U + V un subespai:
e El vector 0 és d’U +V: com que U iV s6n subespais, 0 pertany a tots dos. A més, es pot
escriure com 0 = 0+ 0, pertantésd’U + V.
e Siwy;,wy, € U+V, vol dir que existeixen uj,up € U, i V,V, € V tals que w; = ii; + V] i
Wy = U +V,. Llavors, w; +wy = (ﬁ] —|—ﬁ2) + (\71 —i—ﬁz), amb i) +ipb cUiVi+1h eV (ja
que tant U com V sén subespais vectorials).
e SiweU+VildeKk, llavors Aw e U +V: existeixen i € U i ¥V € V tals que w = ii + V.
Llavors Aw = Aii+ AV, amb Aii € U i AV €V (jaque U i V s6n subespais).
Aratenimque U CU+V iV C U+V, per tant, com que U +V és subespai, (U,V) C U + V. Per
definicid, els vectors d’U + V estan generats pels vectors d’U ide V, pertant U +V < (U,V). B

Observacié 2.4.4 Podem calcular la interseccié i la suma de subespais vectorials amb la
segiient observacio:
e Si U C K" és el subespai vectorial definit com les solucions del sistema d’equacions
lineals homogeni que té per matriu associada A, 1 V C K" el que té per matriu associada B,
llavors:

U NV és solucid del sistema que té per matriu associada ( B> .

Dit d’altra manera, si U = Ker(f4) i V = Ker(f3), aleshores UNV = Ker(f(A)).
B
o SiU = (iy,...,u) CK"iV = (¥},...,V)) C K", llavors:

U+V: <ﬁ1’...,ﬁk,\717-">‘71>'

Dit d’altra manera, si U = Im(fy) i V = Im(fp), aleshores U +V = Im(f(4/5))-

= Exemple 2.4.5 Suposem que se’ns donen els segiients dos subespais d’R*:

—
=

1 1

U= 2 , 2 , V= o X1+x+2x354+x4=0
1 4 3
1

4

=

|
—_
R

Se’ns demana que donem una base d’U NV. Per resoldre aquest problema, observem que per
calcular la intersecci6 ens cal tenir equacions per U i V. Per tant, ens cal realitzar els segiients
passos:

1. Trobar equacions per U,

2. Definir equacions per U NV, i
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3. Trobar una base d’U NYV.
Per trobar equacions per U, esglaonem la matriu ampliada amb la identitat:

1 1|1 00 0 1 1] 1000
2 210100 0 1[-2 0 1 1
1 4001077700210 0
1 —1/0 0 0 1 00/ -50 23

Aixi, U ve definit per les equacions

—2x1+x=0
—5x1 4+ 2x3+3x4 =0.

Les equacions per U NV sén, doncs:

X1 +x2+2x34+x4 =0
—2x14+x =0
—5x1 +2x3+3x4 =0.

Finalment, per trobar una base d’U NV hem de resoldre el sistema anterior. Esglaonant la matriu
corresponent, obtenim la matriu

1 00
010
0 01

wl !
WIN ‘Mw\»—‘

Aixi, una base d’U NV ve donada per

-1
2
-2
3

Observaci6 2.4.6 Considerem U,V C K" subespais vectorials. Suposem que j = dim(U NV),
k=dim(U)il=dim(V). Siguin:
o B =[Wwi,...,w;unabase ’UNV,
o By =[Wi,...,Wj,lji1,...,Ux] unabase d’U i
o By =[Wi,...,w;,V¥jt1,...,V] unabase de V.
Observem que hem comengat amb una base d’U NV que, per una banda hem ampliat fins a base
d’U 1 per altra, fins a base de V.
Veiem que:
o {Wi,...,Wj,ljq1,...,0k,Vjr1,...,V} generen U +V: siw e U +V, existeixen ii € U i
v eV tals que w = ii +V. Com que Ay i By s6n bases d’U i1V respectivament, llavors,
podem escriure:

:llv_&1+"'+ljv_§j+lj+1ﬁj+1+"'+7Lkl_ik

i
V=W + -+ W+ W Vi + o+ Vg

i per tant:

W= (A + @)W1+ (A 4+ W)Wy + Ajaidjeg + - Mg+ Vi + -+ e
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o {Wi,...,Wj,ljq1,...,Uk,Vjt1,...,V} son linealment independents: si
0= Awy+-- -ljv_&j +7Lj+1ﬁj+1 +--- +Akl7tk+llj+1\7j+1 + -+ WV, 2.1
llavors:
W= MW+ AW+ A+ A = — (Ve + o+ i)
ésun vector d’U 1V, per tant d’U NV. Llavors, es pot escriure de manera unica com:
W=Nwi+-+Yw;,

ipertant ;; =y, perai < jiAji 1 =---A = 0. Llavors, de ’'Equaci6 (2.1) ens queda la
igualtat:
0=MW1+- 4+ AW+ W1 Vi1 + -+

i tots els coeficients s6n zero ja que By és una base de V.
Per tant [Wy,...,W;,lj1,...,0k,Vjt1,...,V] ésunabase d’U +V.

Si ara comptem quants elements té cadascuna de les bases, tenim:

Teorema 2.4.7 Si U,V C K" sén subespais vectorials, 1lavors:

dim(U) +dim(V) = dim(U + V) +dim(UNV).

Definicié 2.4.8 Si U,V,W C K" s6n subespais vectorials, diem que W és la suma directa d’U
iV,iescrivimW =U@a®V,siW=U+ViUnNV ={0}.

Proposicié 2.4.9 Si U,V,W C K" sén subespais vectorials, llavors W = U @V si, i només si,
tot vector de W es pot escriure de forma dnica com a suma d’un vector d’U més un vector de V.

Demostracio. SiW =U @V llavors , com que W = U 4V, per a tot w € W, existeixen i € U i
v eV tals que w = i + V. Falta veure que # i V s6n unics: suposem que també podem escriure
Ww=i+V,ambi# €U iV €V. Tenim:

O=w—w=@G—)+FT-V)

1 per tant:
i=-F-V)eunv

=y
|

perd com que U i V estan en suma directa, U NV = {0}, obtenint que # = #' i v = 7.
Suposem que tot vector w € W es pot escriure de forma tnica com w =+ V, amb i € U i
v € V. Com que es pot escriure, tenim W = U + V. Sigui w € U NV. Podem escriure w com:

W=w+0=0+w

on a cada part de la igualtat el primer vector és d’U i el segon de V. Per unicitat, les dues expressions
han de coincidir i per tant w = 0. |

= Exemple 2.4.10 A R, considerem el pla U = {x =0} i el pla V = {y = 0}. Aleshores R> =

Apunts d’Algebra Lineal Universitat Autdbnoma de Barcelona M. Masdeu, A. Ruiz



2.5

2.5 Aplicacions injectives, exhaustives i bijectives 39

X
U +V,jaqueto vector | y | es pot escriure (per exemple) com
z
b 0 X
yl=1y|+{0]:
Z z 0

on el primer sumand pertany a U i el segon a V. La suma, pero, no és directa:

0
UﬂV:{x:y:O}:< 0 >
1

En canvi, si en comptes de V considerem la recta definida per V' = {y = z = 0}, aleshores
3 __ /
RP=U®V". "

Aplicacions injectives, exhaustives i bijectives

Recordem unes definicions que tenen sentit per qualssevol aplicacions entre conjunts: si A i B s6n
conjuntsi f: A — B és una aplicaci6 entre A i B (aix0 vol dir que assignem a cada element a € A
un element f(a) € B, i anomenem a f(a) imatge de I’element a per f), diem que:
e f és injectiva si quan a # d, llavors f(a) # f(a’) (envia elements diferents a elements
diferents).
e f és exhaustiva si per a tot b € B, existeix algun a € A tal que f(a) = b (tot element té
antiimatge).
e f és bijectiva si és injectiva 1 exhaustiva. Equivalentment, per a tot b € B existeix un dnic
a € Atalque f(a) =b.
e Anomenem Im(f) C B a la imatge de ’aplicacio f. Per tant, f és exhaustiva si i només si
Im(f) = B.
e Sitenim f: A — Big: B— C aplicacions de conjunts, definim la composicié go f: A — C
com I’aplicaci6 (go f)(a) = g(f(a)).
= Exemple 2.5.1 e A={1,2,3},B={a,b,c,d}idefinim f: A— Bcom f(1)=a, f(2)=b
i f(3) = a. Aquesta aplicacié no és ni injectiva (f(1) = f(3) quan 1 # 3), ni exhaustiva
(c ¢ Im(f)).
e A={1,2,3},B={a,b,c,d}idefinimg: A— Bcomg(l)=a,g(2)=big(3)=d. Aquesta
aplicaci és injectiva, perd no exhaustiva (¢ & Im(f)).
e A={1,2,3},B={a,b,c,d} idefinimh: B— A comh(a)=1,h(b) =2h(c)=1ih(d) =3.
Aquesta aplicaci6 no és injectiva (h(c) = h(a)), pero si que és exhaustiva.
e Veiem que hog: A — A és I’aplicacié que envia cada element a ell mateix (I’anomenem
aplicaci6 identitat d’A i la denotem per Ida).

Les aplicacions lineals entre espais vectorials sén un cas particular d’aplicacions de conjunts,
per tant té sentit de parlar d’aplicacions lineals injectives, exhaustives i bijectives. Tenim una
caracteritzacié de les aplicacions lineals injectives:

Llema 2.5.2 f: K" — K" una aplicacid lineal. Llavors f és injectiva si i només si ker(f) = {6}

Demostracié. Suposem que f és injectiva. Com que és lineal f(0) = 0, per tant {0} C Ker(f).
Si Ker(f) tingués algun altre vector ¥ # 0, llavors f no seria injectiva (tindria dos vectors amb la
mateixa imatge).
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Suposem que f no és injectiva: llavors existeixen i # V tals que f(ii) = f(V). Pero llavors
fd—V) = f(ii) — f(¥) =0, amb & — V # 0, i tenim que Ker(f) # {0}. [ ]

Exercici 2.5.3 Considerem A € M,,,(K) i ’aplicaci6 lineal f : K" — K™ definida a I’Exem-
ple 2.1.1. Demostreu que:
(a) fa és injectiva si i només si Rang(A) = n.
(b) fa és exhaustiva si i nomes si Rang(A) = m.
(c) fa és bijectiva si i només si n =m i A és invertible (en aquest cas diem que f4 és un
isomorfisme).

2.6 Coordenades de vectors

Definicié 2.6.1 Suposem que V és un subespai vectorial de K™ i & = [Vy,...,V,| una base de
V. Siw €V, definim les coordenades de w en la base 9 com el vector (A1,...,4,) € K" tal que
w=Y ;.
i=1
Si hi pot haver confusid, escriurem [W] % = (A1,...,A,) per parlar de les coordenades d’un vector

en la base 4.

Cal veure que aquesta definici6 és correcta:

Teorema 2.6.2 Suposem V és un subespai vectorial de K™ i # = [},...,V,| una base de V.
Llavors tot vector w € V té coordenades i s6n uniques.

Demostracié. Es el que diu el Teorema 2.3.27. |

Observacié 2.6.3 Podem veure que si fixem una base % d’un subespai V C K" i [V}]g =
(2’17' .- 72’7!)’ [‘_;2]@ = (aula' .- nun) i Y€ K, tenim que:

. [V] +\72]<%= (/I] +,LL1,...,A,1+[Jn) 1

o [Wilz= (YA, V).
Aquesta observaci6 ens permet identificar qualsevol subespai vectorial de K amb una base fixada
28 amb n vectors amb 1’espai vectorial K”. Les aplicacions lineals entre K" i K™ les hem estudiat a
la Proposici6 2.1.3, obtenint que es corresponen amb matrius A € M,,,(K). Aixo ens permet fer
la definici6 segiient:

Definicié 2.6.4 Si f: V — W' és una aplicaci6 lineal entre subespais vectorials de K™ i K"
respectivament amb bases Z = [Vy,...,V,| i &' = [W,...,w;] respectivament, definim la matriu
associada a f en les bases 2 i #' (escriurem [f] 4 si I'espai de sortida és el mateix d’arribada i
utilitzem la mateixa base %) i ’escrivim com [f]4 4 com la matriu A que té per coeficients a;;
complint:

N
F) =Y aijw;.
i=1
O sigui,

|
[flz2 = [f(‘jl)]%’ [f(V‘z)]@ ’ [f(Vr)]gg

Del calcul fet a la Proposicié 2.1.3 es dedueix que aquesta matriu compleix que si [V]g =
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(M, ..., Ay), Navors [f(v)] e = (W1, .., Us), ON:

H | | | | M
= (VO F0le - Gz | | 2] - 2.2)
1 | | | | .
Vegem un cas particular d’aquest argument, quan V = K" i W = K™. De la definicié de matriu

associada i que la composicié d’aplicacions es correspon amb la multiplicacié de matrius, es
dedueixen els resultats segiients:

Proposicio 2.6.5 Fixem les notacions segiients:
o 7, =[é1,...,&,) és labase de K" formada pels vectors estandard,
o B =[V|,...,V,] és una base (qualsevol) de K", #’' de K" i " de K’,
o A€My (K)i fa: K" — K" I’aplicacid lineal induida per A tal i com hem definit a
I’Exemple 2.1.1 i
e Id,: K" — K" és I’aplicaci6 lineal definida per Id(V) = V (que també es pot pensar com
)
Llavors:
(a) [Id,)% =1, (per a qualsevol base Z de K"),
(b)
[ N

[Idn]g&y)’l: \71 Yy oo Vi )
[ I

la matriu que té per columnes els vectors de 2.
©) (1], = [1da] 5 o .
(d) [goflaz =8lw % - [flawe peratotes f: K* — K™ ig: K" — K" aplicacions lineals.
© A= [fal. 7
® [falzz =dnlg 5 -A-1d] 2.5,

Demostracio. (a), (b) i (e) es dedueixen de la definicié. Si demostrem (d), es deduiran la resta de
resultats, ja que utilitzen la relacié entre composicié d’aplicacions lineals i el producte de matrius
en les bases corresponents.

Per demostrar (d) utilitzem directament la Definici6 2.6.4 amb 1I’expressié de I’Equacié (2.2): si

A M1
veK"iV]g= | : [, lavors, les coordenades en la base ' d’ f(V) sén=[f(V)]z=| : |,on:
A Hon
M M
| =l
Hin An
I les coordenades de g(f(v)) en la base 2" sén [g(f(v))] 2 = (ni,-.., %), on:
N 1 A
| =lElea | | = el lflae |
4 K A
I per tant tenim (d): aquesta propietat caracteritza la matriu [g o f]z 4. |

Una manera de trobar aquestes igualtats és escriure les aplicacions en forma de diagrama,
composant-les (posem les bases com a subindex, amb .% sense especificar la dimensid, que es
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dedueix de I’espai):

(K" —2 (K™) 5

| Ju

n f m
(K" — (K™) 5

Veiem que per anar de (K") 4 a (K™)4 podem seguir dos camins, amb el mateix resultat (diem
que el diagrama és commutatiu). Si ara ho escrivim en matrius (de les fletxes verticals tant sols
hem deixat la que déna la matriu):

(K") 5 A (K™).5
BT TB’
[fal .2
(K") 2 (K™) g

on B =[ld,| 5.7, 1B = [Idy]% 7, (les matrius que tenen per columnes les bases % i &’ respecti-
vament). Si ara tenim en compte que les un vector en les coordenades de (K") 4 pot seguir els dos
camins per arribar a (K”) &, obtenim una igualtat equivalent a I’apartat (f) de la Proposici6 2.6.5.

Considerem ara el cas particular f: K" — K" (n = m al que hem fet fins ara). Llavors podem
identificar el K, de 1’espai de sortida amb el d’arribada, i, si considerem % una base de K", la
podem considerar com a base de I’espai de sortida i el d’arribada. De I’apartat (f) de la Proposicié
2.6.5, obtenim la igualtat de matrius:

(a2 = flz = 1dil 5 o, |12, 1] 2,5,
Per tant si anomenem B = [Id,|%.#,, A = [f.#,.», 1 A" = [f]%.% tenim que:
A'=B'AB.
Aix0 ens porta a la definicié segiient:

Definicié 2.6.6 Diem que A i A’, dues matrius quadrades n x n, son similars si existeix una
matriu invertible B € M,,.,(K) tal que

A'=B 'AB.

O sigui, si corresponen a una mateixa aplicacio lineal, perd amb bases diferents.

4 66

Proposicio 2.6.7 La relaci6 “ser similar a” és una relaci6é d’equivaléncia, o sigui, compleix:
e A és similar a A (reflexiva),
e si A és similar a A’, llavors A’ és similar a A (simétrica),
e siA éssimilaraA’ i A’ és similar a A”, llavors A és similar a A” (transitiva).

Demostracid. Per demostrar la propietat reflexiva, observem que A = 1, !A1,,.
Per demostrar la propietat simétrica, observem que si A’ = B~'AB, llavors A = BA’B™!, per tant
considerem B! a la definicid.
Per demostrar la propietat transitiva: 1’enunciat ens diu que existeixen matrius invertibles B i B’ tals
que:
A'=B'ABiA" = (B')"'A'B

llavors tenim:

A" =(B)'A'B = (B)"'(B'AB)B' = (BB ) 'A(BB)

per tant, A” i A’ sén similars. [
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= Exemple 2.6.8 S6n les matrius A = (4 " 37) i A" = (' 9) similars?
Per respondre la pregunta necessitem calcular la B tal que A’ = B~!AB, o bé demostrar que no

existeix aquesta B. Intentem calcular-la:

b1 b2
B—
<b21 bzz)

i ha de complir que BA’ = AB (aixi ens estalviem d’escriure la inversa), obtenint que:

—by1 2b12\ _ (—16by1 —45by1 —16b1y —45b;
—by 2byp) 6b11 + 17by; 6b12+ 17Dy

Igualant coeficient a coeficient arribem a un sistema d’equacions lineal amb 4 incognites i 4
equacions, que si el resolem té 2 parametres lliures i una possible soluci6 particular és

3 =5
o=(43)
ipertant AiA’ sén similars. .

= Exemple 2.6.9 S6n les matrius A = (16 -

d’abans).
Intentem calcular B definida com:

)iA" = (}9) similars? (aix{ aprofitem els calculs

by bm)
B—
<b21 by

i ha de complir que és invertible i BA" = AB, obtenint que:

by 2b1p\  [—16b11 —45by1 —16b13 —45b
by1 2bx» - 6b11 4+ 17by; 6b1> +17by,

Igualant coeficient a coeficient arribem a un sistema d’equacions lineal amb 4 incognites i 4
equacions, que si el resolem té 1 parametre lliure i les solucions sén

0 —52
BZ(O 21)

Observem que aquesta matriu mai pot ser invertible (té una columna tot zeros) i per tant A i A’ no
son similars. "

Veiem que hem hagut de fer molts calculs per comprovar si sén similars o no. Més endavant,
veurem resultats que ens permetra determinar si sén similars amb menys calculs.

Exercici 2.6.10 Determineu per a quins valors de A1, A, 1 i Lo les matrius
(M 0N (O
A= <0 lz) A= (0 2
son similars.

Espais vectorials

Fins ara hem estat treballant amb K", pero tan sols estavem utilitzant algunes de les propietats que
té K. Quan un té uns resultats, és habitual intentar veure si es poden generalitzar a altres objectes.
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m Exemple 2.7.1 Considerem els polinomis en una variable amb coeficients en K de grau més petit
o igual que 2. Per tant, un element sera p(x) = ag + a1x + ax> amb a; € K. Anomenem K[x]<; a
aquest conjunt. Observem que a K[x]<, tenim:

e Una operaci6 suma: donats dos polinomis de grau més petit o igual a 2, els podem sumar, i
tenim un polinomi de grau més petit o igual a 2. Aquesta suma és commutativa, associativa,
té un element neutre (el polinomi 0) i per a qualsevol p(x) € Kx]<z, existeix un altre
q(x) € K[x]<> tal que p(x) +¢(x) =0.

e Una operaci6 producte per escalar: donat un A € K i un polinomi p(x) € Kx]<2, podem fer
la multiplicacié A p(x) i, com que no ha crescut el grau, A p(x) € K[x]<2. Aquesta operaci6
compleix que multiplicar per 1 és no fer res, és distributiva respecte la suma d’escalars i
polinomis, i que A (up(x)) = (Au)p(x).

Aquestes propietats impliquen que podem fer tot el que féiem a K”, canviant les coordenades pels
coeficients a cada grau. Més concretament, si considerem I’aplicacio:

i Kilen — K3
ap+arx+ax* —  (ap,a1,a)

compleix que:
o Eslineal: f(p(x)+q(x)) = f(p(x))+f(q(x)) i f(Ap(x)) = 2 f(p(x)) per atots p(x),q(x) €
Kx]<xiA € K.
o Es bijectiva (i per tant un isomorfisme).
I aix0 voldra dir que tot el que hem fet a K3 i té a veure amb aquesta estructura (suma de vectors i
multiplicacid per escalar) també es podra fer a K[x] <. n

Definicié 2.7.2 Un K-espai vectorial E és un conjunt E amb dues operacions, suma i producte
per escalar:
+: EXE — E .0 KxE — E
y) = utv ' (A,v) = Ay

tals que:

La suma és commutativa: u+v =v-+uperatotsu,v € E,

associativa (u+v)+w =u+ (v+w) per a tots u,v,w € E,

té element neutre: existeix 0 =0 € Etalque 0+u=uperatotu € E i
tot u € E té un element invers v complint que u+v = 0 (escrivim v = —u).
El producte per escalar compleix que 1-u =uperatotu € E,
(Au)-u=A-(u-u)peratot A, u e Kiu€ckE,

A+u) u=A-u)+(u-u)peratot A, u e KiueckEi
A-(u+v)=A-u)+(A-v)peratot A e Kiu,v€E.

NN R W=

m Exemple 2.7.3 e Els conjunts K” amb les operacions que s’estan utilitzant a aquest curs sén
un K-espai vectorial.

e Les matrius M,,,(K), amb la suma coeficient a coeficient i la multiplicacié per escalar (que
afecta a tots els coeficients) també és un K-espai vectorial.

e Els polinomis de K|x] (no limitem el grau!).

e SiA ésun conjunt i K un cos, considerem Map(A, K) el conjunt de les aplicacions de conjunts
frA—= K. Sif,geMap(A,K), definim (f+g)(x) = f(x)+g(x) i (Af)(x) =Af(x) (per
atot A € K), llavors Map(A,K) és un K-espai vectorial (veiem que poder sumar funcions i
multiplicar-les per escalar depen de que ho puguem fer al cos K). El vector zero és la funcié
constant f(a) = 0 per a tot a € A.

e Si A =N, podem identificar f € Map(N,K) com la successi6 d’escalars (xg,x1,...) amb
Xi = f(l) e K.
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e Si considerem les funcions continues f: R — R amb I’estructura de I’apartat anterior, sén
un espai vectorial (ja que la suma de continues és continua i la multiplicacié d’un escalar per
una funcié continua és una funcié continua).

e [’espai d’equacions lineals amb »n incognites:

{a1x1 +ayxo+---4+ax,=b: a;,be K},

amb la suma d’equacions variable a variable (i terme independent més terme independent), i
producte per escalar que multiplica tota I’equacié. El vector zero seria I’equacié 0 = 0.

La resta d’aquesta secci6 la dedicarem a generalitzar conceptes que ja hem vist per K", a espais
vectorials abstractes.
Definicié 2.7.4 Un subconjunt W C V d’un K-espai vectorial V és un subespai de V si:

1. El vector Oy pertany a W.

2. Siwp 1wy sén elements de W, aleshores la seva suma wi + w, també és a W (direm que
W és tancat per la suma).

3. Siwésde WiA €K, aleshores Aw també pertany a W (direm que W és tancat pel
producte per escalars).

Observacié 2.7.5 Notem que un subespai W d’un K-espai vectorial V és un K-espai vectorial
per si sol (amb la suma i producte per escalars heredat de V).

Definicié 2.7.6 Considerem un subconjunt F d’un K-espai vectorial V.

1. Diem que F genera V sitot v € V es pot escriure com a combinaci6 lineal d’alguns
elements vy,...,v, de F.

2. Diem que F és un conjunt linealment dependent si algun v € F es pot escriure com a
combinacié lineal d’altres. Diem que F és linealment independent si no €s linealment
dependent. De manera equivalent, el conjunt F' és linealment independent si I’tnica
manera d’obtenir O com a combinaci6 lineal Avi+---+ Ay, ambvy,...v, € F és amb
A=-=A,=0.

3. El conjunt F és una base si genera V i és linealment independent.

Observacié 2.7.7 Hi ha espais vectorials que tenen bases amb infinits elements. Per exemple,
I’espai vectorial K[x] format pels polinomis amb coeficients a K té base

[1,x,x%,3 %%, ).

Definicié 2.7.8 Direm que un K-espai vectorial V té dimensio finita si té una base F =
[Vi,...,v,] formada per un nombre finit de vectors. En cas contrari, diem que V té dimen-
Si0 infinita.

De la mateixa manera que hem demostrat el Teorema 2.3.32, si V té€ dimensio finita aleshores
totes les bases tenen el mateix nombre d’elements. En aquest cas, direm que la dimensio de V és el
nombre d’elements d’una base qualsevol.

» Exemple 2.7.9 Considerem I’espai vectorial *°(R) format per les funcions diferenciables.
Considerem el subconjunt:

V={feE(R)| "+ =0}

Demostrem primer que V C ¢ (R) és un subespai vectorial:
e La funcié f = 0 compleix I’equacio, ja que f = f' = f” =01 per tant /"' + f = 0.
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e SifeVigeV, tenim "+ f=0ig"+g=0. Tenim que (f+g)" = f” +g”, i per tant:
(f+e)"+(f+e)=f"+d"+f+g=f"+f+g+&" =0+0=0,

pertant f+g € V.
e SifeVideR, tenim (Af)" =Af", per tant:

A" +Af=Af"+Af=A(f"+f)=20=0,

ipertant Af € V.
Intentem calcular la dimensi6 de V: del curs de calcul sabem que les funcions sin i cos compleixen
aquesta equacio, i com que no sén multiple una de I’altra, dim(V) > 2.
Suposem que tenim tres funcions f,g,h € V i considerem la matriu (on els coeficients s6n
funcions!):

f g h
f/ gl h/
f// g// h//
I, si apliquem la condici6 f” = —f, g” = —g, " = —h i en calculem el rang tenim:
f g h f g h f g h
Rang f/ g/ h/ — Rang f/ g/ h/ — Rang f/ g/ h/ S 2,
f// g// W' —f g _h 0 0 0

on a la segona igualtat hem sumat la primera fila a la tercera.

!

f 8 h
Per tant hi ha una combinaci6 lineal entre els vectors <f/ ) , (g > 1 ( h/’/) , en particular entre
h

f// g//

f> g 1 h, pel que no poden ser linealment independents i dim(V) < 3.

Per tant, hem demostrat que dim(V) = 2 i una possible base és [sin, cos].

Una demostracié més explicita del fet que sin i cos generen V és la segiient: demostrem primer
que, si g € V, aleshores

Co=g +(g)

és una funcid constant. Aixo es veu calculant la derivada, i veient que és zero:

d
(& +(8)?) =28 +2¢'¢" =2g¢' — 2'g = 0.

Per tant, C, = g(0)? + ¢'(0)?, per exemple. Donada f € V, apliquem aquest resultat a la funci6

x5 g(x) = £(x) — £(0) cos(x) — £(0)sin(x),

que és de V si assumim que f ho és. Aleshores C, = g(0)> + ¢/(0)> =0-+0 = 0, i per tant
(g(x))? + (g'(x))> = 0 per tot x, i com que és la suma de dos quadrats a R, obtenim que tant
g(x) =0 com g’(x) = 0 per tot x € R. D’aqui es dedueix que f(x) = f(0)cos(x) + f'(0) sin(x). m

Definicié 2.7.10 Sigui V un K-espai vectorial de dimensi6 finita n, i sigui & = [vy,...,v,] una
base ordenada. Aleshores tot element v € V es pot escriure de manera inica com

v=Avi+ -+ Ay
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Definim les coordenades de v en la base 28 com
A

Vg=|:
A continuacié introduirem el concepte d’aplicacid lineal entre espais vectorials sobre el mateix

cos K. De manera informal, una aplicacié €s lineal si respecta les operacions basiques dels espais
vectorials: la suma i el producte per escalars.

Definici6 2.7.11 Una aplicacié f: V — W entre dos K-espais vectorials V i W és una aplicacid
lineal si:

L. f(vi+v2)=f(vi)+ f(v2) peratotvi,v, €V, i

2. f(Av)=Af(v)peratotveVitot A € K.

» Exemple 2.7.12 Si V és un K-espai vectorial de dimensid finita i # és una base, 1’aplicacio
[]#: V — K" és una aplicaci6 lineal. .

Definici6é 2.7.13 Si f: V — W és una aplicacio lineal entre K-espais vectorials V i W, definim
el nucli i la imatge com els subespais

ker(f)={veV: f(v)=0}cV,

Im(f)={f(v): veV}CW.

= Exemple 2.7.14 Considerem I’espai vectorial ¥°(R) format per les funcions diferenciables.
L aplicacié D: € (R) — € (R), definida com D(f) = f’ (la derivada) és una aplicacié lineal. El
nucli de D és

ker(D) = {f : f' =0} = {funcions constants},

que és un subespai de dimensi6 1. Donada una funcié g € ¥ (R), el teorema fonamental del calcul
ens diu que podem trobar una funcié G (una primitiva de g) tal que G’ = g. Per tant Im(D) = ¢~ (R).

Si f: V — W és bijectiva (equivalentment, ker f = {0} i Im(f) = W), direm que f és invertible,
o que és un isomorfisme. També direm que els espais V i W sén isomorfics, 1 escriurem V = W.

m Exemple 2.7.15 Sigui V un K-espai vectorial de dimensié n. Si triem una base & de V,
aleshores I’aplicacié coordenada [-]z: V — K" és un isomorfisme. Per tant, tot K-espai vectorial
V de dimensi6 n < oo s isomorfic a K", pero no tenim un isomorfisme concret de V amb K" fins
que triem una base. "

Proposicio 2.7.16 Siguin V i W dos K-espais vectorials de dimensio finita. Aleshores:
(a) Els espais V i W s6n isomorfs si i només si dim(V) = dim(W).
(b) Si f:V — W és una aplicaci6 lineal amb ker f = {0}, i dim(V) = dim(W), aleshores f
és un isomorfisme.
(c) Sif:V — W és una aplicaci6 lineal amb Im(f) = W, i dim(V) = dim(W), aleshores f és
un isomorfisme.

Observacié 2.7.17 La hipotesi de dimensid finita és necessaria: a I’Exemple 2.7.14 hem vist
com la derivada no és un isomorfisme (perque té nucli no zero), pero en canvi és exhaustiu.

Finalment, veurem com podem associar matrius a aplicacions lineals entre espais vectorials.
Sigui f: V — W una aplicaci6 lineal entre els K-espais vectorials V i W, que suposem de dimensié
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finita, posem dim(V) = m i dim(W) = n. Escollim bases Z = [vi,...v;,| de Vi€ = [wi,...,w,]
de W. Aleshores tenim el diagrama

v w 2.3)
H@iz Zl[']%
K" — — » K",

Fixem-nos que I’aplicaci6 resultant de resseguir el diagrama d’esquerra a dreta és una aplicacio
lineal de K™ a K" i, per tant, té una matriu associada. La columna i-essima d’aquesta matriu €s

f(vi)le.

Definicié 2.7.18 La matriu de I’aplicacio lineal f en les bases 9 i € és la matriu

| |
[flae = [f(‘]l)]‘ﬁ [f(Vr|n)]<g/

Si I’espai de sortida és el mateix que el d’arribada, i escrivim la mateixa base tant per la sortida
com I’arribada, escrivim [f] 4 enlloc de [f] 2 %.

Un cas particular interessant es dona quan considerem 1’aplicaci6 identitat:

Definicié 2.7.19 Siguin % i € dues bases d’un K-espai vectorial V. Aleshores la matriu de
canvi de base de % a € és la matriu

Sue=[1dze.

El cas més general que podem considerar és el segiient. Siguin V 1 W com fins ara, i prenem
bases 1.9 deV,ibases € 1%’ de W. Aleshores enganxant quatre copies del Diagrama (2.3)
obtenim el diagrama segiient:

Km [flas K

Sz.a Sg !

o

K" Ve K.

Observem que les quatre fletxes exteriors tenen matrius associades, perd que les cinc fletxes interiors
no en tenen pas. En tot cas, les fletxes exteriors ens donen la segiient férmula, que ens relaciona la
matriu de f en les bases %, % ila matriu de f en les bases %', %”.

fleeSz.z =Sev|flae

= Exemple 2.7.20 Considerem R3[x]<5, els polinomis de grau més petit o igual que 2 com a
R-espai vectorial amb la base % = [1,x, x?].
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Per a € R, considerem I’aplicacio lineal:

for Rix<a — R3
p(a)
p(x) = | P(a)
p"(a)
Considerem les imatges dels elements de :
1 a a’
=10, x)=(1]ifi*=]2a
0 0 2
Per tant, si ¢ = [€,¢5, &3] és la base d’R? formada pels vectors estandard, tenim:
1 a a
(fze={0 1 2a
00 2

En particular, deduim que f, és un isomorfisme (la matriu [f,] 2« €s invertible).
Considerem ara la base de R[x]<, formada pels vectors %’ = [1,(x —a), (x —a)?]. En aquest
cas:

1 0 0
f)=10|, falx—a)= 1| ifu(x—a)*)= (0
0 0 2
I per tant:
1 0 0
flze=[0 1 0
0 0 2

Llavors, el diagrama que tenim és:

R3

oy

R3
On
1 —a ad?
ygg/gg =10 1 =—2a
0 O 1

Podem comprovar que es compleix:

oo =fdaeT w5,

és a dir,
1 00 1 a &\ [1 —a &
01 0]={012a][0 1 =2a
0 0 2 00 2 0 0 1
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Exercicis recomanats

Els exercicis que segueixen son Utils per practicar el material presentat. La numeraci6 és la de [1].
Seccid 2.1: 6, 8, 24, 26, 28, 30.
Seccioé 2.2: 2, 6, 10, 20.

Secci6 2.3: 4, 12, 20.

Seccio 2.4: 4, 20, 28.

Seccié 3.1: 10, 16, 22.

Seccio 3.2: 6, 18, 24, 28.

Secci6 3.3: 16, 22, 32.

Seccio 3.4: 8, 22, 38.

Seccié 4.1: 1-5, 20, 26.

Secci6 4.2: 6, 10, 58, 66, 68, 74.
Seccié 4.3: 4, 14, 52, 54, 60.
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(3. Diagonalitzacié

El contingut d’aquesta secci6 és pot trobar a [1, Temes 6, 7] i a [2, Tema 4].
3.1 Motivacié

Considerem les matrius segiients:

-1 0 0 5 —-15 =21
A=10 2 0]iB=|-3 9 13
0 00 3 -9 -13

i suposem que volem calcular A%, Rang(A), Ker(f4) o una base de Im(f4); i exactament els
mateixos calculs per B.

Per A, aquests calculs sén quasi immediats:

A5

I
o
[\
W
o oo

Rang(A) =2, Ker(fs) = <<§)) i una base de Im(f) pot ser Z = (<_

0 2

1 0
) ()

Per la matriu B, podem fer B>, perd ens porta més calculs, igual que calcular-ne el rang, el nucli
de fp 0 una base de la imatge de f5.

Observem ara que hi ha una relaci6 entre A i B:

B = SAS™!
on
1 2 3
S=1-1 -1 1
1 1 0
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1 aix0 permet aprofitar els calculs que hem fet per A per deduir els de B:
B> =SAS7'SAS!...sAS7 = sA°S57 !

tenim la igualtat Rang(B) = Rang(A) = 2, Ker(fg) = SKer(f4) i una base de Im(f) s’aconsegueix
amb la base de Im(f ) multiplicada (per I’esquerra) per la matriu S~

A aquest exemple, el que hem vist és que encara que les matrius A i B corresponen a una
mateixa transformacio lineal f expressada en dues bases diferents, els calculs han quedat molt
més facils amb la matriu A pel simple fet de ser una matriu diagonal. A aquest capitol, 1’objectiu
principal és: donada una aplicacio lineal f: E — E (amb E un espai vectorial de dimensié finita),
trobar una base # d’E tal que [f]4 sigui una matriu diagonal. També veurem que, a vegades, no
existeix cap base amb aquesta propietat.

Determinants

Probablement ja coneixem el determinant de matrius 2 x 2 i 3 x 3 definits directament com:

a b
d

‘ =ad — bc 3.1

aip ap apa
ar1 A ax3| = ai1axazz —ai1a3daz —ajnd1ass +anasazl +aiazazn —aizanaz . (3.2)
az; axp asz

Una de les propietats principals és la segiient: el determinant val zero si i només si els vectors
columna de la matriu sén linealment dependents.
Si pensem les columnes de les matrius com a vectors de K", podem considerar el determinant
com una aplicacio:
det: M,(K) = (K")" — K
(\71,...,17,,) — det(fz’l,...,\_f”)

1 habitualment escriurem:

|
det(\?l,...,vn): Vi VeV,

Demanarem que el determinant compleixi les propietats segiients:
D1. det(vy,...,AV,...,V,) = Adet(Vi,...,Vj,...,V,) peratots V; e K"i A € K.

D2. det(\_;],...,Vj_1,17j+v72j,\7j+1 ,Vn) :det(\_ﬁ,...,1_/’]‘_1,\7]',\7]‘4_1,...,\7,1)4-
det(Vy,...,Vj—1,Wj,Vjq1,...,Vy) per atots Vi i w; € K".

D3. det(\_;l,...,Vj,...,vk,...,vn) :OSi\_/"j:\_;k amb j #£ k.

D4. det(1,) = det(éy,...,€,) =1, on €; son els vectors estandard.

Observacioé 3.2.1 Les propietats D1 i D2 es poden resumir dient que el determinant és lineal a
cada columna. Es diu que el determinat és una aplicacié multilineal.

Exercici 3.2.2 Demostreu que els determinants de matrius 2 x 2 i 3 x 3 definits a les Equacions
(3.1) 1 (3.2) respectivament compleixen aquestes propietats i que son les tniques aplicacions de
M>(K) — K i M3(K) — K respectivament que les compleixen.
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3.2 Determinants 53

Observacié 3.2.3 Fixem-nos que la propietat D1 implica que det(¥,...,0,...,%,) =0. En
efecte, com que 0 = 0- 0, aleshores

det(¥1,...,0,...,%,) =det(¥1,...,0-0,...,%,) =
=0det(¥,...,0,...,%,) =0.

Lema 3.2.4 Si considerem les transformacions elementals per columnes corresponents a les
transformacions T1, T2 i T3 definides a la Subseccid 1.3, el determinant es modifica com:
e T1: Si B és la matriu resultant de multiplicar una columna per A a la matriu A:

det(B) = A det(A).

e T2: Si B és la matriu resultant de sumar a una columna d’A y vegades una altra columna
d’A:
det(B) = det(A).

e T3: Si B és la matriu resultant d’intercanviar dues columnes diferents d’A, llavors:
det(B) = —det(A).

Demostracio. D1 ens diu com es transforma det per la transformacié elemental T1, obtenint el
resultat de I’enunciat.
Estudiem ara el canvi T2: sumem a una columna u vegades una altra:

det(...,Vj,...,vk—i—uﬁj,...):det(...,vj,...,\_fk,...)—i—det(...,\')'j,...,ufz’j,...):
:det(...,ﬁj,...,\_fk,...)+/.Ldet(...,\7j,...,\7j,...):
:det(...,VJ,...,Vk,...)—|—0

on primer hem aplicat D2 (separar la suma de vectors), llavors D1 (treure el u fora del determinant)
i finalment D3 per veure que un dels determinants és zero.

Mirem com es modifica el determinant per la transformaci6 T3: vegem que si intercanviem
dues columnes j # k, llavors

det(Vi,...,Vj,..., V..., V) = —det(Vi,..., Vi, ..., Vj, ..., V).
Per tal de simplificar la notaci6 escrivim det(...,V;,...,V,...):

0=det(...,V;j+V,....Vj+W,...) =
=det(...,Vj+Vi,...,.Vj,...)Fdet(... ViV, .. V... ) =
=det(...,Vj,...,Vj,...)+det(...,.Vk,...,Vj,...)+
+det(...,Vj, ... Vk,...)+Hdet(... Vi, VL) =
=0+det(...,Vi,...,Vj,...)+det(...,.Vj,... . Vk,...)+0

Teorema 3.2.5 Si tenim dues aplicacions det: (K")" — Kidet': (K")" — K complint D1, D2,
D3 i D4, llavors det = det’.
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Demostracié. Volem veure que si Vi,...,v, € K", llavors det(Vy,...,V,) = det'(¥,...,¥,): si
considerem A la matriu formada pels vectors V,. .., V, per columna, podem aplicar transformacions
elementals per columnes fins a tenir, o bé una matriu identitat, o bé una matriu amb I’dltima
columna tot zeros. Pel Lema 3.2.4, veiem com es modifica qualsevol aplicacié (tant det, com
det’) que compleixi els axiomes D1, D2, D3 i D4, obtenint que det(A) = A det(rcef(A)) (reduced
column echelon form) i det'(A) = A det(rcef(A)) (amb el mateix 1), perd o bé rcef(A) =1, (i
tenim det(rcef(A)) = 1 = det'(rcef(A)) per D4), o bé rcef(A) té una columna tot zeros i per la
Observaci6 3.2.3, det(A) = 0 = det'(A).

Per tant, com que det i det’ estan determinats pels canvis elementals per columnes i pel seu
valor a la identitat o a una matriu amb una columna tot zeros, han de valer el mateix. [ |

m Exemple 3.2.6 Calculem el determinant d’A, on:

1 2 6
A=|0 -1 -8
5 6 0
fent transformacions elementals:
1 2 6 1 2 6 1 2 6
0 -1 -8 =10 -1 —-8|=—-]0 1 8 | =
5 6 0 0 —4 -30 0 —4 -30

Amb tot aix0, el que no hem demostrat és que existeixi una aplicacié det que tingui les propietats
D1, D2,D3i D4.

Per demostrar la existencia, el que farem és construir-la explicitament.

Considerem A € M, (K) i el producte de n coeficients de la matriu a;, j, - - - a;, j, tals que no hi
hagi dos coeficients d’una mateixa columna, ni d’una mateixa fila. Dit d’una altra manera, com que
hi ha n files i n columnes,considerem n parelles { (i1, j1),-- -, (in, jn) } que compleixin la igualtat de
conjunts:

{iseosigy = {1} = {j1ye oo ju} - (3.3)

Definicié 3.2.7 Anomenem un patré d’n elements a un conjunt &2 = {(i1, j1),. .., (in, ju)} C
{1,...,n}* que compleixi que ix # i; i jx # ji si k # [, o, equivalentment, que compleixi
I’Equacié (3.3).

Donat un patr6 d’n elements & i una matriu A € M,(K), definim I’element a » com el producte:

aAp — H aijj.

(iv.j)e‘@
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m Exemple 3.2.8 En el cas de les matrius 3 x 3, tenim 6 patrons possibles i ens donen els productes:

arl a2 a3
azi a2 ass = 2={(1,1),2,2),3,3)} < ay=anaxnas;
asy asp ass ’
air| app  anp

ary ar ans — 2={(1,1),(2,3),(3,2)} <= ap=ajanan
asy asp ass

ar an a3
ai] an  as | = Z={(1,2),(21),3,3)} < ap=anaas
asy asn ass

ail a2 a3
ani ann anj <~ (@:{(1,2),(2,3),(3,1)} <~ agp = apa3as|
\ asy asp ass
arl a2 a3
ani ann anj — Y= {(1,3), (2, 1),(3,2)} <~ agp =aizaz|az
as] asp ass
arl a2 a3
ar ann anj < @:{(1,3),(2,2),(3,1)} <~ agp = apzanaszl
L4931 asz  ass

I podeu veure que coincideixen amb els sumands de I’Equacié (3.2). Ara tant sols cal decidir si
cada element suma o resta, i per aix0 necessitem el signe d’un patro:
Definicié 3.2.9 Fixat un enter positiu 7 i un patré & = {(i1,j1),--, (in,jn)} C {1,...,n}2,
definim Sign(2), el signe de &, com (—1)%, on € és el nombre de parelles [(i, j), (7, j')] € &
talsque i <i'ij>j.

m Exemple 3.2.10 En el cas 3 x 3, els patrons tenen el signe segiient:

Patr6 Parelles € Signe
{(171)7(272)7(373)} 0 (_1)0:1
{(171)7(273)7(372)} {[(273)7(372)]} 1 (_1)1 =—1
{(172)7(271)7(373)} {[(172)7(271)]} 1 (_1)1 =—1
{(1,2),(2,3),(3,1)} {[(1,2),(3,1),1(2,3),(3,1)]} 2| (-1)=1
{(1,3),(2,1),(3,2)} {1(1,3),(2,1)],1(1,3),(3,2)} 2| (-1)=1
{(173)7(272)7(371)} {[(173)7(27 )]7[(173)7(37 )]7[(2’2)’(3’1)]} 3 (_1)3:_1

Els patrons tenen les propietats segiients:

Lema 3.2.11 Considerem A € M,,(K), amb n fixada.
(a) Cada patr6 & es correspon amb una aplicacié bijectiva o: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
(s’anomena permutacio).
(b) Hi ha n! (factorial d’n) patrons diferents a A.

(c) Definim el signe d’una permutacié o: {1,...,n} — {1,...,n} com
: o(j)—o()
Sign(o) = —.
0=

Si o és la permutaci6 corresponent a &2, llavors Sign(o) = Sign(2?).

M. Masdeu, A. Ruiz Universitat Autdbnoma de Barcelona Apunts d’Algebra Lineal



56 Capitol 3. Diagonalitzacié

(d) Sild: {1,...,n} — {1,...,n} és ’aplicacio Id(i) = i (identitat), llavors Sign(Id) = 1.
(e) Si o it sén dues permutacions de {1,...,n}, llavors

Sign(o o 1) = Sign(o) Sign(T)

(f) Sign(c) = Sign(c~1).
(g) Si Ty correspon a la permutacié:

m sim¢ {k,(}
Tw(m) =< ¢ sim=k
k sim=/{

amb k # £, llavors Sign(te) = —1.

Demostracio. Els patré & té n parelles (i, j) on, si mirem tant sols la primera coordenada, hi ha
exactament un 1, un 2, ...iun n. Definim 6 (i) = j si (i, j) € <. Aquesta aplicacio és injectiva i
exhaustiva perque a la segona coordenada de les parelles de & també hi ha un tnic 1, un tnic 2,
...1un tnic n.

Si tenim una aplicacié bijectiva 6: {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, definim els patré corresponent
com & ={(1,0(1)),...,(n,0(n))}.

Per demostrar (b) comptem quantes aplicacions bijectives ¢ hi ha de {1,2,...,n} en ell mateix:
o (1) pot ser qualsevol element de {1,2,...,n}, per tant en podem escollir n; 6(2) pot ser qualsevol
element de {1,2,...,n} excepte o(1), per tant en podem escollir n — 1; iterant aquest procediment,
tindrem n(n—1)(n—2)---2- 1 aplicacions bijectives, i aquesta és la definici6 de factorial d’n.

A T’expressi6 de (c) veiem que tant al denominador hi ha el producte (2—1)(3—1)---(n—
1)(3—2)---, mentre que al numerador hi ha els mateixos factors, on es canvien de signe els que
compleixen ¢ (i) > o(j) amb i < j, pel que el quocient sera +1, i el signe ve determinat pel nombre
de vegades que passa 6(i) > o(j) amb i < j, que és la definici6 de signe d’un patrd.

Calculem el signe de la identitat per demostrar (d):

Sign(Id) = l4(j) ~14@) _ H]:*i =1

i<j 7 i<j/

La demostracié d’(e) ve de considerar:
(oo = 12U —o(z(@) _yyolr() —o(t@)) 7(j) — =(i)
Sign(c o) U, j—i E () —cl) i

1= 2SO = sign(o)sign(e)

i<j J)— (i) i<j JT

on observem que:

1 o(j)—o() _ ul o(7(j)) —o(z(i))
i<j J—i i<j T(j)_f(i)
ja que hi ha els mateixos factors al numerador i denominador, i si un factor del numerador ha
canviat de signe, el corresponent factor del denominador també.
La demostraci6 d’(f) es dedueix de que 1 = Sign(Id) = Sign(c o 6~!) = Sign(c) Sign(c™"), i
que el signe de qualsevol permutaci6 és +1.
Finalment, la demostracié de (g) és molt semblant a la de (d): primer considerem k < ¢ (com
que Tx¢ = Ty, Si cal, les intercanviem). Llavors el signe de 7, sera com el de Id, perd hi haura un

factor diferent a quan (i, j) = (k,¢), que sortira % = —1, per tant Sign(t) = —1. [

Ara ja podem definir el determinant d’una matriu:
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Definici6 3.2.12 Sigui A € M,,(K) una matriu quadrada. Considerem P, el conjunt de tots els
patrons d’n elements (P, té n! elements) i per cada & € P,, considerem a4 com a la Definici6
3.2.7. Definim el determinant d’A com:

det(A) = Y Sign(P)as. (3.4)
PEP,

Teorema 3.2.13 El determinant de la Definicié 3.2.12 compleix les propietats D1, D2, D3 i D4.

Demostracio. Fixem A € M,,(K) i a;; els seus coeficients.

D1: si fixem una columna j, cada sumand de I’Equaci6 (3.4) té exactament un coeficient a;;. Si
el substituim per Aa;;, tots els sumands de I’Equaci6 (3.4) queden multiplicats per 4, pel que es
compleix D1.

D2: si la columna j es pot escriure com la suma de dues columnes: a;; = d] i+ aﬁ’j, com que
a I’Equaci6 (3.4) cada sumand té exactament un d’aquests coeficients, podem separar la suma,
obtenint D2.

D3: Si tenim la columna j i la columna k d’A que s6n iguals (amb j # k), tenim que cada
sumand de I’Equaci6 (3.4) apareix dues vegades, una pel patré &1 i &%,. Hem de veure que apareix
amb signe diferent, i llavors la suma sera zero. Si 0] és la permutacié que correspon al patré & i
0> la que correspon al patré &, llavors 61 = Tj; 0 03 i, pel Lema 3.2.11, tenen signe diferent.

D4: I’tnic patré Z tal que (1,) 2 # 0 és el patr6 {(1,1),(2,2),...,(n,n)}, i és un producte
d’uns amb signe positiu. |

Ara ja podem demostrar una de les propietats principals del determinant:
Vegem ara més propietats dels determinants:

Proposicio 3.2.14 Si A,B € M,x,(K), llavors:
(a) A és invertible si i només si det(A) # 0.
(b) det(A) # 0 si i només si les files (i les columnes) d’A sén linealment independents.
(c) det(A) = det(AT), on AT és la transposada d’A.
(d) det(AB) = det(A)det(B).

Demostracio. Per demostrar (a), recordem que una matriu és invertible si i només si podem
aconseguir la identitat mitjancant transformacions elementals. En aquest cas, cada transformacié
modifica el determinant canviant-li el signe o multiplicant per un A # 0. Llavors:

Si A és invertible, det(A) = A det(1,) = A #0.

Si A no és invertible, det(A) = A det(B), on B és una matriu amb 1’dltima fila tot zeros, per tant
det(B) = 0 (cada sumand del determinant a I’Equacié (3.4) té un coeficient de 1’dltima fila), d’on
es dedueix que det(A) = 0.

Per demostrar (b), el raonament de files (o columnes) linealment independents és el mateix,
tenint en compte que les files (o columnes) son linealment independents si i només si la matriu A és
equivalent a la identitat.

Per demostrar (c), observem que si B = AT, per I'Equaci6 (3.4), det(A) i det(B) tenen els
mateixos sumands, pel que cal veure que els signes dels patrons &2 i &2’ corresponents a coeficients
iguals a» i b 5, sén els mateixos: observem que si a4 és el coeficient corresponent a &2, que és un
patré que correspon a una permutacié o (veure Lema 3.2.11), llavors, si 22’ és el patré corresponent
ao~!, tenim que a» = b 4, i amb el mateix signe, ja que pel Lema 3.2.11, Sign(#?) = Sign(c) =
Sign(o~!) = Sign(2').

Falta demostrar la férmula del producte de determinants det(AB) = det(A) det(B): comencem
amb la matriu A i li fem les transformacions elementals necessaries per obtenir rref(A). Aquestes

M. Masdeu, A. Ruiz Universitat Autdbnoma de Barcelona Apunts d’Algebra Lineal



58 Capitol 3. Diagonalitzacié

transformacions elementals aniran modificant el determinant, i obtindrem det(A) = A det(rref(A)),
on:
e Aquestes transformacions elementals es corresponen amb multiplicar per una matriu inverti-
ble P: rref(A) = PA.
e A només depen de les transformacions elementals que hem fet, per tant, si agafem C € M,,(K)
i hi fem les mateixes transformacions que hem fet a A i obtenim C’ = PC, tindrem det(C) =
Adet(C).
e Si A és invertible, llavors rref(A) = PA =1, i det(A) = A det(1,) = 7.
Considerem primer el cas en que A no és invertible: llavors det(A) = 0 i les n columnes d’A no son
linealment independents. Com que les columnes d’AB s6n combinaci6 lineal de les de A i també en
té n, tenim que les columnes de AB tampoc s6n linealment independents i per tant det(AB) =01 en
particular det(AB) = det(A) det(B).
Suposem ara que A és invertible, per tant rref(A) = PA = 1,,. Considerem ara C = AB i fem les
mateixes transformacions elementals que hem fet a A per obtenir rref(A). Amb els raonaments que
hem vist, tenim:

det(AB) = det(C) = A det(C") = A det(PAB) = A det(1,B) = det(A) det(B).
|

Ara veurem una manera inductiva de calcular el determinant. També es podia haver definit
com veurem ara, i s’hauria de demostrar que compleix les propietats D1, D2, D3 i D4. Per aixo,
necessitem una notacié que utilitzarem a aquesta seccid (es pot confondre amb una de les notacions
utilitzades a les seccions anteriors, fixeu-vos amb la ¢ del superindex).

Notaci6 3.2.15 SiA € M, (K), notem per Af; € M(, 1)(K) la matriu que resulta d’eliminar la fila
iilacolumna j d’A.

Proposicio 3.2.16 Si A € M, (K), amb n > 2, podem desenvolupar el determinant per qualse-
vol fila o columna segons les férmules segiients:

det(A) =Y (— 1)t a; det(Af;) (si desenvolupem per la fila i),

det(A) =YY", (—1)"a; det(Af;) (si desenvolupem per la columna j).

Demostracio. Per a demostrar aix0, mirem com son tots els sumands i els comparem amb els de
I’Equaci6 (3.4): I’hem calculat de manera recursiva, i cada cop que fem una iteracié anem esborrant
la fila i columna corresponent a aquell coeficient. Per tant, hi haura un coeficient de la primera
fila, un altre de la segona, ..., de tal manera que cada cop agafem una columna diferent, i per tant
tindrem el sumand:

(=Dfarjazj, -+ anj, (3.5)

amb j; # j; si k # 1,1 el signe ve determinat per la paritat de €, que es pot veure que és la mateixa
que la de la permutacid, obtenint el mateix que a I’Equaci6 (3.4)

Aquesta expressio no depen de per quina fila o columna desenvolupem, pel que el resultat final
sera el mateix. |

s Exemple 3.2.17 Calculem el determinant d’A, on:

1 2 6
A=10 -1 -8
5 6 0
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desenvolupant per la primera fila:

1 2 6
-1 -8 0 -8 0 -1
Py B i Rl B
s 6 0 6 O 5 0 5 6

= (0— (—48)) —2(40) +6(5) = 48 — 80 +30 = —2.

Exercici 3.2.18 Si & és un patré amb n elements i Az € M, (K) és una matriu que té tots els
coeficients zero, excepte els elements a;; = 1, per a (i, j) € &, llavors det(A ») = Sign(2).

Exercici 3.2.19 Si A € M, (K) és una matriu triangular superior (o inferior), llavors det(A) és
el producte d’elements de la diagonal.

Polinomi caracteristic. Valors i vectors propis

A la motivaci6 d’aquest capitol (§3.1) hem vist una aplicaci6 lineal f: R3 — R3 que escrita en una
base Z o en una altra % tenia les expressions segiients:

-1 0 O 5 —15 =21
flea=|0 2 0)i[fle=[(-3 9 13
0 00 3 -9 —13

Veiem que la primera és diagonal, mentre que la segona no. Aixo vol dir que 1’aplicacid lineal envia
les rectes generades per cada vector de la base # a elles mateixes, mentre que les rectes generades
pels vectors de la base € es converteixen en altres rectes. Si fixem uns eixos de coordenades amb la
base %, podrem veure com f modifica els vectors d’R? molt més facilment que si fixem els eixos a
la base ¥ . Per tant, estem dient que per la mateixa aplicacio lineal f: E — E, aprofitant que els
coeficients de [f] 4 depenen de la base 2, buscarem una base 4 tal que la matriu [f]4 sigui el més
“senzilla” possible.
Definicié 3.3.1 Sigui A € M,(K) i f4: K" — K" I’aplicacié lineal induida. Diem que A és
diagonalitzable si es compleix una de les condicions equivalents segiients:
(a) A és similar a una matriu diagonal.
(b) Existeix una base # de K" tal que [fa] % és diagonal.
(c) Existeix una matriu invertible S € M,,(K) tal que el producte S~'AS és diagonal.

5 —15 -21
s Exemple 3.3.2 La matriu B = <—33 99 1133> és diagonalitzable (veure apartat 3.1). m
Observaci6 3.3.3 Si una matriu A és diagonalitzable i & = [V|,...,V,| és una base en que
[fa]# és diagonal amb coeficients a la diagonal Ai,...,A,, llavors es compleix que AV; = A;V;.

Per tant, els vectors V; de la base % compleixen que AV; és un miltiple de V;.

Utilitzem aquest fet per veure que no totes les matrius son diagonalitzables:

u Exemple 3.3.4 La matriu A = (¥ ') € M>(R), que correspon a una rotacié d’angle /2, no
és diagonalitzable: suposem que si, i que V és un vector d’una base A tal que [f4]# és diagonal,
llavors es complira que AV = A¥ per a cert A € R, perd ¥ i AV sén perpendiculars per a tot ¥ € R?,
pel que no pot ser. Una altra manera de veure-ho és que si v = (3) s hauria de complir:

£ 2)0-6)
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I queda el sistema homogeni:

—Ax—y=0
x—Ay=0

Com que estem treballant a R, aquest sistema té rang 2 per qualsevol A € R, i per tant 1’tnica
soluci6 és (3) = (8), que no pot formar part de cap base. "

Veiem, doncs, que per saber si una matriu A € M,(K) és diagonalitzable, hem de veure si
existeix una base # = [V|,...,V,] i escalars A; € K tals que AV; = A;V;. Posem nom a aquests
escalars i vectors:

Definicié 3.3.5 Donada una matriu A € M, (K), diem que un vector no nul ¥ € K" és un vector
propi de valor propi A € K si AV = AV.
Els elements del conjunt format pels A € K tals que existeix un vector ¥ € K” no nul tal que
AV = AV s’anomenen valors propis d’A.

» Exemple 3.3.6 Analitzem qué és un vector propi de valor propi 0 d’'una matriu A € M,,(K): sera
Vv # 0 tal que AV = 0, per tant, sera un vector de Ker(f4) (les solucions del sistema homogeni amb
matriu associada A). Deduim que 0 és un valor propi d’A si i només si Ker(fs) # {0}, si i només si
det(A) = 0. "

m Exemple 3.3.7 Quins sé6n els valors propis i els vectors propis de 1,7 Per a tot Vv € K" es
compleix que 1,V = ¥, per tant, tot vector no nul és vector propi de valor propi 1. "

= Exemple 3.3.8 Considerem la matriu de la reflexié a R? respecte la recta r que passa per 1’origen
amb vector director (} ) Segons la Proposici6 2.2.4, correspon a la matriu:

0 1
Refl = <1 O)

Per definici6 de la reflexio, els vectors v de la recta r compliran AV = V, per tant sén valors propis
ST A(1) — (1
de vector propi 1: A (}) = (1).
En canvi, els vectors w perpendiculars a r (els generats per ( 31 )), compleixen que Aw = —w,
per tant, s6n vectors propis de valor propi —1.
N . _ 1
Aixd vol dir que, pera Z = [(1),(1))],

Refl] » = (é _01> .

Mirant I'Exemple 3.3.7, podem deduir quan un valor A € K és un valor propi d’una matriu:

Teorema 3.3.9 Un escalar A € K és un valor propi d’una matriu A € M, (K) si, i només si,
det(A—A1,) =0.

Demostracié. Lescalar A és un valor propi d’A si i només si existeix ¥ # 0 tal que AV = A7,
i aquesta igualtat és equivalent a que (A —A1,)V = 0. Per tant, és equivalent a que el sistema
homogeni donat per la matriu A — A1, tingui soluci6 diferent de 0, i aixd és equivalent a que
det(A—A1,) =0. |

Aix0 ens porta a la definici6 segiient:
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Definicié 3.3.10 Si A € M,(K), el polinomi caracteristic d’A és pa(x) = det(A —x1,), un
polinomi de grau n.

El que hem vist al Teorema 3.3.9 és que A és un valor propi d’A si i només si ps(A) =0, on
pa(x) és el polinomi caracteristic d’A en la variable x.

5 —15 -21
m Exemple 3.3.11 Calculem els valors propis de la matriu B = (23 99 1133): hem de fer el
determinant: )
5—-x —15 —21
0=|-3 9-x 13 |=-x+2+2x=—x(x+1)(x—-2)
3 -9 —13—x
i per tant els valors propis s6n {0, —1,2} (tal i com hem vist a I’apartat 3.1). "

Observacié 3.3.12 El Teorema 3.3.9 redueix el problema de trobar els valors propis d’una
matriu a un de trobar les arrels d’un polinomi de grau n. Per a n < 4 existeixen férmules
explicites per trobar expressions d’aquestes arrels, mentre que per a n > 5 es pot demostrar que
no n’hi ha (de formula explicita general).

I Exercici 3.3.13 Calculeu el polinomi caracteristic d’una matriu 2 x 2 general (f Z)'

Hi ha casos, pero en que és facil calcular les arrels del polinomi caracteristic:

Lema 3.3.14 SiA € M, (K) és una matriu triangular superior (o inferior), els valors propis d’A sén
els valors de la diagonal d’A (els elements a;;).

Demostracié. Podem calcular 1’expressié det(A —x1,) desenvolupant per I’dltima fila i anar tirant
enrera, 1 tindrem:
det(A —x1,) = (a11 —x)(axn —x) - (ap —x).

I aquesta expressid s’anul-la pels valors x = a;;. |

m Exemple 3.3.15 Estudiem la diagonalitzaci6 de la matriu

2 1
a=(5 1)
Pel Lema 3.3.14, com que A és triangular superior, els tnics possibles valors propis sén els elements

2il.
Un vector propi de valor propi 2 és un vector v = () tal que:

6 1)0)-G)

I per tant queda només I’equaci6 y = 0. Per tant la soluci6 és ¥ = x ().
Un vector propi de valor propi 1 és un vector v = () tal que:

2 1\ (x\ _ [x
0 1)\y)
i queda I’equaci6 x+y = 0, per tant la soluci6 és vV = x ( 4 )

Per tant, a la base 2 = [({}), ()], tenim:

[falz = (g (1)> :
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m Exemple 3.3.16 Estudiem la diagonalitzacié de la matriu

11
A= (0 1) |
Pel Lema 3.3.14, com que A és triangular superior, 1’tGnic valor propi possible és 1’1.
Si fos diagonalitzable, A hauria de ser similar a 1,, la matriu identitat 2 x 2, per tant, hauria

d’existir § una matriu invertible tal que A = S-1,-5~!, perd S-1,-S~! = 1,, pel que A no és
diagonalitzable. "

El fet de que els valors propis d’A siguin les arrels del polinomi caracteristic d’A déna una
limitacié del nombre de valors propis diferents que pot tenir A:

Lema 3.3.17 SiA € M,(K), el nombre de valors propis d’A és com a molt n.

Demostracié. Els valors propis d’A sén els zeros de p4(x), que és un polinomi de grau n. Utilitzem
ara que un polinomi de grau n sobre un cos K pot tenir com a molt n arrels diferents. |

També es poden calcular alguns coeficients del polinomi caracteristic:

Lema 3.3.18 SiA € M,(K),
pa(x) = (1) + (=1)" " Tr(A)x" 4 - - 4 det(A),

on Tr(A) s’anomena la traga d’A i és la suma dels elements de la diagonal; i els termes que no estan
escrits corresponen a x, x%, ...i x" 2.

Demostracid. Quan calculem py(x) = det(A —x1,) a partir de I'Equaci6 (3.4), I’tinic sumand que
conté n o n— 1 factors que contenen una x és el corresponent al patré (1,1),(2,2),...,(n,n) (si
fem fem el producte d’un patr6é a A — x1,, que té un element de fora de la diagonal, com a minim en
té dos fora de la diagonal, pel que el grau en x és menor o igual a n — 2), 1 per tant, tenim que:

pa(x) = (a1 —x)(az2 —x)--- (@, — x) + polinomi de grau n — 2 en x,
i d’aqui veiem que el coeficient de x" és (—1)"iel de x,_1 és (—1)" (a1 +axn +---+am).
Per veure que el terme independent de p4(x) €s el determinant d’A, cal utilitzar que el terme

independent de p4(x) és pa(0), i per tant és det(A —0-1,) = det(A). [

Demostrem ara que el polinomi caracteristic és el mateix per matrius similars:

Proposicio 3.3.19 SiAiB € M,(K) sén matrius similars, llavors p4(x) = pp(x).

Demostracio. Si A i B s6n matrius similars, existeix S € M, (K) una matriu invertible tal que
S~1AS = B. Llavors:

pp(x) = det(B —x1,) = det(S'AS — x1,,) = det(S'AS — 57! (x1),8) =
= det(S™' (A —x1,,)S) = det(S~ ') det(A — x1,,) det(S) =
= det(S) ' det(S) det(A —x1,) = pa(x).

On a I’tltima igualtat hem utilitzat que det(S~!) = det(S) . [

Exercici 3.3.20 Demostreu que el reciproc no és cert: trobeu dues matrius A i B amb py(x) =
pa(x) perd tals que A i B no siguin similars.
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Vectors propis associats a un valor propi

L’objectiu d’aquesta secci6 €s estudiar els vectors propis d’un valor propi donat. Aquestes tenen un
nom:

Definicié 3.4.1 Fixat A € K, un valor propi d’una matriu A € M, (K), el subespai de vectors
propis de valor propi A (més el vector 0) s’anomena subespai propi d’A associat a A i el denotem
per E; .

En altres paraules:
Ej =Ker(fs-11,),

quedant demostrat que és un subespai vectorial.
Vegem que els subespais propis només s’intersequen al vector 0:

Lema 3.4.2 Fixem A € M,,(K) i A; # A, dos valors propis diferents d’A. Llavors
Ell ﬂE;LZ = {6}
Més en general, vectors propis de valor propi diferent soén linealment independents.

Demostracio. Sigui V € Ej NE,,, llavors AV = A1V i AV = A,V, amb A; # A3, i aixd només pot
passar si v = 0.

Vegem ara el cas general: siguin {V},...,V;} vectors propis de valors propis {Ai,..., A4}
respectivament, amb tots els A; diferents. Considerem un subconjunt de vectors de {V},...,V;} que
siguin linealment independents i que sigui maximal. Aquest subconjunt tindra ¢ vectors i podem
considerar que son els primers (si és necessari, els reordenem). Per tant {Vy,..., ¥} C {Vi,...,Vk}
amb els £ primers linealment independents. Volem veure £ = k. Suposem que no, llavors ¢ < k i
existeixen uns unics Ui, ..., Uy € K tals que:

Vi1 = Wi+ -+ vy (3.6)

També podem considerar que hi ha dues y; # 0: com que vy, | # 0, com a minim n’hi ha una.
Si només n’hi hagués una, llavors £ NE,, | # {6}, contradient el primer apartat d’aquest lema.
Suposem doncs (si cal, reordenem), (1 # 0 # W,.

Resumint, la situaci6 és la segiient: si ¢ < k, podem considerar v, és un vector propi de valor
propi A1 que es pot posar com Vyi | = UiV + -+ W llVy amb wy # 0 # Uy iV iV, s6n vectors
propis de valor propi A i A, respectivament, amb A; # A,. Apliquem A a I’Equacié (3.6):

Ao 1Verr = AV = A(lVi + - + Wvy) =
= MV + AoV + -+ AoV

I també:
Ao tVert = Adep Vi 4 Aggp oV + -+ -+ A eV
Per tant, com que {V},...,V;} son linealment independents, tenim:
Aopipn = Ay i Apyi o = Aoy
amb ) # 0 # Wy, per tant A; = Ay, 1 = Ay, contradient que A; # A,.

Per tant, la contradicci6 ve de suposar £ < k, el que implica £ = k i els k vectors son linealment
independents. |
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21
(1)

als calculs de I’'Exemple 3.3.15 hem vist que els subespais propis sén:

B=((o)ien = (1))

A més, com que tenim dos vectors propis linealment independents en un espai de dimensié 2, tenim
una base de vectors propis i la matriu A diagonalitza. "

m Exemple 3.4.3 Si prenem la matriu

m Exemple 3.4.4 Si prenem ara la matriu

11
(1)

als calculs de ’Exemple 3.3.16 hem vist que 1’tinic subespai propi és:

En aquest cas, el subespai format pels vectors propis té dimensié 1, pel que no tenim una base de
vectors propis i la matriu A no diagonalitza. "

Meés en general, per saber si una matriu diagonalitza, cal estudiar el polinomi caracteristic i els
subespais propis. Per aix0, ens convé la definicié segiient:

Definicié 3.4.5 Considerem A € M,,(K) i A un valor propi d’A.
e Definim la multiplicitat algebraica de A com a valor propi d’A com el valor m > 1 tal que

amb ¢(x) un polinomi de grau n — m tal que g(A) # 0. Escriurem MultAlg, (A).
e Definim la multiplicitat geomeétrica de A com a valor propi d’A com la dimensié de Ej .
Escriurem MultGeomy (4).

Observacio6 3.4.6 A la definicié de MultAlg, (A) utilitzem que si A és un valor propi, llavors,
p(A) =0. Si ara fem la divisi6 de polinomis p(x) dividit per (x — 1), existeixen polinomis g (x)
(quocient) i r1(x) (la resta, que com que ha de ser de grau menor a 1, ha de ser una constant, i
per tant escrivim r1) tals que:

p(x) = (x=A)qi(x) +r.

Si avaluem a A ens queda:
0=pA)=A—-A)qi(A)+ri =nr,
i per tant r; = 0, obtenint que:
p(x) = (x—2A)q1(x).

Aquest procediment es pot fer un altre cop si ¢;(A) = 0, i tindriem que p(x) = (x — A)?q (x).
Iterem el procediment fins que g, (A) # 0, no podem continuar el procediment, i definim la
multiplicitat algebraica d’aquesta manera.

Mirem ara un cas particular:
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Proposicio 3.4.7 Si A € M, (K) té n valor propis diferents, llavors:
(a) Per acada A valor propi d’A, MultAlg, (A1) = MultGeomy (A1) = 1.
(b) La matriu A diagonalitza.

Demostracié. Com que tenim n valors propis diferents, com a minim tenim » vectors propis de
valor propi diferents, i pel Lema 3.4.2, seran linealment independents a K", per tant una base.
D’aqui obtenim que A diagonalitza.

Les n multiplicitats MultAlg, (A) i MultGeomy (A ) son com a minim 1 i, sumades, com a molt
n (la suma de les MultAlg és, com a molt, el grau de p4(x); la suma de les MultGeom és, com a
molt, el nombre maxim d’una familia de vectors linealment independents a K"), per tant, han de
ser 1. |

En general, la situacid no sera tant bona i el que tenim és:

Lema 3.4.8 SiA € M,(K) i A és un valor propi d’A, llavors:
(a) Si A ésun valor propi d’A, llavors MultGeom(A) < MultAlg(A).
(b) A diagonalitza si i només si
e pa(x) es pot escriure com a producte de polinomis de grau 1

DA (x) _ (—1)"()( i ;Ll)MultAlgA(M) . (x _ Ak)MultAlgA(ﬂLk) (3.7)

amb A; valors propis diferents i
e MultGeomy (A;) = MultAlg, (A;) peratoti=1,... k.

Demostracié. Vegem primer (a): sigui A un valor propi d’A i considerem m = MultGeom(A), i per
tant vy, ..., V, vectors linealment independents de Ker(A —A1,). Ampliem la familia v}, ..., v, fins
a tenir una base 8 de K”. En aquesta base, la matriu [f4] 4 tindra a les primeres m columnes tots els
coeficients zero, excepte la diagonal, que valdra A, per tant, pa(x) = pig,1,, = (=1)"(x —4)"q(x) i
per tant m = MultGeom(A) < MultAlg(A).

Vegem ara (b): suposem primer que A diagonalitza, llavors, la suma de les multiplicitats
geometriques d’A sera n:

MultGeomy (A1) + - - - + MultGeomy (Ay) = n
amb A; valors propis diferents. Perd com que MultGeom(A4) < MultAlg(1),
n < MultAlg, (A1) +--- +MultAlg, (4,) < n

on la segona desigualtat és perqueé pa(x) té grau n, per tant, les multiplicitats geometriques i
algebraiques s6n iguals i el polinomi py(x) es pot escriure com a producte de polinomis de grau 1.

El reciproc es fa desfent els arguments previs: si p4(x) factoritza com a producte de factors
de grau 1 com a ’Equacié6 (3.7), per a que diagonalitzi, s’ha de complir que trobem una base de
vectors propis. Com que per cada A valor propi, per hipotesis, MultGeom(A )4 = MultAlg, (1),
tindrem n vector propis linealment independents, i per tant una base en que A diagonalitza. |

m Exemple 3.4.9 Volem estudiar si la matriu A segiient diagonalitza i, si ho fa, en quina base:

55 91 =29 50
=27 —47 15 —-24
-33 —67 21 -26
-33 =57 18 -29

A=
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Calculem primer el polinomi caracteristic:

55—x 91 -29 50
—27 —47—x 15 —24

palx) = 33 67 2l—x -6 =x* =30+ 2 =x(x— 1)} (x+2).
—-33 -57 18 —29—x

Llavors hem de calcular Ey = Ker(f4), E1 = Ker(fa—1,) i E_2 = Ker(fa12.1,). Sense calcular-los
explicitament, per comprovar si diagonalitza només cal calcular dim(E;). Si dim(E,) = 2, llavors
diagonalitza, perd si dim(E;) = 1, no diagonalitza. En aquest cas surt dim(E;) = 2 i per tant
diagonalitza. Fem els calculs:

4 4 11 15

-3 2 -5 . -9
Eo=(| S |hEr= 4| | o1 E2={{_js|

-3 -3 —8 —10

Pel que podem confirmar que diagonalitza (hi ha 4 vectors propis linealment independents). Llavors
€s pot comprovar que:

D=S"'AS
on
000 0 4 4 11 15
010 o0]. 3 2 -5 -9
P=106o01 o™= 27 4 9 —16
000 —2 3 -3 -8 —10

m Exemple 3.4.10 Considerem ara la matriu:

107 151 —49 106
=53 =77 25 =52
-85 —127 41 =82
=72 —-102 33 71

A=

Podem fer els calculs d’abans, obtenint el mateix polinomi caracteristic:

107 —x 151 —49 106
-53 —-77—-x 25 -52
pa(x) = g5 197 4l—x -2 =x* =3+ 2 =x(x—1)}(x+2).
=72 —102 33 71 —x

En aquest cas, pero, tenim que (després de fer els calculs) dim(E;) = 1 < 2 = MultAlg, (1), per
tant no diagonalitza. "

m Exemple 3.4.11 — La successioé de Fibonacci. Es defineix la successié de Fibonacci com:
ai=a=1ia,=a,_1+a,—pperan>2.
Podem calcular-ne els seus primers termes:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

aquesta definicid fa que per calcula el terme n, haguem de calcular tots els anteriors. L’ objectiu és
trobar una férmula que f(n) tal que a, = f(n).
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Considerem els vectors (4", ), i veiem que es compleix la relaci6 segiient:

an \ (1 1) (@) _ (1 D\’ (an2) (1 1\ (a) (1 1\"7(1
an_1_10an_2_10 an_g__lo a1_10 1
Per tant, ens convé calcular:

n—2
n—2 (1 1
2= (]

Si aconseguim escriure A = SDS~! (D matriu diagonal, per tant, la diagonal de D esta formada pels
valors propis de A), tenim que A"2 = SD" 257! i,si D = ( o 2 ) llavors:

w (A2 0
b ‘<o A

Calculem els valor propis d’A. Calculem el polinomi caracteristic:

1—-x 1
1 —X

2

p(x):det(A—xlz):‘ =x"—x—1

I els valors propis sén les solucions de I’equacié p(x) = 0, per tant:

1£V1+4  1+V5
2 2

Per tant, com que tenim dos valors propis diferents, ja sabem que diagonalitza i tenim:

b (M 0 —‘gﬁ 0
0 1)\ 0

Per calcular els vectors propis corresponents a cada valor propi, hem de resoldre els sistemes
homogenis:

TR S =00

Llavors, tenim que:

2T U B T
S_<1 1>1S _ll—lz<—1 ll>

I per tant:

2 amn—2a—1 _ M A Aln—Z 0 1 1 —A
=sDTS —<1 1)Uo aw2)a—n a4

I si fem els calculs:

an \ _ 2 (1 1 A =t A2 (1
an-1) 1) " =2 \W2=a22 a3 -3

Llavors, després de simplificar:

1 . 1+/5 1-v5)"
w05 (97 (7))
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Interludi: els nombres complexos

Introduim aqui el cos dels nombres complexos, que ens seran Utils a la seccié segiient, quan
estudiem matrius sobre els nombres reals.
Podem definir els nombres complexos com

C={a+bi|abeR}.

Com a espai vectorial sobre R, podem identificar C amb R?, i per tant tenim definida una suma i
una producte per reals:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, A(a+bi)=Aa+ Abi.
Tenim pero una operaci6 addicional, el producte de nombres complexos:
(a+bi)(c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i,
on la férmula es recorda facilment si tenim en compte que i> = —1, i fent servir la propietat

distributiva.
Definim la part real i la part imaginaria d’un nombre complex com:

R(a+bi)=a, S(a+bi)=0>.

També el conjugat d’un nombre complex es defineix com:

(a+bi) =a—bi,
i per tant tenim les férmules
Z+z z—Z
=— =— VzeC.
5 @)=, VzE
La norma d’un element z = a + bi és

R(z)

N(z) = 2Z = (a+ bi)(a — bi) = a* + b* > 0.
Observem que zZ > 0, i que zZ = 0 si i només si z = 0. Aix0 ens permet calcular facilment una
férmula per I’invers d’a + bi:
1 a—bi a n -b
= = i
a+bi (a+bi)(a—bi) a+b> a*+b?
Pensat com un element de R?, N(z) = |z|%, on |z| = v/a®> + b2 és el modul de z pensat com un
element de R2. Les coordenades polars del punt (a,b) € R? es calculen fent servir que:

(a+bi) ' =

a=rcos(0), b=rsin(0),
1 per tant:
r=vzZ=Va*+b, 0=arg(z)=arctan(b/a)(+7),

on haurem de sumar 7 a arctan(b/a) € [—n/2,7/2] sia < 0.
Podem escriure (aqui ho podem pensar com una notacid, encara que té una justificacié algebrai-
ca) que

a+bi= reie,
i aixi podem recordar les férmules
jow| = [¢l[w], arg(zw) = arg(2) +arg(w) (mod 27).

El segiient resultat és el motiu pel que ens interessa treballar a C:
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Teorema 3.5.1 — Teorema fonamental de I'dlgebra. Tot polinomi f(x) € C[x] de graun >0
es pot escriure com

f) =c(x=21)---(x =),

onciAy,...,A, sén nombres complexos (possiblement repetits).

Matrius sobre R

En aquest apartat suposarem donada una matriu A € M, (R). Una conseqiiéncia del teorema
fonamental de 1’algebra és que p4(x) descomposa en producte de factors de grau 1 i 2. Si hi ha
algun factor de grau 2, aleshores A no diagonalitza sobre R, tal i com hem vist.

a —b

» Exemple 3.6.1 Considerem la matriu R, ;, = <b u >, on a,b € Rib#0. El seu polinomi

caracteristic és
pa(x) =x* —2ax+a* +b* = (x— (a+ib))(x— (a—ib)).

Escrivim AT =a+bi, 1 A~ = a — bi. Podem calcular

B = () B = (7 )

Per tant, obtenim
i —i\ 'fa —-b\ (i —i\ [a+bi 0
1 1 b a 1 1) 0 a—bi)’

» Exemple 3.6.2 Suposem que A € M;(R) té valors propis a £ bi, amb b # 0. Com que els valors
propis son diferents, la matriu A és diagonalitzable i, per tant, és similar a

_ (a+bi 0
D_< 0 a—bi)'

Com que la matriu D és també similar a

a —b
Ra,b:(b a)?

la matriu A és similar a R, ;. De fet, tenim:

D =S"'4S,

on S té per columnes i i i, on @ = ¥+ iw, amb ¥,w € R%. Substituint D = T*IRa./bT amb T =

Lo tenim
1 1)

T 'RypT =S 'AS= R, =TS 'AST .

Calculem directament que
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Exercicis recomanats

Els exercicis que segueixen son Utils per practicar el material presentat. La numeraci6 és la de [1].
Seccid 6.2: 4, 18.

Seccid 6.3: 2, 6.

Seccié 7.1: 10, 18, 34, 36.

Seccio 7.2: 2, 10, 20.

Seccio 7.3: 14, 22, 24.

Seccio 7.5: 14, 24, 26.
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(4. Ortogonalitat

Podeu trobar el contingut de la part d’ortogonalitat a [1, Tema 5], i de la part de formes quadratiques
a ([1, Tema 8],[2, Tema 4]).

4.1 Ortogonalitat a R”

uj
uy
Considerem 1’espai vectorial R” i recordem el producte escalar definit com: si i = ( ) i

v
v
V= . | sénvectors d’'R", llavors i -V

Vn

Un

definint el producte escalar (que denotem am

€ 9

Observacid 4.1.1 Observem que a les igualtats anteriors hi ha cert abis de notaci6: estem

i ), que resulta en un nombre real. El terme
entre les dues igualtats representa una matriu 1 x 1, que obtenim del producte de la matriu fila
formada amb les entrades del vector # amb la matriu columna formada amb les entrades del

vector V. Per tant, estem identificant vectors amb matrius columna, i escalars amb matrius 1 x 1
1 ho seguirem fent sense massa risc de confusié

Definici6 4.1.2 e Diem que dos vectors i i V s6n ortogonals si ii -V = 0. Més generalment
diem que els vectors iy, U,

Uy de R" son ortogonals si sén ortogonals dos a dos, o sigui
sii;-iij=0peratoti# j.

e Definim la longitud d’un vector com la quantitat ||if|| = Vii-ii =

n
Y 2.
i=1

e Diem que un vector i € R" és unitari si ||ii|| = 1
e Diem que els vectors i,

i de R" son ortonormals si sOn unitaris i ortogonals dos a
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dos, o sigui, si

S 1 sii=j

Up-uj = .. .

0 sii#j.
Observacié 4.1.3 Podem passar de vectors no nuls iy, ..., i, de R" ortogonals a ortonormals
dividint cadascun per la seva norma: si i1, ..., de R” s6n no nuls, llavors H;: TERREE Hf‘,z I sén

e e eSS : i
unitaris, i si #; - 1i; = 0, llavors, ﬁ =t
1

Nl

S S N, 2
= Ty (i ) = 0.

m Exemple 4.1.4 La base estandard d’R” formada pels vectors €; amb un 1 a la posicié ii0 ala
resta de posicions és una base ortonormal. "

Lema 4.1.5 Si els vectors no nuls #y, ..., #; de R" sén ortogonals, llavors s6n linealment indepen-
dents.
En particular, si tenim n vectors iy, ..., i, de R" ortonormals, formen una base.

Demostracio. Suposem que tenim una combinacié lineal dels vectors iy, . .., ii; que déna zero:
0= Ay + -+ Ak .
Si veiem que tots els A; s6n zero ja estarem. Triem una i i fent el producte escalar per u; tenim:
0= (Miidy + -+ + Aniln) - t; =
= A (dy - ty) 4+ A (- 1) =
= Ai||ii;]|*  (tots els altres productes escalars sén zero)

Per tant, com que i; # 0, ; = 0. Com que aixo €és cert per cada i = 1,...,n, els vectors sén
linealment independents.

En el cas de tenir n vectors ortonormals, sén n vectors ortogonals no nuls, per tant linealment
independents i com que la dimensié de R" és n, son base (Teorema 2.3.33). |

Veurem més endavant com trobar una base ortonormal d’un subespai V de R". Suposem perd
que tenim [y, . .., ;] una base ortonormal de V, i considerem la projeccid ortogonal Proj, : R" —
R”, que envia un vector ¥ € R” al vector Proj, (¥) = ¥/, on

|

vl = (50 + -+ (V- i)l € V.

Observem que Projy, : R" — R" és una aplicacio lineal (per les propietats de linealitat del producte
escalar). Com que la seva imatge esta continguda a V' i Projy, (#;) = i;, en deduim que Im(Projy, ) =
V. A més,

Ker(Projy ) = {w € R" | wl =0}
={weR"|w-u;=0, i=1,...k}
={weR"|w- V=0 peratotweV}.

La segiient definicié dona nom al nucli de Projy,.

Definicié 4.1.6 Donat un subespai V C R”, el complement ortogonal de V, que escriurem V-,
és el conjunt

Vi={WeR"|w-¥=0peratot vV}

El complement ortogonal satisfa les segiients propietats basiques.
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Proposicio 4.1.7 Sigui V C R” un subespai d’R”. Aleshores:
(a) V1 també és un subespai d’R",
(b) Vvt ={0},
(¢) dim(V)+dim(V!) =n,
@ (VHt=v.

Demostracio. La primera afirmacid es comprova de manera directa, fent servir les propietats del
producte escalar.

Per veure la segona, sigui w € VN VL. Per tant, w-w = ||#|| = 0. Perd I’dnic vector de longitud
0 és el vector nul.

Seguidament, observem que V = Im(Proj;, ) i que V+ = Ker(Projy ). Per tant, per la férmula
del nucli-imatge (Teorema 2.3.36) tenim

dim(KerProjy, ) + dim(ImProj,, ) = dim(R") =n,

com voliem veure.

Finalment, per veure que (Vl)L =V, denotem W = V-+. Aleshores, siveV,iweW, es
té que V- = 0, i per tant ¥ € W-. Concloem doncs que V C (V+4)+. Pero ara observem que
dim((VH)') =n—dim(VY) =n— (n—dim(V)) = dim(V). Veiem que (V-)* és un subespai que
conté V i que té la mateixa dimensi6 que V i, per tant, ha de coincidir amb V. |

I Corol-lari 4.1.8 SiV C R” és un subespai d’R", aleshores R" =V ¢ Ve

Demostracio. Per I’ apartat (b) de la proposicio anterior, la interseccid és buida. Per 1’apartat (c),
la suma de de les dimensions és n. Per tant, si prenem una base % de V i una base ¢ de V+ el
conjunt U € sera linealment independent i tindra n elements. Per tant, sera base de R”, que és el
que voliem veure. |

D’aquest corol-lari es dedueix que, donat V un subespai d’R”, tot vector w € R” es pot escriure de
forma tdnica com:

w=wl 4wt
amb wl € Viw! € VL. A més, tenim que W = Proj,. ().

El teorema de Pitagores

El conegut teorema de Pitagores es pot formular a R". Fixem-nos que el teorema té dues implicaci-
ons.

Teorema 4.2.1 Si Vi w sén dos vectors d’R”, aleshores:

|5+ W) = |[7]]> + ||W]* <= ¥ L w.

Demostracio. Calculem:
[P+ = F40) - F+W) =F-F+F- D+ w-F+w-w = ||§]> + ||[w]]> +2(7- ).

Per tant, la igualtat es compleix si i només si v-w = 0. |
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74 Capitol 4. Ortogonalitat

Corollari 4.2.2 Sigui V C R" un subespai. Aleshores
|| Projy, (w)|| < ||w]| per a tot w € R",
i la desigualtat és una igualtat si i només si w € V.
Demostracié. Apliquem el teorema anterior a wl i W (notem w = wl +w™).
12 =112 4 el g2
111 = 13117 + )12,
1 per tant
C o112 12
[[Projy (w) ||~ < [[W]l°,
€ HZ

amb igualtat si i només si ||| = 0, és a dir si i només si w" = 0, que és equivalentaw € V. M

Una aplicaci6 d’aquests resultats és una desigualtat molt famosa, coneguda com la desigualtat
de Cauchy-Schwarz:

Teorema 4.2.3 Si Vi w s6n vectors de R”, aleshores
v-w| <[] [|w]l,

amb igualtat si i només si Vi w son paral-lels.

Demostracié. Siv =0, aleshores la desigualtat es compleix trivialment. En cas contrari, considerem
el subespai V = (V), i apliquem el resultat anterior. Ja haviem vist la férmula

w-V
Projy (W) = —=—=V.
[l
i per tant
.o w-v|
[[Projy ()| = == [I¥
Y [/
i obtenim
w-V
== < W]l
[l ’

que és la desigualtat que busquem un cop passem ||| a I’altra banda (i utilitzem que w-V = V- w).
La igualtat es dona si i només si w € V, que és equivalent a V essent paral-lel a w. |
Observem que si Vi w no sén zero, aleshores tenim les desigualtats
Vow

1<z <L
V1]

Definicié 4.2.4 Donats dos vectors no-nuls Vi w d’R", [’angle entre V i w és
6 = arccos <_‘,)Mi> .
(VI {[w]]
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4.3 Metode de Gram-Schmidt

Aquest metode permet calcular una base ortonormal d’un subespai de R" a partir de projeccions
ortogonals. Fixem les notacions segiients:
e V C R" un subespai de dimensi6 k fixat,
o B =[Vi,...,V| unabase de V,
o V,= (V],...,V;) CV el subespai (de dimensi6 i) generat pels i primers vectors de Z. Tenim
queV1 cWCc---CcV,=V.
e SiV; € A, denotarem per \7’1” la projecci6 ortogonal de ¥; a V;_; i per V- el vector V; — 17’[”, que
és ortogonal a V;_;.
El métode de Gram-Schmidt construeix de forma iterativa una base ortonormal a cada V;:
e Considerem primer V; = (V}), i una base és %, = [V]. En aquest cas, definim

—

u =5V
A

i tenim que ¥ = [i;] és una base ortonormal de V.
e Considerem ara V, = (Vy,%,) = (id;,V,). Pel Corol-lari 4.1.8, v, es pot escriure de forma
tnica com:

- |

=l
Vo =V, + V)

=l

ambV, € Vi iV, Le Vll. A més, sabem com calcular-los:
et (N (o
v, = Projy, (Vo) = (V2 - 1)
i per tant
1 - | - [N
Vo =V — V) =V — (V- id1)id.

Definim il = —

¥y, i tenim que V, = (ify, i), amb 65 = [ii}, ii»] una base ortonormal.

75|
e Suposem ara que ja tenim %;_; = [iij,...,4;—1] una base ortonormal de V;_;. Considerem
Vi= ..V, V) = (g, ., dio1, Vi), 1 eserivim:
| ey
w:¢+w

ambV; € Vi_11V; L€ Vlfl Com que els vectors ii; sén ortonormals, el calcul és:

ol

i = Projy,_ (Vi) = (Vi -idy )iy + -+ - + (Vi 11 )i
i per tant
iy — o= (Vi iy )i

Definim if; = mﬁi{ i tenim que V; = (i, . ..,i4;), amb 6; = [ij, . .., 4;] una base ortonormal.
1

1 0
» Exemple 4.3.1 Considerem V = <<_}> ; (}>> C R*i volem calcular una base ortonormal.

1 0
1 0 1
Comencem amb la base % = [(_%) , ({)] i, seguint el procediment, V; = ((_% >> i tant sols
1 0 1
| | 1/2
hem de fer-lo unitari: | (_j) || =21ipertant V| = <<_j)> = ( :}g ).
1/2
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76 Capitol 4. Ortogonalitat

Calculem ara el segon vector:

0 0 1/2 1/2 0 1/2 1/2
‘7¢:<1)_(<1>' SANEE :<1>+ —12) _ [ 1
2 | 1 ~1/2 -1/2 | ~1/2 1/2
0 0 1/2 1/2 0 1/2 1/2
1/2
- 1 =1 1)
Llavors uz—mvz =112
1/2
1/2 1/2
Tenim, doncs, que ¢ = | :iﬁ , iﬁ | és una base ortonormal de V.
1/2 1/2

A més, la matriu del canvi de base és:
2 -1
Sz = <0 | )

L’algorisme de Gram-Schmidt ens porta a la factoritzacié QR d’una matriu A (amb les seves
columnes linealment independents).

Teorema 4.3.2 Donada una matriu A € M, »,(R) amb les seves columnes linealment indepen-
dents, existeixen una matriu Q € M,,x,(R) i R € M,,«,, tals que:

e A=0R,

e 070 =1, (diem que Q és una matriu ortogonal),

e R ésuna matriu triangular superior amb els coeficients de la diagonal positius.
A més, aquesta factoritzaci6 és tnica.

Demostracio. La demostracio és constructiva: anirem calculant els coeficients de les columnes Q i
R aplicant el metode de Gram-Schmidt. Fixem abans les notacions segiients per a les columnes d’A,
de Qi els coeficients de R:

rety rigo o Iin

o | | | 0 e
A=V Vh - V|, 0=y th - u,| iR=

o | | | SR

0 0 - rum

I les matrius formades per les primeres j columnes d’A, Q i la submatriu quadrada j x j d’R:

rn ri2o o i

I I AN 0 -y
Ai=1|Vi W Vi |,0; Uy U uj | iR; = : .

| | | | o

0 O rjj

La construccié comenga amb j =1, j =2 i veurem com es fa el cas j a partir del j —1:

e Cas j = I: llavors A| = V;: calculem el coeficient Ry = (r11) = (||V1]|) i la primera columna
de Q com Q| =i = r}—lﬁl. Veiem que, de moment, es compleix A| = Q|R;. A més,
OTQ; = it || = 11 R, és triangular superior i amb la diagonal positiva (és un modul).

e Cas j = 2: considerem ryp = iiy - V», el vector \7’2L =Vy —riouy, rnp = H\‘)’ZLH 1y = évzl La
primera columna de O, R, és la mateixa que la de Q1R = A;. La segona és

1
[1V2 — (&, - V)i |

riouy + ragtiy = (uy - v2)iy + ||va — (i - V)i || (Vo — (g - Vo)1) =V

Apunts d’Algebra Lineal Universitat Autdbnoma de Barcelona M. Masdeu, A. Ruiz



4.4 Aplicacions i matrius orftogonals 77

i per tant tenim la segona columna de A, llavors A, = Q>R;. També veiem que QZT =1,
(i és perpendicular a i) i tots dos son unitaris) i Ry és triangular superior i la diagonal
positiva (sén moduls de vectors).

e Suposem que tenim les j — 1 primeres columnes de Q,ilesde Rtalque A;_; = Q; 1R;_1,
QJT;IQ j—1 =1;_11R;_ triangular superior i amb la diagonal positiva. Considerem r;; =
S50 5 . Lol o — — =l s = 1 =L .
di-vyperal <i<j,v=V;—ryji— - —rgoyij, =V id; = 7V~ Sifem

QjR;, les primeres j — 1 columnes sén les de Q; 1R;_1, per tant s6n A; ;. Si calculem la

columna j-¢ssima de Q;R;:

rijily Ay = (i V)i (o V)i + || > V=
= (dy-Vj)dy 4+ (dj—1 V)i j—1 +V; =V,

I pertant A; = Q;R;. A més, la primera caixa (j— 1) x (j — 1) superior esquerra de QJT-QJ-
ésuna 1; ;. L’tltima columna i fila sén és #; - ii;, i per tant, com que i; és perpendicular als
altres i; i unitari, tenim que QJTQ ; = 1;. Finalment, R; és triangular superior per construccio,
i la diagonal formada per moduls, per tant positius.

Falta veure la unicitat, també per induccié sobre j:

e Cas j = 1: com que R és triangular superior, v; = ry1ii; amb ||ii; || = 1, per tant if; = =

[

Vi,
perd com que ry; és positiva positiva, i} = mi’] irn =V
e Suposem que les j — 1 primeres columnes de Q i de R ja estan fixades, volem veure que tant
sols hi ha una elecci6 per la j-essima: el vector i és un vector perpendicular a I’espai V;_ =
(Vi,...,Vj_1) i contingut a V; = (Vi,...,V;). Considerem ijl el complement ortogonal de
Vi—1 aVj, que és de dimensié 1 (dim(Vj_y) +dim(VJ{1) = dim(V})), i conté \7]*, per tant
es té V| = (v;). Llavors, com que ha de ser unitari, ja j-&ssima columna de Q ha de
ser il = H%HV}’ perd com que r;j; és positiva positiva, ii; = ”%”1714 irjj= H\‘/’JLH, i tenim
la unicitat de la i; i el coeficient r;;. La resta de coeficients de la columna j d’R estan
determinats per ser R triangular superior (per tant, per sota de r;; s6n zero) i el fet de que els
de sobre son les coordenades de V; — \7]* en la base [ify,...,i;_1| de V;_ (i les coordenades
en una base sén tniques pel Teorema 2.3.27).

|
= Exemple 4.3.3 Podem aprofitar els calculs fets a I’Exemple 4.3.1 per trobar la factoritzacié OR
segient:
1 0 /2 1/2
-1 1| | -1/2 1/2] /(2 -1
-1 1] | -1/2 1/2)\0 1 )"
1 0 /2 1/2

4.4 Aplicacions i matrius ortogonals

Definicié 4.4.1 Diem que una aplicacio lineal f: R" — R™ és ortogonal si conserva la longitud
dels vectors, o sigui, si

|l £(®)|| = ||V]| per a tot ¥ € R™.

Si f = fs amb A € M,,»,(R), direm que A és una matriu ortogonal.
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78 Capitol 4. Ortogonalitat

m Exemple 4.4.2 Les rotacions definides a la Secci6 2.2 sén ortogonals: es pot interpretar geome-
tricament o bé fent els calculs: un vector () té norma

1()1= (e 0 () = v

iva a parar a:

cosO —sinB) (x
sin@ cos@ ) \y)’

que té norma

”f((x))HZ* cos® —sin®) (x\\  [cos® —sinB) [x B
Y “\\sin@ cosB/ \y sin@ cosO) \y)

. (x ) cos@ sin@) (cosO® —sin@) (x)

N Y\ —sin@ cos8) \sin@ cosd y)

S ()

i per tant la rotaci6 és ortogonal. "

I Exercici 4.4.3 Demostreu que reflexions definides a la Secci6 2.2 s6n ortogonals.

» Exemple 4.4.4 Les projeccions a un subespai V C R" (V # R") no sén ortogonals: considerem

0 # i € V+, llavors Projy, (i) = 0 i per tant no es conserva la longitud de . .
El lema segiient ens permet calcular el producte escalar en funcié dels moduls:

Lema 4.4.5 Si i,V so6n vectors d’R”, llavors:

1

—

u-v=

(Il + 11 = lla@l* = [171%)

N |

Demostracié. Considerem i,V € R". Tenim que:

i@+ V))> = (@47)-@+v) =i (@ +v) +v- ([l +7v) =
— G- dA 0V V-V = i) * 423 9) + |9
I per tant:
I =112 =112
u-v=§(||u+v|! — [la]l* = [Iv]I*) -

I d’aqui deduim:

Teorema 4.4.6 Una aplicacio lineal f: R" — R™ és ortogonal si i només si f (i) - f(V) =i -V
peratotiivdeR".
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Demostracié. Si I’aplicaci6 és ortogonal, es compleix que, per a tot i,V € R”, || f(#@)]| = ||d|| i
IlLf ()|l = ||¥||- Llavors:

(£ @)+ I = Ir@I ~ 17 @)1
(LF@+9) 1 = L@~ L))

S o2 =212 (=12 o
(la+91> = [la)|* — [V]|*) = @9,

f(i@)- V) =

—_—D = N =

"2

on hem utilitzat el Lema 4.4.5 dues vegades i que f €s lineal.
Si f(ii)- f(¥) =ii-V per atot ii i v de R", com que ||if]|*> = ii - ii, tenim que, agafant i = ¥,
| £(i)||> = ||i||? i per tant f és ortogonal. [ |

Corol-lari 4.4.7 Si f = f4: R" — R™ és una aplicaci6 lineal i €,,...,é, és la base estandard
d’R", llavors:

(a) f és ortogonal siinomés si f(é),...,f(€,) s6n vectors ortonormals. En particular, si
f és ortogonal, f(€}),...,f(€,) sén linealment independents i si n = m, s6n una base
ortonormal.

(b) fa és una aplicaci6 lineal ortogonal si i només si A és una matriu ortogonal.

Demostracio. Vegem primer (a). Si f és ortogonal, del fet que f(€;) - f(€;) = €; - €;, es dedueix
que f(€;) son unitaris i ortogonals dos a dos, per tant, ortonormals.

Suposem ara que f(¢€;) son unitaris i ortogonals dos a dos i unitaris i # € R". Tenim que
existeixen nombres reals A; tals que ii = A& +--- + A,&,. Llavors ||ul> = )le +o A%
£ @)1 = |Mf(E1)+ -+ Anf(€n)|*> = A2 +--- + A2 (pel Teorema de Pitagores, utilitzant que
s6n ortogonals i unitaris).

Vegem ara que els f(&;) s6n linealment independents: més en general, tenim que si iy, . . ., g
s6n vectors ortonormals, llavors son linealment independents: del teorema de Pitagores es dedueix
que:

[ Agidy + -+ 4 Agiig |2 = A2 4+ 4+ A2

I per tant si tenim una combinacié 0= Aii; +---+ Axliy, tots els A han de ser zero. Llavors tenim
que, en el nostre cas, f(€}),...,f(€,) son linealment independents.

Sin=m, f(€)), ..., f(én) son m vectors de R™ linealment independents, i per tant, base.

Per a veure (b), si fa és ortogonal i fem el producte ATA, tenim que el coeficient (i, j) és
f(&)- f(Z;), per tant, com que sén ortonormals, tenim ATA = 1,,.

Les columnes d’A sén els vectors f(&;), per tant, ATA = 1, si i només si f(&), ..., f(€,) son
ortogonals i unitaris (per tant f és ortogonal). |

Teorema 4.4.8 SiA,B € M,(R) sén matrius ortogonals, llavors:
(a) AB també és ortogonal i
(b) A~! és ortogonal (i A=! = AT).

Demostracio. AB sera ortogonal si f4p conserva la longitud dels vectors, perd fap = fa o fp i, per
hipotesi, tant fz com f4 conserven la longitud, per tant, fsp també.

Per a veure (b): si V= f,-1(Ww)), llavors w = f4 (V) i, per hipotesi ||w|| = ||fa(V)|| = ||V]], per
tant A~! és ortogonal. |
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Matriu d’una projeccié ortogonal en una base ortonormal

Proposicio 4.5.1 SiV C R” un subespai vectorial, [V},...,V] és una base ortonormal de V i Q
és la matriu que t€ per columnes els vectors V;, llavors, la matriu de la projeccié ortogonal a V' és:

. T
[Proj,| = Q0" .
Demostracié. Com que [Vy,...,V] és una base ortonormal de V, la projecci6 ortogonal a V del
vector i és:
-V vl vl
. - o \—> o o . . . - TN —
Projy (i) = (ii-vi)Vi +- -+ (- Vi) =0 @ |=Q| : | =0 [@=(00")i
-V vl vl
I per tant la matriu associada a la projeccié és QQ” . |

= Exemple 4.5.2 Considerem el vector ( (

0) de R? i calculem la matriu de la projeccié a
V ={((3)). Una base ortonormal és V; = m (v

) i per tant la matriu és (compareu-ho amb la

Proposicié 2.2.3):

- () (7 )
Ve ) ety 2y \ay )

1 0
= Exemple 4.5.3 Volem calcular la matriu de la projeccié ortogonal de R* a V = { <_{> , <%> ) C
1

0
1/2 1/2
R*. A I'Exemple 4.3.1 ja hem calcular una base ortonormal, i era ¢’ = | :}ﬁ ) }g |, per tant
1/2 1/2

la matriu corresponent a la projeccié ortogonal és:
1/2 1/2 1/2 0 0 1/2
—1/2 1/2|[(1/2 —1/2 —1/2 1/2 0 1/2 1/2 0
—1/2 1/2|\1/2 1/2 1/2 1)2 0 1/2 1/2 0
/2 1/2 /2 0 0 1/2

Minims quadrats

En aquesta seccid suposarem que tenim un subespai V C R” fixat. A cada element d’R", volem
assignar-li un element de V que “millor ’aproxima”, en el sentit que la norma de I’error que
produim és minima.

Proposicio 4.6.1 SiV C R” és un subespai, llavors, per a tot w € R" i € V es compleix:

[[w—¥|| > [|W — Projy (w)]|.

Demostracié. Tenim que w — vV = (W — Projy, (w)) + (Proj,, (w) — V) amb el primer vector de V= i
el segon de V. Aplicant el Teorema de Pitagores tenim:

1% =¥ = || — Projy (#) | + | Projy, (#) — ¥|> > || — Projy (w)]%,
i tenim la desigualtat que volem. |

99

Per tant la millor aproximacié d’un vector w és la projeccié ortogonal de w, si entenem per “millor
aquell vector de V que esta a menor distancia del vector w.
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Recta de regressio

Suposem que tenim un nivol de punts (x1,y1),. .., (xx, %) de R? que, en principi, no estan alineats.
Suposem, a més, que hi ha una dependencia del tipus y = f(x) (per tant, al nivol de punts seria un
problema que hi hagués dos punts amb la mateixa x i diferents y). Suposem que els punts estan
aproximadament alineats i que el que volem trobar és la recta y = ag + a1 x que aproxima millor
aquests punts.

Una altra manera de pensar-ho és que volem resoldre el sistema d’equacions amb incognites ag
1d;:

ap+xia; =Yyi

ao +xa; = yi
O, en forma matricial:

I x |

() -

I X Yk

Com que molt probablement els punts no estan alineats, com a sistema d’equacions, és un sistema
¥ 1 X1

incompatible. Dit d’una altra manera, el vector y = ( : ) no pertany al subespai V = << :) , ( : ) ).
Yk 1

Si apliquem la Proposicié 4.6.1, el vector de V que sera més proper a y sera Projy, (¥):

Xk

Vi 1 X1 1 X1

. a
Projy(| ¢ [)=ao || +ar| | =] : (;)
Vi 1 Xk I ox

Podriem calcular ag i a; fent primer Gram-Schmidt per a trobar una base ortonormal de V i fent els
productes escalars corresponents, o bé fent les consideracions segiients: el vector

Y1 I x

]G

Yk I X

és perpendicular a V, per tant ha de complir que:

yi I x
1 - 1 A N ap (0
X1 e Xk : - ap —\0

Vi Lo

I per tant:

X1 Y1
1 - 1 a (1 ... 1 .
X1 0 Xk ay - X1 ... Xk

Lo Vi

I queda el sistema compatible determinat:
( k in> <ao> _ ( Lyi >
Y rx) \a L xiyi
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Que es pot escriure: si X = %Zx,', y= %Zy,', X2 = %inz ixy= %inyi:

5 @)=-6)

I la solucié es pot escriure com:

XXy .
alziyiylao:y—aﬁ. 4.1)
x%— (x)?

m Exemple 4.6.2 Considerem les notes segiients d’un grup de 21 alumnes corresponent a una
avaluacid parcial i la nota final que van treure:

Parcial | Final || Parcial | Final || Parcial | Final
8.15 [8.995| 6.25 |7.845 2.2 4.58
0.3 1.98 5.85 | 7.075 4.6 4.95
4.3 5.01 3.55 | 5.715 4.7 7.08
1.8 2.88 1.7 2.82 2.3 3.86
5.4 5.08 4.6 7.13 2.7 5.33
0.2 2.78 7.7 8.8 7.95 | 8.595
54 7.77 3.15 | 1.245 3 4.95

I volem aproximar la nota final a partir de la del parcial amb una recta:
final = ag + aparcial
Per tant, podem aplicar la Férmula (4.1) als valors (aproximem a 3 decimals):
X = parcial =4.085, y=final =5.451, x2=21,839ixy=26,816.
I queda (amb 3 decimals):
final = 1.843 4 0.883parcial.

La Figura 4.1 té una representacié grafica d’aquestes dades i de la recta de regressié. A més,
I’equacié de la recta es pot utilitzar per aproximar una nota final a partir d’una parcial: per exemple,
un alumne que hagi tret un 4 al parcial, la prediccié diria que trauria un 5,376 a la nota final. =

Cas general

En el cas general, suposem que tenim un sistema d’equacions lineals:
Ax=0b
amb A € M,,,(R) amb m > n (més equacions que incognites) i tal que Rang(A) = n. Es molt

probable que aquest sistema no tingui solucid, i per aquests casos ens interessa tenir la millor
aproximacio:

Lema 4.6.3 Amb les hipotesis anteriors, el sistema
ATAx=ATb

té solucid tnica. Aquesta solucié s’anomena solucié per minim quadrats del sistema Ax = b.
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10

Final

Parcial
Figura 4.1: Recta de regressié

Demostracié. Observem que ATA € M,.,(R), pel que tant sols cal veure que Rang(ATA) = n (i
llavors sera un sistema compatible determinat), o el que és el mateix, que I’aplicacid lineal fyr4 és
injectiva (Ilavors el sistema homogeni que té per matriu associada A7 A sera compatible determinat
i per tant Rang(A”A) = n). Perd si i € R” compleix A”Aii = 0, tenim A” (Aii) = 0, per tant A és
soluci6 del sistema homogeni que té per matriu associada A7, que és de rang n, per tant Aii = 0.
Aplicant ara que Rang(A) = n, tenim que i = 0 i per tant Rang(A7A) = n. [

Lema 4.6.4 Continuem amb les hipotesis anteriors. De tots els vectors vV € R”, la soluci6 per
minims quadrats del sistema Ax = b és la que és més propera a b en el sentit segiient: si x* és la
soluci6 del sistema ATAx* = ATh iV € R”, llavors

lAx* — b|* < |4 —b||*.

Demostracio. Es dedueix del fet que la solucié per minims quadrats sigui la projeccié ortogonal
de b a I’espai generat per les columnes d’A, que, com que el rang d’A és n, queda caracteritzada per
complir:

AT(Ax—b)=0.
|

D’aqui també es dedueix que la projeccié del vector b a V, el subespai generat per les columnes
d’A és, en la base de V formada per les columnes d’A és:

x=(ATA)1ATh
Per tant, el vector d’R” és:
Ax=A(ATA)1ATD

I per tant:
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Proposicio 4.6.5 SiV C R" és un subespai vectorial i [V}, .., V] és una base de V, la projeccid
de R" a V ve donada per la matriu:

[Projy] = A(ATA)~1AT

on A és la matriu que té per columnes els vectors V;.

m Exemple 4.6.6 Suposem que tenim un grup de 24 estudiants als que s’ha fet una avaluacié
parcial i un lliurament a mig semestre amb les notes segiients. La tercera columna diu quina ha
sigut la nota final de 1’assignatura (amb més avaluacions entremig):

Lliurament | Parcial | Final || Lliurament | Parcial | Final
9.25 9.75 | 8.25 9.5 5.2 7.27
9.5 2.4 3.66 9 7.1 8.32

8 1.6 5.65 8 4 7.61
8 7.1 6.71 8.5 34 6.77
8.5 5.7 7.77 8 6 7.74
6 2.9 6.5 10 5.9 8.37
9 9 8.13 10 2.6 8.13
8 7.6 7.15 7.5 1.6 5.21
9 6.2 6.8 10 9 8.52
10 10 9.07 9 8 7.76
9 6.5 7.43 9.75 10 8.71
8.5 4 6.39 9.5 7.4 8.57

Volem aproximar la nota final a partir de les dues que se saben a mig semestre mitjancant una
formula:

final = a x Lliurament + b x Parcial + ¢

I per tant, fem minim quadrats per trobar a,b i c. En aquest cas, el sistema que té moltes més
equacions que incognites seria:

925 9.75 1 8.25
95 24 1| /4 3.66
8 1.6 1|(p|=]565
. N IA\G E
95 74 1 8.57

I per tant hem de resoldre el sistema compatible determinat:

925 975 1 8.25
925 95 8 .- 95 95 24 1| /4 925 95 8 ... 95\ |3.66
975 24 1.6 7.4 8 16 1| ([p|=(975 24 16 --- 74]]565
11 1 - 1) s ] \e 11 1 - 1)
95 7.4 1 8.57
Quedant:
1885.375 1287.5375 211.5 a 1568.205
1287.5375 1015.0425 142.95 b | =11108.1755
211.5 142.95 24 c 176.49
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Que té per solucié (amb 3 decimals):
a 0.191
b =10.316
c 3.790
Per tant I’aproximacio és:

final = 0.191 x Lliurament 4+ 0.316 x Parcial +3.79.

Per exemple, d’un alumne que tregui un 4 al lliurament i un altre 4 al parcial, aquest model prediu
que al final trauria un 5.818 "

4.7 Formes bilineals i productes escalars
Definicié 4.7.1 Donat un espai vectorial E sobre un cos KK, una forma bilineal és una aplicacié

¢0: EXE—K
tal que:
o O(iy +iip,v) = ¢ (id1,V)+ @(iip,V) per atots iy, i i VA'E,
o ¢(Ai,V)=A¢(i,V)peratots i iVA’EiA €K,
o O(ii,V1,V2) = ¢ (id,V1)+ ¢ (d,V2) peratots i, Vi i v, I’E i
o ¢(ii,AV)=A¢(i,V)peratots i iVA’EiA e K.

A més diem que una aplicaci6 bilineal ¢ és:
e simetrica si ¢ (i,V) = ¢(V,u) peratots i i Vd’E,
o degenerada si existeix i # 0 tal que ¢ (ii,¥) = 0 per a tot ¥ d’E, i
e definida positiva si ¢ (i, i) > 0 per a tot i # 0.

Definicié 4.7.2 Si E és un K-espai vectorial de dimensio finita i 2 = [V},...,V,| és una base
d’E, i ¢ és una aplicaci6 bilineal, la matriu de I’aplicacio bilineal en la base 2 és:

oV, V1) OV, V) - O(V1, V)
Vo, V1) 0(Va,V2) oo @(Va, Vi)

9]z = # »

Lema 4.7.3 Si ¢ és una aplicacio bilineal definit sobre un K-espai vectorial £ amb base % =

[Vi,..., V] 1[@]2 ésla matriu de ¢ en la base A, llavors: si i i w sén vectors d’E amb coordenades
en la base #:
M M1
lae=|:[iWz=| :
A Hn
llavors:

HM:

= % 95 = 91 7).

Demostracio. La primera igualtat és per bilinealitat, i és igual a 1’dltima expressid, que esta escrita
en forma matricial. |
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Lema 4.7.4 Sitenim & = [Vy,...,V,] 1 € = [iy,...,u,) bases de K", [Id,|¢ » la matriu del canvi
de base (la que té per columnes les coordenades dels vectors i; en la base %), i ¢ una aplicacié
bilineal, hi ha la relaci6 segiient entre les matrius de I’aplicacié bilineal en cada base:

(0] = [1d,]% 5 (0] [1du)s

Demostracio. Les matrius de [@]5 1 [¢]4 han de complir que, per a tot i i V de K" es compleixi:

[ (0] e = ¢(@,7) = [@% [¢)2 [V . 4.2)
Pero, per les propietats de la matriu [Id]¢ s tenim:

[id] 5 = (1] i) ¢
i si ho substituim a I’Equacié (4.2), tenim, que per a tot # i V de K":

[ (9]¢ Ve = (1) 2li)e)" [0]2 (1w 5[7]%) = (@ ()5 5[] 21y 2) Fe,
pel que tenim la igualtat de matrius que volem. |

= Exemple 4.7.5 Considerem la forma bilineal simétrica ¢ : R?> x R? — R donada per la matriu
(en la base estandard & = [€], €3])

1= (10 "0

i volem calcular la matriu de ¢ en la base ¢’ = [( ! ) , (31 )] Llavors hem de calcular:

[ld]¢ 2 = G _11>

I per tant la matriu

(9] = G _11>T (1(/)2 1(/)2> G _11) - ((1) _01>

Per tant, les matrius <1(/)2 162) i (§ %) representen la mateixa forma bilineal en bases diferents.
Mirem ara un cas particular de forma bilineal:
Definicié 4.7.6 Un producte escalar sobre un R-espai vectorial E és una forma bilineal sime-
trica definida positiva. En general, escriurem el resultat amb un punt: i - V.
Si % és una base finita d’un espai vectorial E i - és un producte escalar, la matriu [-] 4 sera simétrica.

» Exemple 4.7.7 Si considerem R" i Z = [¢|,...,¢,] la base estandard, el producte escalar definit

com ii -V = ii! ¥ és un producte escalar amb matriu la matriu identitat 1,,. "

» Exemple 4.7.8 Si E = C*(R) definim el producte escalar:

fe= [ rwstoa

Com que a C*(R) no hi ha una base finita, no té sentit parlar de la matriu del producte escalar. =
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» Exemple 4.7.9 Considerem els nombres complexos C amb les operacions de I’ Apendix 2.1.2.
Considerem ara C" com a C-espai vectorial de dimensié n (suma coordenada a coordenada i
multiplicacié per un escalar a totes les coordenades). Definim la forma bilineal segiient:

Vi wi w1
siv=| | iw=] : llavorsf/’-vT/:ZviW,-:VTWzonW:

i=1 _
Vn Wn Wn

N

Que compleix, a més de les propietats de ser forma bilineal:

- -

V-w=w-V per a tot V,w € C" (diem que és hermitica) i
V= ||¥||*> € Rperatot ¥ € C".

[ ]
oV

Tota matriu simeétrica sobre R diagonalitza

El resultat que volem demostrar a aquest apartat és:

Teorema 4.8.1 — Teorema espectral. Una matriu A € M, (R) diagonalitza en una base orto-
normal si, i només si, A és simetrica.

Per demostrar el teorema espectral necessitem utilitzar el Teorema fonamental de I’algebra, que no
demostrem aqui perque la seva demostracié surt dels objectius del curs:

Teorema 4.8.2 — Teorema fonamental de I'algebra. Si p(x) € Clx] (p(x) és un polinomi
amb coeficients a C) de grau > 1, existeix z € C tal que p(z) =0.

Demostracio del teorema espectral. Una implicacidé és directa: si A diagonalitza en una base
ortonormal vol dir que podem escriure:

A=0DO"
amb D una matriu diagonal i Q una matriu ortogonal (0! = Q). Per tant:
AT =(oDQ")" = (0")'D" Q" =0D"Q" =4

1A és simetrica.
Per demostrar I’altra implicacid, ho farem per induccié sobre n:
e Per an =1, tota matriu és simetrica i diagonal.
e Suposem cert per a n — 1, i volem demostrar-ho per n: considerem A € M,(R) i pa(x) el
polinomi caracteristic. Pensem p4 (x) € C[x] i, pel teorema fonamental de 1’algebra, existeix
A € C tal que pa(A) = 0. També tindrem un vector propi vV € C" tal que AV = AV.
Considerem ara la forma bilineal hermitica definida a I’Exemple 4.7.9:

AV -V = AV -V = A||[]|* amb 0 # ||v||> € R.

Pero també:

AV -V = (AW TV =T ATV = 3T (ATY) =T AV =T (AV) = A|)9))%,

on hem utilitzat que A = AT (A és simetrica) i A = A (A té coeficients reals).

Per tant, tenim que A = A i obtenim A € R.

Com que p4(A) =0, tenim que existeix un vector propi real ¥ # 0 tal que AV = A¥. Podem
considerar que ||| = 1 (si cal, substituim V per HITHv)'
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Ampliem V amb ¥, ..., ¥, de tal manera que [V,V,,...,V,]| sigui una base ortonormal (primer
ampliem fins a base, i després apliquem Gram-Schmidt). Si considerem Q la matriu que té
per columnes els vectors V, Vs, ..., V,, tenim:
A by - by
r 0 by - by
QAQ" = Do :
0 bn2 T bnn
on hem utilitzat que 0~ ' = Q7. Perd com que A = AT, tenim (QAQT)T =QA0",i per tant
b1, = bz =--- = by, =01 la matriu
by -+ by
B=|: S
bn2 U bnn
és simetrica.
Ara restringim 1’aplicaci6 fy a I’espai (vo,...,vy,), que en la base [vy,...,v,] té per matriu
by -+ by
B=|: ..
bn2 U bnn

Per hipotesis d’induccid, B diagonaliza en una base ortonormal, pel que existeix P € M,,_; (R)
matriu ortogonal i D € M,,_; (R) matriu diagonal tals que B = P DP. Amb aixd tenim:

r (Al 0 ~(1]0 A0 10
QAQ_(O PTDP)_<OPT><OD (3
Per tant, considerem

o-(ait)orr (31)

i tenim que Q' és una matriu ortogonal i A = Q'~'D’'Q’, amb D’ una matriu diagonal, pel que
A diagonalitza a una base ortonormal.

4.9 Descomposicio en valors singulars

A aquest apartat resoldrem la pregunta segiient amb les eines que hem vist: si f = fx: R* — R™
és una aplicacid lineal, existeix una base ortonormal % = [Vy,...,V,] d’'R" tal que f(V1),...,f(V,)
siguin ortogonals?

Veurem que si:

Teorema 4.9.1 f = f4: R" — R"™ és una aplicaci6 lineal, llavors existeix una base ortonormal
B =[V,...,V] I’R" tal que f(V)),...,f(V,) sén ortogonals.

Demostracio. Considerem f = f, 1 per tant A € M,,.,(R) la matriu tal que f(V) = AV. Llavors, la
matriu ATA € M, (IR) és simétrica, i per tant diagonalitza en una base ortonormal, per tant, existeix
una base ortonormal % = [V,...,V,] de R" i escalars 4,...,4, € R tals que

ATAV; = A¥;peratoti=1,...,n.
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Volem veure que f(V1),..., f(V,) sén ortogonals, o sigui, f(V;)- f(V;) =0sii# j:
F@) - f(7)) = (A%) - (AV)) = (AV))" (4¥)) = (7] AT)(4¥)) =
= (ATAV;) =V (A;9;) = 4;(%:-V;) = 0.
|

Observacié 4.9.2 El Teorema 4.9.1 no diu que 4 sigui unica, i de fet, en general, no ho és:
considereu I’aplicaci6 identitat de R" — R”, que envia qualsevol base ortonormal a vectors
ortogonals.

La interpretacié geométrica a R? és la segiient: la imatge d’una circumferéncia de radi 1
centrada a 1’origen és una el-lipsi, els vectors propis d’A” A corresponen a les direccions principals
de I’el-lipsi, i les longituds dels semieixos principals son les arrels quadrades dels valors propis
d’AT A. Posem nom a aquests valors:

Definicié 4.9.3 Donada una matriu A € M,,,(R), definim els valors singulars d’A com les
arrels quadrades dels valors propis de la matriu ATA: o,..., 0, positius tals que 0'[2 és valor

propi I’ATA.

Observaci6 4.9.4 o; és el modul || f(V;)|| a I’enunciat del Teorema 4.9.1. Ordenem els vectors
de la base A del Teorema 4.9.1 de tal manera que || f(V;)|| > || f(¥i+1)]|- Tenim que a partir de cer
r, f(V;) = 0 si i > r. Considerem % la base d’R"™ que té per vectors W, ..., W, on: w; = m
per a 1 <i < r(sén linealment independents perqué son ortogonals i no nuls) i wy, ..., w, son
ortonormals (els primers 7 ja ho sén, i podem ampliar a una base d’R"” per Gram-Schmidt).

Proposicio 4.9.5 Si f = fa: R" — R™ és una aplicaci6 lineal i Rang(A) = r, llavors hi ha r
valors singulars diferents de zero i els n — r restants valen zero.

Demostracié. Tenim que en la base Z del Teorema 4.9.1 i % 1a base de 1I’Observaci6 4.9.4, f4 té
per matriu [f4]4.«, una matriu amb o; a la diagonal i zeros a la resta. Llavors, com que el rang és
la dimensi6 de la imatge, el rang de fy és igual al de [f4]2 4, que és el nombre de o; no nuls, i la
resta han de ser zero. |

Observaci6 4.9.6 Amb tot el que hem fet, si considerem A € M,,,,(R) una matriu, f4 : R” — R”™
I’aplicaci6 lineal induida,Z = [V, ...V, Vy+1,...,V,] la base de R" del Teorema 4.9.1 ordenada
com a la Observaci6 4.9.4 amb r = Rang(A), 1% = [Wy,...,W,| la base de R™ de la Observacié
4.9.4, llavors:

e [V,41,...,V,] és una base ortonormal de Ker(f).
[V1,...,V,] és una base ortonormal de Ker(f3)=.
[W1,...,w,] és una base ortonormal de Im(fy).
[Wri1,-..,Wn] és una base ortonormal de Im(f4)*.

Podem aprofitar aquests raonaments per demostrar:

Teorema 4.9.7 Si A € My,»,(R), llavors existeixen P € M,,(R) ortogonal, D € M,,,.,(R) amb
els tnics elements no nuls a la diagonal i positius, i Q € M,,(R) ortogonal tals que:

A = PDQ.
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A més, podem ordenar les entrades diagonals de D de més gran a més petita. Anomenem a
aquesta descomposicié com una descomposicio en valors singulars d’A.

Demostracio. Considerem 1’aplicacié lineal f4 i veiem que necessitem bases ortonormals % d’R”
i€ d’R™ tals que D = [f4] 5.« sigui diagonal.

El Teorema 4.9.1 ens déna una base & d’R" que és ortonormal. Ordenem aquesta base de
tal manera que || £ (¥;)|| > ||f(Vi+1)]|. Sigui Q7 = Q! la matriu que té per columnes aquesta base.
Sigui r tal que f(V;) = Osii>r(éselrang d’A).

Considerem € = [y, ...,w,,| la base de R” de la Observaci6 4.9.4. Sigui P la matriu que té
per columnes aquests vectors.

Com que f(%;) = || f(%)|[W; sii < ri f(v;) =0sii>r, tenim que [f]z és diagonal amb els
valors singulars d’A a la diagonal ordenats de més gran a més petit. |

= Exemple 4.9.8 Considerem I’aplicacié lineal f : R? — R? amb:

3 -9/5
A= <—1 13/ 5)
i volem fer-ne una descomposicié en valors singulars.
Calculem primer AT A:

10 -8

Tp_

ATA= (—8 10)

I la diagonalitzem. El polinomi caracteristic €s:
para(x) =x* —20x4+36 = (x — 18)(x — 2)

Per tant, els valors propis d’A”A sén A; = 18 i A, = 2 i els corresponents vectors propis:
T 1 . T 1
Ker(A"A —181) = ( 1 )i Ker(A"A—21;) = ) )

I com que els hem de considerar unitaris, obtenim:

(V. IVE) (V2 -
0 _<—1/ﬁ 1/\@) 1pertantQ—<1/\ﬁ 1/\@)

La matriu diagonal sén els valors singulars, que sén les arrels quadrades dels valors propis
d’AT A, per tant s6n 61 = /18 = 3v21 6, = /2 i tenim:

po (W2 0).

I la matriu P té per columnes les imatges de (', ) i (1) per f dividides per les seves normes,
per tant:

<_31 I?;;) <_11> - (_zfz{/ss) =6 (ja{fs)
(5 ) ()= (5) —265)
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Per tant:

r= (s 43)

I una descomposicié d’A en valors singulars és:

3 -9/5\ _[4/5 3/5\(3vV2 0\ /[1/V2 —1/V2
-1 13/5) \-3/5 4/5)\ 0o v2)J\u/v2 1/vV2 )"
A la Figura 4.2 podem veure com es modifica la circumferéncia unitat quan apliquem la matriu A.

Veiem que a la direccio (_43) hi ha el primer eix principal amb semilongitud 3/2 i a la direccié
(1) Paltre eix, amb semilongitud v/2. .

ah I N
N

Figura 4.2: Deformaci6 de la circumferencia unitat per I’aplicacid lineal f4.

4.10 Classificacié de formes bilineals simétriques sobre R”

A aquesta secci6 I’objectiu és classificar les formes bilineals. Definim abans que vol dir que siguin
equivalents:

Definicié 4.10.1 Diem que dues formes bilineals ¢, ¢, : K" x K" — K amb matrius correspo-
nents [@1] 1 [@2] son equivalents si existeix una base € de K" tal que

[91] = @]

Dit d’una altra manera, si existeix una matriu invertible . € M, (K) (la matriu del canvi de
base, que té per columnes els vectors de %) tal que

[¢1] = " [¢2].7.
Escriurem ¢; ~ ¢».
Lema 4.10.2 Ser equivalents com a formes bilineals de K" x K" a K és una relacié d’equivaléncia.
O sigui:
e ¢ ~ ¢ per a tot ¢ forma bilineal (reflexiva),

® O ~ ¢ & ¢ ~ ¢ per atotes ¢r, ¢, formes bilineals (simetrica) i
® ¢1 ~ ¢ i@~ ¢3implica ¢ ~ @3 per a totes @1, ¢, ¢3 formes quadratiques (transitiva).

Demostracio. Cal veure en cada cas quina és la matriu . del canvi de base:
e Per veure que ¢ ~ @, considerem . = 1,,,
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e Si ¢; ~ ¢, tenim que existeix .’ una matriu de canvi de base (i per tant invertible) tal que:
[¢1] = 7 [4a].7.
Per0d aquesta igualtat també es pot escriure com:
(2] = (7" ]~

i per tant ¢ ~ ¢;.
e Per hipotesis tenim que existeixen .77 i .73 tals que:

[01] = A [62)-71 1 [92) = 75 [$3)-72.
Llavors:
(01] = AL A [93].551 = (L) [9:](FA)

itenim ¢ ~ @3.
|

A partir d’ara considerem que K = R i I’objectiu és classificar les formes bilineals ¢ : R” x
R" = R:

Teorema 4.10.3 Tota forma bilineal simetrica ¢: R"” x R” — R és equivalent a una forma
bilineal que té per matriu una matriu diagonal amb coeficients (a la diagonal): 1 a les r primeres
files, —1 a les s segiients i 0 a les ¢ dltimes (n = r+ s +¢). O sigui una matriu de la forma:

1 - 0 0 --- 0 0 --- 0
0 1 0 0 O 0
0 0 —1 0 O 0
0 0 O -1 0 0
0 0 O 0 O 0
O -0 0 --- 0 0 --- 0

A més, si definim la parella (r,s) com la signatura de ¢ (Sign(¢)), dues formes bilineals bilineals
01,¢02: R" x R" — R s6n equivalents si i només si Sign(¢;) = Sign(¢,).

Demostracié. Considerem [@] la matriu simetrica n X n sobre R de la forma bilineal ¢. Pel Teorema
espectral, existeix una matriu ortogonal Q i una matriu diagonal D amb valors Ay, ..., A, tal que:

D=0"[¢]0.

Ara fem els canvis segiients:
e Podem reordenar els elements de la diagonal de D reordenant les columnes de Q: si Q' és la
matriu que resulta d’intercanviar les columnes j i k de Q, llavors, Q' continua sent ortogonal
i el producte:

Q"))
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també és diagonal, pero intercanviant les posicions i i j, o sigui, els valors A; i A;.
Aprofitem aquesta propietat per reordenar la diagonal de D i posar primer els A; > o, llavors
els A; < 01 finalment els A; = 0. Per tant, podem suposar que tenim Q una matriu ortogonal
tal que

D=0"[¢]0.

amb D una matriu diagonal tal que a la diagonal té els r primers coeficients positius, els s
segiients negatius i els ¢ dltims zero.

e Considerem A la matriu diagonal segiient, definida a partir dels coeficients de D: el coeficient
a;; es defineix com:

VA sil<i<r,
a; = 1/\/—2,,' sir<i<r+s,
1 sir+s<i<n.

Tenim que A7 DA és una matriu diagonal amb r uns a les primeres files, s menys uns a les
segiients i zero a les tdltimes.
Per tant:

[0] ~ AT Q" [9]0A = (0A)"[9]0A

i (QA)T[9]QA és diagonal i com diu I’enunciat del teorema.
De moment hem vist que, com que ser equivalent a té la propietat transitiva, si ¢; i ¢, tenen la
mateixa signatura, les dues son equivalents a una mateixa forma bilineal i per tant ¢; ~ ¢,.
Cal veure el reciproc, o el que és equivalent, que dues matrius diagonals equivalents D i D' amb
(r,s,1) 1 (r',s',1") coeficients 1, —1 i O respectivament, llavors (r,s,t) = (¥,s',1').
Com que D i D’ sén equivalents, existeix A una matriu invertible que t€ per columnes v; tal que:

D' = ATDA.

Si fem el producte de la dreta, les r primeres files s6n ||v{||? (D coincideix amb la identitat a les r
primeres files i columnes), ..., ||v,||?, per tant sén nimeros positius, per tant 7/ > r i argumentant
canviant els papers de Di D’ (i A per A=), tenim r > 7/, pel que r = r’.

r+s és el rang de D. Com que D’ és el producte de D per matrius invertibles, r + s també és el rand
de D/, que és ¥ + s, per tant, s = 5.

Finalment,r =n— (r+s)=n— (' +5") =1'. [ ]

= Exemple 4.10.4 Considerem la forma bilineal ¢ : R* x R* — R donada per la matriu:

1 5 -1 3
5 1 3 -1
9] = -1 3 1 5
3 -1 5 1

Una manera de classificar-la és de calcular el polinomi caracterfstic i estudiar el signe dels valors
on s’anul-la:

P (x) = det(A —xlg) = x* —4x® — 64x* +256x.

I pig)(x) s’anul-la als valors {—8,0,4,8}, per tant té signatura (2,1) i és equivalent a la forma
bilineal que té per matriu:

1 0 0 O
01 0 O
00 -1 0
00 0 O
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Acabem aquesta seccié aprofitant aquesta classificacio per fer la corresponent de les formes
quadratiques.

Definici6é 4.10.5 Una forma quadratica sobre un cos K és una aplicacié ¢: K" — K que es pot
expressar com:

q(xl,. .. ,xn) = Z lijxixj

1<i,j<n

amb A; i€ K.
També es pot escriure com:

q(x1,...,xn) = X AR,

X1
onx= < : > i A és la matriu (simetrica) que té per coeficients

Xn

lji sii= j,
Aij =N N+ ey
=S sii £

Observaci6 4.10.6 Amb el que hem vist, tenim una bijeccié entre les matrius simetriques (que
es poden pensar com formes bilineals en una base donada) i les formes quadratiques. Escriurem
[g] per denotar la matriu simétrica corresponent a la forma quadratica g.

= Exemple 4.10.7 La forma quadratica ¢: R?> — R definida per g(x,x;) = ax% + bx1xy + cx%
correspon a la matriu simetrica

a bJ2
b/2 ¢ )’
Podem recuperar la forma quadratica fent:
_ a b2\ (x1\ _ 5
q(x1,x2) = (xl xz) (b/Z . > <x2> = ax] +bx1x2 +cx;5.

m Exemple 4.10.8 Considerem les formes quadratiques g; i g, de R2 a R definides com q1(x1,x2) =
x1%2 i g2(y1,¥2) = y3 — y3. Observem que si fem el canvi de base:

(=02 1))

es poden escriure:

1= 2X1 2X2 Y2 = 2x1 2x2
i tenim
T N T R
@2(y1,y2) = (2x1+2x2) —(2x1 — 2x2) =X1x2.

Per tant, tenen la mateixa forma. Aquesta igualtat també es pot veure en forma matricial observant
que si . és la matriu del canvi de base, tenim [q;] = .7 [q2].7, on [q1] i [q2] s6n les matrius
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simetriques corresponents a les formes bilineals g 1 g, respectivament:
0 1/2\ [1/2 1)2 1o /2 1/2
/2 0 ) \1/2 —1/2 0 —1)\1/2 —-1/2

Definicié 4.10.9 Diem que dues formes quadratiques ¢1,¢>: K" — K sdn equivalents, amb
matrius si existeix un canvi de base . a K" tal que

1] =" [q2]-7
Escriurem g ~ ¢».

Com que els canvis de base afecten de la mateixa manera que afectaven a les formes bilineals
(veure Lema 4.7.4), obtenim que “ser equivalent a” també es una relacié d’equivaléncia a les
formes quadratiques i I’analeg al Teorema 4.10.3:

Teorema 4.10.10 Tota forma quadratica g: R"” — R €s equivalent a una forma bilineal del tipus:

2 2 2 2
ql(x17"‘7xn):x1+”'+xr_xr+1_"'_errs'

A més, si definim la parella (r,s) com la signatura de g (Sign(g)), dues formes quadratiques
q1,q2: R" — R s6n equivalents si i només si Sign(q;) = Sign(qz).

= Exemple 4.10.11 Classifiquem la forma quadratica ¢: R* — R:
q(x1,x2,x3,X4) = x% + 10x1x2 — 2x1x3 + 6x1 X4 —{—x% — 6x2x3 — 2xpx4 —&—x% + 10x3x4 —xi.

Que té per matriu:

1 5 -1 3
5 1 3 -1
-1 3 1 5
3 -1 5 1

Per tant, podem aprofitar els calculs de I’Exemple 4.10.4, i tenim que és equivalent a:

g(y1,y2,y3,y4) = y% +)’% —yg.

Exercicis recomanats

Els exercicis que segueixen son utils per practicar el material presentat. La numeraci6 és la de [1].
Seccié 5.1: 12, 16, 18.

Seccié 5.2: 14, 34, 38.

Secci6 5.3: 5-11, 13-20, 32.

Seccié 5.4: 2,8, 10.

Seccié 5.5: 4, 10, 16, 22.

Seccio 8.1: 6, 12, 16, 22.
Seccio 8.2: 4, 10, 18, 22.
Seccio 8.3: 6, 16, 18, 20.
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