Rigidez topologica y médulos analiticos de
foliaciones holomorfas en superficies
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Introduccién

Sea S una superficie compleja compacta con una foliacién holomorfa singular
Fo. Existen varias maneras de abordar el problema de mdédulos analiticos de la
foliacion Fy, las cuales vamos a esbozar brevemente:

Primeramente, podemos considerar el conjunto de foliaciones holomorfas F
en S que son topoldgicamente conjugadas a Fy (por un homeomorfismo que
preserva las orientaciones de S y de las hojas, tal y como lo hacen los auto-
morfismos holomorfos de S). Si cocientamos dicho conjunto por la relacién de
equivalencia de ser analiticamente conjugadas obtenemos el genuino espacio de
modulos analiticos de Fy. Este enfoque es el més natural, pero también el mas
dificil. Es por ello que a menudo se considera el problema con deformaciones,
lo que constituye el segundo enfoque.

Una deformacion holomorfa F; de Fy con espacio de parametros P es una
foliacién holomorfa de dimensién uno en el producto S x P tal que sus hojas
estdn contenidas en las superficies S x {t}, t € P. En lo que sigue conside-
raremos el caso en que P es el germen de espacio analitico (C,0). Decimos que
una tal deformacién es topoldgicamente trivial si y sélo si existe una familia
continua de homeomorfismos ®; : S — S conjugando Fy y F; tal que ®¢ = id.
Podemos considerar el conjunto cociente de las deformaciones holomorfas de Fy
que son topolégicamente triviales, por la relaciéon de equivalencia analitica.

Una tercera aproximacion al problema consiste en considerar los despliegues
de Fy, es decir, foliaciones holomorfas F de codimensién uno en el producto S x
P de manera que F gy {0} = Fo. Todo despligue F de Fy tiene una deformacién
subyacente natural F; = F|gx ). Sin entrar en los detalles técnicos, podemos
decir que un despliegue equisingular de Fy es aquél que admite una reduccion
de singularidades en familia. Es conocida la existencia de un espacio versal de
despliegues equisingulares de una foliacién Fy, ver por ejemplo [8, 9].

Finalmente, recordemos que a cada despliegue equisingular F de Fy se le
puede asociar un elemento del grupo de cohomologia H!(S, Os(Tx,)) llamado
la velocidad de deformacién de F. Aqui Og(Tx,) denota el haz de gérmenes
de secciones holomorfas del fibrado tangente a Fy. Asi, dicho grupo puede
interpretarse geométricamente como los despliegues infinitesimales de Fy, es
decir como el espacio tangente al espacio versal citado anteriormente, cf. [8].
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A cada enfoque se le puede asociar por tanto un espacio de médulos y una
nocion de rigidez caracterizada por la trivialidad del correspondiente espacio de
moédulos.

1 Despliegues equisingulares y deformaciones

Comencemos recordando la relacion entre los despliegues infinitesimales y los
despliegues equisingulares de una foliacién Fy, la cual se pone de manifiesto en
el siguiente resultado de [9].

Teorema 1 (Mattei-Nicolau) Sea S una superficie compleja compacta y Fo
una foliacion holomorfa en S con singularidades aisladas p,...,p,. Sea Kl
el espacio de pardmetros del desplieque versal de la singularidad p; y sea K. el
espacio versal de desplieques equisingulares de Fy. Denotemos por

. loc loc
X:Ke — K% %x--- x K

la aplicacion natural de restriccion. Si H*(S,0s(Tx,)) = 0 entonces la apli-
cacion tangente Tox es un isomorfismo. Ademds, si H*(S,Os(Tx,)) = 0 en-
tonces K. es liso y x es un isomorfismo.

Como consecuencia, si las singularidades de Fy son reducidas y se veri-
fica la condicién H'(S,Os(Tx,)) = 0 entonces todo despliegue de Fy (au-
tomdticamente equisingular) es analiticamente trivial.

Es bien conocido que la deformacién subyacente a un despliegue equisingular
es topoldgicamente trivial. Dado que la teoria de despliegues es maés rica que
la de deformaciones, la pregunta natural que se plantea es: ;qué se puede decir
acerca de la afirmacién reciproca?

El primer resultado en esta linea fue dado por Yu S. Ilyashenko, quien en [5]
muestra la rigidez (por deformacién) de las foliaciones holomorfas en CP? que
admiten una recta invariante y verifican a su vez ciertas condiciones genéricas.
Mas tarde, X. Gémez-Mont y L. Ortiz-Bobadilla generalizan dicho resultado
al caso de una superficie proyectiva cambiando la recta por una curva amplia
invariante. En ambas formulaciones la ultima hipdtesis se utiliza para asegu-
rar que todas las hojas (salvo un ntimero finito) acumulan a la curva invariante,
portadora de un grupo de holonomia suficientemente rico, en un sentido que pre-
cisaremos a continuacién. Usando la existencia de una inmersién de la superficie
en un espacio proyectivo tal que la curva amplia es una seccion hiperplana se
considera entonces una carta afin de manera que dicha curva quede en el infinito.
El principio del maximo nos permite concluir que las soluciones no constantes
del sistema son no acotadas y por tanto acumulan a la curva amplia que se
encuentra en el infinito. Cabe destacar también el trabajo de A. Lins-Neto, P.
Sad y B. Scardua [6], en el que se muestra que las foliaciones rigidas de CP?
forman un conjunto abierto y se da una descripciéon del complementario.

Una adaptacién de las técnicas utilizadas en la exposicién de [2] permite
demostrar nuestro primer resultado.
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Teorema 2 Sea S una superficie compleja y Fo una foliacion holomorfa en S
tal que:

(a) Fo admite una hoja cerrada L cuyo grupo de holonomia es rigido y con-
tiene un elemento hiperbolico;

(b) todas las hojas (salvo quizds un nimero finito de hojas cerradas) acumulan
a L en puntos regulares.

Entonces toda deformacion holomorfa de Fy que sea topoldgicamente trivial es
subyacente a un desplieque.

Recordemos que la rigidez del grupo de holonomia G C Diff(C,0) de £
significa que si h : (C,0) — (C,0) es un germen de homeomorfismo tal que
hogoh™! € Diff(C,0) para todo g € G entonces h es un homeomorfismo
conforme, esto es, holomorfo o antiholomorfo.

2 Superficies fibradas

Nuestro siguiente objetivo es aplicar el Teorema 2 al caso en que S es una
superficie fibrada (i.e. el espacio total de un fibrado localmente trivial sobre
una curva compleja no singular) y Fy admite una fibra invariante Fj que jugard
el papel de la hoja L.

La razon para restringir nuestra atencion a esta situacién es que estamos en
disposicién de verificar con bastante generalidad la hip6tesis (b) del Teorema 2,
es decir, que casi todas las hojas de Fy acumulan a la fibra invariante Fy en
puntos regulares. Para ello utilizamos el Teorema de Painlevé que asegura la
existencia de elevacion de caminos a las hojas de la foliacion. Més concreta-
mente, tomando un camino en la base que tienda a la proyeccion de la fibra
invariante Fy y elevdndolo a las hojas de Fy probamos que toda hoja (salvo
otra eventual fibra invariante) acumula a Fy. Para poder asegurar que exis-
ten puntos de acumulacién regulares impondremos que las singularidades de F
sobre la fibra Fj sean hiperbdlicas.

Teorema 3 Sea S una superficie compleja compacta fibrada y Fo una foliacion
holomorfa sobre S con singularidades reducidas verificando las siguientes condi-
ciones:

(a) Eziste una fibra invariante Fy tal que todas las singularidades de Fy sobre
Fy son hiperbdlicas y cuyo grupo de holonomia es rigido.

(b) H'(S,05(Tx,)) = 0.

Entonces Fo es rigida, mds precisamente, toda deformacion holomorfa F; de
Fo que sea topologicamente trivial también es analiticamente trivial.

A fin de decidir sobre la nulidad del grupo H'(S, Os(Tr,)) particularizare-
mos el Teorema 3 al caso de superficies regladas, es decir, cuya fibra es CP!,
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3 Superficies regladas

En primer lugar, vamos a dar algunos ejemplos de superficies regladas sobre una
curva compleja B. Si E es un fibrado vectorial de rango dos sobre B entonces
su proyectivizacién p : S = P(F) — B nos proporciona el primer ejemplo
de superficie reglada. De hecho, es bien conocido que toda superficie reglada
p: S — B se puede obtener de esta forma. Se utiliza para ello la sucesién exacta
de cohomologia no abeliana asociada a la sucesion exacta de haces sobre B:

1— O — GL(2,05) - PGL(2,05) — 1,

y el hecho de que H?(B,0%) = 0 (pues dim B = 1).

Si tomamos por ejemplo el caso de B = CP' podemos aplicar un conocido
Teorema de Grothendieck el cual afirma que todo fibrado vectorial sobre CP*
descompone como suma directa de fibrados de linea. Asi, toda superficie reglada
sobre CP! es la proyectivizacién de un fibrado del tipo O(n)®O(m). Es facil ver
que al tensorializar un fibrado de rango dos con un fibrado de linea obtenemos
un nuevo fibrado de rango dos cuya proyectivizacién es biholomorfa a la anterior.
Asf vemos que las tinicas superficies regladas sobre CP! son las superficies S, =
P(O(e) ® O), e > 0, conocidas bajo el nombre de superficies de Hirzebruch.
De la definicién se desprende que Sy = CP' x CP' y es ficil ver que S es
biholomorfa al explotado de CP? en un punto.

Existe un estudio exhaustivo de X. Gémez-Mont en [4] de los grupos de
cohomologia sobre superficies regladas a coeficientes el haz de secciones de un
fibrado de linea arbitrario. De dicho estudio se desprende que la condicion
H(S,05(T#,)) = 0 se verifica para toda foliacién Fy con singularidades ais-
ladas, salvo en los siguientes casos:

(1) Si Fy es la fibracién p : S — B, la cual es tinica excepto para el producto
S = CP' x CP' (que admite dos).

(2) Si Fo es transversa a la fibracién fuera de un ndmero finito de fibras
invariantes, es decir, si Fy es una foliacién de Riccati.

(3) Si Fy es una foliacién regular sobre una superficie reglada que fibra sobre
una curva eliptica E. Ademsds, si Fy es una foliacion de este tipo que no
estd contenida en los casos precedentes entonces S es un cociente finito
no ramificado del producto CP' x E. Este grupo contiene las foliaciones
tourbillonées, ver por ejemplo [1].

(4) Cierto tipo de foliaciones en la primera superficie de Hirzebruch obtenidas
explotando un punto regular de una foliacién en CP?.

Podemos reformular entonces el Teorema 3 en superficies regladas como sigue.

Corolario 4 Sea S una superficie reglada y Fo una foliacion holomorfa en S
con singularidades hiperbdlicas admitiendo una fibra invariante con grupo de
holonomida rigido. Si Fo no pertenece a la lista (1)-(4) anterior entonces es
topoldgicamente rigida (por deformacidn).
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Dado que la fibracién (caso (1)) es unica y los casos (3) y (4) se dan
unicamente cuando el género de B es uno o cero respectivamente (y atin asi las
condiciones impuestas son bastantes restrictivas), podemos decir que la clase que
contiene mayor cantidad de foliaciones no rigidas sobre las superficies regladas
son las foliaciones de Riccati. Es por ello que vamos a proceder a recordar
la clasificaciéon analitica y a demostrar la clasificacién topoldgica (bajo ciertas
condiciones) de este tipo de foliaciones.

4 Foliaciones de Riccati

Sea F una foliacién de Riccati con k fibras invariantes F; = p=1(b;), i = 1,..., k.
Supondremos que cada fibra invariante contiene dos singularidades hiperbdlicas
de F. Si denotamos por S* = S\ (Fy U...U F}) entonces la restriccién F*
de F al abierto S* es transversa a la proyecciéon p : S* — B* donde B* =
B\ {b1,...,b.}. Sea by € B*y Fy = p~1(by) una fibra transversa a F. La
transversalidad nos proporciona una representacién de holonomia global

H]: LT (B*7b0) — Aut(Fo) = PSL(Q,(C)

De hecho, F* se obtiene como la suspensién de la representaciéon Hr, lo que
nos proporciona la clasificacién analitica en S*. Para obtener la clasificacion
analitica en todo S debemos tener en cuenta que los residuos de las singulari-
dades de FY, ..., F} son invariantes analiticos.

4.1 Clasificacién analitica

Resumimos a continuacién, en forma de teorema, varios hechos bien conocidos
sobre foliaciones de Riccati en superficies regladas.

Teorema 5 Si ¢ : S — S es un automorfismo holomorfo de S conjugando la
foliacion de Riccati F con otra foliacion holomorfa F' entonces se tienen las
siguientes propiedades:

(0) La foliacién F' también es de Riccati con k fibras invariantes F| = p~1(b})
que numeramos de manera que ®(F;) =F!, i=1,... k.

(1) El biholomorfismo ® preserva la fibracidén e induce un automorfismo holo-
morfo ¢ de la base B.

(2) La restriccion o = ®p, : Fo — F} = p~ (b)) es un biholomorfismo que
hace conmutativo el siguiente diagrama:

71 (B*, by) —2— m (B, b))

Hfl ngw (*)

Aut(Fy) —2  Aut(F)

donde 1, denota la conjugacion por v y ¢ es el isomorfismo inducido por
¢ a nivel de homotopia.
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(8) Los residuos de las singularidades de F; y F! coinciden para todo i =

1. k.

Reciprocamente, supongamos que F' es una foliacién de Riccati con k fibras
invariantes F! = p~(b}) de manera que exista un biholomorfismo ¢ : B — B
tal que ¢p(b;) =05, i =1,...,k; exista ¢ : Fy — Fj un biholomorfismo entre dos
fibras transversas tal que el diagrama (x) sea conmutativo; y finalmente, que los
residuos de F en F; coinciden con los residuos de F' en F!. Entonces existe un
biholomorfismo ® : S — S que conjuga F y F'.

4.2 Clasificacién topoldgica

Para proceder con la clasificacién topoldgica seguiremos el mismo espiritu que
en el Teorema 5. Consideremos un homeomorfismo ® : S — S conjugando
la foliacién de Riccati F con otra foliacién holomorfa F’ de manera que las
orientaciones de S y de las hojas sean preservadas.

Cuestion (0°): ;Podemos concluir que F’ también es una foliacién de Riccati?
La respuesta es afirmativa y es consecuencia de dos hechos:

(A) Una caracterizacién cohomoldgica de las foliaciones de Riccati en términos
de la clase de Chern de su fibrado tangente, ver [4]. El grupo abeliano
H?(S,7) es libre de rango dos generado por la clase, f, de una fibra y la
clase de una secciéon holomorfa.

Una foliacion holomorfa F en una superficie reglada S es de Riccati si y
sdlo si la clase de Chern de su fibrado tangente ¢(Tx) es maltiplo de f.

(B) La invariancia topoldgica de la clase de Chern del fibrado tangente de una
foliacién holomorfa de dimensién uno, ver [3]:

Si®: S — S es un homeomorfismo conjugando dos foliaciones holomorfas
F y ®*F entonces ®*(c(Tx)) = c(To+x).

Observacién (1°): El homeomorfismo ® : S — S en general no es fibrado pero
induce un isomorfismo (geométrico) ¢ : w1 (B*,by) — 71 (B"™,bp).

En efecto, como CP' es simplemente conexo se tiene que 71 (B*) 2 7m1(S*) por
lo que podemos tomar ¢ como D, : m1(S*) — 71(S5*) actuando sobre las bases.

Observacién (2°): Aunque en general ®(Fj) no es una fibra existe una isotopia
entre ® y otro homeomorfismo ® de manera que preserva la foliacién F’ y tal
que la restriccion de P a Fy es un homeomorfismo 1 : Fy — F{ entre dos fibras
transversas que conjuga las representaciones de holonomia de F y F’, i.e. que
hace conmutativo el diagrama (x).

La demostracion de este hecho es de naturaleza puramente topolégica. Conside-
remos la composicién f : Fy — B de la restriccion de ® a Fy con la proyeccion
p: S — B. Como Fj es transversa a F se sigue que la imagen de f estd contenida
en B* C B que es una superficie de Riemann diferente de la esfera. As{ pues,
su recubrimiento universal es bien el disco, bien el plano, de donde deducimos
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que su segundo grupo de homotopia es trivial. Como Fj es topolégicamente una
esfera de dimensién dos, deducimos que f es homdtopa a constante. Elevando
a las hojas de F’ la homotopia que contrae f(Fpy) a un punto bj obtenemos la
isotopia deseada.

Observacién (3’): Si el grupo de holonomia G — PSL(2,C) de F es rigido
entonces el homeomorfismo ¢ : Fy — Fj es de hecho un biholomorfismo, lo
que implica que los residuos de F y F’ de las fibras correspondientes por ¢
coinciden.

Maticemos que la rigidez de G en este contexto significa que si h : CP* — CP! es
un homemorfismo tal que hogoh~! € PSL(2,C) para todo g € G entonces h es
un homeomorfismo conforme. Dicha propiedad se verifica por ejemplo cuando
G es no resoluble y no discreto, ver por ejemplo [7].

Reciprocamente, supongamos que disponemos de un isomorfismo geométrico
v m(B*,by) — m(B™,b}) (i.e. inducido por un homeomorfimo ¢ : B — B
gracias al Teorema de Nielsen, ver por ejemplo [10] para més detalles) y un bi-
holomorfismo ¢ : Fy — F haciendo conmutativo el diagrama (*) y cumpliendo
ademds que los residuos de F y F’ son iguales en las fibras correspondientes
por . Entonces podemos construir un homeomorfismo fibrado ® : S — S
conjugando F y F'.

bo

Figura 1: Conjugacion fibrada ® entre dos foliaciones de Riccati.
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Demostracion:  Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el homeo-
morfismo ¢ : B — B que induce ¢ en homotopia es holomorfo en un pequefio
entorno D; de b; para i = 1,...,k. Al igual que en la demostraciéon del Teo-
rema 5 podemos aplicar la técnica de elevacién de caminos para construir una
conjugacion topoldgica fibrada ®* en S*. Del hecho de que ¢|p, sea holomorfo
se desprende que ®* es holomorfo en p~1(D;\ {b;}), mientras que de la igualdad
de los residuos se deduce que ®* esta acotada en S*. Aplicando el Teorema de
extension de Riemann concluimos que ®* extiende holomorficamente a F;, para
i=1,...,k O
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