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1 Una breve introduccion histdrica

El estudio de la topologia de las singularidades de variedades analiticas complejas
ha sido ampliamente tratado. Entre muchos autores podemos citar a D. Mumford,
a cuyo trabajo [12] sobre las singularidades de superficies nos referiremos en breve,
y a J. Milnor (cf. [11]) quien introdujo la célebre fibracién que lleva su nombre
para estudiar singularidades de hipersuperficies en dimensién cualquiera.

En dimensién dos, un problema mas general y dificil anélisis es el estudio to-
polégico de gérmenes de foliaciones singulares. En este campo, los trabajos de C.
Camacho, A. Lins Neto y P. Sad [1, 2] supusieron un avance considerable en dicha
direccién. En efecto, en el primero de ellos se demuestra la célebre férmula del
indice, a partir de la cual se obtiene como corolario la existencia de separatrices.
En el segundo se obtiene la invariancia topolégica del nimero de Milnor y la equi-
desingularizacién de curvas generalizadas (singularidades de la foliacién en las que
en su reduccién no aparecen sillas-nodo).

Un poco més tarde, D. Cerveau y P. Sad en [3] abordaron el problema de la
determinacién de los espacios de médulos analiticos de una singularidad genérica
dentro de una clase topolégica dada. Con ese fin, primero necesitaron considerar
la clasificacion topoldgica de dos de tales singularidades, la cual obtuvieron bajo
la hipdtesis de que ambas singularidades estaban sumergidas en una deformacion
topoldgicamente trivial. El resultado clave que les permitié abordar el problema, y
por el cual es preciso introducir esa hipdtesis restrictiva, es la invariancia topologica
de la holonomia proyectiva. Como extrapolaciéon natural, en ese mismo articulo
los autores conjeturaron que dicha propiedad deberia seguir siendo cierta sin la
hipotesis de deformacion, e incluso sin las restricciones genéricas impuestas a la
singularidad.

Recientemente, en [9] se demostré la conjetura de D. Cerveau y P. Sad en
el caso topoldgicamente quasi-homogéneo (genérico), el cual recordaremos en la
siguiente seccién. Se obtuvo asi como consecuencia, la clasificacién topoldgica en
dicho contexto.

Es natural intentar demostrar dicha conjetura con la mayor generalidad posible.
Para ello es necesario comprender bien la topologia de las hojas de una foliacién
singular, lo cual es precisamente el objetivo del presente trabajo.



2 El caso topolégicamente quasi-homogéneo

En esta seccion exponemos las ideas claves de la prueba de la conjetura de Cerveau
y Sad para foliaciones topolégicamente quasi-homogéneas en el caso genérico, asi
como su clasificaciéon topoldgica. Para las demostraciones completas referimos al
lector directamente al articulo [9].

A partir de ahora U denotard una bola abierta centrada en el origen de C? y
todos los objetos que consideraremos estaran germificados en 0 € U. En particular,
un germen de curva analitica S vendra determinado por el conjunto de ceros de
una funcién holomorfa f : U — C.

Definicién 1. Decimos que un germen de curva analitica S es quasi-homogéneo si
admite una ecuacion f que es quasi-homogénea, es decir, si f pertenece a su ideal
jacobiano J(f) = (g—i, g—i). Decimos que S es topoldgicamente quasi-homogéneo
(abreviado TQH) si es topoldgicamente conjugado a un germen quasi-homogéneo.
Finalmente decimos que un germen de foliacion curva generalizada es TQH si el

conjunto de sus separatrices aisladas es TQH.

Observemos que si S es quasi-homogéneo entonces sus componentes irreducibles
son fibras de la funcién meromorfa analiticamente equivalente a é. En efecto, una
caracterizacién alternativa de la quasi-homogeneidad de una ecuacién reducida f de
S es que existan coordenadas (z,y) de manera que f se escriba en esas coordenadas
como un polinomio quasi-homogéneo con ciertos pesos «, 3:

flay)= Y aya'y'.

ait+Bj=d

Haciendo la ramificacion (z,y) = (z%,3”) obtenemos que f(z,y) es un polinomio
homogéneo de grado d en las variables (z1,y;) cuya descomposicién en factores

lineales nos proporciona constantes cq,...,cq € C tales que

d 0 21\
=f1 = T = (2 =cCk o .
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En particular la reducciéon de singularidades 7 : U — U de una foliacién F
TQH (de pesos «,3) siempre viene dado por la desingularizacién de la foliacién

Rap definida por la funcién meromorfa ;—Z Notemos que la restriccion de R,g a

OU = S? es una fibracién en circulos que es de Seifert con dos fibras excepcionales,
las intersecciones de {z = 0} y {y = 0} con OU. Ademds, genéricamente las
componentes irreducibles de S (el conjunto de separatrices de F) son cuspidales,
i.e. ¢ ¢ {0,00}. El divisor excepcional 7=1(0) contiene una tnica componente
irreducible D con un nidmero (que llamaremos valencia de D) de singularidades de
F = m*F mayor o igual a tres. El transformado estricto de S por 7 corta a 71(0)
Unicamente en d puntos de D que son singularidades de F y que se identifican con
las constantes ¢ (ver Figura 1).

Sea p : U\ {0} — D una fibracién C*, en discos punteados, que sea to-
polégicamente conjugada a la foliacién R,s y de manera que S sea una unién



Figura 1: La reduccion de singularidades de una foliacion topoldgicamente quasi-
homogénea con pesos o = 2, f = 3 y d = 3 separatrices irreductibles.

finita de fibras de p. Sea D* = D\ Sing(]—z) y X una fibra holomorfa de p so-
bre b € D*. Consideremos la representacién de holonomia proyectiva asociada al
divisor D,

H : 71(D*,b) — Diff (X, b)

y el subgrupo normal N de 71(D*,b) = (ag,a1,...,aq,a00|[[; @i = 1) generado
por af y a2,. Es facil ver que H(ag) y H(aw) son periddicas de periodos a y 3
respectivamente. Por tanto la representacién de holonomia H factoriza por medio
de H : 9™ (D*) := 71 (D*)/N — Diff(%,b). Por otro lado, un célculo sencillo (cf.
seccién 3.3) muestra que el grupo fundamental de U* = U \ S puede presentarse
como
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para ciertos enteros no nulos o, ¢»- En particular, el centro de 1 (U*) es isomorfo
a Z con generador c, y su cociente 71 (U*)/(c) es isomorfo a 79T (D*).

Consideremos ahora un homeomorfismo ® : U — U’ conjugando dos foliaciones
TQH F y F’ genéricas con separatrices S y §&’. Como ®(S) = &, ® induce un
isomorfismo @, : w1 (U*) — m1(U"™) que desciende al cociente por (c) dado lugar a
un isomorfismo % : 7$*™*(D*) — 7™ (D’*). Se puede comprobar que 7 se eleva a su
vez a un isomorfismo geométrico ¢ : w1 (D*) — m(D'*), es decir, de manera que
existe un homeomorfismo ¢ : D* — D'* tal que ¢, = .

Por otro lado, ¢ = [03] es enviado por @, sobre ¢/ = [8@1] donde ¥’ es una
fibra holomorfa de una fibracién Seifert p’ : U’ \ {0} — D’ asociada a F'. Es
posible modificar tangencialmente el homeomorfismo ® para que envie una corona
compacta C' que sea un retracto por deformacién de ¥ \ {b} sobre una corona
C" C ¥\ {b'} de las mismas caracteristicas. Finalmente, usando la genericidad de



F y F' obtenemos elementos contractantes dentro del grupo de holonomia G de F
que permiten extender ® | a un homeomorfismo 1 : ¥ — X',

Es bien conocido, ver por ejemplo [3], que si los residuos de las singularidades
de F son suficientemente genéricos (generan un subgrupo aditivo denso de C) y G
no es abeliano entonces éste es rigido, lo que implica que v es conforme.

La naturalidad de la construccién esbozada implica que el diagrama

m(D*,b) —2 s 1 (D, V)

Hl lH/ (1)

Diff(3,b) —%— Diff(¥,¥)
es conmutativo, mostrando de esta manera la invariancia topoldgica de la holonomia
proyectiva en el caso TQH genérico.
Concluimos esta seccién con la clasificacién topolédgica de los gérmenes de folia-
ciones TQH genéricos que se obtiene a partir del resultado anterior. Siguiendo la
terminologia de [3] introducimos la siguiente definicién:

Definicién 2. Decimos que un germen de foliacion TQH es N.A.G. si sus separa-
trices son todas cuspidales, el grupo de holonomia proyectiva de D no es abeliano
y los indices de Camacho-Sad de las singularidades de F sobre D\ {0,00} estdin
en C\ R, son diferentes, y generan un subgrupo (aditivo) denso de C.

Teorema 3. Sean F y F' dos gérmenes de foliaciones topoldgicamente quasi-
homogéneas N.A.G. Entonces F y F' son topoldgicamente conjugadas si y sélo si
sus holonomias son topoldgicamente conjugadas (mediante el diagrama (1)) y los
indices de Camacho-Sad de F Y F' en las singularidades correspondientes coinci-
den.

3 Utiles puramente topolégicos

3.1 La descomposicién de Jaco-Shalen-Johannson

Comencemos recordando algunas nociones previas sobre variedades de dimensién
tres que necesitaremos a continuacion.

La primera idea para estudiar variedades de dimensién tres es esencialmente
copiar la estrategia utilizada en el caso de superficies: la descomposicién mediante
suma conexa. Ello nos lleva a la nocién de 3-variedad irreducible M como aquella
que no admite una descomposicién no trivial. Dicho de otro modo, en la que toda
esfera es el borde de una bola, es decir, mo(M) = 0.

Como esta primera descomposicién no es completamente satisfactoria (sélo hay
que recordar la conjetura de Poincaré), debemos refinar la estrategia. Para ello
se introduce la nocién de superficie incompresible de M como aquella superficie
F C M que soporta topologia de M. Para una definicién precisa, ver [16]. Una
caracterizacion algebraica de la incompresibilidad es que la inclusién de F en M



induzca un monomorfismo 71 (F) < 71 (M) si F' % S? o que la clase de homotopia
de F — M en mo(M) sea no nula si F = S?.

La existencia de superficies incompresibles es un problema delicado y dificil.
Es natural restringir nuestra atencién a las llamadas variedades suficientemente
grandes (Haken) que por definicién son aquellas que admiten alguna superficie
incompresible. Una vez hecha esta hipodtesis de trabajo, la idea es descomponer la
3-variedad en trozos cortando por superficies incompresibles.

La razén para elegir superficies incompresibles es bastante natural. Pensemos
por ejemplo en una bola de dimensién tres dentro de la cual consideramos un toro
solido. Podemos descomponer la bola en dos pedazos disjuntos separados por el
borde del toro sélido. Sin embargo esta descomposiciéon no nos ayuda a entender
la topologia de la variedad inicial (una bola) sino que la complica més. Esto ha
sucedido en este caso porque el borde del toro sélido no es incompresible en el
mismo. De esta manera llegamos a la definicién de 3-variedad O-irreducible M
como aquella en la que su borde (si no es vacio) es incompresible en M.

La descomposicién de una 3-variedad demostrada por W. Jaco y P. Shalen [5]
y K. Johannson [6] independientemente, usando toros incompresibles en lugar de
esferas, puede ser enunciada como sigue:

Teorema 4. Sea M una 3-variedad irreducible, 0-irreducible suficientemente gran-
de. Entonces existe un sistema minimal de toros incompresibles T tal que M\ 7T es
una union disjunta de 3-variedades M; que son fibradas Seifert o bien atoroidales
(i.e. mo admiten toros incompresibles no paralelos al borde). Ademds, T es unico
mddulo isotopia.

Observacién 5. Para todo toro T C T y toda pieza M; adyacente a T se tiene
que las inclusiones candnicas inducen monomorfismos

7T1(T) — 7T1(Mj UT) = 7T1(Mj) — 7T1(M).

Cuando la 3-variedad M tiene una estructura de grafo, esta descomposicién
coincide con la que introdujo F. Waldhausen en [15].

3.2 Variedades de grafo

En esta seccién vamos a describir de forma intuitiva un tipo de construccién de
ciertas superficies complejas abiertas que ya aparecen en [7]. Para ello comenzamos
considerando un grafo conexo A y el conjunto V de sus vértices dotado de dos
ponderaciones

e: V-7 y g: V-7,

Para cada v € V sea m, : U, — D, un fibrado en discos de clase de Chern
e, € Z = H*(D,,Z) sobre una superficie de Riemann compacta D, de género
go > 0. Para cada arista de A uniendo dos vértices v y v’ consideramos sendas
trivializaciones locales D x D — D — D,, de m,, para w € {v,v’'}. A continuacién
pegamos los abiertos U, y U,  utilizando estas trivializaciones mediante la identi-
ficacién (x,y) — (y,x) (comparar con [8]). El resultado es una superficie compleja



W(A) dotada de un divisor D = Y D,. Hay que hacer notar que sélo la clase
veV
topoldgica de la superficie compleja W(A) estd univocamente determinada por la

construccién descrita. En general, la libertad en la eleccién de las trivializaciones
locales utilizadas en el pegado hace que se puedan construir de esta manera muchas
superficies complejas analiticamente diferentes.

Sea A(A) la matriz de interseccién de las componentes del divisor D. Podemos
ver que

e, si v=1
A(A)yyr = 1 si vy son adyacentes en A
0 en otro caso.

Observacién 6. Un célebre resultado de H. Grauert (cf. [4]) implica que si A(A)
es definida negativa entonces W (A) tiene una dnica estructura compleja. De ma-
nera mds precisa, existe una variedad analitica F' de dimension dos con una sin-
gularidad aislada P € F y un morfismo w : (W(A),D) — (F,P) tal que su res-
triccion a W(A) \ D es un biholomorfismo sobre F \ {P}. Ademds P es una
singularidad normal de F, cf. [12]. Si ademds se cumple que |det(A(A))] = 1
entonces I’ es un entorno abierto Uy del origen en C? y wuna composicion de
explosiones ™ : C2 — (C2,0) tal que la superficie (W(A), D) es biholomorfa a
(m=H(Uo), 7~ 1(0)).

Observemos también que W = W(A) admite una compactificacién natural co-
mo variedad topoldgica de dimension 4 con borde W no vacio. Como la inclusion
natural D — W induce un retracto por deformacién, es posible definir una apli-
cacién natural de M(A) := OW(A) en W*(A) := W(A) \ D que también es una
equivalencia homotépica. Como M(A) es una 3-variedad compacta, se tiene que
Z = Hy(W*) = Hy(W*), Hi(W*) = Hy(W*) y el resto de grupos de homologia de

W* son nulos.
P+23° go
v

3

~

Por otro lado, como D es un retracto de W se tiene que H; (W) = Z

donde p = dim H!'(A). Ademds, podemos considerar la sucesién exacta larga de
homologia del par (W, 0W):

= Hy(W) — Ho(W,0W) — Hy(OW) — Hy(W) — Hi(W,0W) — -+ (2)

La dualidad de Poincaré para variedades con borde implica que Hy(W,0W) =
H3(W) = 0, pues W tiene el tipo de homotopia del divisor D que es un CW-
complejo de dimensién dos. Asi pues, de (2) deducimos que el morfismo H;(OW) —
Hy{(W) es exhaustivo. Por otro lado, si el morfismo Hy(W) — Hy(W,0W) es
exhaustivo entonces Hy(0W) — H; (W) es un isomorfismo.

A partir de ahora sélo consideraremos grafos ponderados de manera que p = 0
(i.e. A esun drbol) y g =0 (i.e. D, = P! para todo v € V). Estas condiciones
son equivalentes al hecho que el divisor D es simplemente conexo, cf. [12]. En par-
ticular, Hy (W) = 0y Hy(W,0W) = H*(W) = H?(D) = ZV = Hyo(D) = Hy(W).
Sin embargo, ello no implica que M = O0W sea una esfera de homologia. De

hecho, como se deduce de los resultados de la siguiente seccién, se tiene que
H{(M(A)) =2 coker (A(A)) interpretando A(A) como un endomorfismo de ZV.



En particular, Hy(M(A)) = 0si y sélo si |det(A(A))| = 1. Asi pues, podemos con-
cluir que en general el grupo fundamental de M (A) no es trivial. Una presentacién
de dicho grupo, bajo las hipdtesis expuestas, puede encontrarse en [12]. A conti-
nuacion, procederemos a calcular el grupo fundamental de una cierta subvariedad

abierta W*(A) de W*(A).

3.3 La topologia de un divisor

Siguiendo con las notaciones anteriores, consideremos un arbol A conteniendo a A.
Pedimos que su conjunto de vértices V sea tal que para todo v’ € V' := V'\ V existe
un tinico v € V adyacente a v’ en A. A cada v’ € V' le asociamos una fibra distinta
D, de la fibracién en discos 7, : U, — D, y consideramos el divisor D= > D,
TEV
de W(A). Sea W*(A) = W(A)\ D (notemos que el caso V' = () no est4 excluido).
Para todo par v}, vh € V' se tiene que la matriz de interseccién A(A) del divisor D
verifica A(Z)vivé = Dv’l . Dvé =0.

Nuestro proximo objetivo es dar una presentacion explicita del grupo funda-
mental de W*(A). Para ello comenzaremos definiendo una serie de lazos que cons-
tituirdn un sistema de generadores de dicho grupo.

Para cada ¥ € V consideremos un lazo d que sea el borde positivamente orien-
tado de un pequeno disco conforme transverso a Dy centrado en un punto regular
de D. Fijemos un punto p de W*(A) y caminos By uniendo p y d7 en W*(A) tales
que Bz N Bz = {p}. Consideremos el sistema de lazos con punto base p dado por:

G: w=0B 0y 0", TEV. (3)
Proposicién 7. El grupo fundamental de W*(A) admite la presentacion (G|R),
donde G es el sistema de lazos introducidos en (3) y R es el conjunto de relaciones
stguientes:
I '754“? =1, Yo eV,
R: eV -
Yo, Yo]®™ =1, Yo,w e V.

La prueba de esta propiedad se obtiene inductivamente, aplicando el Teorema
de Seifert-Van Kampen a los abiertos fibrados U = U, \ D de W*(A) de manera
andloga a como se procede en [12]. El caso A = A = e, que corresponde al inicio
de la induccién no estd explicitamente tratado alli. Se trata del espacio total de
un fibrado 7 : U — D en discos sobre D = P! de clase de Chern e. En particular
M(A) es un S!'-fibrado sobre S? y la sucesién exacta larga de homotopfa contiene
el tramo

72(82) = mi(S") — m(M(A)) — 0.
z z

Se puede comprobar que el primer morfismo (de conexién) se corresponde con la
multiplicacién por e : Z — Z de forma que w1 (M (A)) & Z/eZ, tal y como se afirma
en la Proposicion 7.



Corolario 8. El grupo Hi(W*(A)) es isomorfo al conicleo de la aplicacion lineal

ZV — 7V obtenida eliminando las filas de la matriz A(A) correspondientes a los
vértices de V.

En efecto, de la proposicién anterior se desprende que Hi(W*(A)) es el grupo
abeliano generado por 1-cadenas ¢y correspondientes a los lazos 4, 7 € V médulo
las relaciones

Z A(A)yzer =0, para todo v € V.
veEV

En lo que sigue, nos interesard estudiar la 3-variedad con frontera
M(A) := M(A)\ V(D)

obtenida a partir de M(A) eliminando un entorno tubular de D’ N M (A), donde
D’ es el divisor Y. D, de W(A).
v’ eV’

Ejemplo 9. Consideremos el caso de S = {Y? = X3}. Es bien conocido que
m(C2\ 8) = (z,y|y* = 23). El morfismo de desingularizacion = : C2 — C2 de
S tiene como grafo dual ponderado A el descrito en la Figura 2, de manera que
W(A) se identifica con la preimagen por © de un entorno del origen de C? y el
divisor D con el transformado total por = de S. La matriz de interseccion de D es

AR) =

_ o O O

0
-3
0
1

=N OO
— == =

de manera que en este caso la presentacion de w1 (W*(A)) dada por la Proposicion 7
es la siguiente:

(Y0: 711572573 | 71273 = 73 293 = Yo r2vs L = i, vs] = 1)

Es inmediato comprobar que x = 1, y = 72 son generadores y que la unica relacion

no trivial entre ellos es y?> = 3. Por otro lado, del Corolario 8 deducimos que

Hl(Cz\S) = (ZCO@ch@ZCQ@ZCg,)/<7301 +63,7262+Cg,00+01 +02703> = ZCO.

3.4 Interpretacién cohomoldgica de foliaciones logaritmicas
Del Corolario 8 se deduce que H!(W*(A),C) = Hom(H;(W*(A)),C) es isomorfo
a
{() € CV Z A(A)ywps =0, Yo € V}, mediante p— (u(cs))yev-
eV

A partir de ahora supondremos que |det(A(A))| = 1. Por la Observacién 6, existe
una composicién de explosiones 7 : C? — (C2%,0) tal que W(A) es biholomorfo
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Figura 2: El grafo dual ponderado de la reduccion de singularidades de la cuspide
ordinaria {Y? = X?3}.

la preimagen de un entorno abierto U del origen de C2. Para cada componente
irreducible 7(D,), v' € V' de § = n(D") C U consideramos una ecuacién reducida
for en U. Existe un isomorfismo natural entre H*(W*(A),C) y HLz(U \ S) dado

explicitamente por
df v
MW = Z flor =5

v’ eV’ fv’

Definicién 10. Para cada v' € V' y © € V consideremos el orden de anulacion
Myy € ZT de ©* f, a lo largo de Dy:

Moy = L/ df'u’
vY 24w m(cp) f,u/ ’

Lema 11. Para todo v € V se tiene la igualdad ¢, = 5. mypcy en Hi(W*(A)).
v eV’

Antes de efectuar la demostracion de este cdlculo podemos ilustrarlo con ayuda
del Ejemplo 9. Con las notaciones introducidas alli se tiene que ¢; = 2¢q, ca = 3¢g
y c3 = 6c¢g.

Demostracion. Como |det(A(A))] = 1 resulta que coker (A(A)) = 0 y por tanto

H(W*(A)) = @ Zc,. Por consiguiente, existen enteros m,,, de manera que
v’ ev’
Co = Y. My Cy. S6lo hemos de observar que n,,, = my,. En efecto,
v eV’
1 dfv’ 1 dfv’
Myy = = = g Ny’ 57— = E Nyt Oyttt = Noyy,
27’71— 7T(Cv) fU' v’ev’ 2Z7T TF(CU//) f’U’ v"ev’
donde 6§,/ es la delta de Kronecker. O



Observemos que si u € H'(W*(A),C) no es nulo entonces w,, define una fo-
liacién logaritmica F,, sobre U cuyas separatrices contienen a S. Una propiedad
interesante de esta formulacién es que con ella es posible caracterizar las foliaciones
logaritmicas dicriticas, es decir, aquellas que admiten una infinidad de separatrices.

Proposicién 12. La foliacion logaritmica F,, es no dicritica si y solo si para todo
v €V se tiene que 1, # 0 y el cociente Ly, = —i—";’ ¢ QF siempre que v,w € V son

adyacentes en A. En tal caso, el divisor D es invariante por la foliacion f# =7m*F,
y sus indices de Camacho-Sad verifican que CS(F,, Dy, Dy N Dy) = Lyy,.

Demostracion. Consideremos la integral primera multiforme de F,, dada por F), =

[T f%'. Siv,w €V son adyacentes en A entonces existen coordenadas locales
eV’
(z,y) en un entorno Uy, de D,,N D,, en W(A) de manera que D, NU,,, = {z = 0}
y Dy NUyw = {y = 0}. La derivada logaritmica de 7*F), se escribe en estas

coordenadas como

d d
( Z ,uv/mm)/> @ ( Z uvlmwv/> YL d(funcién holomorfa).
z )

v eV’ v eV’

7 Hw

Si by, phy # 0 entonces D, y Dy, son fu-invariantes y obtenemos la férmula anun-
ciada para los indices de Camacho-Sad de ]?#. Sipy =0y pyw # 0 entonces D, es
transverso a .7?“ que por tanto es dicritica siw € V. Finalmente, si p1, = tt,, = 0, de-
ben existir (pues pu # 0) dos nuevos divisores adyacentes D, y D, con u € V tales
que fiy, =0y py # 0, en cuyo caso también concluimos que F,, es dicritica. O

3.5 La topologia de las separatrices

Sea F el germen de una curva generalizada y consideremos el conjunto S de separa-
trices aisladas de F, que no es vacio [1]. Siguiendo a [12], consideremos la variedad
de dimensién tres M(S) = S? \ V(S) obtenida eliminando de una pequefia esfera
S3, centrada en el origen, un entorno tubular V(S) de SNS2. Observemos que con

las notaciones introducidas, M(S) no es mas que la 3-variedad con frontera M(A)
asociada al grafo dual ponderado A de la desingularizacién de S.

Observacién 13. La variedad M = M(S) satisface las hipdtesis del Teorema 4.
En efecto:

- Es bien conocido, ver por ejemplo [16], que si OM # O y M % B3 entonces
M es suficientemente grande (Haken).

- La sucesion exacta larga de homotopia de la fibracion de Milnor f/|f|: M —
S (donde F es la fibra de Milnor)

0 = m(F) — ma(M) — m3(S') = m(F) = m(M) - m(SY) -0 (4
- e

implica que mo(M) = 0 por lo cual M es irreducible.
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- El cdlculo de wi(M) obtenido en la seccion anterior muestra que

m(OM) — m (M), es decir, que M es O-irreducible.

De los trabajos de F. Waldhausen y W. Neumann [16, 13] se desprende la
siguiente propiedad, también expuesta con claridad en el capitulo 4 de la tesis
doctoral de P. Popescu-Pampu, cf. [14, Théoreme 4.11.2.]

Proposicién 14. La descomposicion de JSJ de M(S) viene determinada por el
grafo dual A(S) de la desingularizacion de S de la manera siguiente: las piezas de
M(S)\V(T) son todas de tipo Seifert y estan en correspondencia biyectiva con los

vértices de valencia mayor o igual a tres (llamados vértices de ruptura) de A(S).

Observacion 15. Las piezas Seifert de la descomposicion de JSJ de M corres-
ponden a las piezas topoldgicamente quasi-homogéneas (TQH) de U* = U\ S, cf.
seccion 2.

La unicidad de la descomposiciéon de JSJ de M = M (S) implica que si ® es
un homeomorfismo conjugando dos foliaciones singulares F y F’ entonces &, :
m1(U*) — 71 (U*) es un isomorfismo que envia el grupo fundamental de una pieza
Seifert M; de M sobre el grupo fundamental de una pieza Seifert M ]’ de M' =
M(S'):

m (M) Cm (M) =y (U”),  @u(m (M) = m (M) C m(U"™).

i Qué relacion existe entre dicha descomposicién topoldgica de U* en piezas TQH
y la dindmica de la foliacién F7 A fin de responder a esta pregunta introducimos
a continuacién la nocién de 1-conexidad foliada.

4 La nocion de 1-conexidad foliada

Definicién 16. Sea F una foliacion en U y V. C U. Decimos que V es 1-conezo
en U respecto a la foliacion F (y notaremos V %z U) si para todo camino vy en
una hoja L de F que sea homdtopo (a extremidades fijas) a un camino 3 contenido
en V existe un camino o contenido en LNV homdtopo (a extremidades fijas) a
enV ya~yenL:

aCLnNV —— VDOpj

! !

yCL —— UD B~y
Observacion 17. Las siguientes propiedades son inmediatas:
e reflexiva: U 7 U;
o transitiva: W sV, VerlU —= W £ U,
e caracterizacion de la incompresibilidad de las hojas:

Pt rrU <= m(Ly) —m().
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Sea F una foliacién singular definida en un entorno Uy del origen de C? y sea
S el conjunto de sus separatrices aisladas. Es natural tomar como Uy un abierto
topolégicamente equivalente a una bola centrada en el origen. Una pregunta natural
que podemos plantearnos es: ;bajo qué circunstancias se tiene la incompresibilidad
de las hojas de F restringida a Uj = Uy \ S? Esta cuestién claramente depende de
la eleccién de Uy ya que es facil construir artificialmente abiertos de manera que
las hojas de F|y; contengan ciclos no triviales pero hométopos a constante en Uy,
cf. Figura 3.

ou

E —

Figura 3: Ejemplo de un abierto U en el que no se tiene la 1-conexidad foliada de
un punto, pues el lazo v C £ es hométopo a constante en U pero no en la hoja L.

Para matizar este problema, podemos considerar una situacién cuya dindmica
es muy sencilla: el caso hamiltoniano, i.e. una foliacién F cuyas hojas vienen dadas
por las curvas de nivel de una funcién holomorfa f : (C2,0) — (C,0) de manera que
S = f71(0). Es la situacién que tratada en [11], donde se muestra que si g, > 0
son suficientemente pequenos entonces el tubo de Milnor U = U, , = f_l(]Dn) N B,
verifica que f restringida a U* = U\ S define una fibracién localmente trivial sobre
D7. La sucesion exacta larga de homotopia correspondiente acaba en

1= FQ(D*

77) —m((F)->m{U") — ﬂl(D;) — 1,

donde F es la fibra de Milnor, i.e. una hoja cualquiera de F restringida a U*.

Asi pues, podemos concretar la cuestién anterior preguntandonos sobre la exis-
tencia de un sistema fundamental de entornos en los que sea valida la incompresibi-
lidad de las hojas (en el complementario de S). Observemos que, en la construccién
de Milnor, los abiertos U, , son saturados por F. En general, no es posible encon-
trar abiertos saturados por una foliacién singular. A fin de superar esta dificultad
consideremos el morfismo 7 : Uy — Up de reduccién de singularidades de F y sean
F =n*F y S el transformado estricto de §. Diremos que una singularidad de F es
interior si no estd sobre S ni sobre ninguna rama muerta del divisor excepcional
7=1(0) de Uy, es decir, sobre una unién maximal de divisores de valencia menor o
igual a dos conteniendo un tnico divisor de valencia uno.

El siguiente resultado proviene de un trabajo conjunto con J.-F. Mattei, cf. [10]:
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Teorema 18. Con las notaciones anteriores, supongamos que todas las singulari-
dades interiores de F son linealizables. Entonces existe un sistema de entornos U
del origen tal que para todo U de U las hojas de F restringida a U* = U\ S son
incompresibles en U*. Ademds, para todo par U,U’ € U tal que U C U’ se tiene
que la inclusion natural induce un isomorfismo entre m (U*) y w1 (U™).

De hecho, el resultado obtenido en [10] es més preciso: alli demostramos la

1-conexidad foliada de uniones arbitrarias de bloques topoldogicamente quasi-homo-
géneos de U*.
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