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Introduccion

El presente trabajo tiene su origen en la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden en el campo complejo. Dada una tal ecuacién diferencial holomorfa en C” se
quiere representar la disposicion de las soluciones, las cuales son superficies de Riemann
parametrizadas por el tiempo complejo. La globalizacién de esta idea induce de manera
natural la nocién de foliacién holomorfa por curvas en una variedad compleja de dimensién
n. El caso n = 2 es de especial interés pues en él la dimension y la codimension compleja de
las curvas soluciones coinciden. Es en este contexto donde vamos a plantear los problemas
de modulos topoldgico-analiticos que trataremos. El problema consiste basicamente en
describir cuantas clases analiticas diferentes contiene el conjunto de foliaciones de una clase
topoldgica fijada. Mas precisamente, si Fy es una foliaciéon holomorfa en una superficie
compleja S, consideremos el conjunto de las foliaciones holomorfas F en S de manera
que exista un homeomorfismo ¢ : S — S que envie las hojas de Fy sobre las hojas de
F. Es habitual reducirse al caso en que ¢ preserva la orientacion de S. Nosotros haremos
una hipdtesis suplementaria y pediremos que ¢ preserve asi mismo las orientaciones de las
hojas de Fy y F. Abreviaremos todo ello con la notacién F ~i., Fy. Por otra parte, F
se dice analiticamente conjugada a Fy, notado mediante F ~,, Fo, si y so6lo si existe un
biholomorfismo ¢ : S — S de manera que p*F = Fj. El espacio de mddulos de Fy es por
definicion

M(fO):{f| f’\’top fO}/ ~an -

Existe otra aproximacién al problema muy utilizada en la literatura por su versatilidad:
las deformaciones y los despliegues. Sea P un espacio (analitico) de pardmetros y conside-
remos una familia continua (holomorfa) de foliaciones ¢ — F; en una superficie compleja
S, que llamaremos deformacién (holomorfa) de Fy. Decimos que la deformacién F; es
topolégicamente trivial si existe una familia continua de homeomorfismos ¢; : S — S
conjugando Fy y F; de manera que ¢g = id. Si la deformacién F; es holomorfa podemos
considerar una foliaciéon holomorfa F de dimension uno en el producto S x P de manera
que Fisxqy = F;. Siexiste una foliacién holomorfa G de codimensién uno en S x P con la
misma propiedad: G|sx(y = Fi, entonces decimos que la deformacién F; es subyacente al
despliegue G. Si las singularidades de todas las foliaciones F; son del mismo tipo analitico
hablamos de deformaciones y despliegues equisingulares. Existe una teoria bien fundamen-
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tada para abordar el estudio de los espacios de modulos de los despliegues equisingulares
de una foliacién holomorfa, cf. [GM87, GM89b, Mat91, MN94].

Este trabajo constituye una aportacién al estudio de los espacios de médulos topoldgi-
cos-analiticos de las foliaciones holomorfas en dimensién dos. En él hemos tratado tanto
el caso global como el local. En ambos contextos nos hemos interesado por una clase
de foliaciones que fueran transversas a una fibracion, fuera de un niumero finito de fibras
imvariantes. Ello nos permite reducir el estudio de dichas foliaciones al de su estructura
transversa, es decir, al de su representacién de holonomia. En el caso global consideramos
siempre superficies complejas compactas S que son el espacio total de un fibrado localmente
trivial p : S — B de base y fibra no singulares. En el caso local nos interesaremos por
gérmenes de foliaciones singulares tales que después de efectuar una o mas explosiones la
foliacion inducida sea transversa a la fibracion de Hopf (de una componente irreducible)
del divisor excepcional, fuera de un nimero finito de fibras invariantes.

Vamos a exponer los resultados obtenidos comenzando con las hipdtesis mas generales
y acabando con la situacion mas concreta. El primer resultado nos proporciona una re-
duccion del problema de modulos en superficies fibradas: bajo hipotesis genéricas, toda
deformacién topoldgicamente trivial es subyacente a un despliegue.

Teorema 1. Sea S una superficie compleja compacta que es el espacio total de un fibrado
localmente trivial de fibra lisa F sobre una curva B. St F es una foliacion holomorfa en S
diferente de la fibracion, y que admite una fibra invariante £y con todas sus singularidades
hiperbolicas y grupo de holonomia rigido, entonces toda deformacion topologicamente tri-
vial de F es subyacente a un despliegue.

Dada una foliacién holomorfa F en S y consideramos su fibrado tangente Tz, entonces
el grupo de cohomologia H'(S,O(Tx)) se interpreta como los despliegues infinitesi-
males de F. Aplicando algunos resultados de caracter cohomolégico de [MN94] y [GM89a]
obtenemos a partir del Teorema 1 un primer resultado de rigidez.

Teorema 2. En las hipdtesis del Teorema 1, si ademds se cumple que H'(S,O(TF)) =0y
todas las singularidades de F son reductdas entonces toda deformacion topolégicamente
trivial de F es analiticamente trivial.

Para encontrar aplicaciones del Teorema 2 restringiremos nuestra atencién a super-
ficies regladas, es decir, superficies fibradas de fibra F' = CP!. La razén por la cual
hacemos esto es que existe un estudio exhaustivo de X. Gémez-Mont donde se muestra
que en superficies regladas la condicién cohomoldgica anterior se verifica casi siempre y se
caracteriza las foliaciones excepcionales F de una superficie reglada S par las cuales
H'(S,0(T¥)) # 0. Estas son las de la siguiente lista (L):

(1) F esla fibracion p: S — B.
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(2)
(3)
(4)

F es una foliacién de Riccati respecto de la fibracion p.
F es una foliacion no singular en una superficie reglada sobre una curva eliptica.

F es una foliacién en el explotado de CP? en un punto P, y cuyo fibrado tangente Tz
tiene clase de Chern de la forma ¢(Tx) = f — nl, donde f y 1 denotan las clases de las
transformadas estrictas de sendas rectas de CP?, la primera pasando por el punto Py
la segunda evitando P.

Hagamos algunos comentarios sobre dicha lista:

(a)

(b)

El producto S = CP! x CP! tiene dos reglas y por tanto las situaciones (1) y (2)
pueden darse con cualquiera de ellas. En el resto de superficies regladas la fibracion
es Unica.

Recordemos que una foliaciéon de Riccati en una superficie reglada p : S — B es
una foliaciéon que admite un nimero finito de fibras invariantes fuera de las cuales es
transversa a la fibracion.

Como se muestra en [GM89al, las foliaciones no singulares en superficies regladas
elipticas (es decir, en las que la base B = FE es una curva eliptica) diferentes de la
fibracion y de una foliacién de Riccati solamente pueden aparecer en un cociente no
ramificado del producto CP! x E. Dicho producto es también una superficie eliptica en
el sentido de que admite una fibracion por curvas elipticas, en este caso se tienen por
ejemplo los feuilletages tourbillonnés que se describen en el trabajo de M. Brunella
[Bru97]. De hecho, utilizando la clasificacién de foliaciones regulares en superficies
algebraicas de este autor se observa que todos los ejemplos de la situacién (3) que no
estan contenidos en los casos (1) y (2) son de este tipo.

Ejemplos del tipo (4) pueden ser construidos explotando un punto regular P de deter-
minadas foliaciones holomorfas F en CP?, cf. [GM89a]. En este caso, la dimensién de
H'(S,0(Tz)) es uno y ello se interpreta, desde el punto de vista de las deformaciones,
como la variacién del punto P dentro de la hoja de F que lo contiene.

Particularizando el Teorema 2 al contexto de superficies regladas obtenemos el siguiente
resultado de rigidez genérica valido para la mayoria de foliaciones, exceptuando de manera
explicita las que acabamos de describir.

Teorema 3. Sea S una superficie reglada y F una foliacion holomorfa que verifica:

(1) F tiene una fibra invariante fo con todas las singularidades hiperbdlicas y grupo de

holonomia rigido.
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(2) Todas las singularidades de F fuera de fy son reducidas o bien tienen nimero de Milnor
1 y traza no nula.

(3) El fibrado tangente Tr de F verifica H'(S,O(Tx)) = 0, es decir, la foliacién F no
pertenece a la lista (L).

Entonces toda deformacion topologicamente trivial de F es analiticamente trivial.

Una subfamilia importante de foliaciones en superficies regladas de la lista (L) y que
quedan excluidas del Teorema 3 son las foliaciones de Riccati, las cuales merecen un estudio
propio. Es por ello que nos preocupamos por su clasificacién analitica y topoldgica. Sea
pues una foliacion de Riccati F en una superficie reglada p : S — B con k > 0 fibras
invariantes f; = p~'(b;), i = 1,...,k. Sea Xy = p~'(bp) una fibra transversa a F y
I' € Diff(¥y) = PSL(2,C) el grupo de holonomia de la representacién

Hg-g : 71'1(B \ {b17 S 7bk}7 bO) - DIH(EO)

Recordemos que F se puede obtener en S\ (f; U---U fi) como la suspensién de la re-
presentacion Hj’é). Por otra parte, todo automorfismo de una superficie reglada preserva la
fibracion e induce por tanto un automorfismo de la base. La teoria clasica de suspensiones
nos proporciona la conocida clasificacién analitica de foliaciones de Riccati: Con las no-
taciones anteriores, dos foliaciones de Riccati F y F’ en S son analiticamente conjugadas
si y sélo si existe un automorfismo de la base ¢ : B — B cumpliendo que ¢(b;) = b
y existe un biholomorfismo ¢q entre las fibras X y 3 = p~1(b}) tales que conjugan las
representaciones de holonomia de F y F’, es decir, se cumple la igualdad

b/
(po)x 0 HY = Hp o, (1)

donde (). : Diff(¥q) — Diff(X{) denota la conjugacién por ¢q y ¢. es el isomorfismo
inducido por ¢ en homotopia.

El enunciado andlogo para la clasificacion topoldgica, bajo hipdtesis genéricas, de las
foliaciones de Riccati esta formulado en el siguiente teorema, cuya importancia no es tanto
lo que afirma sino cémo lo afirma. Aunque éste es el contexto adecuado donde este tipo
de resultado se expresa de una manera natural, es en el estudio local de ciertos gérmenes
de foliaciones singulares donde se revela como una aportaciéon importante. Sin embargo,
en el contexto local es necesario superar ciertas dificultades técnicas adicionales que no
permiten expresar el resultado de una manera tan clara. Es por ello que lo presentamos
de una forma precisa en el caso de foliaciones de Riccati.

Teorema 4. Continuando con las notaciones anteriores, sea S una superficie reglada y F
una foliacion de Riccati en S con k fibras invariantes fi = p~*(b;), i =1,... k.
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(A) Si F' es una foliacion holomorfa en S topolégicamente conjugada a F por un homeo-
morfismo ¢ que preserva las orientaciones de S y de las hojas, entonces:

(1) La foliacion F' es de Riccati y tiene k fibras invariantes f/ = p~ (b)), i =1,... k.

(2) Eziste un homeomorfismo £ : S — S isdtopo a la identidad tal que QAS =£0¢
continia conjugando F y F' y ademds envia la transversal Y9 = p~'(by) sobre otra
fibra 33 = p~L(b}) transversa a F'; también existe un isomorfismo geométrico
Y :m(B\{b1,...,bk},b0) = mi(B\{b},..., 0.}, b) (i.e. inducido por un homeo-

morfismo de la base que preserva la orientacion) de manera que

P« © ¢ = p o ps (2)

y se verifica la conjugacion de holonomias (1) tomando como ¢, el homeomor-
fismo ¢p5, : Ly — 2.

(3) Si ademds el grupo de holonomia I" de F es rigido entonces g es un biholomor-
fismo (i.e. una homografia) y los residuos de las singularidades correspondientes
por ¢ son iguales.

(B) Reciprocamente, si F' es una foliacion holomorfa en S verificando la hipdtesis (1) de
la parte (A), y ademds

(2’) existe un biholomorfismo @y : Lo — X4 = p~1(b) y un isomorfismo geométrico
Y (B\{b1,...,bx},bo) = mi(B\{b),...,b.},by) de manera que se tenga la
conjugacion de holonomias (1), y

(3°) los residuos de las singularidades de F y F' en las separatrices correspondientes
por i son iguales,

entonces F y F' son topoldgicamente conjugadas por un homeomorfismo fibrado ¢ :
S — S que preserva las orientaciones e induce 1 en homotopia, es decir, verificando

la igualdad (2).

Nota: Decimos que un subgrupo I" de PSL(2,C) es rigido si y sélo si todo homeomorfismo
¢ : C — C que conjugue I' y I = pI'p~! C PSL(2,C) es conforme. Remitimos a [Sul85]
para mas detalles sobre ésta y otras nociones de rigidez.

Las clasificaciones analitica y topoldgica de las foliaciones de Riccati genéricas permiten
determinar los espacios de médulos de éstas. Para acabar con los aspectos globales, v a
modo de ejemplo, se presenta en el capitulo 3 los espacios de modulos de una clase muy
particular de foliaciones de Riccati que no verifican la hipdtesis genérica de rigidez de su
grupo de holonomia expresada en el Teorema 4: las foliaciones de Riccati en superficies
de Hirzebruch con holonomia abeliana y singularidades hiperbdlicas. Estas folia-
ciones seran denominadas quasi-lineales pues contienen de manera natural la familia de
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foliaciones lineales clésicas del producto C x C. Expresado brevemente, el resultado es el
siguiente: Sea F una foliacién de Riccati en la superficie de Hirzebruch F, = P(O & O(e)),
e > 0, con k fibras invariantes, singularidades hiperbdlicas y holonomia abeliana. Si k = 2
entonces la foliacién F es lineal y su espacio de médulos se identifica con el semiplano
{a € C| Ima > 0} a donde pertenecen los residuos de las singularidades de F. Si k > 3y
F tiene residuos o, . . ., ay (los cuales verifican la relacion oy + - - -+ ay, = e por la férmula
del indice de [CaSa82]) entonces hemos de considerar el espacio de configuracién de las
fibras invariantes

Fu(S?) = {(21,...,7%) € (SP)¥| 2y £ x;sii # 5} (3)
y el subconjunto del producto Fj(S?) x (C\ R)* de manera que los residuos (81, .., )
cumplan la relacion
B —aq L Br — g
Im oy Imoy,

El espacio de modulos de F se identifica con un cociente de dicho subconjunto por una
accién del grupo simétrico &y y del grupo de Moebius PSL(2,C), cf. Teorema 3.15 para
mas detalles.

En el contexto global s6lo hemos considerado foliaciones con singularidades reducidas,
en particular, dadas localmente por una 1-forma

con parte lineal w; no nula. Pasemos a abordar el problema de moédulos local para sin-
gularidades sin parte lineal. El origen de este trabajo se encuentra en el articulo de D.
Cerveau y P. Sad [CeSa86], cuya lectura nos ha motivado a continuar su estudio. En él,
los autores se interesan por el espacio de mdédulos M(Fy) de una foliacién Fy dada por
una 1-forma del tipo

w=w, + -

que verifica unas hipotesis genéricas, que denotaremos por N.A.G. y que explicamos con
detalle en el capitulo 4 de la memoria. De hecho, estos autores obtienen sus resultados sobre
el subconjunto de M(F;) que describimos a continuacién: Consideremos el conjunto
de las 1-formas w’ que son topoldgicamente conjugadas a w de manera que exista una
deformacion topoldgicamente trivial 7, dependiente continuamente del parametro t €
[0,1] y uniendo w y «’, es decir, tal que ny = w y 71 = w’. Debido a esta dependencia
del parametro ¢, en [CeSa86| los autores denominan a dicho conjunto, médulo conjugacién
analitica, como el espacio de t-médulos de w. Algunos de los resultados que obtienen son
los siguientes:

(1) El espacio de t-médulos de una 1-forma w = wy + --- N.A.G. es trivial.
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(2) Elespacio de t-mddulos de una 1-forma w = w3 +--- N.A.G. se identifica con C\{0, 1}.

(3) Sea 7; una deformacién topolégicamente trivial de una 1-forma w = w, + --- N.A.G.
Supongamos que la familia S; de serparatrices de n; es analiticamente equivalente al
conjunto de v+1 rectas complejas fijadas. Entonces la deformacion 7, es analiticamente
trivial.

Nuestro objetivo es obtener resultados analogos sin hacer uso de los parametros. Una pieza
clave en la demostracién de estas propiedades es la invariancia topolégica de la holonomia
proyectiva por deformaciones:

Teorema 5 (Cerveau-Sad). Sea w = Adx + Bdy un germen de 1-forma holomorfa en el
origen cuyo primer jet no nulo w, es general y n; una deformacion topoldogicamente trivial
de w. Entonces las holonomias proyectivas de w y 1n; son topologicamente conjugadas.

Nota: La hipdtesis w, general, introducida por estos autores, se define con precision en el
capitulo 4, y como su nombre indica es genérica en el conjunto de 1-formas homogéneas
de grado v.

En el mismo articulo se conjetura el mismo resultado sin utilizar deformaciones:

Conjetura 6 (Cerveau-Sad). Siw y w' son topoldgicamente conjugadas entonces sus
holonomias proyectivas también lo son.

Ello como paso previo para abordar el problema de médulos sin pardmetros:

Problema 7 (Cerveau-Sad). Calcular el espacio de mddulos de un germen de 1-forma
w=uw, +- - N.A.G.

Nuestra aportacion es precisamente ésta: la eliminacion de los pardmetros, respondien-
do asi a los problemas planteados. El contexto sera precisado en cada enunciado.

La dificultad del problema proviene del hecho que en general un homeomorfismo no
extiende continuamente al divisor excepcional, en cuyo caso todos estos resultados serian
consecuencia inmediata de la teoria general de foliaciones. Vamos a exponer brevemente
la linea de resultados que hemos seguido para llegar a nuestro objetivo:

(1) Toda foliaciéon w = w, + -+ con w, general es topolégicamente conjugada a una
foliacién con la misma representacion de holonomia proyectiva y cuyas separatrices
son v + 1 rectas por el origen (i.e. una foliacién homogénea).

(2) Sean F,F’ dos foliaciones homogéneas cuyas separatrices respectivas sean las rectas

v+1 v+1

5= U{y =tz y = U{y = tjx}.
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Si ¢ es un germen de homeomorfismo que conjuga F y F' preservando las orientaciones

entonces existe un isomorfismo geométrico ¢ : w (D \ {t1,...,t,11},t0) — m (D \
{t1,...,t, 1}, t) que hace conmutativo el diagrama:
71 (C?\ S, o) P m(C\ S, )

p*l l?’* (4)
D\ {t1, ..ty b to) —— m(D\{t, ...t} t))

donde D denota el divisor excepcional de la explosion del origen. En otras palabras,
aunque ¢ no extienda a D después de la explosion, su accién en homotopia siempre
estd definida. Ello es consecuencia de un estudio topoldgico del problema del cual se
deduce que 71(D \ {t1,...,t,41}) es el cociente de m;(C? \ S) por su centro.

Con las mismas notaciones del punto anterior, si ademas la foliaciéon explotada F tiene
todas sus singularidades hiperbdlicas entonces existe un germen de homeomorfismo
©o : (B, t0) — (B4, ) tal que hace conmutativo el diagrama

D\ {t1, .. tus}i o) s (DAt 10} 1)
e | [ (5)
Diff(ztm tO) ﬂ) Dlﬁ(2t67 t6)

donde Y, y Xy denotan pequenos discos transversos a F y F', contenidos en las
fibras de Hopf sobre ¢ y t; respectivamente, y (¢o). denota la conjugacién por gy.
Vemos con esta formulacién que las foliaciones homogéneas son el analogo local de
las foliaciones de Riccati que hemos tratado en el contexto global, cf. Teorema 4.

Siempre con las mismas notaciones, si ademéds F es N.A.G. entonces el grupo de
holonomia proyectiva G de F es rigido, es decir, toda conjugacion topoldgica entre G
y otro subgrupo de Diff(C, 0) es conforme. Por tanto el germen de homeomorfismo ¢y
anteriormente introducido es de hecho un biholomorfismo. Una consecuencia de este
hecho es la igualdad de los residuos de las singularidades de F y F’ en las separatrices
correspondientes por ¢.

Reciprocamente, si F y F’ son dos foliaciones homogéneas N.A.G. con separatrices
v+1 v+1

S = Ul{y =tz y S = Ul{y = tix} tales que existe un isomorfismo geométrico
j= j=

Y m(D\A{tr,...,tusat,to) = m(D\ {t),...,t, 1}, %)) ¥y un germen de biholomor-

fismo g : (X4, t0) — (X4, ) haciendo conmutativo el diagrama (5) y de manera que
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los residuos de F y F' en las singularidades correspondientes por ¢ coinciden, entonces
existe un germen de homeomorfismo ¢ : (C%,0) — (C?,0) que conjuga F y F’ preser-
vando las orientaciones e induciendo ¢ en homotopia, es decir, haciendo conmutativo
el diagrama (4).

Los dos primeros puntos pueden resumirse en el siguiente teorema:

Teorema 8. La holonomia proyectiva es un invariante topoldgico de las foliaciones defi-
nidas por una 1-forma w = w, + - -+ cuyo primer jet no nulo w, es general.

Los puntos (3), (4) y (5) nos proporcionan la clasificacién topolégica de las folia-
ciones homogéneas N.A.G., que junto a la clasificacion analitica que obtienen D. Cerveau
y P. Sad en [CeSa86] utilizando las ideas de F. Mattei y R. Moussu, cf. [MMS80], nos
permite abordar el problema de caracterizar los espacios de mdédulos de dichas foliaciones.
Los resultados obtenidos son los siguientes:

Teorema 9. Todo germen de foliacion holomorfa Fy definida por una 1-forma w = wo+- - -

N.A.G. es rigida, i.e. M(Fy) = {[Fo]}.
Teorema 10. Sea Fy un germen de foliacion holomorfa definida por una 1-forma
w=w3+- - NAG.

Entonces el espacio de médulos M(Fy) de Fo se identifica con un recubrimiento conexo
de C\ {0,1} de grupo fundamental trivial o isomorfo a Z, el cual estd completamente
determinado por la representacion de holonomia de Fy. Ademds, el caso genérico es el
primero, es decir, genéricamente M(Fy) es el disco, como recubrimiento universal de

C\ {0,1}.

Las técnicas utilizadas funcionan en general para foliaciones homogéneas N.A.G. de
orden v > 4 aunque en este caso sélo es posible caracterizar el espacio de médulos de Fy
relativo a la clase homogénea, la cual notamos por H:

MH(f0> = {f S H| F ~top fo}/ ~an“ M(fo)
Para ello, y de acuerdo a (3), introducimos el espacio
Fy 1. (S?) := F(S*\ {0,1,00}) & F},3(S*)/PSL(2,C).

Teorema 11. St Fy es una foliacion homogénea N.A.G. con v + 1 separatrices entonces
My (Fo) se identifica con un recubrimiento conexo de Fs, _o(S*) cuyo grupo fundamental
estd completamente determinado por la representacion de holonomia de Fy.
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La demostracion involucra los grupos de trenzas, los espacios de Teichmiiller y de
Riemann y los mapping class groups de la esfera menos un ntmero finito de puntos. Un
tratamiento analogo admitirian las foliaciones de Riccati en superficies regladas con base
una superficie de Riemann compacta diferente de la esfera.

En el capitulo 5 obtenemos una generalizacion de este ultimo resultado a una clase
mas amplia y natural de singularidades. Recordemos brevemente la nocién de foliacion
quasi-homogénea (cf. [Mat00] para una exposicién detallada) de la cual las foliaciones
homogéneas son un caso particular: Una foliacion F se dice quasi-homogénea de pesos
(cr, B) (dos enteros positivos coprimos) si las separatrices de F son un nimero finito de
hojas de la fibracién dada por el campo R, = owca% + ﬁya% que admite como integral

. {67 . .7
primera meromorfa H(z,y) = %5, fuera de las cuales F es transversa a dicha fibracién.

Decimos que F pertenece a la clase QH(a, ;v + 1) si existen ¢4, ...,t,,1 € C diferentes
v+1

tales que las separatrices de F son S = |J{y* — t;2% = 0}. El caso homogéneo se
j=1

obtiene de manera evidente cuando @ = § = 1. Toda foliacién quasi-homogénea es una
curva generalizada, de manera que su resolucion de singularidades coincide con la de sus
separatrices, i.e. con la de la fibraciéon dada por R, 3. En la Figura 5.1 ilustramos su arbol
de reduccién, el cual contiene un divisor central D = CP! cuyas fibras de Hopf que no pasan
por 0, 0o coinciden con las transformadas estrictas de las hojas {y* —ta’}, t € C* de R, .
La situacion en un entorno de dicho divisor es analoga a la del caso homogéneo excepto
por la existencia de los divisores adyacentes sobre 0,00 € D. Si los ejes no son separatrices
de F, es decir, si todas las separatrices de F son fibras regulares de la fibraciéon R, g,
entonces la representacion de holonomia

Hj;f‘) : 71—1(D \ {07 Ooatb s 7tl/+l}7t0) - Diﬂ(ztmtO)a

donde ¥y, = {y® — toz® = 0}, verifica que HR(eg) = ho y H2(ex) = hao son periédicos:
hy = h? =id. En este contexto obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 12. Si Fy € QH(a, B;v+1) es una foliacion quasi-homogénea N.A.G. entonces
su espacio de médulos Moy (Fo) relativo a la clase quasi-homogénea es un espacio re-
cubridor conexo de F3,(S*) cuyo grupo fundamental estd completamente determinado por
la representacion de holonomia de Fy.

En todas las situaciones analizadas hasta ahora, tanto locales como globales, las folia-
ciones que hemos tratado eran transversas a una fibracion fuera de un nimero finito de
fibras invariantes, hecho éste que nos permitia recuperar la foliacion fuera de estas fibras
como suspension de su representacion de holonomia. En el caso global esta propiedad
era caracteristica de las foliaciones de Riccati. Con el espiritu de generalizar esta filosofia
de determinar el comportamiento dindmico de una foliacién con la tunica ayuda de su
holonomia, en el capitulo 6 presentamos una nociéon que generaliza las definiciones de
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holonomia adoptadas hasta ahora: Definimos la holonomia generalizada de una fo-
liacién holomorfa en una superficie compacta S respecto de una transversal global ¥ como
el conjunto de aplicaciones multivaluadas de > en 3 obtenidas por prolongacién analitica
de todos los gérmenes de holonomia definidos por caminos contenidos en hojas de F y
extremos sobre . De manera natural se plantean dos preguntas:

(1) {Es la prolongacién analitica de la holonomia un objeto global? Mds concretamente,
Jexiste prolongacién analitica fuera de un conjunto numerable de 37 Las funciones
analiticas que tienen dicha propiedad se conocen por el nombre de S-funciones, cf.

[Kho95].
(2) (Es la prolongacién analitica de la holonomia a su vez holonomia?

Vamos a plantear estas preguntas en superficies algebraicas y mas concretamente, en
S = C x C. Observemos que si F es una foliacion de Riccati entonces su holonomia
generalizada respecto de una fibra vertical transversa no es otra cosa que la imagen de
su representaciéon de holonomia clésica y esta compuesta tnicamente por funciones uni-
valuadas, méas concretamente, por homografias. Los primeros ejemplos de foliaciones en
S = C x C que no son transversas a la fibracién vertical son las llamadas foliaciones de
Riccati generalizadas, dadas por una 1-forma del tipo:

w = p()dy + (ag(z) + a1 (z)y + - - + aq(x)y?)dz,

con d > 3. La foliacién F,, deja de ser transversa a la fibracién vertical, ademés de en las
fibras invariantes {x = x;}, con p(z;) = 0, en toda la recta {y = oo}. Por otra parte, si
una foliacién F es pull-back de una foliaciéon de Riccati entonces la holonomia de F estara
compuesta por ramificaciones de homografias, y por tanto no serd una situacién sustan-
cialmente diferente de la del caso Riccati. Es por ello que en la seccién 6.1 presentamos
una caracterizacion de las foliaciones de Riccati generalizadas en C x C que son pull-back
de alguna foliacién de Riccati.

Las foliaciones de Riccati generalizadas verifican una propiedad interesante: admiten
una secuencia (wy),>o de Godbillon-Vey finita, mas concretamente, con w, = 0 si n > d.
Es conocido que wy = 0 es equivalente a que la foliacién determinada por wy sea transver-
salmente afin, y que wz = 0 caracteriza a su vez las foliaciones transversalmente proyectivas,
todo ello en un abierto de Zariski. En [CaSc95] se proponia el estudio sistemadtico de las
foliaciones admitiendo una secuencia de Godbillon-Vey con w,, = 0 para todo n > d, como
punto de partida en la estratificacién del espacio de las estructuras transversas mas alla del
caso proyectivo. Los trabajos de [BLL97, BLL99] muestran que la dindmica no resoluble
implica la no existencia de ningun tipo de estructura geométrica transversa, ello junto al
hecho, expuesto en la seccién 6.2, de que existen ejemplos de foliaciones de Riccati gen-
eralizadas con holonomia no resoluble, responde negativamente al problema expuesto en

[CaSc95].
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A pesar de ello, nos parece acertado comenzar el estudio de la holonomia generalizada a
partir de estas foliaciones, pues constituyen el primer paso en la pérdida de transversalidad
con la fibracién que nos aleja del caso Riccati. En el capitulo 7 analizamos con detalle una
familia de foliaciones de Riccati generalizadas, definidas por las 1-formas

wpp = 22dy + (1 — Az)y(y — 1)(y — p)da,

que aun siendo de variables separadas nos proporcionan una riqueza insospechada desde
el punto de vista de la prolongacion analitica de su holonomia. El estudio realizado en el
capitulo 6 muestra que w, es pull-back de una foliacién de Riccati si y sélo si p € Q y
que si éste no es el caso entonces la holonomia de la separatriz {z = 0} es no resoluble. Se
trata unicamente el caso genérico p € R\ Q. Tomando como transversal ¥ = {x = z¢},
xg # 0, %, oo y caracterizamos la holonomia generalizada de F, , respecto de 3. Para
ello observamos que w, y admite una integral primera multivaluada de la forma H(z,y) =
f(y) — g(x) que nos permite abordar el problema de una manera explicita. Esta situacién
se da para cualquier foliacién en C x C de variables separadas w = R(y)dy — S(z)dx con
R, S funciones racionales de la variable correspondiente. En este contexto es ficil ver que a
cada germen de holonomia h. : ¥ — X le podemos asociar un elemento de la monodromia
(aditiva) de H, de manera que con gérmenes adecuados de fy f~! se tiene la igualdad

hy=f7(f+0¢) (6)

Otra consecuencia del hecho de tener una integral primera de variables separadas es que el
conjunto de gérmenes de la forma (6) con ¢ perteneciente al grupo de monodromia de H,
es invariante por prolongacién analitica. Dos cuestiones restan entonces por responder:

(1) (Es todo germen del tipo (6) realizable como germen de holonomia? La respuesta
afirmativa implica que toda la holonomia generalizada estd compuesta por gérmenes
de holonomia.

(2) Dados dos gérmenes de la forma (6), jcudndo es uno prolongacién analitica del otro?
Es decir, ; cudntas componentes conexas tiene la superficie de Riemann de la S-funcién
holonomia generalizada?

El resto del capitulo 7 esta dedicado a responder a estas dos preguntas en el caso de la
familia w), » introducida antes: La respuesta a la primera pregunta es afirmativa. En cuanto
a la segunda, depende del valor de A:

(a) Si A = 0 la S-funcién holonomia generalizada tiene sélo dos componentes conexas:
la de la identidad y la de la involuciéon geométrica que se presenta en un entorno de
{y = 00} N3 debida a la tangencia (de orden 2) de las hojas con la fibracién vertical.
El estudio de esta involucion es el objetivo de la seccién 7.3.3
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(b) Si A # 0 entonces la foliacién F,, , admite dos fibras verticales invariantes, cuyo com-
plementario tiene grupo fundamental ciclico infinito. En este caso se pone de manifiesto
que las componentes conexas, diferentes de la identidad, de la holonomia generalizada
se corresponden con los elementos de Z. El cero esta asociado a la involucién anterior-
mente descrita.
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Capitulo 1

Definiciones y preliminares

1.1 Foliaciones singulares en superficies complejas

Comencemos definiendo el objeto de estudio del presente trabajo: la nocién de foliacion
holomorfa singular.

Definicién 1.1. Una foliacion holomorfa singular F de codimension uno en una variedad
compleja M consiste en un subconjunto analitico Sing F C M de codimension mayor o
igual que dos y una descomposicion de M \ Sing F en hipersuperficies conezxas (llamadas
hojas de la foliacion) de manera que para todo punto p € M \ Sing F existe un entorno
coordenado U %5 C" (llamado abierto trivializante) cumpliendo que para todo ¢ € C el
conjunto o~ ({z, = ¢}) (llamado placa de F) estd contenido en una hoja. Si el conjunto
singular Sing F es vacio entonces decimos que la foliacion F es regular.

Vamos a centrarnos en el caso de una foliacién holomorfa F en una superficie compleja
S. Para cada abierto trivializante (U, ) de F podemos considerar la composicién ¢ =
a0 : U — C de ¢ con la segunda proyeccién my : C2 — C, my(x,y) = y. Por definicién,
@ es una submersion cuyas fibras son placas de F. También podemos considerar el campo
Xy = (cpfl)*(a—am) y la 1-forma wy = ¢*dy holomorfos en U. Las curvas integrales de los
cuales coinciden con las fibras de la submersion local @.

Sea {(U;, ¢i) }ier un atlas de abiertos trivializantes de F en S\ Sing F. Si U; N U; #
() entonces el cambio de cartas ¢;; = ;0 ;' 1 C? — C? es de la forma (z,y) —
(a;j(x,y),bi;(y)), las submersiones locales cumplen que @; = b;; o p; y existen funciones
Gij, hij - UyNU; — C* de manera que los campos y formas locales determinados por ¢; y
p; verifican que X; = ¢;;X; vy w; = h;jjw; en U; NU;. Por construccién, las familias de fun-
ciones {g;;} v {hi;} verifican ambas la condicién de cociclo: g;;9x9m = 1y hijhjrhu = 1,
en una triple interseccién no vacia U; N U; N Uy # 0, y definen por tanto sendos fibrados
de linea sobre S'\ Sing F asociados de manera natural a F: El fibrado tangente T s\sing 7

15
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y el fibrado conormal N J*EI 5\Sing F- Se tienen también dos morfismos X' : T'rig\ging 7 — T'S
yw N F5\Sing F TS definidos sin ambigiiedad mediante

X(/]Z : T]—'|Ui = Uz xC — TS\Ul
(p7 t) — tXi<p)

w"Ui : N;‘Ui 2U;xC — TSy,
(p,t) — twi(p).

En [GM87] se muestra que dichos fibrados extienden de manera tinica a dos fibrados de linea
holomorfos T’ y Nj sobre la superficie completa S y los morfismos X' yw'a X : T — T'S
y w: Nz — T*S anuldndose en Sing F. De esta manera podemos caracterizar el lugar
singular de F como Sing F = {p € S| X(p) =0} = {p € S| w(p) = 0}. De hecho, el dato
de una foliaciéon holomorfa singular F en una superficie compleja S se puede dar de tres
maneras equivalentes con:

(1) un atlas foliado {(U;, ;) } en S\ Sing F.
(2) el fibrado tangente T y un morfismo de fibrados X : Tx — T'S.

(3) el fibrado conormal N y un morfismo de fibrados w : N3 — T*S.

Por otra parte, el conjunto de clases de isomorfismo de fibrados de linea sobre S tiene
una estructura natural de grupo abeliano si consideramos como operacién el producto
tensorial de fibrados. Dicho grupo se conoce como grupo de Picard de S y se denota por
Pic(S), el cual es isomorfo al grupo de cohomologia H'(S, O%) de S a valores el haz de las
funciones holomorfas no nulas. Utilizando la cohomologia de Cech, dicho isomorfismo se
obtiene considerando la clase del cociclo {¢;; : U; N U; — C*} asociado a un recubrimiento
de S por abiertos trivializantes del fibrado de linea considerado. Gracias a la sucesion
exacta larga de cohomologia asociada a la sucesion exacta de haces

0>2Z— 052 05— 1
se puede ver que si S es compacta entonces su grupo de Picard es finito generado. El
morfismo de conexién

c: H'(S,0%) — H*(S,7)

asocia a cada fibrado de linea L sobre S su (primera) clase de Chern ¢(L), la cual clasifica
topoldgicamente el fibrado L.

1.2 Singularidades de foliaciones en dimensién dos

Por definicién las singularidades de las foliaciones holomorfas son de codimension mayor o
igual que dos. En el caso de una superficie .S si una foliaciéon holomorfa F tiene singulari-
dades entonces Sing F es de dimension cero, es decir, consta inicamente de puntos aislados.
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Toda singularidad puede ser descrita localmente, por un germen de 1-forma holomorfa w
en (C?,0) anuldndose tinicamente en el origen.

Un hoja L de un germen de foliacion singular en el origen es una separatriz si y solo si
la adherencia L de L es igual a L U {0}. Equivalentemente, L es una separatriz si existe
una funcién holomorfa F(z,y) # 0 tal que L = {F(z,y) = 0}. En [CaSa82] los autores
obtienen el siguiente teorema de existencia de separatrices:

Teorema 1.2 (Camacho-Sad). Todo germen de foliacién singular en (C%0) admite al
menos una separatriz.

Si una singularidad admite una infinidad de separatrices entonces se dice que es dicritica.

Definicién 1.3. Una singularidad se llama reducida si y solo si su parte lineal es conju-
gada a
xdy + aydr con a € C\ Q.

St « es diferente de cero entonces la singularidad tiene dos separatrices, tangentes a los
ejes coordenados. A dicho valor a se le conoce como el residuo de la singularidad respecto
de la separatriz tangente a {y = 0}.

Ejemplo 1.4. 1. Si a es no real entonces la singularidad se llama hiperbélica y las
holonomias de sus dos separatrices son contractantes por lo que todas las hojas se
acumulan sobre ellas.

2. Si a = 0 entonces la singularidad se llama silla-nodo y siempre admite una sepa-
ratriz convergente (llamada fuerte) y otra formal (llamada débil) que eventualmente
puede ser convergente. Ademds, la holonomia de la separatriz fuerte siempre es
tangente a la identidad.

Definicién 1.5. Una singularidad se dice linealizable si y solo si es analiticamente con-
jugada a su parte lineal.

Recordemos el Teorema de Linealizacion de Poincaré:

Teorema 1.6 (Poincaré). Si una singularidad de foliacion w tiene residuo o ¢ RTUQ~
entonces es linealizable, es decir w es analiticamente conjugada a xdy + aydx.

El estudio de las singularidades de foliaciones holomorfas en dimension dos viene fa-
cilitado por la existencia de un procedimiento de reduccion de singularidades. Mas pre-
cisamente, un resultado de Seidenberg, cf. [Sei68], afirma que existe una composicién de
explosiones 7 : S — S tal que la foliacién F = 7 F tiene todas sus singularidades reduci-
das. Denotamos por D = 7~ 1(Sing F) el divisor excepcional de la reduccién, el cual es
una union de rectas proyectivas. De hecho, se tiene la siguiente relacion entre los residuos

de las singularidades de F conocida como la férmula del indice.
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Teorema 1.7 (Camacho-Sad). Si C' C S es una componente irreducible de D entonces
los residuos de las singularidades de F que se encuentran sobre la separatriz C_suman un
numero entero que coincide con la clase de Chern del fibrado normal de C' en S cambiada
de signo.

Dicha férmula es bastante ttil, digamos a modo de ejemplo que se puede probar el
Teorema 1.2 a partir de ésta.
Recordemos finalmente, una nocién que aparecera en los capitulos 4 y 5.

Definicién 1.8. Un germen de foliacion singular no dicritica F en (C2,0) se dice que
es una curva generalizada si y solo si en su reduccion de singularidades no aparecen
sillas-nodo.

Notemos también que en la referencia [Mat00] (a la que en ocasiones remitiremos en
los capitulos 4 y 5) se utiliza el nombre de foliacién semi-hiperbdlica en lugar de curva
generalizada.

1.3 Modbdulos, deformaciones y despliegues

Sea S un superficie compleja o el germen (C2,0) y Fy una foliacién singular sobre S.
Consideremos el conjunto §(Fy) de todas las foliaciones holomorfas singulares F de S que
son topoldgicamente conjugadas a F; por un homeomorfismo ¢ que preserva la orientacién
de S y de las hojas de Fy y F. Definimos el espacio M(Fy) de médulos topoldgico-
analiticos de Fy como el conjunto cociente de F(Fy) por la relacién de equivalencia ser
analiticamente conjugadas. En lo que sigue abreviaremos diciendo simplemente que el
homeomorfismo ¢ preserva las orientaciones y que M(Fy) es el espacio de médulos
de Fy. Escribiremos

3(fo) = {f ~top ~7:0} y M(}_o) = {}- ~top fo}/ ~an -

En ocasiones la determinacién del espacio de moédulos sera dificil de abordar, en cuyo
caso haremos la siguiente reduccién del problema: Fijaremos C una clase de foliaciones
holomorfas singulares de S a la cual pertenezca Fy y sobre la que sea mas sencillo trabajar
y consideraremos el conjunto §¢(Fy) de las foliaciones de la clase C que son topolégicamente
conjugadas a Fy por un homeomorfismo que preserve las orientaciones. El cociente M¢(Fq)
de §e(Fo) por la relacién de equivalencia ser analiticamente conjugadas es un subconjunto
de M(Foy) que llamaremos el espacio de médulos de F; relativo a la clase C:

Mec(Fo) ={F € C| F ~iop Fo}/ ~an— M(Fp).

Decimos que la clase C es topoldogicamente trivial si y sélo si para todo par de
foliaciones F, F' € C se tiene que F y F' son topolégicamente conjugadas. En este caso,
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para todo Fy € C se tiene que §c(Fy) = C. Si especificamos una topologia en la clase
de foliaciones C entonces decimos que Fy es estructuralmente estable en la clase C si
y solo si existe un entorno U C C de Fy tal que toda foliacién de U es topoldgicamente
conjugada a Fy, i.e. Fy(Fo) =U. Diremos que una foliacién F es rigida en la clase C si y
sblo si M¢(Fy) = {[Fo]}. Cuando utilicemos estas nociones sin especificar clase alguna nos
estaremos refiriendo a la clase de todas las foliaciones holomorfas singulares en la superficie
S donde Fj esta definida.

Decimos que F; es una deformacién estable de Fj en la clase C si y sélo si existe
una familia continua de foliaciones t — F, t € [0, 1], topoldgicamente trivial, uniendo Fj
y JFi en C. Siguiendo a [CeSa86] definimos el espacio de t-mddulos de Fy como el espacio
cociente de las deformaciones estables de Fy modulo equivalencia analitica. Decimos que
Fo es t-rigida si y solo si su espacio de t-modulos se reduce a un punto, es decir, si toda
deformacién que sea topoldgicamente trivial es también analiticamente trivial.

Varios conceptos imprescindibles para el estudio local de los espacios de moddulos
cf. [Mat91, MN94, Mat00] son los siguientes:

Una deformacién holomorfa de base (C?,0) en una superficie compleja S es una fa-
milia holomorfa de foliaciones en S indexada por (C?,0); o equivalentemente, una foliacién
por curvas en la variedad S x (C?,0) y cuyas hojas estdn contenidas en las fibras de la
proyeccién sobre la base S x (C?,0) — (CP,0).

Una deformacién {F; }ie(cr o) se dice equirreducible o equisingular si las foliaciones
F: admiten una reduccién de singularidades en familia.

Un despliegue de una foliacién Fy en S de base P = (C?,0) es una foliacién Fp de
codimensién uno en la variedad producto S x P tal que las hojas de Fp son transversas
a las fibras de la proyeccién S x P — Py i{Fp = Fy, siendo 79 : S — S x P la inclusién
io(s) = (s,0). Todo despliegue determina una deformacién holomorfa, considerando la
familia de foliaciones i;Fp, t € P dada por imagen reciproca de las inclusiones 7; : S —
S % P, i(s) = (s,t).

Decimos que Fp es un despliegue equisingular si es un despliegue cuya deformacion
asociada es equisingular. Es decir, si existe 7p : M — Sx P una composicién de explosiones
tal que su restriccion a la imagen reciproca de S x {t} nos da la desingularizacién m, : M; —
S de Fi, t € P, ver [Mat91] para una definicién precisa. Denotaremos por Fp la foliacién
saturada de M asociada a 7*(Fp) y Dp la antimagen por 7p de los centros de explosién
en S x P.

Decimos que un despliegue es trivial (sobre P) a lo largo de un subconjunto W C
Dy := Dp N M, si existe un germen de difeomorfismo a lo largo de W

¢ (Mp,W) — (My x P,W x 0)

tal que _ N
gb*(./fo X P) = ./TP
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y conmuta con las proyecciones sobre P.
En [Mat91] encontramos también los siguientes resultados.

Lema 1.9. Todo despliegue de un germen de foliacién reducida en (C?,0) es trivial (en
particular, equisingular).

Proposicién 1.10. Sea Fp un desplieque equisingular de Fy. Entonces ]FP es localmente
trivial, es decir, eziste un recubrimiento abierto U = (U;);er del divisor Dy de My tal que
Fp es trivial, sobre P, a lo largo de cada abierto U; C Dy.

Corolario 1.11. Sea Fp un despliegue equisingular de Fy de base P = (CP,0). Entonces
Fp es topologicamente trivial.

La Proposicién 1.10 permite construir una aplicacion del conjunto de clases de con-
jugacién holomorfa de despliegues equisingulares de Fy de base P = (CP,0) en el con-
junto de coholomogia de Cech H'(U,Gp) a valores el haz (de grupos no abelianos) de
gérmenes de automorfismos del despliegue trivial de .7::0 de base P: Sean ¢, : (Mp,U,) —
(My x P,U, x {0}) los biholomorfismos locales entre el despliegue Fp y el despliegue triv-
ial. A cada par (o, ) tal que U, N Uz # () le hacemos corresponder el automorfismo
YaB = Pa © goglba Us del despliegue trivial sobre U, NUg. Asi hacemos corresponder a [Fp]
la clase del cociclo [pag] € H'(U,Gp). Por otra parte, es cldsico linealizar la situacion:
consideremos el haz de grupos abelianos Gg obtenido restringiendo a Dy el Oyy,-médulo de
campos de vectores holomorfos tangentes a la foliacion fo, i.e. el haz de secciones asociado
al fibrado de linea T’z sobre Mo. A una clase de despliegues de base P = (CP?,0) dada por
[Fp] = [pas(s,t)] € H (U,Gp) y a todo vector tangente v € Ty P le hacemos corresponder
la deformacién infinitesimal

la¢aﬁ

ot

t=0

. U] S Hl(Do,G@),

donde t es la variable de P. Se obtiene de esta manera una aplicacién C-lineal notada

0 Paps
ot

} : ToP — HY(Dy, Go)

t=0
y que se interpreta con la velocidad del despliegue Fp en el instante inicial ¢ = 0.

Teorema 1.12. Sea Fy un germen en C? de una foliacion holomorfa con una singularidad
aislada en el origen. Entonces el espacio H'(Dy, Ge) de clases de desplieques infinitesi-
males equisingulares de Fy es un C-espacio vectorial de dimension finita

o 3 =

C
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donde ¢ describe el conjunto de todos los puntos singulares que aparecen en todos los pasos
de la reduccion de singularidades de Fy (el origen incluido) y v, denota la multiplicidad de
la singularidad c.

Un despliegue equisingular F¢ de Fy de base Q = (C9,0) se dice versal si para todo
P = (CP,0) y todo despliegue equisingular Fp de Fy de base P existe un germen de
aplicacién A : P — @ tal que Fp sea analiticamente conjugado a \*F3. Ademds, si A es
tnica diremos que Fg es universal, y cuando solamente la diferencial Do : ToP — TpQ
sea tnica diremos que F es semi-universal.

Teorema 1.13. Sea F¢ un desplieque equisingular de base () = (C%,0) de un germen de
foliacion holomorfa Fy en C? con una singularidad aislada en el origen. Entonces

0Fq
ot

1. Fq es versal st y sélo si [ } es erhaustiva,

. . . . .| OF
2. Fq es semi-universal si y solo si [—tQ

} es biyectiva.
t=0

Ademds, existe un desplieque semi-universal de Fo de base C*70).

1.4 Swuperficies regladas

Las clases de foliaciones que vamos a tratar a lo largo de esta memoria estaran constituidas
siempre por foliaciones que son transversas a algun tipo de fibracién salvo en un nimero
finito de fibras. En el contexto global ello nos induce a considerar superficies complejas
compactas S admitiendo una fibracién sobre una curva compleja lisa B (es decir un mor-
fismo exhaustivo 7 : S — B) tal que todas las fibras sean isomorfas a una curva dada
F. Para trabajar con mayor comodidad nos restringiremos a aquellas superficies que sean
espacios fibrados localmente triviales sobre B, de fibra lisa F'y grupo estructural Aut(F),
los automorfismos holomorfos de la fibra. Se puede ver, cf. [BPV84] que estas dos nociones,
la de fibracién y la de fibrado localmente trivial, son equivalentes en el caso que la fibra F'
sea CP!. Se habla en tal caso de superficies regladas:

Definicién 1.14. Liamaremos superficie reglada a una superficie compleja compacta S que
sea el espacio total de un fibrado localmente trivial sobre una curva compleja B, de fibra
CP! y grupo estructural PSL(2,C).

Remitimos al lector a [BPV84] y [Har77] para la demostracién de las propiedades sobre
superficies regladas que enunciamos a continuacion.

En primer lugar, recordemos que la regla de una superficie reglada S es tnica salvo
para S = CP! x CP! que tiene dos: la horizontal y la vertical.
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Ejemplo 1.15. El ejemplo tipico de superficie reglada es el siguiente: Sea E un fibrado
vectorial de rango dos sobre una curva compleja compacta B, entonces su proyectivizado
PE — B es una superficie reglada sobre B. De hecho, éstos son los tinicos ejemplos, como
afirma el siguiente resultado.

Proposicién 1.16. Toda superficie reglada S sobre una curva B es el proyectivizado de
un fibrado vectorial de rango dos sobre B.

La prueba consiste basicamente en considerar la sucesién exacta de cohomologia no
abeliana asociada a la sucesion de haces

1— O — GL(2,0p) — PGL(2,05) — 1

y el hecho de que para toda curva B se tiene que H?(B,O%) = 0, consecuencia a su vez
de la sucesién exacta larga de cohomologia asociada a 0 — Z — Op — Of — 1.

Como consecuencia de la propiedad anterior y del principio GAGA de Serre se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 1.17. Toda superficie reglada es algebraica.

Un resultado importante que haremos servir a continuacion es la existencia de secciones
holomorfas o : B — S de la proyeccion 7 : S — B.

Definicién 1.18. Se define un invariante numérico e de la superficie reglada S como
e =—min{s®| s = 0(B) y o es seccién holomorfa de 7 : S — B},
donde s* denota la autointerseccion del divisor s.

Sea s la imagen de una seccién holomorfa realizando este valor e que siempre es mayor
o igual que —g, siendo ¢ el género de la base B.

Como toda superficie reglada S es algebraica, tenemos que el grupo de Picard de
S se identifica con el grupo de divisores moédulo equivalencia lineal. También podemos
considerar el grupo Num(S) de divisores médulo equivalencia numérica, i.e. Dy ~pum Do
si y solo si para cualquier otro divisor D se tiene que Dy - D = Dy - D. Las siguientes son
un compendio de propiedades que podemos encontrar en [Har77] y [BPV84].

Proposicién 1.19. Sea 7 : S — B una superficie reglada. Entonces las siguientes afir-
maciones son ciertas:

(1) El género geométrico p,(S) es cero y su irregularidad q(S) es igual al género g de B.

(2) El morfismo de Chern ¢ : Pic(S) — H*(S,Z) es ezhaustivo (pues H*(S,0g) = 0).
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(8) El grupo de Picard de S verifica Pic(S) = Zsg @ 7* Pic(B).

(4) El micleo del morfismo de Chern, Pic®(S), tiene una estructura de toro complejo de
dimension g.

(5) El grupo Num(S) es isomorfo a Zsy @ Zf, donde £ es la clase de una fibra.

Maés atin, vamos a ver que en el caso de superficies regladas podemos identificar algunos
de estos grupos entre si.

Proposicién 1.20. Sea 7 : S — B una superficie reglada. Entonces
Hy(S,7) = H*(S,7Z) = Num(S) = Zs, ® Zf,

donde sg y f denotan las cases de la imagen de una seccion holomorfa y de una fibra
respectivamente. Ademds, el producto de interseccion en Ho(S,7Z) queda completamente
descrito por las igualdades:

ss=—e, sog-f=1y f2=0.

Demostracion. Por una parte la dualidad de Poincaré a coeficientes enteros nos propor-
ciona un isomorfismo natural entre H?(S,Z) y Hy(S,Z). Por otra parte, el Teorema de
Coeficientes Universales implica que H?(S,Z) es suma directa de la parte sin torsién de
Hy(S,Z) y de la parte de torsion de Hy(S,7Z). La sucesién exacta de homotopia asociada
al fibrado 7 : S — B nos proporciona un isomorfismo entre 1 (S) y 71 (B) y por tanto sus
abelianizados H,(S,Z) y H,(B,Z) también son isomorfos. Como B es una superficie com-
pacta orientable se tiene que H;(B,Z) no tiene torsién. Por tanto, H*(S,Z) = Hy(S,Z)
tampoco tiene torsiéon. También es conocido que el grupo Num/(S) es isomorfo a la imagen
del morfismo de Chern ¢ en H?(S,Z) médulo la parte de torsién. Asf pues, en el caso de
una superficie reglada S se tiene que Num(S) = Z sy ® Zf es isomorfo a H%(S,Z). Gracias
a la dualidad de Poincaré podemos identificar los divisores sg y f con sendas clases de
cohomologia entera en grado dos, cosa que haremos sin previo aviso a partir de ahora. [

La siguientes es una propiedad sobre los divisores en superficies regladas que necesitare-
mos més adelante.

Proposicién 1.21. Sea D un divisor efectivo de S y f una fibra dew: S — B. Si D es
numéricamente equivalente a k f entonces D = ky fi +-- -k, f, donde k; > 0, Z;:1 ki =k

Y fi,..., fr son fibras.

Demostracion. Escribamos como suma de sus componentes irreducibles D = Z;Zl k; C;,
k; > 0. Supongamos por reduccion al absurdo que existiera algun ¢ para el cual C;, no
fuera una fibra. Sea p € C;, y f la fibra de m que pasa por p. Como p € C;, N f #
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se tiene que el producto de interseccion de C;, y f es estrictamente positivo. Por otra
parte tenemos que 0 =kf - f =D - f=> k;C;- f. Pero todos los sumandos k; C; - f son
mayores o iguales que cero y existe uno, el correspondiente a ¢ = 7y que es estrictamente
positivo. Llegamos asi a una contradiccién que proviene del hecho de suponer que alguna
componente irreducible de D no era una fibra. Por tanto, D = ) , k; f;. Para acabar,
observemos que

k’:k’f‘So:D'SO:ikifi'So:ik‘i.
=1 =1
0

Ejemplo 1.22. Un caso particularmente sencillo de superficie reglada se obtiene cuando se
considera la base B = CP!. Un conocido teorema de Grothendieck afirma que todo fibrado
vectorial sobre CP! descompone como suma directa de fibrados de linea. Por consiguiente,
toda superficie reglada de base racional es isomorfa a

P(O(n) ® O(m)) =P(O @ Ofe)) =: F,

con e = |n —m| > 0. Las superficies F, se conocen con el nombre de superficies de
Hirzebruch. Observemos que Fy es el producto CP! x CP! y también es facil ver que F}
es isomorfo al explotado de CP? en un punto P y que las fibras de 7 en este caso son las
transformadas estrictas de las rectas por P. Por otra parte, como el grupo de Picard de
CP! es isomorfo a Z, entonces la Proposicién 1.19 en este caso implica que

Pic(F,) 2 Zsy® Zf = Num(F,) = Hy(F.,Z) = H*(F,,7)
y el morfismo de Chern ¢ : H'(F,,0},) — H?*(F.,Z) es un isomorfismo.

Pasemos a considerar foliaciones en superficies regladas. La referencia basica en lo
que sigue es el articulo de X. Gémez-Mont [GM89a]. Las construcciones y resultados que
presentamos estan extraidos de alli.

Si F es una foliaciéon holomorfa en una superficie reglada 7 : S — B podemos definir
el divisor de tangencias de F con la fibracién 7, que llamaremos divisor de verticalidad de
F y notaremos por Vg, de la manera siguiente: Supongamos que F viene definida por un
morfismo de fibrados X : T’ — T'S y consideremos el fibrado tangente 7 a la fibracion .
Se tiene la siguiente sucesion exacta de fibrados

0 T TS -2+ N 0

donde N es el fibrado normal de la fibracién. Definamos el morfismo X = poX : T — N,
que podemos pensar como una seccién holomorfa global del fibrado de linea 77 ® N. De
esta manera tenemos que el divisor Vz asociado a la seccion X es efectivo y tiene soporte
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en los puntos ¢ de S donde X (q) € 7, o equivalentemente, donde la hoja de F por ¢ es
tangente a la fibra 77!(7(q)). Notemos que Vr codifica también (con un peso sobre la
correspondiente componente irreducible) el orden de tangencia de la hoja F con la fibra
de 7.

Proposicién 1.23. Sea F una foliacion holomorfa en una superficie reglada S sobre una
curva compleja de género g. Entonces la clase de Chern del fibrado tangente de F es igual

' C(T]:) = (2 - 2g)f - V]:.

Demostracion. Con las notaciones introducidas mas arriba, se tiene que Vy = ¢(T>®N) =
—c(Tx)+¢(N). Vamos a identificar la clase de Chern del fibrado normal N de la fibracién.
De las siguientes sucesiones exactas de fibrados vectoriales

0 T TS —2 N ——0

0 T TS —— mTB —— 0

deducimos que N es isomorfo a 7*T'B por lo que
¢(N)=c(r"TB) =7"c¢(TB) = (2 — 2¢9)f.
Ul

Hay una clase especial de foliaciones en superficies regladas: las foliaciones de Riccati,
que definimos a continuacién.

Definicién 1.24. Decimos que una foliacion F en una superficie reglada w: S — B es de
Riccati si y solo si su divisor de verticalidad Vy estd compuesto integramente por fibras de
T invariantes por F.

Asi, una foliacion de Riccati en una superficie reglada 7 : S — B es aquella que tiene
un ntmero finito de fibras invariantes f; = 7= (by),..., fr = 7 ' (by), fuera de las cuales
es transversa a la fibracién. Por tanto, la restriccién de F a S\ (f1 U--- U fi) puede ser
obtenida como la suspension de su representacién de holonomia

HY 7 (B\ {by,..., b}, bo) — Aut(7 (b)) = PSL(2,C).

De las Proposiciones 1.21 y 1.23 se deduce la siguiente caracterizaciéon cohomolégica de
las foliaciones de Riccati que también encontramos en [GM89a].

Proposicién 1.25 (Gémez-Mont). Sea 7 : S — B una superficie reglada sobre una
curva de género g y F una foliacion holomorfa en S. FEntonces F es una foliacion de
Riccati si y solo si c(Tr) = af conk =2 —2g—a > 0. Ademds, en este caso F tiene k
fibras invariantes contadas con multiplicidad.
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Para acabar, explicitemos la escritura local de una foliaciéon de Riccati F sobre una
superficie reglada 7 : S — B. Sea U un abierto coordenado de B en el que S trivializa, es
decir, tal que 7~ *(U) sea biholomorfo al producto U x C «— C x C. Tomemos coordenadas
(z,y) en dicho producto. Entonces la restriccién de F a 7~ (U) viene definida por una
1-forma del tipo:

wo = pla)dy — (a(@)y? + b}y + clx) )z,

es decir, por una ecuacion de Riccati clasica:

dy alx) , ba) | clx)
iz~ @’ @’ @)

Observemos que las singularidades de F estan sobre las fibras invariantes y que cada una
de ellas tiene dos si las contamos con multiplicidad.




Capitulo 2

Un teorema de rigidez para
foliaciones en superficies

Este capitulo trata sobre la rigidez analitica de foliaciones en superficies compactas por
deformaciones topolégicamente triviales, es decir, sobre la t-rigidez, tal y como la hemos
introducido en el capitulo 1.

El primer resultado en esta linea fue dado por Yu S. Ilyashenko [Ily78] para foliaciones
holomorfas en CP? con una recta invariante. Mds tarde, en [GMOBS89], X. Gémez-Mont y
L. Ortiz-Bobadilla generalizan el resultado al caso de una superficie proyectiva cambiando
la recta por una curva amplia invariante. Las hipotesis de dichos teoremas son genéricas,
en el sentido que se verifican en un subconjunto residual denso. Cabe destacar también
el trabajo [LNSS98] de A. Lins Neto, P. Sad y B. Scédrdua, en el que se muestra que
las foliaciones rigidas de CP? forman un conjunto abierto y se da una descripcién del
complementario.

El espacio ambiente en el que aqui nos vamos a interesar es el de una superficie compleja
compacta con una fibracion, y las foliaciones que consideraremos admitiran alguna fibra
invariante.

La demostracion del teorema de rigidez tiene dos partes claramente diferenciadas: En
primer lugar se muestra que toda deformacién topologicamente trivial es subyacente a un
despliegue. Y luego, utilizando resultados cohomolégicos, se prueba que el espacio versal
de despliegues es trivial.

En la seccién 2.2 demostramos el Teorema 2.5 que esta inspirado en la demostracion de
la primera parte del Teorema de Ilyashenko tal y como se presenta en [GMOBS89]. En éste
ultimo, las hipotesis son basicamente dos: la existencia de una recta £ invariante por la
foliaciéon F en CP? y el hecho de que dicha recta £ sea portadora de un grupo de holonomia
suficientemente rico para que sea rigido (nocién que recordamos en la seccién 2.1). En
la prueba Ilyashenko utiliza que todas las hojas son adherentes a la recta L. Ello es

27
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consecuencia del principio del maximo: el sistema diferencial asociado a F en C? = CP?\ L
es holomorfo, por lo que sus soluciones no pueden estar acotadas y deben acumular a la
recta del infinito L.

En la generalizacién de Gémez-Mont se sustituye CP? por una superficie algebraica S
y la recta £ por una curva amplia C' C S, que se supone igualmente invariante por F y
portadora de un grupo de holonomia rico. Recordemos que C' es una curva amplia de S si
y sélo si existe una inmersioén 2 de S es un espacio proyectivo CP¥ tal que C' es una seccién
hiperplana, es decir, existe un hiperplano H de CPV tal que C' = +~'(H) = H n(S).
Utilizando el mismo principio, las soluciones del sistema diferencial asociado a la foliacién
F restringida a S\ C = 1(S) \ H C CV no pueden estar acotadas y adhieren entonces a
(S)NH =14(C).

Sin embargo la hipdtesis sobre la amplitud de C' no se verifica en la situacion que
estamos interesados en estudiar: el caso en que C es una fibra de una fibracion = de la
superficie S sobre una curva compleja B. En efecto, en primer lugar, observemos que la
autointerseccién de C' es cero (por ser una fibra). Y por otra parte, C' es amplia si y sélo
si para todo divisor efectivo D se tiene que C'- D > 0.

En el Teorema 2.5 hemos decidido adoptar un contexto bastante general, aunque in-
cluyendo en las hipétesis el hecho de que las hojas acumulen a una curva invariante dada
L, portadora de holonomia rica. Y es en la secciéon 2.3 donde mostramos que si S es una
superficie compleja compacta que fibra sobre una curva y F es una foliaciéon holomorfa en
S, diferente de la fibraciéon y que tiene una fibra invariante con holonomia rica, entonces F
estd en las hipdtesis del Teorema 2.5. Finalmente, utilizamos los resultados cohomoldgicos
de [GM89a] sobre la trivialidad de los despliegues infinitesimales de foliaciones holomorfas
en superficies regladas para concluir con el Teorema de rigidez 2.15.

2.1 Rigidez de grupos de holonomia

Comenzaremos recordando la nocién de rigidez para subgrupos de Diff(C,0). Sean 'y y
Iy dos subgrupos de Diff(C,0). Decimos que un germen de homeomorfismo & : (C,0) —
(C,0) conjuga I'y y T'y si y sblo si para cada f € I'; se tiene que k(f) = ho foh ! €
Diff(C,0) y k(I'y) = I's. En este caso tenemos que k : I'y — I'y es un isomorfismo,
que decimos inducido por h. Si denotamos por Dol' C C* el grupo multiplicativo de las
partes lineales de los elementos de un subgrupo I' C Diff(C, 0) tenemos que k induce un
homomorfismo & : Do’y — DgI'y definido sin ambigiiedad por £’ (%L:o) = dlzl(zf )|Z:0.
Decimos que un subgrupo I' de Diff(C, 0) es rigido si para todo h : (C,0) — (C,0) germen
de homeomorfismo que preserve la orientacién y que conjugue I' a otro subgrupo I de
Diff(C, 0) se tiene que h € Diff(C, 0). Algunos ejemplos de subgrupos rigidos de Diff(C, 0)

Son:

(1) Los grupos no abelianos I' con parte lineal DyI" densa en C*, cf. Proposicién 2.2.
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(2) Todos los grupos no resolubles, cf. [Nak94, Shc84).

Ejemplo 2.1. Sea I' un subgrupo de Diff(C,0) cuyos elementos linealizan (simultanea-
mente) en una misma coordenada local z, entonces I' no es rigido. En efecto, dado
i € C* con parte real mayor que —1 consideremos el homeomorfismo de C definido
por h(z) = z|z|*. La condicién Repu > —1 implica que h(0) = 0 y que h preserva la
orientacién. Observemos que h(ah™'(2)) = ah™'(2)|a|*|h~!(2)|* = ala|*z. Por tanto, el
homeomorfismo h induce una conjugacién entre los grupos 'y IV = {z +— bz | b = h(a),a =
f'(0) para algin f € I'}. Por tanto, I' no es rigido.

El homeomorfismo h del Ejemplo 2.1 es bastante representativo de la situacion general
como se pone de manifiesto en el siguiente resultado que podemos encontrar en [GMOB89:

Proposicién 2.2. Sea h un germen de homeomorfismo de (C,0) conjugando dos subgrupos
' y I de Diff(C,0). Supongamos que I' contiene algin elemento hiperbdlico f. Entonces
existen coordenadas ¢ y (' que linealizan f y k(f) de manera que h se expresa como

¢'=h(¢) =CI¢I"F(C), conpeC yF(v¢) = F(C) para todo v € DyT.

En particular, si Dol" es denso entonces F es constante. Ademds, en este caso, y si I' es
no abeliano entonces = 0, por lo que I' es rigido.

Vamos a acabar esta seccién con un resultado técnico sobre conjugacién de singulari-
dades hiperbdlicas que utilizaremos en lo sucesivo. Sean pues, F, y Fp dos foliaciones en un
cierto abierto U C C? con sendas singularidades hiperbélicas en el origen de residuos o y 3
respectivamente. Gracias al Teorema de linealizacion de Poincaré podemos escoger sendos
sistemas de coordenadas en U de manera que F, y F3 sean analiticamente equivalentes en
U a las foliaciones dadas por

Wo = axdy +aydr 'y wg = xdy + Bydx

respectivamente. De esta manera, las curvas S, = {z = 0} y S, = {y = 0} son sus
separatrices. Supongamos que ¢ es un homeomorfismo que conjuga F, y F3 preservando
las orientaciones y que fija un pequeno disco transversal ¥, contenido en {z = c}. Mdédulo
un reescalado lineal de las coordenadas, podemos suponer que ¢ = 1. Entonces la restriccion
¢ de ¢ a ¥, conjuga las holonomias de la separatriz S:

wmay) = 2 o(y) (2.1)

donde estamos identificando X, con un abierto de C mediante la parametrizacién y +—
(1,y). Observemos que ¥y = %, \ {0} admite como recubrimiento universal

p(e

exp:iiCCHZZC(C*,
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cuya proyeccién viene definida por exp(y) = e*™. La restriccién de ¢ a 3, admite una
elevacién ¢ @ X¥ — X* que verifica p(7 + 1) = $(7) + 1 pues ¢ es un homeomorfismo

preservando la orientacién. Por otra parte, la relacién (2.1) implica que
o(J+a)=9@H) +B+k, paraalgink € Z (2.2)

Y esto es todo lo que podriamos decir de una conjugacién topolégica de las holonomias si
no tuviéramos otra informacién mas que . Sin embargo, en nuestro caso, disponemos de
una informacion suplementaria: la existencia del homeomorfismo ¢.

Obsérvese que para definir ¢ : X7 — Y7 no es necesario que el homeomorfismo ¢ esté
definido en las separatrices S, y Sy.

Proposicién 2.3. Con las notaciones anteriores, si el homeomorfismo ¢ estd definido en
U\ (S US,) y se tiene que el isomorfismo inducido por ¢ a nivel de homologia

¢t Hi(U\ (S U Sy), Z) — Hi(U\ (S, U Sy), Z)
es la identidad, entonces la relacion (2.2) se verifica con k =0, es decir,

P+ )=o)+ (2.3)

Demostracion. En primer lugar, observemos que las proyecciones canénicas p, : U \ (S, U
Sy) = Xy ={y=1Lx#0} yp, : U\ (S:US,) — X} inducen un isomorfismo x =
(pa)os (y)2) + (U \ (S U S,),2) — Hy(S5,Z) @ (S5 7). Sean 7,(t) = (¢%7,1) un
camino cerrado en X¥ y v (resp. 7') la elevacién de v, a la hoja de F, (resp. Fj) que
pasa por yo € ¥y (resp. ¢(y) € ;). Es ficil ver que la relacién (2.3) es equivalente a
que los caminos ¢(p, (7)) vy py(7') sean hométopos en ¥y, Consideremos el camino cerrado
d =v-p,(y)~*. Utilizando el isomorfismo y vemos que la clase de § en homologfa coincide
con la de ~,, por tanto,

[6(7) - 2(py(7)) '] = ¢4([8]) = bu([7a]) = [l
y como (py)«([7z]) = 0, deducimos que p,(¢(7)) y ©(py(7)) son hométopos. Por otra parte,

P2((¥))] = ((2)s © ) ([0]) = (P2)+([72]) = [,

de donde se deduce que ¢(y) y v son elevaciones a la hoja de Fjs por ¢(yo) de caminos
homdétopos en Xf. Por tanto, tanto los caminos ¢(7) y 7/, como sus proyecciones p, (¢ (7))
y py(7") son homdétopas. O

Gracias a la Proposicién 2.2 podemos escribir ¢(y) = y|y|“F(y) con F(e*™) = F(y) y
por tanto,

1 o
2(9) = g+ iplmy + —— log F(e*™).
o(7) =7 +ip my + 5 log (e™™)
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La Proposicién 2.3 implica entonces que pu € C estd completamente determinado por los
residuos a y ( de las singularidades. Mas precisamente, podemos enunciar el siguiente
resultado.

Proposicién 2.4. Sea ¢ una conjugacion topoldgica entre dos singularidades hiperbdlicas
de residuos o y 3 que preserva las orientaciones. Supongamos que ¢ envia sobre si misma
una transversal ¥ basada en un punto reqular de una separatriz. Entonces la restriccion ¢
de ¢ a X tiene la siguiente escritura en una coordenada linealizante de la holonomia:

a— [
fry MF fry
o(y) =ylyl"F(y), con p=i o

F(e*™y) = F(y). (24)

Ademds, si la conjugacion ¢ es analitica, entonces los residuos a y 3 son iguales.

2.2 Deformaciones y despliegues

Pasemos directamente a enunciar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.5. Sea F una foliacion holomorfa en una superficie compleja S que es tangente
a una curva lisa compacta y conexa L que verifica ademds

(1) L contiene una singularidad hiperbolica de F.
(2) El grupo de holonomia I" de L es rigido.

(8) Todas las hojas de F, a excepcion quizds de un numero finito de hojas cerradas, acu-
mulan a L en puntos requlares.

Entonces toda deformacion topologicamente trivial de F es subyacente a un desplieque.

Demostracion. Consideremos {F; }ea una deformacion topoldgicamente trivial de Fy, esto
es una familia holomorfa de foliaciones, parametrizada por un disco A 3 0 con Fo = F y
tal que que existe un homeomorfismo ® : A x S — A x S de la forma ®(t,p) = (¢, ¢+(p))
y de manera que ¢; : S — S envia las hojas de F sobre las hojas de F;. En primer
lugar recordemos que trabajamos con foliaciones saturadas por lo que el lugar singular
de cada F; es un conjunto discreto de puntos que varian analiticamente con ¢ (pues la
familia {F;} es holomorfa en t). Asi, denotando por Y al conjunto de estas singularidades
tenemos que Y es un subconjunto analitico de A x S de dimensién 1. Consideremos
ahora en el abierto 2 = (A x S) \ Y la foliacién topoldgica ©, definida por la imagen
por el homeomorfismo ® de la foliacién trivial (despliegue trivial) en A x S cuyas hojas
son de la forma A x £ con £ hoja de F. Veremos que O serd de hecho una foliacién
holomorfa de codimensién 1 en (2. El siguiente paso es extender © holomorficamente a
todo A x S utilizando el Teorema de Hartogs y el siguiente argumento de Gémez-Mont,
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cf. p. 15 de [GMOBR89]: Sea p € Y y W un abierto coordenado de A x S que contenga a
p. Podemos recubrir W\ Y < C? mediante abiertos W; de manera que O, venga dada
por una l-forma holomorfa w; = a;(z,y, t)dz + b;(z, y, t)dy + ¢;(z, y, t)dt. St W; N W; # 0
tenemos que w; = g;;w; donde g;; : W; N W; — C* es una funcién holomorfa que no se

anula. Por tanto, las 1- formas meromorfas 7; = o = i(xzf dx + 7 xzi dy +dt y

= (;’;J) = “ng:‘;j :) dz + o mzi dy + dt coinciden en W; N W;. Por tanto, tenemos bien
b;

definidas dos funciones meromorfas A y B en W \ Y poniendo Ay, = &y Bw, = -
Como la codimension de Y es 2, el Teorema de Hartogs para funciones meromorfas implica
que las funciones A y B extienden a todo W por lo que la foliacién © extiende a su vez
a una foliacién holomorfa en todo A x S. Por construccion, © induce F; en cada t-fibra
concluyendo asi con el teorema.

Para ver que © es una foliacién holomorfa primero observemos que la familia F; induce
una foliacién holomorfa no singular por curvas en €. Sea {(U;, ;)} un atlas trivializante
de esta foliacién de dimensién 1. Denotaremos por @; : U; — V; C C? las submersiones
locales que la definen. Sea A; la foliacién topoldgica que se obtiene sobre V; al proyectar
© mediante @;. Si vemos que cada A; es una foliacion holomorfa habremos acabado pues
O|y, serfa la imagen reciproca por una submersion holomorfa de una foliaciéon holomorfa.

Para ver que A; es holomorfa procederemos en tres pasos:

1. En primer lugar, veremos que si U; N L # () entonces la hoja de A; correspondiente a
L = ®(A x L) es holomorfa. Utilizaremos para ello la existencia de una singularidad
hiperbdlica de F en L.

2. Después veremos, utilizando la rigidez del grupo de holonomia de £, que la foliacion
A; es holomorfa en un entorno de @;(L).

3. Por ultimo, gracias a la tercera condicién impuesta a £, obtendremos que para todo
J la foliacion A; es holomorfa salvo quizas en un conjunto finito de hojas cerradas.
Aplicando entonces una variante del Teorema de Extension de Riemann concluiremos
que A; es de hecho holomorfa en todo V.

1. Utilizando que las hojas de cada F; estan contenidas en las t-fibras podemos tomar
coordenadas (t,w) en V; C C? de manera que @;(t, q) = (t, @:.4(q)). Sea (to, wo) € @:(LNT;),
vamos a demostrar que @;(£ N U;) es una subvariedad analitica en un entorno de (to, wp).
Para ello sea p € £ N U; un punto que se proyecte por @; en (tg,wy) y v un lazo por p
que de una sola vuelta a py, = ¢4, (po), donde py es la singularidad hiperbdlica de F en
L cuya existencia hemos postulado en la hipétesis (1). Sea ¢ : V; — V; la holonomia del
camino v respecto de la foliaciéon de dimension 1; como sus hojas estan contenidas en las
subvariedades t igual constante, tenemos que (¢, w) = (t, ¥, (w)), donde ¥, es la holonomia
de 7y respecto la foliaciéon F;. Como ¢y, : S — S transforma la foliaciéon F en F;, entonces
conjuga v, con la holonomia de F al darle una vuelta a la singularidad hiperbdlica pg.



2.2. DEFORMACIONES Y DESPLIEGUES 33

Como la hiperbolicidad se conserva por conjugacién topolégica, cf. [GMOB89], tenemos
que 1y, también es hiperbodlica, esto es, %%o (w0)| # 1. Estudiemos ahora los puntos fijos,
Z, de 9(t,w), obtenidos como solucién de la ecuacién x(t,w) = ¢(w) —w = 0. Como
Lyt (wo) = Lapy (wo) — 1 # 0, podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a
X para concluir que en un entorno de (tg,wp) el conjunto Z es la gréfica de una funcién
holomorfa ¢ — 1w (t). Ahora bien, la familia de lazos ¢; o ¢,;' () dan una vuelta a p; y se
hallan cercanos a 7 si t es préximo a ty, luego induce la holonomia ;. De esta manera
identificamos @;(£ N U;) con el conjunto de puntos fijos, Z, de t(t,w) en un entorno de
(to, wp), donde ya hemos visto que es analitico.

2. Ahora que sabemos que @i([‘,ﬂ U;) es localmente la grafica de una funcién holomorfa
t + (t), podemos cambiar la coordenada w por w — w(t) y suponer que @;(£ N U;) =
A x {0}. Sea ¢;; el homeomorfismo local de C en C que cierra el siguiente diagrama:

U;n ({0} x S) —2— U, N ({t} x S)

@i,oJ{ @i,tl

(C,0) s (C,0)

Gi,t

Como la familia continua de homeomorfismos ¢; envia la foliacion F a F; se sigue que
la familia continua {¢;;} conjuga las holonomfas de £y £; = ¢;(L). La rigidez del grupo
de holonomia de £ (hipétesis (2) sobre £) implica que los homeomorfismos ¢;; son de
hecho holomorfos para cada t. Veamos que la familia {¢;;} también es holomorfa en t.

Tenemos {&Zt} una familia continua de biholomorfismos que conjugan las holonomias
['y I'y de Ly L; respectivamente. Sabemos, por la hipétesis (1), que existe un elemento
hiperbdlico 1y € I'. Sea ( la coordenada linealizante correspondiente. Gracias al Teorema
de linealizacién de Shroeder para familias analiticas, c¢f. [GMOBS89], existe una familia
holomorfa (; de coordenadas linealizantes de k;(¢) = ¥, € I';. Como I' es rigido, de-
ducimos de la Proposicién 2.2 que ¢;,(¢) = o(t)¢;, donde o es una funcién, en principio
solamente continua, de ¢t que no depende de ( y que no se anula nunca. Ahora bien, como
los elementos de I'; dependen analiticamente de ¢ (por ser {F;} una familia holomorfa de
foliaciones en S) tenemos que si f(¢) = a1¢ + as(?> + -+ - € I" entonces

(Ei,t ofo (E;tl(ct) = Z O(;L)]Z—l

k=1

Ctkert

depende analiticamente de t. Utilizamos ahora que I' no es linealizable (por ser rigido y
contener un elemento hiperbélico) para poder asegurar que existe algin elemento de I' con
algin coeficiente ay # 0, k > 1 y asi concluir que la funcién continua o(t) es holomorfa en
t por ser raiz k-ésima de una funcién holomorfa.
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Observemos ahora que las hojas de A; son de la forma _E_’ = ¢;(U; N L), donde L'
es una hojade Fy L' = ®(Ax L") = |J (@t ¢(L)). Ast, L' = |J (¢t (irop)(L)) =
teA teA
U (¢, (¢is 0 $i0)(L")), de donde la aplicacién V; — C dada por (¢, w) ggi_’tl (w) tiene por
teA
fibras las hojas de A;, y acabamos de ver que es holomorfa en un entorno de A x {0}, luego

A; es una foliacién holomorfa en un entorno de ¢;(£ N U;).

3. La tercera hipdtesis impuesta a £ y F es puramente topoldgica, por tanto se verifica
asimismo sobre £; y F;. Sea (t,2) € V; y p € U; tal que ¢,(p) = (¢, ). Supongamos que la
hoja por £; de F; por p acumula a £, en puntos regulares. Entonces existen un abierto U;
tal que U; N L # 0 y un punto q € L, N U; suficientemente cercano a £;. Sea y un camino
en £; uniendo py ¢y ¢ : V; — V; la aplicaciéon de holonomia de y respecto a la foliacién
por curvas. Si escogemos una cadena de abiertos distinguidos U; = Uj,,U;,, ..., U;, = U;
que recubran vy y denotamos por @;, i, , : @i, (U;, NUj,_,) — ¢;.(U;, NUj,_,) el cambio
de coordenadas transversas, tenemos que ¥ = @;, ;. _, 00 @j, i, © P;, ;. Veamos ahora
que el biholomorfismo v lleva hojas de A; a hojas de A;:

V(@i (L) = Pijo_y © 0 Pjyjy © Py jo © Pi(L)
= @i,jr—1 S @jz,jﬁ o Sajl (ﬁl)

= @i(L).

De esta manera vemos que la foliacién A; es localmente la imagen reciproca por el biholo-
morfismo local ¢ de la foliacién A; en un entorno de ¢;(L£ N U;), donde es holomorfa por
el punto 2. Si en V; no hay ninguna placa correspondiente a una hoja cerrada de F que
no acumule en puntos regulares de £, entonces la foliacién A; es holomorfa en todo V.
Supongamos finalmente que la unién C; de placas de A; correspondientes a dichas hojas
cerradas es no vacia. Por una parte, el complementario V; \ C; es abierto, y por otra, el
argumento anterior muestra que que la foliacién A; es holomorfa en V; \ C;. Con la ayuda
del homeomorfismo ® podemos escoger los abiertos U; suficientemente pequenos de manera
que exista un bidisco B, que podemos suponer centrado en el origen de C? en unas coorde-
nadas (¢,w) de V}, y de radios (s, r), campliendo: B C V;, BNC;N{t = a} = {(a,w,)} con
lwa| < §. En V; definimos geométricamente una funcién f : V; — V; N {t = 0} imponiendo
que la imagen de (t,w) es el unico punto (0,w;) que se encuentra en la misma hoja de
A; que (t,w). Observemos que por construccién f estd acotada y es continua. Ademds
coincide con la funcién (¢, w) — 7;3 (w) pues tiene el mismo comportamiento geométrico,
luego define la foliacién A; en todo V;. Como A; es holomorfa en V; \ C; tenemos que
f también lo es, pues tomando abiertos trivializantes de A; en V; \ C; se tiene que f es
la composicion de los cambios de cartas transversos que son holomorfos. Definimos ahora
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una nueva funcién ) 40
f (ta U)) = 5 :

N 211 |¢|=r C—w

dg
en B. Observemos que f es holomorfa separadamente en w, por construccion, y en t porque

of 1 / 8(t,¢)
\

E(tvw) o Cler C_w

dg,

T om

y el integrando del término de la derecha es cero al ser f es holomorfa en {(¢,()| [t| <
s, [¢| =7} C V;\ C}. Por el lema de Osgood tenemos que f es holomorfa en B. Por otra
parte, para cada ¢ la funcién f(t,-) : D(0,r) — C es acotada y holomorfa salvo quizas en
wy, por el Teorema de Extensién de Riemann y por continuidad tenemos que f(t,-) = f (t,-)
es holomorfa en todo el disco D(0,7), luego f = fen By asi f es holomorfa en todo V.
Concluyendo asi la demostracion del teorema. O

Existe una variante del Teorema 2.5 que merece una mencién independiente.
Teorema 2.6. Sea F una foliacion como en el Teorema 2.5 cumpliendo (3) y
(1°) El grupo de holonomia I' de L es no resoluble.
Entonces toda deformacion topologicamente trivial de F es subyacente a un desplieque.

Idea de la demostracion. Como ya hemos apuntado al principio, la no resolubilidad de
I' implica su rigidez, cf. [Nak94]. El estudio de la dindmica no resoluble efectuado en
[Wir98, BLLI7]| implica la existencia de una infinidad de puntos fijos atractivos. Uti-
lizamos ahora el siguiente argumento de J.F. Mattei: dichos puntos fijos atractivos de-
penden analiticamente del pardmetro de deformacién ¢ (por la misma razén que en la
demostracion del Teorema 2.5). Por tanto, las hojas de © que pasan por esos puntos fijos
atractivos son analiticas. Concluimos entonces que la hoja £ = ®(L x A) también es
analitica, al ser limite uniforme de hojas analiticas. A partir de este punto el resto de la
demostracion es idéntico a la prueba del teorema anterior. O

2.3 Foliaciones con alguna fibra invariante

Vamos a demostrar que las foliaciones en superficies fibradas compactas con alguna fibra
invariante verifican la tercera hipétesis del Teorema 2.5. Comenzaremos introduciendo
algunos resultados que necesitaremos.

En primer lugar, la cuestién de la extensién de las soluciones y(z) de una ecuacién
diferencial en C x CP! a todo # € C, estudiada ya en los trabajos de Painlevé sobre
ecuaciones diferenciales, cf. [Pail897], se plantea de manera natural en cualquier contexto
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fibrado mediante la elevacion de caminos a las hojas de la foliacién que la ecuacion dife-
rencial determina. Dicha formulacion general fue sistematizada por R. Gérard y A. Sec
en el trabajo [GS72|, claramente inspirado en los resultados de Painlevé. Antes de pasar
a enunciar el resultado que nos concierne recordemos una definicién: sea 7 : ¥ — B una
aplicacion continua y exhaustiva, una foliacién regular F en E se dice simple para la
proyeccion 7 si y sélo si para todo punto m de E tiene un entorno trivializante de F de
manera que la placa por m encuentra a 7! (m(m)) en el punto aislado m.

Teorema 2.7 (Painlevé,Gérard-Sec). Sean (E,m, B) es un fibracion holomorfa local-
mente trivial y F una foliacion holomorfa simple para esta fibracion de dimension dim F =
dim B; supongamos ademds que la fibra de (E,m, B) es compacta. Entonces para cualquier
camino continuo v : [0,1] — B y para todo m € 7 (v(0)) existe una elevacidn 5 de v
contenida en la hoja que pasa por m tal que ¥(0) = m.

Ejemplo 2.8. Sean S es una superficie compleja compacta que fibra sobre B y F una
foliacion holomorfa (singular) en S diferente de la fibracion. Consideremos X el subconjunto
de S formado por todas las fibras invariantes y las singularidades (aisladas) de F. Es
inmediato comprobar que en este caso la restriccién de F a E = S\ 71 (7(X)) es simple
para 7 y verifica por tanto las hipdtesis del Teorema 2.7. Asi pues, para todo camino
continuo v : [0, 1] — B\ 7(X) y para todo p € 7~!(7(0)) existe una elevacién de 7y a la hoja
por p y empezando en p. El mismo resultado es cierto si sustituimos el intervalo cerrado
[0,1] por el intervalo semiabierto [0,1) y aplicamos el resultado anterior a la familia de
caminos 7; : [0,t] — B\ m(X) para todo ¢t < 1.

En segundo lugar, recordemos un teorema de E. Ghys (cf. [Ghy00]) generalizando al
caso no algebraico el conocido teorema de Joanoulou concerniente a la finitud de las hojas
cerradas de una foliaciéon holomorfa en una variedad algebraica.

Teorema 2.9 (Ghys). Sea F una foliacion holomorfa singular de codimension uno en
una variedad compleja compacta conera. Entonces F posee un niumero finito de hojas
cerradas salvo st F admite una integral primera meromorfa, en cuyo caso todas las hojas
son cerradas.

Pasemos a enunciar y demostrar el resultado que nos permitird aplicar el Teorema 2.5.

Proposiciéon 2.10. Sea S una superficie compleja compacta que es el espacio total de
un fibrado localmente trivial de fibra lisa F' sobre una curva B. Si F es una foliacion
holomorfa en S diferente de la fibracion y que admite una fibra invariante £y con todas sus
singularidades hiperbolicas entonces todas las hojas de F, salvo quizds un nimero finito de
hojas compactas, adhieren a fy en puntos regulares.

Demostracion. En primer lugar, notemos que si una hoja £ de F corta a todas las fibras
en un numero finito de puntos entonces es compacta, ya que entonces la restriccion de la
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proyeccion w : .S — B a L es finita, y por tanto propia. En segundo lugar, aplicando el
Teorema 2.9 y debido a la hiperbolicidad de fy (que impide la existencia de una integral
primera meromorfa) deducimos que s6lo hay un nimero finito de hojas compactas.

Sea £ una hoja no compacta de F y {p;}$2, una coleccién infinita de puntos de £ sobre
una fibra f; = 771(b;). Sea by = 7(fy) € By 7v:[0,1) — B\ 7(2) un camino continuo tal
que 112} ~(t) = by, donde X C S es el subconjunto considerado en el Ejemplo 2.8. Por tanto,
para cada p; existe 7; una elevacién de v a la hoja £ comenzando en p;. Consideremos
Ai(y) C fy el conjunto de puntos de acumulacién de ~;(¢) cuando ¢ — 1. Debido a la
hiperbolicidad de las singularidades de fy, la unién U; ,A;(y) debe contener algin punto
regular de fy. O

Como consecuencia de la Proposicion anterior y del Teorema 2.5 obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.11. Sea S una superficie compleja compacta que es el espacio total de un fi-
brado localmente trivial de fibra lisa F sobre una curva B. Si F es una foliacion holomorfa
en S diferente de la fibracion, y que admite una fibra invariante fo con todas sus singulari-
dades hiperbolicas y grupo de holonomia rigido, entonces toda deformacion topologicamente
trivial de F es subyacente a un desplieque.

Recordemos que todo despliegue local de una singularidad reducida es trivial, cf.
Lema 1.9. También es conocido que todo despliegue local de una singularidad con ntimero
de Milnor igual a 1 (i.e. parte lineal no degenerada) y traza diferente de cero es trivial, cf.
[GM89b]. Notemos que no toda singularidad con nimero de Milnor 1 y traza no nula es
reducida (cf. capitulo 1), ni tampoco toda singularidad reducida tiene nimero de Milnor
1 (una silla-nodo no lo cumple).

Vamos a recordar dos resultados globales sobre despliegues de foliaciones en superficies
complejas compactas. El primero de los cuales se encuentra en [GM89b]:

Teorema 2.12 (Gémez-Mont). Sea F una foliacién holomorfa en una superficie com-
pleja compacta. Supongamos que el numero de Milnor de todas singularidades de F es
igual a uno y que todas ellas tienen traza no nula. Si ademds H(S,O(Tx)) = 0 entonces
todo desplieque de F es trivial.

El segundo resultado global que presentaremos se encuentra en [MN94]: Consideremos
K. el espacio versal (ver las definiciones del capitulo 1) de despliegues equisingulares de
una foliacion F en una superficie compacta S con singularidades aisladas pq,...,pr. Sea
K!o¢ el espacio de parametros del despliegue versal de las singularidades locales py, . . . , Dk,
entonces existe una aplicaciéon de restriccion

. loc loc
X Ke — K" x - x K
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Teorema 2.13 (Mattei-Nicolau). Si H'(S,O(Tr)) = 0 entonces la aplicacién tangente
Tox es un isomorfismo. Si H*(S,O(Tr)) = 0 entonces K, es liso y x es un isomorfismo.

Como consecuencia, todo despliegue de una foliacién F en una superficie compacta S,
con todas sus singularidades reducidas es analiticamente trivial si H'(S, O(Tx)) = 0.

En [GM89a] se hace un estudio exhaustivo de los grupos de cohomologia H'(S, O(L))
para toda superficie reglada S y todo dibrado de linea L sobre S. Utilizando las notaciones
del capitulo 1 para las clases de Chern de fibrados de linea en superficies regladas podemos
sintetizar sus resultados en el siguiente teorema.

Teorema 2.14 (Gémez-Mont). Sea X : L — TS una foliacion con singularidades
aisladas en una superficie reglada compacta w : S — B. Entonces H'(S,O(L)) = 0 salvo
st se da alguna de las siguientes situaciones:

(1) El género de la base B es g > 1y

(i) o bien X define la fibracion 7 y se tiene que c¢(L) = 28y — ef, donde sy es la
imagen de una seccion holomorfa o : By — S realizando el invariante e de
S (cf. capitulo 1). En este caso se tiene que dim H'(S,O(L)) = 3g — 3 +
dim H°(S, O(L)).

(i1) o bien X es una foliacion de Riccati y ¢(L) = af conb=2—-2g—a > 0. En
este caso se tiene que dim H'(S,O(L)) = 3g — 3 + b.

(2) El género de B es g = 1 y X es una foliacion de Riccati o bien una foliacion no
singular.

(3) La base B = CP! (género g =0) en cuyo caso S es una superficie de Hirzebruch F, y
se satisface una de las hipotesis siguientes

(i) o bien e = 0 (en cuyo caso S = CP' x CP', cf. capitulo 1) y X es la otra
proyeccion ©' o una foliacion de Riccati respecto de '.

(ii) o bien e = 1 (en cuyo caso S es el explotado de CP? en un punto) y (L) =
f —nl, dondel=sy+f es la clase del transformado estricto por la explosion de

una recta de CP? que no pasaba por el punto explotado. Ademds, en este caso
dim H'(F,O(L)) = 1.

Aplicando los resultados anteriores obtenemos como corolario inmediato el siguiente
resultado.

Teorema 2.15. Sea S una superficie reglada y F una foliacion holomorfa que verifica:

(1) F tiene una fibra invariante £y con todas las singularidades hiperbdlicas y grupo de
holonomia rigido.
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(2) Todas las singularidades de F fuera de fy son reducidas o bien tienen nimero de Milnor
1 y traza no nula.

(3) El fibrado tangente Tr de F verifica H'(S,O(Tx)) = 0, es decir, la foliacién F no
esta en la lista del Teorema 2.14.

Entonces toda deformacion topologicamente trivial de F es analiticamente trivial, en otras
palabras F es t-rigida.

En [Ily78] también se estudian dos propiedades importantes de la foliaciones con una
recta invariante: la densidad de las hojas y la ergodicidad. Una foliacion F en S se dice
ergddica si para todo conjunto boreliano A de S que sea F-saturado se tiene que o bien A
o bien su complemento S\ A tienen medida de Lebesgue nula.

El punto clave es el estudio transverso de estas dos propiedades, es decir, la densidad
y ergodicidad para subgrupos de Diff(C, 0) que podemos resumir en el siguiente teorema,
ver por ejemplo [GMOBS89).

Teorema 2.16. Sea I' un subgrupo de Diff(C,0) con parte lineal DoI" densa en C*, en-
tonces:

1. Existe un entorno U del origen tal que para todo p € U \ {0} la dérbita de p, por el
pseudogrupo generado por I, es densa.

2. T es ergddico, es decir, para todo germen de conjunto boreliano A C (C,0) que sea
I'-invariante se tiene que o bien A o su complemento tienen medida cero en algin
entorno del origen.

Con la misma demostracién que en los casos analizados en [Ily78] y [GMOB89], usando
el teorema anterior y la Proposicion 2.10 se obtiene el siguiente resultado global sobre
densidad y ergodicidad:

Teorema 2.17. Sea S una superficie compacta que es el espacio total de un fibrado lo-
calmente trivial sobre una curva B. Si F es una foliacion holomorfa en S diferente de
la fibracion, y que admite una fibra invariante con todas sus singularidades hiperbolicas y
cuyo grupo de holonomia I' verifica que sus partes lineales Dol son densas en C* entonces:

1. Todas las hojas de F excepto un numero finito son densas en S.

2. F es ergodica.
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2.4 Conjugacion topoldgica de foliaciones de Riccati

Sea m : S — B un superficie reglada sobre una curva de género g. Recordemos que
una foliacion de Riccati F en S es una foliaciéon que, fuera de un ntimero finito de fibras
F-invariantes de m, es transversa a la fibracion. Para facilitar la exposicién, en el caso
excepcional en que S tiene dos reglas, S = Fy = CP! x CP!, llamaremos foliacién de
Riccati a aquella que lo sea para alguna de las dos fibraciones.

Recordemos también la Proposicion 1.25 que nos caracteriza las foliaciones de Riccati
en funcion de la clase de Chern de su fibrado tangente: F es una foliacién de Riccati si
y s6lo si ¢(Tx) = af con k =2 —2g —a > 0. En este caso, F tiene k fibras invariantes
contadas con multiplicidad.

Por otra parte, también se tiene un resultado que expresa la invariancia topolégica
de la clase de Chern del fibrado tangente de una foliacién por curvas en una variedad
compleja, cf. [GMSVI1]. En [SV97] se generaliza dicho resultado a la clase de Euler del
fibrado tangente de una foliacion orientada de dimension real p en una variedad compacta,
supuesto que el lugar singular sea de codimensién mayor o igual que p + 2.

Teorema 2.18 (Gémez-Mont, Seade, Verjovsky). Sea M una variedad compleja co-
nexa y ¢ : M — M un homeomorfismo que conjuga dos foliaciones holomorfas singulares
por curvas F y G = ¢*F. Entonces c(Tyx) = ¢*(c(Tk)).

Nuestro primer objetivo es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.19. Sea F una foliacion de Riccati en una superficie reglada S con k fibras
wmwvariantes contadas con multiplicidad. Si G es otra foliacion holomorfa en S tal que existe
un homeomorfismo ¢ : S — S cumpliendo G = (¢')*F y preservando las orientaciones,
entonces G también es de Riccati, con k fibras invariantes contadas con multiplicidad.
Ademds, todas las fibras de F son simples si y solo si las de G lo son.

Demostracion. Distinguiremos los casos regular y singular. Supongamos en primer lugar
que F es una foliacién de Riccati regular sobre la superficie reglada S que fibra sobre una
curva de género g. Como G es topologicamente conjugada a F también es regular. La
Proposicién 2.7 de [GM89a] afirma que si g # 1 entonces o bien G es la fibracién o bien
es transversa a la fibracion, es decir, una foliacion de Riccati sin fibras invariantes, tal y
como habiamos supuesto que era F. Si G es la fibracion entonces S = Fy y F es la otra
fibracién, por lo que G es de Riccati respecto de proyecciéon horizontal.

Analicemos ahora el caso regular con ¢ = 1. Como F es una foliacién de Riccati sin
fibras invariantes, por la Proposicién 1.25 tenemos que ¢(Tx) = (2 — 2¢g)f = 0. Por tanto,

o(Tg) = c(Tp-1y-5) = (¢6~)"(c(TF)) = 0

y G también es una foliacion de Riccati.
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Pasemos ahora analizar el caso singular. En esta situacion, la foliacion F tiene alguna
fibra invariante f. La imagen de f por ¢ es una hoja compacta (junto con las correspondi-
entes singularidades) de G. Observemos que una singularidad ¢ = ¢(p) de G no es un punto
singular de la curva ¢(f). En efecto, consideramos una pequeiia esfera S*(p, ) centrada
en p. La interseccién f N S?(p,e) es una circunferencia no anudada. Topoldgicamente,
la imagen de S?(p, €) por ¢ también es topolégicamente una pequena esfera, en este caso
centrada en ¢, por tanto, la interseccién ¢(f) N ¢(S3(g,€’)) también es una circunferen-
cia no anudada y por tanto ¢ es un punto regular de ¢(f). Deducimos por tanto, que
&(f) es una curva racional de S (por ser una curva lisa compacta homeomorfa a S?). Por
otra parte, como la autointerseccién es un concepto puramente topoldgico, se conserva por
homeomorfismos. Por tanto, ¢(f) tiene autointerseccién cero al igual que f. Distingamos
dos casos:

(1) Si g =0 entonces S es una superficie de Hirzebruch F, las cuales trataremos con més
detalle en el siguiente capitulo. Una propiedad que demostraremos luego y que esta
contenida en la Proposicion 3.1 es que toda curva irreducible de autointerseccién nula
en F, con e > 0 es necesariamente una fibra. Utilizando este hecho tenemos que si
e > 0 entonces ¢(f) es una fibra. Sélo resta analizar el caso e = 0, es decir, cuando
S = Fy = CP! x CP!. En esta situacion, ¢(f) solo puede ser, o bien una fibra vertical,
o bien un fibra horizontal (en cuyo caso considerariamos la segunda fibracién de Fy,
donde tenemos definida la foliacién G).

(2) Sig>1y ¢(f) no fuera una fibra entonces la restriccién de la proyeccién 7 : S — B,
a ¢(f) serfa un recubrimiento ramificado. La férmula de Riemann-Hurwitz implicaria
en este caso que 0 > —2 = d(2g —2) + R con d, R > 0, lo cual es evidentemente
contradictorio.

Concluimos de esta manera que en cualquier caso ¢(f) es una fibra f’ de la fibracion,
invariante por la foliacién G. Ahora examinemos la accién de ¢ en cohomologia: ¢* :
H?(S,Z) — H*(S,Z). Como ¢(f) = f' tenemos que ¢*(f) = cf para algtin ¢ € Z*. Por
otra parte, al ser ¢ es un homeomorfismo deducimos que ¢* es un isomorfismo. Por tanto,
la matriz de ¢* en la base f, sy es de la forma

( ; i ) € GL(2,2)

*

lo cual implica que ¢ = +1. Como ¢ preserva la orientaciéon de las hojas, en particular
preserva la orientacién de f, y por tanto ¢ = 41, es decir, ¢*(f) = f.

Concluimos que G = (¢~ 1)*F es una foliacién de Riccati gracias a la Proposicién 1.25
pues si ¢(Tx) = af entonces

o(Tg) = c(Tig-ry-5) = (67)(c(TF)) = (¢7) " (a f) = a(¢™")*(f) = af.
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El siguiente paso, es comparar las holonomias de F y G = (¢~!)*F sobre sendas fibras
transversas. Ello nos lleva a modificar el homeomorfismo ¢ de manera contintie conjugando
F v G y que envie una fibra transversa a F sobre una fibra transversa a G.

Lema 2.20. Sea ¢ : S — S un homeomorfismo de una superficie reglada que conjuga dos
foliaciones de Riccati F y G. Entonces existe un homeomorfismo £ : S — S isétopo a la
identidad tal que & o ¢ continia conjugando F y G y ademds envia una fibra transversa a
F sobre una fibra transversa a G.

Demostracion. Sea 3 una fibra transversa a Fy f = po ¢x : ¥ — B’, donde B’ =
B\ {V),...,b.}, la base menos la proyeccién de las fibras G-invariantes, es una superficie
de Riemann diferente de C (pues si B = C entonces k > 0, salvo si G es la fibracién
horizontal en C x C, caso que excluiremos por su trivialidad). Por tanto, el recubrimiento
universal de B’ es o bien el disco o bien C. Se puede hacer una construccién andloga
en ambos casos, pero nos limitaremos a explicitarla en el caso, mas general, en que el
recubrimiento universal m : D — B’ de B’ sea el disco, utilizando para ello la métrica
hiperbélica. Como mo(B’) = 0y 3 = S? tenemos que f : X — B’ es homdtopa a constante,
por lo que admite una elevacién continua f : ¥ — D. Por compacidad de ¥, existe un
R > 0 de manera que f(X) C B(0, R). Fijado dicho R > 0 existen r,8 > 0 verificando las
condiciones siguientes: Para todo z € B(0, R) la proyeccién 7 restringida al sector S, =
S(z,r,0) :=={w e D| ||| —|w|| <, |argz—argw| < 6} es un homeomorfismo. Pongamos
también T, = S(z,7/2,0/2) y consideremos una funcién diferenciable g, : D — R de
soporte contenido en S, tal que |f| > K en T, para un cierto K > 0. Sea U el campo
radial real normalizado con la métrica hiperbélica y definamos el campo X, = ¢,U. El flujo
ht = exptX., t € [0,1] define una isotopia en D cumpliendo que d(hl(u),0) < ed(u,0)
para todo u € T,, donde € < 1 depende de K y R.

El campo X, desciende a un campo X, Z 0 en B’, que se se eleva a su vez a un
campo real X, en S\ p~'({b},...,b,}) tangente a la foliacién G. Para cada z € f(X)
consideremos los conjuntos D, = ¢(X) Np~'(n(2)) y E. = {¢ € D.| f(¢~'(¢q)) = z}. Sea
V. un entorno abierto de E, en la fibra p~'(z) que no contenga ningtin punto de D, \ E,
v p. : p ' (m(z)) — [0,1] una funcién test diferenciable que valga uno en E, y cero fuera
de V,. Extendemos p, a un entorno de dicha fibra decretando que sea constante sobre las
placas de G. Finalmente, definimos el difeomorfismo C'* dado por &, = exp p. X, como
una modificacién elemental de ¢ centrada en z. Por la compacidad de f (3) y como € < 1,
después de efectuar la composicién £ de un niimero finito N de modificaciones elementales
diferenciables se tiene que (£ o ¢)(X) estd contenido en un entorno trivializante, para la
foliacién G y la proyeccion p, de la fibra sobre el punto by = 7w(0) € B’. Alli es posible
efectuar una ultima modificacién, en este caso solamente continua, y enderezar ¢(C') sobre
la fibra p~t(by). O

El siguiente resultado expresa de una manera precisa que si dos foliaciones de Riccati
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son topoldgicamente conjugadas entonces sus representaciones de holonomia también lo
son.

Proposicién 2.21. Seap : S — B una superficie reglada y F, F' dos foliaciones de Riccati
con fibras invariantes fi,..., fr y fi,..., fi sobre by,... by y b,... b} respectivamente.
St ¢ es un homeomorfismo ¢ : S — S que conjuga las foliaciones F y F preservando las
orientaciones y que envia una transversal Xo = p~(by) sobre ¥ = p~1(b}). Entonces existe
un isomorfismo ¢ : w (B \ {b1,...,bx},bo) — mi (B \ {b},...,b.}. b)) tal que si denotamos
por @o la restriccion de ¢ a X se tiene la siguiente relacion entre las representaciones de
holonomia Hgé) Y H;’i’, de F yF':

(p0)« 0 Hg) = Hs_é, 0.

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa de que F y F' restringidas a S
menos las fibras invariantes son suspensiones y del hecho que la fibra C es simplemente
conexa, lo cual implica que p, : 7 (S \ (f1U---U fi),q) — m(B\ {b1,...,bx},by) es un
isomorfismo. O

Observacién 2.22. El isomorfismo ¢ : m(B \ {b1,...,bx},bp) — m(B\ {b},.... b}, b0)
es geométrico en el sentido que existe un homeomorfismo h : B — B que preserva la
orientacién y tal que induce h, = 1) a nivel de grupos de homotopia. Ello es debido al
Teorema de Nielsen (cf. [ZVC80] o bien el Teorema 4.30 en el caso de la esfera menos un
ntmero finito de puntos), el cual caracteriza algebraicamente los isomorfismos geométricos
entre grupos fundamentales de superficies.

Vamos a introducir una nocién de rigidez para subgrupos de PSL(2, C) que serd andloga
a la considerada para Diff(C, 0).

Definicién 2.23. Diremos que un subgrupo I' C PSL(2,C) es rigido si para todo homeo-
morfismo ¢ : C — C que conjugue T' con I" = o=t oT o ¢ C PSL(2,C) se tiene que ¢ es
conforme. Diremos que I' es débilmente rigido si para todo subgrupo I'' de PSL(2,C)
topoldgicamente conjugado a T por un homeomorfismo ¢ : C — C se tiene que I y I’ son
conjugados como subgrupos de PSL(2,C).

Observacién 2.24. Naturalmente, la rigidez implica la rigidez débil de I". Por otra parte,
D. Sullivan define subgrupo rigido como aquél cuyas representaciones en PSL(2,C) sufi-
cientemente cercanas a la inclusién I' < PSL(2,C) son conjugadas a ésta. Es decir, se
trata de una especie de rigidez débil local, cf. [Sul85].

Recordemos los siguientes hechos bien conocidos sobre subgrupos I' C PSL(2,C), cf.
[Sul85] por ejemplo:

(a) T es resoluble si y sélo si es conjugado a un subgrupo de Aff(1,C) = {z +— az + b}, es
decir, si todos sus elementos tienen un punto fijo comun.
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(b) SiT es no resoluble y no discreto entonces la adherencia I de I" contiene a un subgrupo
conjugado a PSL(2,C), PSL(2,R) o SO(3,R), en particular I' tiene dimensién mayor
o igual que dos.

(c) Sig: C — C es un homeomorfismo quasi-conforme que conjuga I' y I'" C PSL(2, C)
entonces existe un campo de lineas I'-invariante. Reciprocamente, el Teorema de uni-
formizacion medible de Riemann asocia a cada campo de lineas I'-invariante una con-
jugacién quasi-conforme de I' con otro subgrupo IV de PSL(2,C). De esta manera se
tiene la implicacion: existe un campo de lineas I'-invariante no trivial = I" no rigido.
Por otra parte, se tiene el siguiente resultado de [Sul85] concerniente a los campos de
lineas invariantes:

Teorema 2.25 (Sullivan). Si ' C PSL(2,C) es finito generado, no resoluble y admite
un campo de lineas invariante no trivial entonces I' es no discreto y tiene un dominio
de discontinuidad no trivial.

Por tanto, en el caso de que I sea finito generado, no resoluble y discreto, I" solamente puede
ser no rigido mediante un homeomorfismo ¢ : C — C que no sea quasi-conforme. El caso I'
resoluble, no discreto y no rigido se puede dar, basta considerar como I' = Aff(1,R), el cual
admite un campo de lineas (horizontales) invariante no trivial. En el caso de que I' sea no
resoluble y no discreto se tiene la rigidez. En efecto, en [LN87] por ejemplo, se muestra que
si I' es un grupo no discreto que contiene dos elementos sin puntos fijos comunes entonces
toda conjugacién topoldgica entre I' y otro subgrupo I de PSL(2,C) es conforme. En la
demostracion se utiliza el hecho de que la adherencia de I' es de dimensién mayor o igual
que dos. Por ultimo, en el caso I' discreto cabe destacar el Teorema de Mostow que implica
la rigidez débil de T si éste es de co-volumen finito (actuando sobre el espacio hiperbdlico
de dimensién tres).

Proposicién 2.26. Con las mismas notaciones que en la Proposicion 2.21, si ademds las
singularidades de F son hiperbdlicas y el grupo de holonomia I' C Diff(3,) = PSL(2,C) de
F es rigido entonces los residuos de las singularidades correspondientes por ¢ son iguales.

Demostracion. La igualdad de los residuos es consecuencia de la rigidez del grupo de
holonomia, que implica que ¢y € Diff(Xy, X)) = PSL(2,C) y de la Proposicién 2.4. O

Ademas, podemos demostrar el "reciproco” de la proposicién anterior.

Proposiciéon 2.27. Seap : S — B una superficie reglada y F, F' dos foliaciones de Riccati
con fibras invariantes f1,..., fx y fi,..., fi. sobre by, ... by y b, ..., b, respectivamente y
singularidades hiperbdlicas. Supongamos que existe un isomorfismo geométrico v : w1(B'\
{61, it o) — mi(B A\ AV, -, b}, 06) v un biholomorfismo o : Xy, — Xy tal que

(o)« © H;’Q = Hiﬁ’ o y los residuos de las singularidades sobre f; son iguales a los de las
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singularidades sobre la fibra invariante f! que le corresponde por . Entonces existe un
homeomorfismo fibrado ¢ : S — S que preserva las orientaciones, conjuga las foliaciones
F y F' y ademds, induce 1) en homotopia.

Demostracion. Sean D;, D! C B entornos abiertos de b; y b} respectivamente, disjuntos y
simplemente conexos. Por el Teorema de uniformizacion de Riemann, existe un biholomor-
fismo ¢; : D; — D} que envia b; en b;. Como v es geométrico, existe un homeomorfismo
h : B — B preservando la orientacién, verificando h(b;) = b}, i = 0,...,ky h, = ¢. Es
posible encontrar un nuevo homeomorfismo ¢ : B — B hométopo a h respecto a los puntos
bo, ..., b, de manera que ¢p, = ¢;. A continuacién extendemos ¢ a un homeomorfismo
fibrado ¢ : S\ (f1U---U fi) — S\ (f{ U---U f}) utilizando las foliaciones F y F' que alli
son transversas a la fibracion. Sélo queda observar que ¢ extiende a las fibras invariantes
fi, i = 1,... k. Consideremos el abierto U; = 7~ (D;) de S y coordenadas (z,y) en U;
que lo identifiquen con el producto D x C. Como las singularidades de F son hiperbdlicas,
ello es posible hacerlo de manera que las separatrices locales de las singularidades de la
fibra f; = {z = 0} se escriban en estas coordenadas como {y = 0} y {y = oo}. Asi,
es facil ver que Fjy, viene definida en estas coordenadas mediante una 1-forma del tipo
zdy + (a; + za;(z))ydz. De la misma manera, razonamos con F; que viene dada por
xdy + (o + xa;(x))ydr. Entonces, el homeomorfismo ¢|p, se escribe en estas coordenadas
como (z,y) — (z,yelo (M=aM)dt) v est4 bien definido sobre la separatriz {z = 0}. O
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Capitulo 3

Algunos ejemplos de foliaciones no
rigidas

En este capitulo, damos algunos ejemplos de foliaciones que se pueden deformar analitica-
mente dentro de una misma clase topoldgica. Mostramos asi que las restricciones de los
teoremas de rigidez del capitulo 2 no son superfluas.

Los ejemplos que presentaremos aqui seran siempre foliaciones de Riccati, mas precisa-
mente, una clase particular de foliaciones de Riccati en superficies de Hirzebruch. Aunque
podrian haberse obtenido ejemplos similares en cualquier superficie reglada e incluso en
una superficie fibrada en general, se ha optado por restringirnos a dicha clase para poder
determinar explicitamente los espacios de mddulos.

En la primera seccién hacemos una recapitulacién de hechos conocidos sobre las super-
ficies de Hirzebruch que seran utilizados en el resto del capitulo. Después, introducimos de
manera natural la clase de las foliaciones lineales en F, y presentamos su espacio de modulos
absoluto. Para ello recordaremos y utilizaremos algunos resultados de [Guc70, Kla74]. En
la seccion 3.3, generalizamos la clase lineal y presentamos el correspondiente espacio de
modulos.

3.1 Las superficies de Hirzebruch

Recordemos que en el capitulo 1 ya habiamos introducido las superficies de Hirzebruch F
como el proyectivizado de cierto fibrado vectorial de rango dos sobre CP!: F, = P(O @
O(e)). Otra manera de presentarlas es como compactificaciones fibradas de C?:

C*— F,=(Cx CP") uU,, (CxCP')=(CxCP')U(CxCP"/ ~,,
donde la relacién de equivalencia ~, viene dada por (z,y) ~. (z1,y1) siy sélo si (x1,y1) =
ve(x,y) = (%,xey). Sean (x,y) las coordenadas de F, correspondientes a la primera in-
mersiéon de C? en C x CP' C F,. Tenemos que f = {x =0} es una fibra y tiene por

47
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tanto autointerseccién cero e interseccion uno con cualquier seccién holomorfa. Por otra
parte, se tiene que sp = {y = 0} es una seccién holomorfa de F, de autointersecciéon —e y
Seo = {y = 00} es una seccién holomorfa de autointerseccién e. Necesitaremos un estudio
mas sistematico de las secciones holomorfas de F, el resultado del cual podemos resumir
en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sea e > 0 y sea o : CP* — F, una seccién holomorfa de 7 : F, — CP".
Notamos por s la imagen de o. Entonces,

(1) La clase de s en Hy(F,,7) coincide con la de so + bf para algin b € Z,
(2) Obienb=0ys=sy, obienb>ecys*>e.
(8) La seccion sqy es la inica curva irreducible de autointerseccion negativa.

(4) Las dnicas curvas irreducibles de autointerseccion nula son las fibras.

Demostracion. Ya hemos senalado en el capitulo 1 que las clases de sg y f generan
Hy(F,,7Z) = 72 por tanto, la clase de s es equivalente a la de asy + bf para ciertos
a,b € 7Z. Como s es el grafo de una seccién se tiene que corta a cada fibra en un solo
punto, es decir, a = s -f = 1. Supongamos que s # s, entonces al ser s y e dos curvas
irreducibles distintas tendrfamos que s - sy = —e +b > 0, de donde s?> = —e +2b > e > 0.

Sea C' C F, una curva irreducible de autointersecciéon no positiva diferente de sq y de
una fibra. Entonces C es linealmente equivalente a asg + bf para ciertos a,b € Z que
verifican las desigualdades siguientes

C-C = a(2b—ea)<0
Cc-f = a>0
C-s9 = —ea+b>0

De donde se deduce que a,b > 0 y por tanto
0<b—ea<2b—ea<0,

es decir, a = b = 0. Lo cual es contradictorio pues una curva analitica en una superficie
algebraica nunca representa la clase nula en homologia. O

Observacién 3.2. Como en Iy = CP! x CP! tenemos dos reglas, la horizontal y la vertical,
llamaremos v = f y h = s5. Tenemos entonces que H?*(Fy,Z) = Zh & Zv con h-h = 0,
h-v=1yv-v=0. Ademas si C es una curva irreducible de Fj definida en coordenadas
homogéneas por un polinomio bihomogéneo de bigrado (a,b), entonces la clase de C' en
H?(Fy,Z) es ah + bv. Si ademds C' - C' = 0 entonces ab = 0 por lo que C' es una fibra, o
bien horizontal, o bien vertical.
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Finalmente, vamos a recordar algunos hechos sobre el grupo de automorfismos de las
superficies de Hirzebruch. En primer lugar, si e > 0 tenemos que

1. Todo automorfismo de F, preserva la fibracién e induce un automorfismo de CP!
considerado como el espacio de fibras.

2. Definimos Auty(F,) C Aut(F,) como el subgrupo de los automorfismos de F, que
fijan cada fibra. Entonces se tiene la sucesién exacta de grupos

1 — Auto(F,) — Aut(F.) — Aut(CP') — 1.

3. Podemos escribir los elementos de Auty(Fe) en las coordenadas afines (z,Y), siendo
Y = i, como (z,Y) — (z,aY + P.(z)), donde P, es un polinomio de grado menor o
igual que e.

Si e = 0 tenemos que

1. Toda aplicacién holomorfa f : C x C — C es de la forma f(z,y) = f(x) o bien
f(z,y) = f(y). En efecto, si escribimos f en coordenadas homogéneas obtenemos

f([xo, x1], [yo, n1]) = [fo(@o, 21390, 11), f1(Zo, 13 Yo, Y1),

donde fy y fi son sendos polinomios bihomogéneos del mismo bigrado (a,b) que
determinan sendos divisores efectivos Dy = {fo = 0} y Dy = {f; = 0} de CP* x CP*
linealmente equivalentes ambos con ah + bv. Como f estd definida en todo C x C
tenemos que Dy y D no se cortan, y por tanto su producto de intersecciéon es cero:
0 = Dy - D; = 2ab. Por tanto, o bien a = 0, y en este caso f(z,y) sélo depende de
y, o bien b = 0 y entonces f(z,y) sélo depende de z.

2. Aut(Fp) esta generado por PSL(2,C) x PSL(2,C) y por la involucién ¢ definida por
o(z,y) = (y, ).

De las consideraciones precedentes se deduce facilmente el siguiente resultado.

Proposicién 3.3. (1) El grupo de automorfismos de F, actia triplemente transitivamente
sobre las fibras.

(2) Sisys' sonlos grafos de dos secciones holomorfas de F, de autointerseccion e entonces

existe un automorfismo ¢ € Auty(F,) tal que p(s) =s'.
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3.2 Las foliaciones lineales

Sea X un campo lineal en C?, es decir, X = (a;1x + amy)% + (anz + a22y)8%. El campo
X induce de manera natural una foliacién, que llamaremos lineal en CP?, CP! x CP! = Fj
y en general en cualquier superficie de Hirzebruch. Si la matriz

A= apnn a2
A21  QA22
es diagonalizable y tiene valores propios Aj, A2 entonces X es linealmente conjugado a

)xlxa% + )\gya%. Y si A\ Ag # 0 entonces la foliacion lineal determinada por X es la misma
que la definida por una 1-forma de la familia

We = xdy + aydr, o € C*.

Consideremos la foliacién F,,_, obtenida compactificando en F, la foliacion definida
por w,. Entonces F,, tiene dos fibras invariantes simples (i.e. de multiplicidad uno):
fi = {z =0} y fy = {x = c0}. Por otra parte, las secciones sy = {y = 0} y s = {y = o0}
son curvas invariantes de la foliacion.

Las singularidades de F,,_ en F, son los cuatro puntos de interseccién de estas secciones
con las fibras invariantes f; y f5, y sus residuos o niimeros caracteristicos son a, —«a para
las de f; y @ — e, —a + e para las de f5. Observemos que la foliaciéon F,,, es de Riccati y
su representacion de holonomia es lineal:

po:m(C\{0,00})=2Z — C*cC PSL(2,C)

1 — 672i7roz
Observacién 3.4. La foliacién de C? dada por un campo lineal cuya matriz no es diago-
nalizable y tiene valor propio no nulo es analiticamente conjugada a la determinada por

su forma de Jordan
10
(1Y,

En este caso, la foliacién que determina en F, es una foliacion de Riccati con dos fibras
invariantes {z = 0} y {* = oo}. La primera es simple, pero si hacemos el cambio de
coordenadas pertinente, vemos que la segunda tiene multiplicidad dos. Se puede observar
también que en {x = oo} se tiene una tnica singularidad que es una silla-nodo. Por otra
parte, la holonomia respecto de la fibracion, considerada sobre la transversal x = xq, es la
traslacion y +— y + 2imxg, que por tanto no es linealizable.

Vamos a demostrar que las propiedades de w, que hemos puesto de manifiesto ante-
riormente caracterizan, modulo conjugacion analitica, dicha familia.
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Proposicién 3.5. Toda foliacion de Riccati F en F, con dos fibras invariantes simples
y cuya representacion de holonomia sea linealizable es analiticamente conjugada a una
foliacion lineal F,,, para algin o € C*.

Demostracion. En efecto, el hecho que la holonomia sea linealizable implica que tiene dos
puntos fijos diferentes correspondientes a dos separatrices algebraicas S; y S, distintas y
transversas a la fibraciéon. Como S; y S son sendas hojas de la foliacion se tiene que son
conexas. La transversalidad con la fibracion implica que la restriccién de la proyeccion a Sy
y Sy define sendos recubrimientos sobre CP!. El hecho de que CP! es simplemente conexo
junto a la conexion de S; implica que estos recubrimientos son isomorfismos y por tanto,
S1 y Sy son los grafos de dos secciones 01,09 : CP! — F,. Por la Proposicién 3.1 tenemos
que las clases s; de S; en Hy(F,,Z) se escriben como s; = sg + b;f. Como las foliaciones
de Riccati tienen todas sus singularidades sobre las fibras invariantes deducimos que S7 y
S, no pueden cortarse, por lo que s; - S5 = —e + by + by = 0. De donde s? = 2b; — ¢ =
e

—s2. Si b # 5 entonces una de estas dos curvas, digamos S;, tiene autointerseccion

estrictamente negativa, por lo que S; = sg. Por tanto, by = 0y by = e, de donde s3 = e.
e

Si by = £ entonces by = by y s7 = s3 = 0, lo cual sélo puede ocurrir en Fy = CP! x CP!
siendo S y S dos secciones horizontales cualesquiera. Por la Proposicion 3.3, el grupo de
automorfismos Aut(F,.) actua triplemente transitivamente sobre las fibras, mientras que
el subgrupo Auty(F,) actia transitivamente sobre el conjunto de las secciones holomorfas
de autointerseccion e. Por tanto, F es analiticamente conjugada a la foliacién definida
por una 1-forma del tipo w = zdy + q(z)ydz, donde ¢(x) es un polinomio no nulo. Si

cambiamos de coordenadas, r; = i y y1 = x°, para analizar la multiplicidad de la

separatriz f; = {z = oo} = {x; = 0}, vemos que

1 1 dxy 9 1
w=—d(z{y1) — q(—)xiyn— = x] |:£L'd (e— —)dx]
7 (ziy1) q(a:1> 1Y 2 1 1aY1 + C](xl) 1
por lo que fy es simple si y sélo si g(z) es constante. Por tanto, w = w, para algin
a e C. O

Observacion 3.6. En [ tenemos que F,, es analiticamente conjugada a F, , me-
diante la involucién o : (z,y) — (y,z). En el resto de superficies de Hirzebruch F,,_
es analiticamente conjugada a JF,, si y slo si a = . La foliacién F,,, en la superficie
Fy, donde el divisor sy puede contraerse, da lugar a una foliacién lineal en CP? con tres
singularidades y tres rectas invariantes.

Definicién 3.7. Sea L(F.) la clase de las foliaciones lineales en F, compuesta por las
foliaciones de Riccati con dos fibras invariantes y holonomia linealizable. Consideremos
también el subconjunto Ly (F.) C L(F.) formado por aquellas foliaciones lineales que tienen
residuo o € C\ R, es decir, aquéllas que tienen todas sus singularidades hiperbdlicas.
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Observemos que las singularidades de una foliaciéon F de L(F.) tienen numero de
Milnor igual a uno. Por otra parte, si F es una foliacion de Riccati en F, con todas
sus singularidades hiperbdlicas, entonces el hecho de que la holonomia sea linealizable es
equivalente a que sea abeliana. En particular, si F es una foliacion de Riccati con solamente
dos fibras invariantes y singularidades hiperbdlicas entonces F € L (F.) ya que el grupo
fundamental 71 (CP' \ {0,00}) = Z es abeliano.

Nuestro primer objetivo es caracterizar el espacio de médulos de una foliacién Fy €
Ly (F), es decir, el conjunto

M(Fy) = {F foliacién en F, tal que F ~iop Fol/ ~an -

En 1970 J. Guckenheimer demuestra la estabilidad estructural de las foliaciones lineales
en CP? mediante un habil pegado de tres homeomorfismos definidos en las cartas afines
correspondientes a las tres singularidades de dichas foliaciones. En el trabajo de B. Klares,
cf. [Kla74] se encuentra probada la trivialidad topolégica de la familia de foliaciones
lineales {F., }aco\r en Fy = CP! x CP', asi como en las superficies obtenidas realizando
sucesivas explosiones a Fj. A continuacién recordaremos el homeomorfismo explicito en el
caso de Fy y utilizando una técnica de pegado similar a la utilizada en [Guc70] para CP?
deduciremos la trivialidad topolégica en F,.. Por completitud, citaremos otro trabajo de
J. Guckenheimer, cf. [Guc72], en el que se muestra la estabilidad estructural de los flujos
lineales hiperbdlicos en C™.

Proposicién 3.8. Sia, € C\R entonces la foliacion F,, es topolégicamente conjugada

Fos en Fo. Ademds, si las partes imaginarias de o y 3 tienen el mismo signo entonces
existe un homeomorfismo ¢ : F, — F, que preserva las orientaciones y que conjuga F,,, Y
Fug-

Demostracion. Consideremos la foliaciéon F,, definida por w, en C* xC*. Seaexp : CxC —
C* x C* la aplicacién exponencial definida por exp(z,w) = (%™, ¢*™). La foliacién pull-
back exp* F,, viene definida por la 1-forma dw + adz, es decir, admite como integral
primera la forma lineal w + az. Buscando una conjugacién R-lineal F' en C? entre las
foliaciones definidas por w + az = cte y w + 3z = cte, que sea de la forma F(z,w) =
(Fi(z), Fo(w)) e invariante por las traslaciones z +— z+ 1y w — w + 1, uno encuentra una
tinica solucién, que desciende a F': C* x C* — C* x C* via la aplicacién exponencial. Es
facil ver que podemos escribir

2imz
)

‘Q\

B — (1 +ifed)

t Ima

Sley

(3.1)

=

. A
F(z,y) = (=, yly|*) con {#

?

—

m

@

Observemos que F extiende a F : C x C x C x C enviando el conjunto formado por
las cuatro separatrices de F,, en Fj sobre si mismo. De hecho, si Inalm3 > 0 las
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cuatro separatrices quedan invariantes por F. Analicemos ahora la situacién en F,. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que ImaIm (3 > 0, ya que sino aplicariamos
el homeomorfismo definido por (z,y) — (Z,y) que conjuga F,_ vy F.,. Consideremos
los cuatro subconjuntos cerrados Vi = {|z| < 1,|y| < 1}, Vo = {|z| < 1,]y| > 1}, V5 =
{l| > 1, ly| <1} vy Vi = {|z| > 1,]y| > 1} de F.. En cada uno de ellos tenemos sendas
singularidades de F.,, y F.,;: (0,0), (0,00), (00,0) y (o0, 00) con residuos respectivos o =
ay B =0,a=a—ey [} = [F—e, etc... Cada singularidad determina un homeomorfismo
fi : Vi — Vi de la forma f;(z,y) = (z|z|*,y|y|*). Debido a las relaciones anteriores entre
los diferentes residuos «; y §; y las consecuentes relaciones entre los exponentes \; y p; es
facil ver que dichos homeomorfimos f; coinciden en las intersecciones de los cerrados V;,
definiendo por tanto un homeomorfismo global f : Fi, — F; conjugando F,,, y Fu,. O

Observacién 3.9. El homeomorfismo correspondiente a F preserva el divisor excepcional
so v por tanto desciende a un homeomorfismo en CP? conjugando las correspondientes
foliaciones lineales.

Teorema 3.10. Si Fy € L,(F,) entonces M(Fy) = {a € C| Ima > 0}.

Demostracion. Sea F una foliaciéon holomorfa en F, que sea topoldgicamente conjugada
a Fo. Veamos en primer lugar que entonces F € L(F,). En primer lugar, gracias al
Teorema 2.19 tenemos que F es una foliacion de Riccati con dos fibras invariantes simples.
Ademsds, como la holonomia h de F es topolégicamente conjugada a la de Fy tenemos que h
tiene dos puntos fijos distintos, por tanto h es linealizable. Hemos visto asi que F € L(F).
Como la dindmica de la holonomia de una singularidad hiperbdlica es topoldgicamente
diferente a la de una singularidad con residuo real concluimos que F € L, (F,). Finalmente,
las Proposiciones 3.5 y 3.8 implican que todas las foliaciones de L, (F,) son topoldgicamente
conjugadas. Concluimos la demostracion utilizando la Observacion 3.6. O

Observacién 3.11. La familia de 1-formas {wq}acc\r determina una deformacién topo-
légicamente trivial que no es subyacente a un despliegue. En efecto, en primer lugar, el
fibrado tangente Tz, es trivial pues como hemos visto en la Proposicién 1.23 se cumple
en general que ¢(Tr) = (2 — 2g)f — Vi, y en nuestro caso Vg, = 2f y g(CP') = 0. Por
otra parte, se tiene que H'(F,,Op,) = 0, por tanto H'(F.,O(T%,_ )) = 0. Aplicando el
Teorema 2.13, deducimos que si la familia w, fuera subyacente a un despliegue entonces
éste seria analiticamente trivial, lo cual no es cierto.

3.3 Las foliaciones quasi-lineales

Vamos a definir la clase de las foliaciones quasi-lineales en F, generalizando la clase lineal
en el sentido que admitiremos més de dos fibras invariantes:
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Definicién 3.12. Decimos que una foliacion F es de la clase QL(k, F,) si y sélo si es una
foliacion de Riccati en F, con k fibras invariantes simples y holonomia simultdineamente
linealizable.

Observemos que QL(2, F,) = L(F.). De manera similar a la Proposicién 3.5 se obtiene
el siguiente resultado.

Proposicién 3.13. Sea (U, (x,y)) una carta afin de F. en la que so = {y =0} y Seo =
{y = oo}. Entonces, para toda F € QL(k, F,) se tiene que F es analiticamente equivalente
a una foliacion que en U wiene definida por una 1-forma del tipo w = p(x)dy + q(z)ydz,
con p(x),q(x) polinomios no nulos verificando que p tiene raices simples y degq < degp.
De hecho, podemos distinguir dos casos:

(1) Si{x = oo} es una fibra invariante simple entonces degp =k —1 y degq =k — 2.
(11) Si{x = oo} es transversa a la foliacion entonces degp =k y degq < k — 2.

Siguiendo con las notaciones de la proposicion precedente, podemos escribir

w o dy k . )
yp(z)  y * (;x_$z> dr, (3.2)

donde «; € C son los residuos de las singularidades de F,, en sy. Definimos el subconjunto
QLy(k, F.) C QL(k, F.) de foliaciones quasi-lineales hiperbdlicas como el formado por
aquellas foliaciones quasi-lineales que tienen todos sus residuos «; no reales. Observemos
que por el Teorema del Indice de [CaSa82] se tiene que Zle a; = e. Observemos también
que toda foliacién de QL(k, F1) se puede obtener a partir de la foliacién definida por una
I-forma homogénea de grado k, wy = ax(z,y)dx + b (z,y)dy, explotando la singularidad
situada en el origen (0,0) de la carta afin (U, (z,y)) de CP2.

En 1979 N. N. Ladis realizo un estudio completo de las equivalencias topoldgicas de las
foliaciones en CPP? definidas por 1-formas homogéneas. El primer paso de la demostracién
consiste en realizar una explosion del origen para después trabajar en una situacién fibrada,
que nosotros ya conocemos bien: la superficie F;. Utilizando la técnica de pegado de

[LN87] vamos a exponer el resultado de [Lad79] y a generalizarlo a cualquier superficie de
Hirzebruch.

Teorema 3.14. Sean k > 2 y F, y Fp dos foliaciones de la clase QL,(k + 1, F,) con
residuos respectivos ag, v, ..., Y Bo, B, ..., PBr. Entonces F, es topologicamente conju-
gada a Fp sty solo si existen ordenaciones de los residuos de manera que se tengan las

1qualdades
50—040_51—041 _52—042 _ . Br — ag

Im «y Im oy Im ay Imoy,
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Demostracion. En primer lugar, como la holonomia de las foliaciones quasi-lineales es
abeliana, podemos aplicar la Proposicion 2.27 y reducirnos al caso que las foliaciones F,
y Fp tienen las mismas fibras invariantes {z = z,}, para j = 0,...,k. En segundo
lugar, recordemos que las foliaciones de Riccati en general, y las quasi-lineales en particu-
lar, pueden obtenerse pegando modelos lineales como se describe en [LN87]. Recordemos
brevemente su construccién: Sea r > 0 tal que los discos D; = D(xj,r), j = 0,...,k
sean disjuntos. Para cada j = 1,...,k, pongamos y; = x¢ + ge2i”(j_1)/k, consideremos
d; caminos disjuntos uniendo y; con z; + r/2 y A; un entorno tubular de §; tal que
A; N D; sea simplemente conexo. Tomemos coordenadas (z,u;) v (z,v;) en D; x C y
Aj X C respectivamente. En estas coordenadas definimos las foliaciones locales dadas por
(z — x;)duj + ajujdr en D; x C y la foliacién horizontal v; igual a constante en A; x C.
Definimos los biholomorfismos de pegado siguiente: ¢§;’ : Aj x C — Dy x C mediante

(z,v;) — (x,vj(%)ao) N qbfj : A; x C — D; x C mediante (x,v;) — (az,vj(%)aj).
Estos biholomorfismos llevan placas sobre placas y por tanto permiten definir una foliacion
holomorfaen U = ( U A:ul Di) xC. Como el complementario de U en F, es analiticamente
equivalente a D x C y la holonomfa del borde es trivial, podemos pegar dicha foliacién con
la foliacién trivial (horizontal) en D x C y obtener asf una foliacién holomorfa F en una
superficie reglada U U (D x C) = F,,. Por construccién, la foliacién F admite {y = 0} e
{y = oo} como secciones invariantes, {x = z,} como fibras invariantes, su holonomfa es
lineal y tiene los mismos residuos que F,. Para ver que la superficie reglada que obten-
emos, F,/, es la de partida, F,, aplicamos la férmula del indice de [CaSa82| a la separatriz
{y = 0}, cf. Teorema 1.7, obteniendo que e = Z?:o aj = —c(Ngy=oy). Por tanto, la seccion
{y = 0} tiene autointerseccién —e en F,.. El estudio realizado en la Proposicién 3.1 sobre
las secciones de las superficies de Hirzebruch implica que si e < 0 entonces e =¢’. Sie =0
entonces remitimos a [LN87] para descender F a Fy = C x C. La Proposicién 3.13 im-
plica que F es una foliacion quasi-lineal en F, con las mismas fibras invariantes y mismos
residuos que F,, por tanto es analiticamente equivalente a ésta ultima.

Veamos ahora que las condiciones exigidas a los residuos son necesarias para la con-
jugacion topologica: Recordemos que el Lema 2.20 afirma que podemos modificar un
homeomorfismo que conjuga F, y Fs de manera que envie una fibra transversa ¥ sobre
otra fibra transversa >’. Como la holonomia de F, es simultaneamente lineal en la coor-
denada global y, la Proposiciéon 2.4 implica que la restricciéon ¢ de ¢ a X es de la forma
¢(y) = yly|*F(y) con F(e*™y) = F(y) para todo j =0,....ky

M_Zﬂo—ao _2.51—041 Py _.”_Z.ﬁk_ak
Im «y Im oy Im o Imay

Finalmente, mostremos que dichas condiciones también son suficientes. Recordemos
que dar un homeomorfismo en una variedad U;U;/{¢;;} obtenida pegando las cartas U;
mediante los biholomorfismos ¢;; es equivalente a dar ¢; : U; — U; de manera que en las
intersecciones U; NU; se tenga que ¢; 0 ¢;; = @450 ¢;. Utilizando las mismas notaciones que
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hemos introducido antes vamos a construir homeomorfismos locales ¢p, : D; X C — D;xC
y ¢a; + Aj x C — A; x C que determinen un homeomorfismo global entre las dos folia-
ciones quasi-lineales F, y Fg en F,. Ponemos ¢p,(z,u;) = (gx, (v — x;) + 5, fu, (1 ))
y ¢a,(x,v;) = (9(x), f(v;)) con f,g funciones a determinar y (gy,, fy;) el homeomor-
fismo (3.1) que conjuga las foliaciones lineales de residuos «; y 3; en Fy. La conmutatividad

del diagrama
ba,
A4;xC —4 4;xC

o) l o) l
D,
Dj X (Cj — Dj x C
es equivalente a que g(z) = gx,(z — z;) +x; en A; N D; (lo que permite definir el homeo-
morfismo g en A; N D;) y f(v;) = fu,(v;), lo cual es consecuencia de que todos los j;
son iguales entre si. Tenemos asi definido un homeomorfismo en U = (|JA4; UJ D;) x C

conjugando F, iy y Fap. Utilizando la trivialidad de F, y F3 en el complementario de U
podemos extender adecuadamente el homeomorfismo a todo F,. O

Pasemos a enunciar el resultado que nos caracteriza el espacio de médulos de las folia-
ciones quasi-lineales.

Teorema 3.15. Sea k > 3 y Fo € QLy(k, F.) con residuos aq,--- ,ar. Si k =3 entonces
el espacio de mddulos de Fy es igual a

miE) = {0 € ©\mye| B s o)

Ima;  Imas  Imag
Si k > 3 entonces el espacio de modulos de Fy se identifica con el espacio cociente de

{((331751)7"' ,(xk,ﬁk)) € (@X(C\R))k fr-o :-u:ﬁk_ak Y x; # x5 sz’i#j}

Im oy Im oy,

por la relacion de equivalencia que determinan las siguientes condiciones:

(i) Para toda permutacion o € &y se tiene que ((mz,ﬁz))le ~ ((xo(i)750(i)))f:1 5i By =
Bi para todoi=1,... k.

(i1) Para toda homografia ¢ € PSL(2,C) se tiene que ((xz,ﬁz))le ~ ((gp(:r;z),ﬁ,))f:l

Demostracion. El resultado se sigue de manera casi inmediata de las siguientes considera-
clones:

(a) El Teorema 2.19 que afirma que una foliacién topolégicamente conjugada a una fo-
liacién de Riccati es a su vez una foliacién de Riccati.
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(b) La Proposicién 3.13 que caracteriza las foliaciones quasi-lineales como foliaciones de
Riccati con fibras invariantes simples y holonomia simultaneamente linealizable.

(c¢) La Proposicién 3.14 que caracteriza la conjugacion topoldgica en la clase quasi-lineal.
O

Observacién 3.16. La familia de foliaciones determinada por (3.2), variando las abscisas
x; de las fibras invariantes separatrices y los residuos «;, determina una deformacién
topoldgicamente trivial de foliaciones quasi-lineales que contiene un representante analitico
de cualquier foliacién quasi-lineal, es decir, constituye una familia versal de las foliaciones
quasi-lineales.



58 CAPITULO 3. ALGUNOS EJEMPLOS DE FOLIACIONES NO RIGIDAS



Capitulo 4

Singularidades homogéneas

En los capitulos precedentes hemos considerado los espacios de moédulos de foliaciones
singulares en superficies compactas, asumiendo que las singularidades de éstas eran re-
ducidas. En el presente capitulo nos interesaremos en la descripcion de los espacios de
modulos de singularidades, locales pero méas complicadas. Mas precisamente, consider-
aremos la clase de las singularidades homogéneas que introducimos a continuacién. Dichas
singularidades constituyen el andlogo local de las foliaciones transversas a una fibracion
fuera de un numero finito de fibras que hemos considerado anteriormente en el contexto
global. En el siguiente capitulo utilizaremos las mismas técnicas que desarrollaremos en
éste, para abordar una clase mas general y natural de singularidades: las singularidades
quasi-homogéneas, cuya definiciéon pasamos a recordar y que se puede encontrar detallada-
mente expuesta en [Mat00].

4.1 Descripcion de la clase

Sea w = a(x,y)dr + b(x,y)dy un germen de 1-forma en el origen con una singularidad
aislada. El Teorema de C. Camacho y P. Sad (cf. Teorema 1.2 del capitulo 1) afirma
que w admite siempre una separatriz, es decir, un germen de curva analitica irreducible
invariante. De hecho, puede admitir una infinidad, en cuyo caso se dice que w es dicritica.

Definicién 4.1 (Mattei). Sea w = a(z,y)dx +b(x,y)dy una 1-forma no dicritica y f =0
una ecuacion reducida de las separatrices de w. Decimos que w es quasi-homogénea si y
sélo si f pertenece al ideal (a,b) generado por los coeficientes de w. Equivalentemente, si
existen coordenadas (u,v) en las cuales f se escribe como un polinomio quasi-homogéneo

(de pesos («, 3))
fluv)= > aya'y’,

ai+Bj=d

29
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y existen funciones g, h con g(0) # 0 (h de orden mayor o igual que ord(w) — 1) tales que
gw = df +hwtles,
donde Ro 5 = ol + L2 ywhes = audv — fudu.

Un caso particular se foliacion quasi-homogénea se tiene cuando los pesos «, 3 son
iguales a uno. La escritura precedente permite reformular este hecho de la manera siguiente:

Definicién 4.2. Una foliacion F es homogénea si y solo si existen coordenadas de manera
que las separatrices de F sean un numero finito de rectas por el origen fuera de las cuales
F es transversa a la fibracion de Hopf.

Esta es la situacién local analoga a la considerada en el caso global, cf. capitulos 2
y 3. Més concretamente, si explotamos el origen de (C%,0) obtenemos una superficie U,
que contiene al divisor excepcional D de autointerseccién —1, y la cual podemos sumergir
de manera natural, como subvariedad abierta, en la primera superficie de Hirzebruch F;.
Dicha inmersion es tal que D se corresponde con la seccion sy de autointerseccion —1
descrita en el capitulo 2 y la fibracion de Hopf en U con la restriccion de la regla de F7.
La foliaciéon explotada F tiene un numero finito de fibras invariantes fuera de las cuales
es transversa a la fibraciéon. En general, esta situacién es local, pero si F viene dada por
una 1-forma polinédmica, entonces F esté definida en todo CP? y por tanto F en todo Fj.
]:f@te es el caso, por ejemplo, si w = w, es una 1-forma homogénea de grado v y entonces
F. es una foliacién quasi-lineal de Fy con v + 1 fibras invariantes (si las contamos con
multiplicidad), cf. capitulo 3. Otro ejemplo es el siguiente: Si w = w, + f,w?, donde f,
es un polinomio homogéneo del mismo grado v que w,, entonces es facil comprobar que
F., es una foliaciéon de Riccati que admite s, como una seccién invariante, y por tanto, su
grupo de holonomia es afin, en particular, resoluble.

En general, si w = w,+w, 11+ -+ es una foliacién homogénea y P(z,y) es una ecuacién
(polinémica homogénea) de sus separatrices entonces, médulo la multiplicacién por una
unidad, podemos escribir

w = dP + hw", con W = zdy — yda. (4.1)

Denotemos por Py 1 = w;(R), donde R = xa% + ya% es el campo radial. Si aplicamos los
dos términos de (4.1) sobre R obtenemos que P,1 + P,12--- = (deg P)P. Como w es no
dicritica es facil ver que P,,; # 0y por tanto, se puede tomar P = P, y w = dP,,; +hw’.
Como {w(R) =0} ={P,;1 =0} = {w,(R) = 0} existe una funcién f verificando

w=w, + ful (4.2)

y cuyo orden es mayor o igual que v.
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Sea w = w, +--- un germen de 1-forma holomorfa en el origen. Si w tiene exactamente
v + 1 separatrices, lisas y transversas dos a dos, entonces el polinomio P, ; es reducido,

de manera que lo podemos expresar como producto de v + 1 factores lineales diferentes
v+1

P,.1 = [] ;. También podemos escribir
j=1

w SLdl
v i 4.
Pl/+1 ]Zl Q; l] ) ( 3)

donde los valores a; € C son los residuos de las v+1 singularidades de la foliacién explotada

3-:; en el divisor excepcional D. En particular, tenemos que w es una curva generalizada
(recordemos que ello queria decir que w define una foliacién no dicritica que no admite
sillas-nodo en su reduccién de singularidades) si y sélo si los residuos a; no son racionales
negativos (incluyendo el cero).

Definicién 4.3 (Cerveau-Sad). Decimos que una 1-forma w, homogénea de grado v es
general si y solo si verifica las siguientes condiciones

(1) w, es no dicritica.

(2) El polinomio P,y es reducido y los residuos oy, ..., q, 1 de Pw; son no reales.
Observacién 4.4 (Cerveau-Sad). Sea w = w, + --- una l-forma cuyo primer jet no

nulo w, es general, entonces w es una curva generalizada que tiene exactamente v + 1
separatrices, lisas y transversas dos a dos.

En este caso el problema de enderezar las separatrices es trivial desde el punto de vista
diferenciable:

Proposicién 4.5. Sea w = w, + --- una I-forma cuyo primer jet no nulo w, es general,
entonces la foliacion F,, es topoldgicamente conjugada (por un difeomorfismo C*) a una
foliacion homogénea definida por w' = w, +--- con la misma representacion de holonomia
que F,.

Demostracion. La 1-forma w, determina las tangentes { P, = 0} de las v+ 1 separatrices
de F, asi como los residuos aq,...,a,,1 de las singularidades de 3’-:; en el divisor excep-
cional D. Utilizando el Teorema de Sintesis de holonomias de Lins-Neto, cf. Teorema 4.24,
construimos una foliacion homogénea F,, con los mismos residuos, la misma holonomia y
cuyas separatrices son las rectas {P,;; = 0}. De aqui deduce que w’ = w, + --- Consi-
deremos las ecuaciones y = t;x + z%c;(x) de las separatrices S; de w. En las coordenadas
(t,z) de C2 tenemos que S; viene dada por ¢t = t; 4+ zc;(z), es decir, S; es una fibra de
la submersién holomorfa §;(t, ) =t — zc¢j(x). Utilizando funciones test es facil construir
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una submersién diferenciable £(¢,x) = t + x¢(t, z) de manera que coincida con &; en un
entorno de S; y con la fibracién de Hopf en una zona intermedia y tal que £ sea transversa
a la foliacién F, fuera de las separatrices. Finalmente, aplicamos la técnica de elevacion
de caminos del Teorema 4.14 pero utilizando la fibracién § en la salida y la de Hopf en la
llegada, para definir un homeomorfismo C* de C2\ (|J S;) a C?\ (IU{t = t;}) que conjugue
3—": y j—":/ Dicho homeomorfismo extiende a las separatrices pues la fibracion £ es holomorfa
en un entorno de S; y alli podemos razonar como en el Teorema de Mattei-Moussu. [

La cuestion del enderezamiento analitico es més sutil, como veremos a continuacién.
Comencemos considerando un ejemplo sencillo.

Ejemplo 4.6. Seav < 3y w = w,+--- una 1-forma holomorfa que tenga exactamente v+1
separatrices, lisas y transversas dos a dos, entonces w determina una foliacion homogénea.
Sélo hemos de observar que 2, 3 o 4 curvas lisas y transversas por el origen son enderezables
analiticamente de manera simultanea sobre sus tangentes. En efecto, dos curvas lisas
transversas por el origen siempre son enderezables sobre los ejes coordenados. Si la tercera
separatriz viene dada por y = ¢(z) con ¢(0) = 0 entonces ¢(x) = zpi(z), ©1(0) # 0y el
cambio de coordenadas inverso de (x,y) — (z,yp(z)) conserva los ejes y lleva y = ¢(x)
sobre la recta y = x. Si tenemos una cuarta separatriz transversa, la podemos escribir como

y = tyx + x%c(x), t4 # 0,1. Entonces el cambio inverso de (z,y) — (z,y + y(y — m)t(ct(f)l))

conserva las tres rectas anteriores y lleva y = t4x + 2%c(z) sobre la recta y = t4x.

Observemos que el argumento anterior para enderezar analiticamente v + 1 curvas lisas
y transversas por el origen, no funciona en general si v > 4. En efecto, consideremos el
subgrupo D de Dif(C? 0) formado por aquellos difeomorfismo locales que preservan los
ejes y las rectas y = x, y = t4x donde t4 # 0,1. Observemos que si ¢ € D entonces
D¢(0) = MId y por tanto, ¢(x,y) = (za(z,y),yb(x,y)) con a(0,0) = b(0,0) = XA # 0. Sea
E ={o(z,y) = (va(z,y),yb(z,y)) € D| a(x,y) = b(x,y)} el subgrupo de Diff(C?,0) que
preserva todas las fibras de Hopf. Sean ¢, ¢! € D que escribimos como

¢($,y) = (xa($7y>7yb(xay)) y (ﬁ*l(l’,y) = (.%C(:K,y),yd(l‘,y)), (4'4)

entonces el elemento de £ definido por

UV(z,y) = (vc(z,y), ye(r, y))

verifica que

(Vo @) (x,y) = (z,ye(x,y)) = x(x,y) (4.5)
donde e(z,y) es de la forma e(x,y) = 1+ (y — ) (y — t42) f(x,y). Sea C5 una quinta curva
lisa, transversa con las cuatro rectas anteriores, dada por la ecuacién

y = tsx + 2°cs(z) conts #0,1,t,. (4.6)
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Supongamos que el difeomorfismo (4.4) verifica que ¢(C5) = {y = tsx}, entonces el ele-
mento x € D definido en (4.5) también cumple la relacién x(C5) = {y = tsz}. De esta
manera, vemos que es suficiente considerar difeomorfismos de la forma

o(x,y) = (2, y +yly — 2)(y — tax) f(2,y)).

Como ¢(z,ts5x) = (z,t50 + 23t5(ts — 1)(t5 — t4) f(x,t57)) y la separatriz C5 viene dada
por (4.6) deducimos que podemos enderezarla analiticamente preservando las cuatro rectas
anteriores si y sélo si ¢;(0) = 0, es decir, si el orden de contacto de Cj5 con su recta
tangente en el origen es mayor que dos. El mismo argumento muestra que la condicién
necesaria y suficiente para realizar el enderezamiento de la separatriz Cy,1, en un sistema
de coordenadas donde las anteriores separatrices C1,...,C} se escriban como rectas, es
que el orden de contacto de Cjy; con su recta tangente por el origen sea mayor que
k—3. Sin embargo, dicha caracterizacién no es satisfactoria porque depende del sistema de
coordenadas en el cual las k primeras separatrices son rectas. Mas 1til nos sera la siguiente
condicién suficiente para el enderezamiento simultaneo de n curvas lisas y transversas dos
a dos.

Proposicién 4.7. Sean C4,...,C, curvas lisas y transversas dos a dos en el origen, en
numero n > 3. Si el orden de contacto de cada curva con su recta tangente en el origen
es mayor o igual que n — 1 entonces existe un sistema de coordenadas analitico en el cual
las C; se escriben como rectas.

Demostracion. Por hipotesis, las curvas C} vienen dadas por ecuaciones del tipo y =
tyr + 2" tep(x), k=1,...,n, con t; # t; sii # j. Consideremos la funcién

[l y) = ;Ck(l")m'
J#k
Entonces el difeomorfismo ¢(z,y) = (x,y + f(z,y)) verifica que ¢({y = tyz}) = Cy. O

Como consecuencia de esta propiedad tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.8. Stw = w,+--- tiene evactamente v+ 1 separatrices, lisas y transversas
dos a dos, entonces el hecho de que w defina una foliacion homogénea solo depende del 2v—2
jet de w.

Demostracion. Para cada [ > v definimos el polinomio Py; = w;(R). Notemos también
Q) = ZEL(1,1) y Q) = QY(t) + (k — 1)by(1,). Un céleulo fécil muestra que
existen polinomios Rj_1(z1,...,7x_1) que dependen de los coeficientes de w tales que
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Ri_1(x1,0,...,0) = 0 y de manera que la curva de ecuacién y = c1x + cow?® + 323 + -+ - es
una separatriz de w si y sélo si
Py+1(1, Cl) =0 (47)

y para todo k > 2 se verifica la ecuacién
QZ(CI)CIC + Rk—l(Cb e 7Ck—1) + Py+k(01) =0 (48)

La hipdtesis sobre las separatrices de w implica que para cada valor c¢; verificando la
condicién (4.7) existen unos dnicos cq, c3, ... verificando las ecuaciones (4.8). Si el 2v — 2
jet de w es analiticamente conjugado a

wy + (fy + -+ forg)w"

entonces P, = 0 para todo k entre 2 y v — 1, y por tanto, co = c3 = --- =c¢,_1 =0
verifican las ecuaciones (4.8) si 2 < k < v — 1. Por la unicidad expresada antes tenemos
que las separatrices de w son de la forma

y=tyr+a"c(x), k=1,...,v+1
Concluimos gracias a la Proposicion 4.7. O

Vamos a considerar un conjunto de foliaciones homogéneas que verifican ciertas condi-
ciones genéricas (nocién cuyo sentido precisaremos después) introducidas en el trabajo
[CeSa86] y que abreviamos con las siglas N.A.G. de No Abeliana General:

Definicién 4.9. Denotaremos por H la clase de todas las foliaciones homogéneas y por
Hy la subclase definida por Hy = V|;|2 Hy(v+1), donde F € Hy(v+1) siy solo si

(1) F es homogénea y su orden de anulacion en el origen es v.

(2) P, es reducido y los residuos a; son no reales.

(3) El grupo aditivo generado por los residuos o es denso.

(4) El grupo de holonomia proyectiva G de F es no abeliano.

Asi mismo, diremos que una foliacion homogénea F € H es hiperbolica de orden v si
y sdlo si satisface las condiciones (1) y (2) anteriores. Ademds, si F es un germen de
foliacion holomorfa (no necesariamente homogénea) definida por una 1-forma w = w,+- - -

verificando (2),(3),(4) v
(1°) w, es no dicritica,

entonces escribiremos w = w, +--- N.A.G.
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Observacién 4.10. Si F € H,(v + 1) entonces se tienen las siguientes consecuencias.

(i) Las condiciones (1) y (2) implican que la foliacién F obtenida después de explotar el
origen tiene v + 1 singularidades hiperbdlicas sobre el divisor excepcional y por tanto
constituye la reduccién de singularidades de F. En particular tenemos que F es una
curva generalizada.

(ii) La hipdtesis (3) implica que el subgrupo multiplicativo DyGG C C* formado por las
partes lineales de los elementos de G es denso. Ello junto a la hipdtesis (4) implica
que G C Diff(C, 0) es rigido, cf. Proposicién 2.2.

(i) Finalmente, las condiciones (2)-(4) son genéricas en el conjunto de las foliaciones
homogéneas de orden v (dado por la condicién (1)). Més precisamente, las condiciones
(2) v (3) se verifican en un conjunto residual de los v-jets de w, mientras que la
condicién (4) se verifica para w = w, + w,41 + - -+ variando w,,; en un abierto de
Zariski (que depende de w,) de las formas homogéneas de grado v + 1, cf. [CeSa86].

Recordemos dos resultados de [CLNS84] sobre invariantes topoldgicos de las curvas
generalizadas:

(a) El orden de anulacién de una curva generalizada es un invariante topoldgico, es de-
cir, siw = w, + -+ y w = w), + -+ determinan dos curvas generalizadas que son
topolégicamente conjugadas entonces v = v/,

(b) El arbol de reduccién de singularidades de una curva generalizada coincide con el
de sus separatrices. Por otra parte, es bien conocido que el arbol de reduccién de
singularidades de una curva analitica plana es un invariante topolégico. Asi pues, el
arbol de reduccion de una curva generalizada también es un invariante topologico.

Por otra parte, también tenemos la validez de las siguientes afirmaciones:

(c) La transversalidad de las separatrices es un invariante topolégico. En efecto, dadas dos
separatrices lisas S y Sy por el origen transversas entonces existen coordenadas locales
(z,y) tales que S1 = {x =0} y S2 = {y = 0}. Supongamos que un homeomorfismo ¢
conjuga S7 y Sy con dos curvas tangentes, digamos {y = 0} y {y = 2"}, n > 2. Sea
S3(0, €) una pequena esfera centrada en el origen. Su imagen por ¢ es topolégicamente
otra esfera centrada en el origen. La intersecciones S; N'S?(0,¢) y Sy NS3(0, €) son dos
circunferencias con un enlace simple, y deben ser enviadas por ¢ a un enlace similar
en ¢(S3(0,¢)). Sin embargo, la interseccién de S* con las curvas {y = 0} y {y = 2"}
produce un enlace topoldgicamente diferente al que define {zy = 0}.



66 CAPITULO 4. SINGULARIDADES HOMOGENEAS

(d) El hecho de que una singularidad reducida sea hiperbdlica es un invariante topolégico.
En efecto, si ¥ es una pequena transversal basada en un punto regular de una separatriz
S, entonces es posible modificar tangencialmente un homeomorfismo que conjugue
las foliaciones de manera que ¢(X) sea otra transversal analitica ¥/ a la separatriz
¢(S) = 5’ Las holonomias de estas dos separatrices son topoldgicamente conjugadas
por ¢. Sin embargo, es conocido que la dindmica hiperbédlica no es topolégicamente
conjugada a la dindmica de una singularidad reducida con residuo real.

De las consideraciones (a)-(d) deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 4.11. Si Fy € H,(v + 1) y F € H es topoldgicamente conjugada a Fy
entonces F € Hy(v + 1). Por tanto, si Fy € Hy(v + 1) entonces el espacio de mddulos de
Fo relativo a la clase homogénea

MH<JTO) = {f € H‘ F ~top FD}/ ~an

coincide con el espacio de médulos Moy, 11)(Fo) relativo a la subclase Hy(v + 1). Por
otra parte, si v =2 ov = 3 y Fy € Hy(v + 1) es topoldgicamente conjugada a otra
foliacion holomorfa F entonces F € Hy(v + 1) C H. Por tanto el espacio de mddulos de
Fo € Hy(v+1) conv =2 o3, relativo a la clase homogénea, coincide con el espacio de
mddulos M(Fy).

4.2 La clasificacion analitica

Sea F una foliacion homogénea de orden v y qi,...,q.41 € D las singularidades de la
foliacién explotada F. Sea to € D \ {q1,..-,q+1} ¥ X4, un germen de transversal a
F pasando por ty que parametrizamos por (C,0). Por ejemplo, podemos tomar ¥;, C
p~1(tg). Asociada a la foliacién F y a la eleccién de ty y X, tenemos una representacién

de holonomia
S

H]-‘ :WI(‘D\{QhHwQV—i—l}utO) HDiﬁ‘(ZtoatO)'
Si tomamos una parametrizaciéon de ¥, por el germen (C,0) podemos identificar el grupo
Diff (%, to) con Diff (C,0). Si la transversal ¥, es la fibra de Hopf que pasa por ¢, entonces
notaremos H?O simplemente por H.
Las distintas representaciones de holonomia que podemos obtener variando las elec-
ciones de la transversal y su parametrizacién estan relacionadas mediante:

(1) Sean X y 3’ son dos transversales por un mismo punto t¢c € Dy H y H' son las
correspondientes representaciones de holonomia. Si ¢ : ¥ — ¥’ es un germen de
difeomorfismo entonces ¢, o H jzr = HE’.



4.2. LA CLASIFICACION ANALITICA 67

(2) Si tenemos dos puntos tg,t, € D y consideramos como transversales las fibras de Hopf
basadas en estos puntos entonces podemos hacer la siguiente construccién: Sea § un
camino uniendo to y t5 en D\ {q1, ..., 1} ¥ s © Xty — Xy la transformacién de
holonomia asociada a d, entonces existe un isomorfismo ¢s : 71 (D\{q1,- -, Gvs1},t0) —
m(D\{q, ..., q11},t}), consistente en conjugar por el camino 4, tal que (ps).0 Hy =

/

t
H]_Q O Cs.

Estas operaciones permiten definir una relacién de equivalencia en el conjunto de las rep-
resentaciones de holonomia.

Definicién 4.12. Sea F un germen de foliacion no dicritica, definimos la clase $ de
representaciones de holonomia de F como la clase de equivalencia de una representacion

de holonomia H : T — Diff(C,0) de F.

Observacién 4.13. Si F es una foliacién homogénea y U denota un entorno de D en
C? menos las separatrices, entonces la foliacién F|y se obtiene como una suspensién de su
representacién de holonomia.

Si F es analiticamente conjugada a F’ mediante un biholomorfismo local ¢ : (C?,0) —
(C2,0) entonces éste extiende al divisor excepcional D y conjuga las foliaciones F y F'. Si
denotamos por ¢ la restriccién de ¢ al divisor D y por ¢ la restriccion @js, Xy, — ¢(24,)
tenemos un diagrama conmutativo involucrando las representaciones de holonomia de F
y F":

ot

Trl(D \ {tla s 7t1/+1}7 tO) L) Diﬂ<ztoa tO)

«:{ («poxl

H¢(Et0)
T (D\A{p(tr), -, p(tus1)}, ¢(to)) —— Diff(¢(Z4,), ¢(t0))

que podemos abreviar escribiendo § = £’ o .. Por otra parte, como el residuo de una
singularidad es un invariante analitico, deducimos que los residuos de F y F’ en los puntos
¢; v p(q;) son iguales. El siguiente resultado expresa la validez del reciproco de la afir-
macion anterior y nos proporciona por tanto la clasificacion analitica de los gérmenes
de foliaciones homogéneas hiperbdlicas. La aplicacion a la situacién semi-local se encuen-
tra en [CeSa86] mientras que la técenica local subyacente ya aparece en [MMS80]. Dicha
técnica local consiste en la construccién de una conjugacién analitica entre las foliaciones
utilizando la elevacién de caminos y una conjugacion analitica entre las holonomias de la
separatriz horizontal. La cual es vélida no solamente para singularidades hiperbdlicas (para
las que disponemos ya del Teorema de Linealizancién de Poincaré) sino, més generalmente,
aquellas cuyos residuos a; no son racionales negativos, es decir, el caso de singularidades
reducidas que no son sillas-nodo. Por ejemplo, cuando «; € QF, caso en que pueden
aparecer las singularidades resonantes.
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Teorema 4.14 (Cerveau-Sad, Mattei-Moussu). Consideremos dos foliaciones homo-
géneas hiperbolicas F y F'. Sean q; y q, las singularidades respectivas de F Y F y 9,9 las
correspondientes clases de representaciones de holonomia. Entonces F es analiticamente
conjugada a F' si y solo si existe ¢ € PSL(2,C) tal que ¢; = ¢(q;), H = $H' o . y los
residuos de F y F' en ¢ Yy q. coinciden.

De ahora en adelante, a cada foliacién homogénea F le asociaremos el conjunto ¢ =
{q1,...,q,+1} C D de las singularidades de la foliacién explotada F sobre el divisor ex-
cepcional D y para abreviar diremos que JF tiene sus separatrices sobre ¢ C D. Para cada
to € D\ q definimos el grupo I'} como el grupo fundamental 7 (D \ ¢,%) y tomamos la
transversal ¥;, como la fibra de Hopf que pasa por t;. De esta manera podemos hablar de
la representacion de holonomia H3? : T — Diff(5,,, t).

4.3 La clasificacién topoldgica

El objetivo de esta seccién es dar un criterio de conjugaciéon topolégica en la clase H,
para poder calcular el espacio de modulos relativo a esta clase. Como hemos visto en la
Proposicién 4.11, si el orden de la singularidad es menor o igual que tres entonces dicho
espacio coincide con el espacio de mdédulos absoluto, que es en el que en principio tiene
mas interés. En [CeSa86] se estudian los espacios de médulos de gérmenes de foliaciones
holomorfas en (C?,0) considerdndolos en una familia dependiendo continuamente de un
parametro. Mas precisamente, decimos que un germen de foliacién holomorfa F; es una
deformacién estable de Fy si existe una familia de foliaciones F; que depende continuamente
de un pardmetro ¢ € [0,1] y una familia continua de homeomorfismos ¢, : (C%,0) — (C?,0)
conjugando Fy y F; con ¢ = id. Entonces se define el espacio de t-modulos de Fy como el
espacio cociente de los gérmenes de foliaciones holomorfas que son deformaciones estables
de Fp, médulo equivalencia analitica. Una pieza clave en su estudio es la invariancia
topoldgica de la holonomia proyectiva bajo deformaciones (dependiendo de un pardmetro)
estables :

Teorema 4.15 (Cerveau-Sad). Sea w = Adx + Bdy un germen de 1-forma holomorfa
en el origen teniendo su primer jet no nulo w, general. Sea n; una deformacion estable de
w. FEntonces las holonomias proyectivas de w y 1y son topoldgicamente conjugadas.

En el mismo trabajo se plantea la misma cuestién sin parametros:

Conjetura 4.16 (Cerveau-Sad). Siw yw' son topoldgicamente conjugadas entonces sus
holonomias proyectivas también lo son.

En esta seccion respondemos afirmativamente a esta pregunta en el caso en que w = w,+- - -
tiene su primer jet no nulo w, general, cf. Definicién 4.3, pero gracias a la Proposicién 4.5
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podremos reducirnos a considerar unicamente foliaciones homogéneas hiperbdlicas, que
es lo que haremos a partir de ahora. El estudio de esta conjetura nos permitira en la
seccién 4.5 a responder parcialmente a otra cuestiéon planteada en [CeSa86]:

Problema 4.17 (Cerveau-Sad). Calcular el espacio de mddulos (sin utilizar deforma-
ciones a pardmetros) de un germen de 1-forma w = w, +--- N.A.G.

De hecho, podemos adelantar alguna de las respuestas que hemos obtenido:

Teorema. Sea F un germen de foliacion holomorfa definida por una I1-forma del tipo
w=uwy+--- N.A.G. Entonces F es rigida, es decir, el espacio de mdodulos M(F) de todas
las foliaciones holomorfas topologicamente conjugadas a F por algin homeomorfismo que
preserva las orientaciones modulo equivalencia analitica, tiene como unico elemento la
propia clase de F.

Teorema. Sea F un germen de foliacion holomorfa definida por una 1-forma del tipo
w=uws+ - N.A.G. Entonces el espacio de mddulos M(F) es un recubrimiento conexo

de C\ {0,1}.

Expliquemos brevemente cudl es la dificultad en la demostraciéon del Teorema 4.15:
Sean F y F' dos gérmenes de foliaciones homogéneas en el origen con v + 1 separatrices
sobre ¢,¢' C Dy ¢: (C?,0) — (C?,0) un germen de homeomorfismo que conjuga F y F'.
Si ¢ extendiera continuamente al divisor excepcional D después explotar el origen entonces,
gracias a la continuidad, seria posible modificar ¢ tangencialmente para que conjugara dos
pequenas transversales analiticas X, 2y , basadas en sendos puntos to,ty € D, sobre las
que poder comparar las holonomias proyectivas de 7'y F ’. También podriamos considerar
la restriccién ¢ al divisor D de la extensién de ¢ a C2, la cual inducirfa un isomorfismo
1) = ¢, entre los grupos fundamentales Fff y Ffj?. De hecho, denotando por ¢q : Xy, — Xy
a la restriccién a la transversal ¥, de la modificacion tangencial de ¢ es facil ver que se
tiene la siguiente relacion:

. W
(00)s 0 Hy® = Hy? 09 (4.9)

La dificultad proviene del hecho que en general ¢ no extiende continuamente al divisor D
como lo pone de manifiesto el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.18. Consideremos dos foliaciones lineales dadas por las 1-formas xzdy + aydx
y xdy + Bydx como en el capitulo 3 y ¢us(z,y) = (z|z]*, y|y|*) un homeomorfismo que las
conjuga preservando la orientacion de las hojas. Recordemos que A y p dependen de a'y 3
y A # p si ay 3 son suficientemente generales. Veamos en este caso que ¢, 3 no extiende
homeomorficamente al divisor excepcional D después de explotar ambas foliaciones en el
punto singular (0,0). En la carta (¢,x) de C2 tenemos que gzﬁag C2 \D — C2 \ D envia
(t,x), z # 0a (tf¢]*|x["~ A z|z|}). Cuando fijamos t = t, y hacemos tender z a cero tenemos
que gbaﬁ(to, x) acumula a
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1. toda la circunferencia {t € D| |t| = |to|} si Re(u — A) = 0;
2. (0,0) si Re(u— A) > 0;
3. (00,0) si Re(p — \) <0.

En [CeSa86] los autores consiguen modificar tangencialmente ¢ de manera que con-
jugue dos pequenas coronas (cuyo cociente de radios estd dado a priori) Cy, C{ sobre las
transversales Y, y Yy . Su demostracion es consecuencia de que el homeomorfismo ¢
que consideran es préoximo a la identidad. Después, definen un nuevo homeomorfismo
po : Xy — Xy de manera que pojc, = @|c, ¥ conjuga los generadores de la holonomia F'y
F'. En ese caso, como ¢ es préximo a ¢’, es posible restringirse al caso ¢ = ¢’ de manera
que el isomorfismo v sea la identidad.

Nuestra aportaciéon al problema consiste en omitir la hipdtesis de deformacién que
permiten considerar las mismas separatrices para F y F' y un homeomorfismo ¢ préximo
a la identidad. Veremos que aunque en general la extension ¢ no esté definida, su accién
en homotopia 1 siempre existe. Comencemos con una definicion:

Definicién 4.19. Consideremos los grupos fundamentales T = m1(S*\ q,to) y I" = 71 (S?*\
¢, t,). Diremos que un isomorfismo 1 : I' — TI' es geométrico si y sdlo si existe un
homeomorfismo ¢ : S* — S? preservando la orientacion tal que ©(q) = ¢', ¢(to) =ty y
oy =10 =T

En la seccién 4.4 recordaremos una caracterizacion algebraica de dichos isomorfismos,
cf. Teorema 4.30. Presentamos a continuacién el primer resultado acerca de la conjugacion
topoldgica de foliaciones homogéneas que expresa de una manera precisa la afirmacién
anterior.

Proposicion 4.20. Sean F y F' dos foliaciones homogéneas con separatrices S, S’ sobre
4,¢ C D y ¢ un homeomorfismo que conjuga F y F' preservando las orientaciones.

Entonces ¢, : m(C*\ S) — m(C*\ ') induce un isomorfismo geométrico ¢ : T — thé
que hace conmutativo el diagrama
m(C?\ S,q0) —— m(C?\ 5',q))
ml ml (4.10)

[to LN o
q q

De la construccién se deduce que si ¢ extiende al divisor excepcional y denotamos por
¢ su restriccion a D, entonces ¢, = 1.
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Demostracion. En primer lugar, tomemos coordenadas en las que las separatrices de F
y F' sean las rectas S; = {y = ¢v} y S; = {y = ¢jz}, j = 1,...,v + 1, donde la
ordenaciéon adoptada verifica que ¢(S;) = S%. Para cada j = 1,...,v + 1 fijamos una
pequefia transversal analitica X;, a la foliacién F, pasando por un punto de S; \ {0}.
Por continuidad, y con la ayuda de un entorno trivializante de F’, podemos modificar
continuamente ¢, de manera tangencial en las hojas de F’, y conseguir que ¢(X;) sea una

transversal analitica, X2/, de F'. Observemos que C*\ S = C?\ (SUD) y que la restriccién
de la fibracién de Hopf p : C2 — D a C2?\ D es una fibracién localmente trivial de fibra

D*. Como D\ {q1} = C es contractil, la fibracién C?\ (SUD) — D\ ¢ es topolégicamente
trivial. Por tanto, m(C?*\ S) = 7 (D \ q¢) ® m(D*) 2 T' & Z¢, donde ¢ es un camino
cerrado contenido en una fibra 3y = p~'(t) y que da una vuelta en sentido positivo al
punto t; € D. Construyamos un sistema de generadores de m(C? \ S) que nos serd ttil
en lo sucesivo: Para cada j = 1,...,v + 1 consideremos un punto p; € 37 := %; \S;y

po € Xo. Sea (5} un camino uniendo py y p; en C? \ (SUD)y1; CX3 un camino cerrado
partiendo de p; y dando una vuelta a la separatriz S; en sentido positivo. Definimos

€ = [5}7}5}71] € m(C?\ S) y e; = p.(¢;) € I'. Entonces G = (ey,...,e,41) es un sistema
de generadores del grupo libre I', verificando la relacién e;---e,.; = 1. De hecho, es
posible tomar G de manera que sea un sistema de generadores geométricos de acuerdo a la
Definicién 4.27 de la seccién 4.4. De la misma manera, tenemos que m;(C*\ ") X VB Z
con I =m(D\ ¢') y un sistema de generadores anédlogo.

Como v > 2, el isomorfismo ¢, : T®Z ¢ — ["®Z  debe enviar el centro Z ¢ de 1 (C?\S)
isomorficamente sobre el centro Z ¢’ de m;(C?\ S"). Ademds, como ¢ preserva la orientacién
de las hojas y del espacio ambiente, conserva a su vez la orientacion de la transversal por
lo que ¢.(c) = ¢’. Podemos interpretar geométricamente este hecho puramente algebraico
como sigue: El grupo de homologia H;(C?\ S, Z) es isomorfo a Z* ®Z¢. Como el generador
¢ tiene representantes cercanos a todas las separatrices S; y ademds ¢(S5;) = 57, se deduce
que ¢(c) no puede enrollarse alrededor de ninguna separatriz S’, por lo que ¢.(c) = ac/,
a € Z*. Al ser ¢ un homeomorfismo que preserva las orientaciones se tiene que a = 1.

Si escribimos ¢, como (1, x) : [®Zc — '@ Z ¢ entonces 1) determina un morfismo bien
definido ¥ : I' — I'" mediante el paso al cociente por el centro. El lema de los cinco implica
que de hecho ¥ es un isomorfismo. Veamos que 1 es geométrico, para ello expresemos 1)
en términos de los sistemas de generadores (geométricos) que hemos introducido en I' y
I['V: Por definicién ¢ (e;) = p«(¢«(€;)), y por otra parte, ¢(7;) es hométopo a 7 C B\ S5
Por tanto, resulta que v (e;) = mje;»mj_l donde m; = [0} - p(¢(d;))~"] € T". Utilizando la
caracterizacién dada por el Teorema de Nielsen (cf. Teorema 4.30 de la siguiente seccién)
concluimos que v es geométrico de acuerdo a la Definicién 4.19. O

Antes de pasar a enunciar el Teorema de conjugacién topoldgica de la holonomia proyec-
tiva, necesitaremos el siguiente lema técnico.
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Lema 4.21. Sean F y F' dos foliaciones homogéneas hiperbdlicas con separatrices sobre
q,q C D respectivamente y ¢ un homeomorfismo que conjugue F y F' preservando las
orientaciones. Entonces, para toda corona compacta Cy, de radio exterior suficientemente
pequeno, contenida en una fibra X suficientemente cercana a una separatriz de JF, existe
una modificacion tangencial de ¢, isétopa a la identidad siguiendo las hojas de F', tal que

la imagen ¢(Cy) estd contenida en otra fibra 3 de p : C2 — D.

Demostracion. Consideremos una corona compacta C contenida en la separatriz Sy \ {q1 }
de radio exterior suficientemente pequeno para que ¢(Cy) C Sy \ {¢}} esté contenido en un

entorno de coordenadas linealizantes (z’,y') de la singularidad hiperbdlica ¢} de F’. Sea

V" un entorno tubular de ¢(C}) en C2\ (DU S’) y V un entorno tubular de C; tal que
¢(V) € V'. Consideramos una fibra de Hopf ¥y suficientemente proxima a S; para que
V N ¥y contenga a una corona Cy del tamano que queremos enderezar. Por construccion
#(Cy) C V' estd contenido en el entorno de coordenadas linealizantes (x’,y’) que hemos
fijado y en las cuales F viene dada por el campo X| = 2’0, — a}y'0y, y la proyeccion p
por p(z’,y') = 2. De manera andloga a la demostracién de la Proposicién 2.20, en la que
se enderezaba una fibra no invariante en el caso de foliaciones de Riccati, consideremos la
aplicacion f = po¢jc, : Co — D que en este caso vuelve a ser hométopa a constante ya que
Cy tiene el tipo de homotopia del camino ¢ y sabemos que ¢.(c) = ¢ y p«(c’) = 1. Veamos
que existe una modificacién tangencial de ¢ tal que ¢(Cy) C Xy = {2’ = x5}, El flujo
del campo X/ es op(2/, y) = (2'e” /e T), de manera que si queremos que 2’¢’ = )
hemos de tomar 1" = log & para todo punto (z',7') € ¢(Cp). Ahora bien, expresando en
la coordenada z’ la aphca(non hométopa a constante f : Cy — C* tenemos que existe un
logaritmo continuo log f : Cy — C. Asi pues, la aplicacion £ : ¢(Cy) C V' — V'] definida
siguiendo el flujo de X a tiempo log zf, — log(f o ¢~ '), envia ¢(Cy) sobre X = {2’ = z{}.
Ademas, podemos extender continuamente & a todo C? de manera que sea la identidad
fuera de V. O

Enunciemos nuestro resultado sobre la invariancia topoldgica de la holonomia proyec-
tiva.

Teorema 4.22. Sean F y F' dos foliaciones homogéneas hiperbdlicas con separatrices so-
bre q,q' C D respectivamente. Si ¢ es un homeomorfismo que conjuga F y F' preservando
las orientaciones entonces existe un isomorfismo geométrico 1 : Tl — T haciendo con-
mutativo el diagrama (4.10) y existe un homeomorfismo local o : (34, t0) — (X4, 1)
de manera que verifican la siguiente relacion

(00)« 0 H = Hf 01 (4.11)

Demostracion. El isomorfismo v es el que hemos construido en la Proposicion 4.20. Va-
mos pues a construir ¢o utilizando el mismo argumento que en [CeSa86]: Tomemos
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Y1, ..., unos generadores de I flo tales que h; = H}O (7;) sea contractante y pongamos

;= H;_B, (¢(v;)). Utilizando la aplicacién de Dulac de las singularidades hiperbdlicas ¢; y
q1 y el hecho que ¢ preserva las orientaciones, se puede ver que h’; también es contractante.
Para todo j = 1,..., v consideremos una corona fundamental C; de h; cuyo borde exterior
sea el borde del disco ¥, y tomamos Cy C ¥;, de manera que contenga todas las coronas
C}; asi como sus primeras iteradas h;(C;). Aplicamos entonces el Lema 4.21 a dicha corona
Cy (lo cual es posible si hemos tomado la precaucién de considerar el punto ¢y suficiente-
mente cerca de una separatriz). La modificacién ¢ verifica que si x,y € Cy son tales que
y = H2(v)(z) entonces, por la definicién de 1 se tiene que ¢(y) = H;é,w(y))(gb(x)), es
decir, que ¢|¢, conjuga las holonomias de F y F'. Para cada j = 1,...,v podemos definir
ahora p; : Y9 — Yo de la manera siguiente: ¢jic; = ¢|c;, y si z € X; existe un unico entero
positivo n; € N tal que h; "/ (z) € Cj, ponemos en este caso @;(z) = R} (¢(h; " (2))).
Por definicién, la aplicacién ¢; conjuga las holonomfas h; y h}. El mismo argumento
que en [CeSa86], utilizando la conjugacién simulténea de la holonomia en la corona Cp,
muestra que las aplicaciones ¢; coinciden y definen por tanto un dnico homeomorfismo
o : Xg — X verificando la relacién (4.11). O

Asi pues, el Teorema 4.22 nos proporciona una condicién necesaria para la conjugacion
topoldgica de dos foliaciones homogéneas hiperbdlicas. Bajo unas hipdtesis poco més
restrictivas podemos mostrar una segunda condicion necesaria: la igualdad de los residuos.

Proposicién 4.23. Sean F,F' € H, dos foliaciones homogéneas N.A.G. con separatrices
sobre q,q' C D respectivamente. Si ¢ es un homeomorfismo que conjuga F y F' preser-
vando las orientaciones entonces existe un isomorfismo geométrico 1 : on — Tté haciendo
conmutativo el diagrama (4.10) y existe un biholomorfismo local o : (X4,,t0) — (X4, 1)

tales que (gpo)*OH}’ = H;{’,ow. Ademas, los residuos de F y F' coinciden en las separatrices
correspondientes por ¢.

Demostracion. Como el grupo de holonomia G de F es rigido, cf. Observacién 4.10,
tenemos que el homeomorfismo ¢y construido en la demostracién del Teorema 4.22 es
holomorfo. La Proposicion 2.4 implica la igualdad de los residuos, recordemos brevemente
por qué: La Proposicién 2.2 implica que el biholomorfismo ¢ es de hecho una homotecia
si lo expresamos en una coordenada linealizante y de algtin elemento hiperbélico de G. Por
tanto, g : Yo — X es una traslaciéon. Por otra parte, de la Proposicién 2.3 deducimos
que po(J — a;) = () — aj. Por lo tanto, obtenemos la igualdad de los residuos a; = o
para todo j. O

El anunciado Teorema de Clasificacién topoldgica para las foliaciones de la clase H 4 afir-
mara en definitiva, que las anteriores condiciones necesarias para las conjugacion topolégica
son de hecho suficientes. Para demostrarlo necesitaremos utilizar el siguiente resultado de
[LN87] sobre sintesis de foliaciones homogéneas con holonomia dada.
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Teorema 4.24 (Lins-Neto). Sean hy, ..., h, 1 elementos hiperbdlicos de Diff(C,0) tales

que hyo---oh,y =1id y v+ 1 puntos diferentes qq,...,q,+1 € C. Entonces existe una
foliacion homogénea F con separatrices y = q;x, j = 1,...,v + 1 y cuyos generadores de
holonomia son hq, ..., h,. 1. Ademds, podemos prefijar los residuos oy, . ..,a,11 € C de F
si éstos valores verifican que ) o = —1 y h;(0) = e*7%.

Sea Fy una foliacién homogénea hiperbdlica con separatrices sobre ¢y C D y una
representacion de holonomfa H32 : I'o — Diff (4, to).

Proposicién 4.25. Para cada isomorfismo geométrico ¢ : I't0 — T'0 existe una foliacion
homogénea .7-";0 con los mismos residuos que Fy, cuya representacion de holonomia basada
en ty es H;é’o o1 y tal que es topoldgicamente conjugada a Fo por un homeomorfismo que
preserva las orientaciones y que induce Y en el divisor.

Demostracion. El resultado es una consecuencia directa del Teorema 4.24 salvo por la
conjugacion topolégica con Fj cuya demostracion es completamente andloga a la de la
Proposicién 2.27. (|

Finalmente, podemos enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.26 (Clasificacién topoldgica). Sean F,F' € H, dos foliaciones homogé-
neas N.A.G. con separatrices sobre q,q' C D respectivamente. FEntonces F y F' son
topolégicamente conjugadas por un homeomorfismo que preserva las orientaciones si y solo

c . L, t ‘
st existe un isomorfismo geométrico 1 : FZO — I'J y un difeomorfismo local pq : (X4, t0) —

(Su, tp) tales que (po). 0 HP = H;é, o1 y ademds, los residuos de F y F' coinciden en las
singularidades correspondientes por ).

Demostracion. La necesidad viene asegurada por la Proposicion 4.23. Veamos que las
condiciones también son suficientes: Supongamos que F' € H, admite una representacion

de holonomia verificando (¢g) oH}_0 = H;é, o1 y cuyos residuos son iguales a los de F en los
puntos correspondientes por 1. Por el Teorema de Clasificacion Analitica 4.14 concluimos
que F' es analiticamente conjugada a la foliacién .7:120 obtenida a partir de la foliacion F
como se describe en la Proposicién 4.25. Como, por otra parte, fpo es topolégicamente
conjugada a F por un homeomorfismo que preserva la orientacién de las hojas, la misma

afirmacién es cierta para la foliacion F. O

4.4 Preliminares topolégicos

En esta seccion introduciremos algunas nociones que nos seran de utilidad para estudiar
los espacios de médulos de las foliaciones homogéneas. En particular, daremos una carac-
terizacion algebraica de los isomorfismos geométricos, introducidos en la seccién anterior,
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utilizando el grupo de trenzas puras del plano. Finalizaremos la seccién haciendo un es-
tudio de los espacios de mddulos de las separatrices de una manera susceptible de ser
generalizada a las foliaciones en la siguiente seccion.

4.4.1 Grupos de trenzas

La referencia basica a la que remitimos para las demostraciones de los hechos que utilizamos
es el libro de J.S. Birman [Bir74]. Sea X una variedad y n un entero mayor o igual que
uno, definimos el espacio de configuracién de las n-trenzas puras sobre X como

Fn(X):{(l'h...,l’n)GX”|[E¢7ACL’J' Sll%j}

y el grupo de n-trenzas puras sobre X como su grupo fundamental m;(F,(X)). Fijamos
(29,...,22) € F,,(X) y escribimos F, ,(X) = F,(X \ {29,...,22}), v se tiene que para
todo n > m la aplicacién « : F,,(X) — F,,(X), consistente en olvidar los n — m 1ltimos
puntos, dota a F},(X) de una estructura de fibrado localmente trivial sobre F,(X) de fibra
tipo Fyym(X). El grupo de trenzas puras de X = R? que se denota cldsicamente por
P,, admite la siguiente presentacion:

Pn:<Az],].§Z<j§n|Rn>,

donde las relaciones R,, son las siguientes:

Aij si 1<r<s<i1<j<n
Ayj si I1<i<r<s<j<n
(Rn) A;SIAZ'J'A,«S = ATinjA;jl si 1<r<s=1 <7<n
(A Asj)Aij(AAg)™ st 1<r=i<s<j<n

[A'r" sj]Aij[Arj>Asj]_1 si 1 S r<i<s <] S n

Podemos visualizar geométricamente el generador A;; en la Figura 4.1.
Se tiene una representacion fiel de P, en los automorfismos del grupo libre de rango n,
F, = (x1,...,x,), dada por la asignacién

Tk si k<1
(zix))zp(zimy) ™! si k=1
Aij(zy) = ¢ (oo o Dag(vayey o)™ sl i<k <j (4.12)
xixkxi_l si k=
Lk si k>7

A partir de ahora identificaremos P, con su imagen en AutlF,,. B
Otro grupo de trenzas que nos interesara considerar es el de la esfera§2 = C. Observe-
mos que debido a la acciéon de los grupos afin y de Mobius sobre C y C respectivamente
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1 i—1 4 i+1 j—1 j j+1 n

S

g

\

Figura 4.1: El generador A;; de P,.

podemos identificar Aff(1,C) con F5(C) y PSL(2,C) con F3(C), lo que nos permite deducir

que los fibrados F,,(C) — F5(C) y F,,41(C) — F3(C) son isomorfos de manera natural a

los productos directos Fy,,_2(C) x F5(C) y F3,_2(C) x F3(C) respectivamente. Por tanto,
tenemos los siguientes isomorfismos a nivel de grupos fundamentales:

T (Fu(C) 211 (Fop2(C) @Z y m(Foi1(C)) = m(Fs0-2(C)) ® Z/2Z.

En particular, como Fy,, »(C) = Fy,, »(C\ {c0}) = F3,_3(C) tenemos que

My, = 71 (Fpa (S?))/m1(F5(S?)) = w1 (Fn—2(S%))

se identifica tanto como un subgrupo como un cociente de

T (Fon—2(R?)) @ Z = 1 (Fppns(R?)) @ m (F2(R?)) = 1 (F,(R?)) = P,.

4.4.2 Isomorfismos geométricos exteriores

Para cada ¢ = (qu,...,q41) € Fyu1(S?) y t € S\ {qu,..., g1} redefinimos el grupo T
de manera que guardemos la posicion de ¢, es decir,

FZ = 71'1(82 \ {Qh ce >QV+1}7t) X {q}

Vamos a definir a continuaciéon un sistema de generadores en I‘f]: Consideremos para
cada j=1,...,v+1

(a) un disco abierto D; centrado en g;,
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(b) un punto p; € 9D;,
(c) un camino J; uniendo ¢ con p;

de manera que se verifiquen las siguientes condiciones

(ii) ¢6; N D; = 0, para todo 1, j,

(iii) 6; No; = {t} sii # 7,

(iv) existe un disco Dy centrado en ¢ y existe h : D — Dy un homeomorfismo isétopo a
la identidad tal que h(07) = d; N Do para todo j = 1,...,v + 1, donde D = {z €

i—

Cllz] <1}y 6)(s) = XA 5, s € 0,1).

Tomemos también caminos v; C (D; \ {g;}) U {p;}, con inicio y final en p;, de indice +1
respecto a g;. Definimos finalmente para j = 1,...,v + 1 los generadores e; = [(5]%-5;1]
de I g. Observemos que e;---e,.1 = 1 y que en la definiciéon del sistema de generadores
G = (e1,...,e,41) es importante el orden de los puntos de q € F,,1(S?).

Definicién 4.27. Un sistema de generadores G = (eq,...,e,41) de Fé se dice geométrico
si puede ser obtenido de la manera descrita anteriormente.

Observacién 4.28. Para todo sistema de generadores geométricos G = (ey,...,€,41),
existe una isotopia que retrae los caminos auxiliares d; sobre Dy N d;. Por tanto, existe un
homeomorfismo hY : S — S? que preserva la orientacién y tal que

2iTy

hf:m(@\{l,e%,...,ewl},()) — T

envia los generadores naturales del primer grupo, construidos a partir de §?, ..., 6% 41, sobre
los generadores ey, ..., e, 1 respectivamente. Es decir, podemos pensar todo sistema de
generadores geométricos G de Ffl como un isomorfismo del grupo libre fijo F, = m(C \

2imy

2im
{1,ev+1,... ev+1},0) en FZ que preserva el orden de los generadores.

A partir de la observacion anterior es facil ver que se tiene el siguiente lema.

Lema 4.29. 5i G, G’ son dos sistemas de generadores geométricos de I}, entonces G 1og:
F, — IF, pertenece a P, C AutF,.

Ahora estamos en condiciones de enunciar la caracterizacion de los isomorfismos geomé-
tricos que definimos en la seccién anterior, cf. Definicién 4.19.
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Teorema 4.30 (Nielsen). Sea 1) : Ffl — Ff;, un isomorfismo y G, G' sendos sistemas

oy ’ . 1
de generadores geométricos de FZ Y F’;, respectivamente. Entonces G~ oo G:F, —»F,
pertenece a P, si y solo si existe un homeomorfismo h : S?* — S? preservando la orientacion

tal que h(q) = ¢', h(t) =t'y h, = 1.

Idea de la demostracion. Gracias a la Observacion 4.28 es suficiente mostrar que para todo

automorfismo ¢ € P, C AutF, ex1ste un homeomorfismo h : S* — S§? preservando la
2imy

orientacién tal que h( ) =0, h(e v+1) =evtt, j=0,...,vy h, =1 como automorfismo
de F, = m(C\{1,e"7, ... e»i1 },0). Es facil realizar homeomorfismos h;; : S — S? tales
que (hij). = Ajj, y como éstos generan P, se concluye el resultado. O

Denotaremos por Iso, (I}, T'2) al conjunto de todos los isomorfismos geométricos de
Fflll en I’ 222 Y para desembarazarnos de los puntos base introduciremos el concepto de

isomorfismo geométrico exterior como un elemento del siguiente conjunto cociente:
t1 t2
Outy(Ty Tgp) = | | ] Iso, (T2, T2) /~

siendo el isomorfismo 1 : I'fl — I'2 equivalente a ¢’ : lell — FZQQ si y sélo si para j = 1,2
existen homeomorfismos &’ : (S?,¢;) — (S?,¢;) isétopos a la identidad relativamente a g;
(i.e. de manera que existan sendas isotopias 7, s € [0, 1] tales que &) = id, & = & y para
todo s € [0, 1] se tenga que &J(g;) = ¢;) cumpliendo que &7 (t;) =ty €2 o9 =)' o &L

4.4.3 Homeomorfismos de la esfera

Notaremos por S el grupo de homeomorfismos de la esfera S? que preservan la orientacién,
dotado de la topologia compacta-abierta. Es conocido que el grupo my(Sp) es trivial, es
decir, que todo homeomorfismo de S? que preserve la orientacién es isétopo a la identidad.
Fijaremos un punto ¢° = (¢7, ..., ¢, 1) € F,+1(S?) y denotaremos por S,+; al subgrupo de
So consistente en aquellos homeomorfismos h tales que h(q?) = q? para j =1,...,v+ 1.
Es conocido que la aplicacién de evaluacién € : Sy — F,41(S?), e(h) = (h(q?))’frl dota a
So de estructura de fibrado localmente trivial sobre F),,(S?) y fibra tipo S, .
La sucesién exacta larga de homotopia asociada a este fibrado contiene el fragmento

D m(S) —— m(Fa($Y) L mo(Sppn) — mo(So) =1

donde el morfismo de conexién d, funciona como sigue: Sea 3 € 7 (F,1(S?)) una trenza
pura de S? representada por un camino cerrado ¢* en F,;;(S?). Entonces existe un camino
continuo h; en Sy (es decir, una isotopia) partiendo de la identidad tal que h:(¢°) = ¢'.
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Como h1(q°) = ¢° podemos considerar 1] la clase del homeomorfismo h; en mo(S,41).
Ponemos entonces d.(3) = [h].

Vamos a generalizar esta construccién. En primer lugar, consideremos la relaciéon de
equivalencia ~y en Sy: Dados hy,hy € Sy con ¢' = h;(¢°), decimos que hy ~pg hy siy
sélo si ¢' = ¢y hy,ho : (S%,¢°) — (S%¢) son is6topos relativamente a ¢°. El espacio
topoldgico cociente Sy/ ~p, que notaremos Hg,, conserva la estructura de fibrado sobre
F,11(S?), pero esta vez la fibra tipo es m(S,+1) que es discreta. Luego Hg, es un espacio
recubridor de F,;1(S?) de grupo estructural my(S,+1), conocido como el pure mapping class
group de la esfera menos v + 1 puntos.

En segundo lugar, vamos a construir una aplicacién recubridora D : F,1(S?) — Hg,.
Sea (3 la clase de homotopfa a extremos fijos de un camino continuo ¢' en F,,(S?) que
empiece en ¢°. Como antes, existe una isotopia h; partiendo de la identidad tal que
hi(¢°) = ¢'. Pongamos D(3) = [hy] € Hg,, la clase de hy médulo ~g. Por construccién
D conmuta con las proyecciones sobre F,;(S?) y define una aplicacién recubridora. Si
restringimos D a la fibra sobre ¢° obtenemos d, : mi(F,;1(S?)) — mo(S,41). Por tanto,

Hg, es isomorfo al recubrimiento regular F,1(S?)/Z donde Z = ker d.,.
Proposicién 4.31 (Birman). El grupo ker d, = m,(F3(S?)) es el centro de w1 (F,1(S?)).

Como consecuencia, el grupo m(S,41) es isomorfo a M, = m(F3,_2(S?)). Observemos
también que tenemos una aplicacién natural

a:S— | J {a} x Outy(Ty,.Ty) =: Out

q€F, 11 (82)

que a cada homeomorfismo h le asocia la clase del isomorfismo geométrico h, : Fgg — FZ%).

Dicha aplicacion pasa de manera natural al cociente por la relacion de equivalencia ~ g de
Sy obteniendo asi una aplicacion ay : Hg, — Outgo. El Teorema 4.30 implica que ay es
exhaustiva. Por otra parte, como S?\ {¢},...,¢",} es un espacio de Eilenberg-MacLane
K(F,,1), el Teorema de Whitehead implica que dos homeomorfismos hy, hy € Sy tales que
a(hy) = a(hy) son hométopos relativamente a ¢°. Recordemos también que se tiene el
siguiente resultado de Baer que podemos encontrar en [ZVC80]:

Teorema 4.32 (Baer). Siv > 1yh € S,11 es homdtopo a la identidad en S*\¢° entonces
también es isotopo a la identidad.

Ambos resultados implican que la aplicacion ay es también inyectiva. Como conse-
cuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.33. El conjunto OutgO estd en correspondencia biyectiva con el espacio
Hg, por lo que podemos dotarlo de una topologia (y una estructura compleja) con la que es
un espacio recubridor reqular (holomorfo) de F,1(S?) de grupo fundamental Z, el centro

de 7T1(Fl,+1(82)).
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Observacion 4.34. Si v = 2 entonces el recubrimiento Outg2 es isomorfo a F3(S?).

Observemos que PSL(2, C) actia de manera natural sobre Hg, mediante (g, [h]) — [@oh].
El correspondiente espacio cociente Hg, /PSL(2, C) se define como el espacio de Teichmiiller
Ts, de las separatrices ordenadas Sy, es decir, Ts, = Sp/ ~r1 con hy ~p hy si y sélo si
existe una homograffa ¢ € PSL(2,C) tal que ¢(h1(¢°)) = ha(q®) y ¢ o hy es hométopo a
hs relativamente a ¢°. Introducimos también la relacién de equivalencia de Riemann en S
mediante h; ~p ho si y sélo si existe una homograffa ¢ € PSL(2,C) tal que ¢(hi(¢°)) =
ha(q°), vy el espacio de Riemann Rg, = Sy/ ~g de Syp. Definimos por ultimo el grupo
modular Mod(Sy) de Sy como el grupo de automorfismos fr de T, definidos a partir de un
homeomorfismo f € 8,41 mediante fr([h]r) = [ho f~1]r. Es facil ver que Ts,/Mod(Sy) =
Ryg,, de hecho, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.35. Sea Sy un subconjunto ordenado de v + 1 puntos de S%. Entonces se
tienen las siguientes afirmaciones.

1. El espacio de Teichmiiller Ts, es isomorfo al recubridor universal de F3, _o(S?).
2. El espacio de Riemann Rg, es isomorfo a F,1(S?)/PSL(2,C) = F3, »(S?).
3. El grupo modular Mod(Sy) es isomorfo a M, = 71 (F3,_2(S?)).

Observacién 4.36. El espacio de Teichmiiller de Sy es contractil pues utilizando induc-
tivamente la sucesién exacta de homotopia asociada a los fibrados Fy,,(R?) — Fy,,_1(R?),
deducimos que m;(Fs,_2(S?)) = m(Fy,_2(R?)) = 0 para todo i > 1.

4.5 El espacio de mdédulos

4.5.1 Generalidades

Sea Fy € Hy(v + 1) una foliacién homogénea con separatrices Sy sobre ¢° € F,1(D).
Hemos visto en la secciéon anterior una manera de estudiar el espacio de modulos de Sy.
Ahora pretendemos hacer una aproximacién analoga para estudiar el espacio de médulos
de Fy relativo a la clase homogénea. Denotemos por HomﬁO al conjunto de los gérmenes
de homeomorfismos que conjugan Fy con alguna otra foliacién homogénea F € H, preser-
vando las orientaciones. La Proposicion 4.20 se puede reformular diciendo que existe una
aplicacion bien definida

A: Homﬁ’ — Outgo

que a cada homeomorfismo ¢ le asocia la clase de ¢ : '’ — FZ{’. Dicha aplicacion de-

sempenara el papel que la aplicacién a : So — Outg0 hacia en el caso de las separatrices.

Para ¢ = 1,2 consideremos ¢; € Homﬁ0 un germen de homeomorfismo conjugando Fj y
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una foliacién homogénea F; con separatrices S* sobre ¢ € F,,1(S?). Introducimos las
siguientes relaciones de equivalencia en Homﬁoz Decimos que ¢1 ~g ¢ si y solo si F; es
analiticamente conjugada a Fa; y ¢1 ~7 2 si ¢ 0 ¢; " es hométopa a una aplicacion holo-
morfa conjugando F; y F, como aplicaciones de C?\ S! en C?\ S%. Observemos que para
que la definicién de ~r sea diferente de ~p es necesario quitar las separatrices S* ya que
C? es contractil y cualesquiera dos aplicaciones de C? en C? son hométopas. Denotaremos
por Rz, v T'x, los correspondientes espacios cocientes. Observemos que Rz, se identifica
naturalmente con el espacio de médulos My (Fp).

Proposicién 4.37. Sean ¢1, ¢y € Homﬁ’. Entonces [¢1]r = [po]r si y sdlo si existe
v € PSL(2,C) tal que A(¢2) = @i 0 A(¢y).

Demostracion. Gracias al Teorema de Whitehead tenemos que la aplicacién ¢y o ¢; ' :
C%?\ S' — C?\ S? es homdtopa a una aplicacién holomorfa ¢ : C*\ S' — C?\ $2
conjugando F; y F si y s6lo si ¢, = (¢ 0 ¢7'), : m(C2\ ST) — 7 (C?\ S?). Utilizando
ahora que el centro Zc de m;(C?\ S?) va a parar al centro de 7 (C?*\ S?) y que tanto ¢, como
(2 0 ¢71). conservan el generador positivo ¢, tenemos que la accién en homotopia queda
determinada sobre los grupos cociente 71(C? \ S?)/Centro =: I';. Por tanto, [¢1]r = [¢a]r
si y sélo si existe una aplicacién holomorfa ¢ : (C?,0) — (C?,0) conjugando F; y F; de
manera que, si denotamos por ¢ € PSL(2,C) la restriccién de la extensién de ¢ al divisor
excepcional, se tiene que

p. = A(p2) 0 A(¢1) ' : 1 — Iy (4.13)

Ahora bien, la Proposicién 4.23 y la relacién (4.13) con ¢ € PSL(2,C), implica por una
parte, que las holonomias $; y $2 de F; y F» verifican $, = $H; o ¢., y por otra que
los residuos de F; y F» coinciden en las separatrices correspondientes por ¢s o ¢;. Todo
ello, junto al Teorema 4.14 de Clasificacién Analitica, implica que existe una aplicacién
holomorfa de C? en C? conjugando F; y F; e induciendo ¢ sobre el divisor excepcional. [J

Corolario 4.38. La aplicacion A : Homﬁo — OutgO induce una biyeccion

Ar : Tr, — Out,° /PSL(2,C)
por lo que los espacios de Teichmiiller T'r, y Ts, pueden identificarse.

Demostracion. La Proposicion 4.37 esta diciendo que Ap esta bien definida y es inyectiva.
La exhaustividad viene asegurada por la Proposicién 4.25. 0

Si particularizamos este resultado al caso en que v = 2 obtenemos el siguiente Teorema.

Teorema 4.39. Si w = wy + --- N.A.G. entonces la foliacion F, es rigida, es decir,

M(Fo) = {7}
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Demostracion. Sélo hemos de observar que Tx, = Outg2 /PSL(2,C) consta de un sélo
punto, utilizando para ello la Observacién 4.34. O

Por otra parte Tz, estd en correspondencia biyectiva con T si F{ es topologicamente
conjugada a Fy por un homeomorfismo h que preserva las orientaciones. Una biyeccion
viene dada por hy : Tr, — Tx donde hy([¢lr) = [¢ o h™'|p. En particular, para todo
homeomorfismo A que preserve las orientaciones y que conjugue JFy consigo mismo tenemos
una biyecciéon inducida hyp : T, — T, a nivel de espacios de Teichmiiller. Definiremos
Mod(Fp), el grupo modular de Fy, como el grupo de las biyecciones de Tx, asi obtenidas.
El espacio cociente T'x, /Mod(Fy) se identifica naturalmente con Rz, .

Proposicién 4.40. Si los residuos de Fy son diferentes dos a dos entonces el grupo mo-
dular Mod(Fy) se identifica con un subgrupo de m(F3, _o(S?)) y el espacio Rz, con un
recubrimiento conezo de Fs, o(S?).

Demostracion. Del estudio efectuado en la seccién anterior se deduce que T'g, = Tg, se
identifica con el recubrimiento universal de F: 37V_2(S2). Por la naturalidad de la aplicacién
A, si h es un homeomorfismo que conjuga Fy consigo mismo y ¢ es un homeomorfismo que
conjuga Fo con F € H entonces hr([¢]r) = [¢poh™!r se identifica con Ap(¢) o Ar(h™') en

Outgo/PSL(Q, C) = F3,-2(S?). Por otra parte, Ar(h™') pertenece a Outy(I'g, I'g), la fibra
sobre ¢", si y sélo si h envia cada separatriz de JFy sobre si misma, es decir, no produce
ninguna permutacién en los puntos de ¢°. Esta propiedad se verifica automdticamente
si los residuos de Fy son distintos dos a dos. Por tanto, Mod(Fp) se identifica con un
subgrupo de automorfismos del recubrimiento universal de Fs,_(S?). O

Nuestro siguiente objetivo es caracterizar el grupo modular de F{ a partir de la clase
de representaciones de holonomia $), : I'y — Diff(C,0) de Fo.

Proposicién 4.41. Si los residuos de Fy son diferentes dos a dos entonces
Arp(Mod(F0)) = {¢) € Outy(L'o, T'o) | $Ho = $H0 01}

Demostracion. Si h es un homeomorfismo que conjuga la foliacién Fy consigo misma en-
tonces, gracias a la Proposicién 4.23, se tiene que $9 = o o A(h). Ademéds, como los
residuos de Fy son diferentes se tiene que A(h) preserva la ordenacién de ¢°; es decir,
pertenece a Out(I'g,I'g). Reciprocamente, sea 1) € Out,(I'g, I'y) verificando la relacién

Ho=Hooy (4.14)

La Proposicién 4.25 implica que existe una foliacién homogénea F, topolégicamente conju-
gada a Fy por un homeomorfismo ¢y, tal que Ar(¢y) = 1. Por otra parte, el Teorema 4.14
y la relacién (4.14) implican que existe una aplicacién holomorfa ¢ : (C2,0) — (C2,0) que
conjuga JF, con Fy. Por tanto el homeomorfismo h = ¢ o ¢, conjuga Fy consigo mismo y
verifica que Ar(h) = 1. O
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Recordemos que Out,(Iy,I'y) es isomorfo al grupo M, que podiamos pensar como un
subgrupo del grupo de trenzas puras del plano P,. La razén por la cual nos interesa mirar
M, de esta manera es porque podemos identificar P, con un subgrupo de automorfismos
del grupo libre I'g 2 F,,. De esta manera, podemos trabajar con verdaderos automorfismos
en lugar de automorfismos exteriores. Fijemos una representacién de holonomia Hy : T —

DIH(C, 0) de .7:0.

Definicién 4.42. Llamamos grupo de simetrias de la clase de representaciones ¢ de la
foliacion Fy a

Slm(fjo) = {’QD € M,/ C P,, C Aut (FO) | ElQDQ € DIH(C,O), (900)* @) HO = HO @) Qﬂ}’
el cual no depende del representante Hy de $o escogido.

Observacién 4.43. Fijemos un sistema G = (eq,...,e,.1) de generadores geométricos de
I'Y’ v denotemos por h; = Hy(e;) € Diff(C,0) para i = 1,...,v + 1. Supongamos que la
coordenada transversa z € (C,0) de ¥y, en la cual Hy : Iy — Diff(C,0) estd definida, es
una coordenada linealizante de h, ;. Como para todo ¥ € P, se tiene que (e, 1) = €,11
entonces 1) € M, es una simetria de Hy si y sélo si existe ¢ € C* tal que po(z) = cz verifica

(p0)«(hi) = Ho(w(e;)) para todoi=1,...,v.

Las consideraciones precedentes permiten identificar el grupo modular de Fj con el
grupo de simetrias de su clase de representaciones de holonomia $)3. Podemos resumir
todo lo expuesto hasta aqui en el siguiente teorema.

Teorema 4.44. Sea Fy € Hy(v + 1) cuyos residuos son diferentes dos a dos. Entonces el
espacio de modulos My (Fo) de Fo relativo a la clase homogénea es un espacio recubridor
conezo de F3, o(S?) de grupo fundamental isomorfo al grupo Sim($)o) de simetrias de la

holonomia $q de Fy.

4.5.2 Estudio de las simetrias

En este punto estudiaremos el grupo de simetria de una representacion de holonomia Hy
verificando la propiedad de la Observacién 4.43. Las técnicas utilizadas en dicho estudio
nos motivan a generalizar la definicion de grupo de simetrias de una representacién de
holonomia como sigue:

Definicién 4.45. Sea G un grupo cualquiera y p : ¥, — G una representacion. Definimos
el grupo de simetria de p como

Simp = {y € M| 3go € G, Cyy0p=poi},

donde Cy, denota la conjugacion por el elemento gy en G.
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Observacién 4.46. Si dos representaciones p : F, — Gy p' : F, — G’ son conjugadas
por un isomorfismo f : G — G’, i.e. p' = f o p, entonces Sim p = Sim p/.

La estrategia a seguir es considerar el grupo G = J*Diff(C, 0) de k-jets de gérmenes
de difeomorfismos de (C,0) e interesarnos en el grupo de simetria de la representacién
de holonomia H, truncada al orden k, J*H, : F, — J*Diff(C,0). La razén por la cual
hacemos esto queda explicada en el siguiente resultado que se sigue inmediatamente de las
definiciones.

Proposicién 4.47. Sea Hy : F,, — Diff(C,0) una representacion, entonces

M, = Sim J'Hy D Sim J?Hy D -+ D Sim J*Hy D Sim J**'Hy o - - -

Sim Hy = ﬂ Sim J*H,

k>1

Comencemos estudiando con detalle el caso k = 2. El grupo J2Diff(C, 0) es isomorfo
a Aff(1,C) = {az + b,a € C*,b € C} via j*(az + b2? + o(2*)) < iz — L. En virtud
de la Observacién 4.46, y para mayor comodidad, trabajaremos con Aff(1,C) en lugar
de J?Diff(C,0). Como Hy(e,4+1) = a1z tenemos que la representacién afin p asociada

verifica p(e;) = a;x + b, sii=1,...,vy p(ey+1) = a,412. Por lo que

1
pler---e,) =ay--a,x+ (by + arby + ajaghs + -+ -+ (ay -+~ a,-1)b,) = —,
v+1

es decir, el vector b = (by,...,b,) de las partes de traslacion de p pertenece al subespacio
H:{X1—I—a1X2+---+(a1---a,,_1)Xy:0} CCV. (415)

Observemos que p es abeliana si y sélo si el vector b = (by,--- ,b,) es igual a cero (ya que
a,.1 # 1). Para todo ¢ € P, tenemos que p(¢(e;)) = a;x + 7;(v). Consideremos el vector
T() = (T1(¢),...,T,(¢p)) € C”. Observemos que 7 (id) = b.

Proposicién 4.48. Sea p una representacion afin de F,, con vector de traslacion b € H.
Entonces 1) € M, es una simetria de p si y solo si ezxiste ¢ € C* tal que T (¢) = cb. Sip es
no abeliana podemos reformularlo diciendo que 1) € Sim p si y sdlo si [T ()] = [b] € CP¥~1.

Demostracion. Como hemos visto la condiciéon b € H se traduce en que g = cx, ¢ € C*.
Por lo que g 0 p(e;) 0wyt = azx + cb;. Por otra parte, p((e;)) = ar + T;(v). O
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Utilizando la accién de P, sobre I, descrita en (4.12) de la seccién 4.4 deducimos que
para todo A € P, y el generador A;; € P, tenemos las siguientes relaciones

Ti(A) si k<i
(1 —a; +a;a;)T;(A) + a;(1 — a;)T;(A si k=i
Te(AgA) = { T(A) + (1 - a)(1 - a))T(A) — (1 - a)T(A)] si i<k<j (416
(1— 4)Ti(4) + T3 (A) i k=g
Ti(A) si k>

Podemos expresar matricialmente las relaciones (4.16) como
T(AijA) = 76,00 (Ai5) T (A), (4.17)

donde 7, : P, — GL(r,C) denota la composicién de la representacién de Gassner, cf.
[Bir74],
7 P, — GL(v, Z[t7", ..., t51])

con el morfismo GL(v, Z[ti", ..., t*']) — GL(v,C) obtenido sustituyendo las indetermi-
nadas ¢; por los correspondientes valores a; € C* de la representacién lineal py = (a;x)Y_; :
F, — C* = GL(1,C). Para ello recordemos que la representaciéon de Gassner viene definida
por

I; 0 0O --- 0 0 0
0 l—ti+tt; 0 - 0 ti(1—t) 0
0 (I—ty)(1—%) 1 -« 0 —(1—ti)(1—1t) 0
Ta(Ay) = | : : : : :
0 (1—-tj_)(1—-t) 0 --- 1 —(1—t;_1)(1—¢t) O
0 1 -t 0 -~ 0 t; 0
0 0 0 -+ 0 0 I
Observacién 4.49. El morfismo Z[5!,...,t5] — C es inyectivo si ai,...,a, € C* son
algebraicamente independientes.
Iterando la relacién (4.17) obtenemos que
T(Y) = 76,90 (). (4.18)

Utilizando (4.18) y la Proposicién 4.48 podemos enunciar el siguiente resultado.

Proposicién 4.50. Si p : F, — Aff(1,C) es una representacion afin no abeliana en-
tonces 1 € Simp si y sdlo si [b] € CPY~! es un punto fijo de la proyectividad [1¢ p, ()] €
PGL(v,C).
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Es conocido que la representacion de Gassner 7¢ no es reducida, de hecho el vector
(1—ty,...,1—1t,) es un vector propio de valor propio 1 para todo 7¢(), ¢ € P,. Por otra
parte, recordemos que b € H C C”. Como ¥(e,41) = e, 41y p(¥(ev11)) = pley11) = apiix
tenemos que 7 (¢)) = 7¢,,(1)b € H para todo ¢ € P,. Ello nos dice que el subespacio H
definido en (4.15) es también invariante por toda la representaciéon de Gassner. Denotemos
por 75, + P, — GL(H) = GL(v — 1,C) la representacién de Gassner reducida con los
valores t; = a; € C*. En lo que sigue denotaremos por la misma letra H tanto al subespacio
vectorial de C¥ como el hiperplano de CP*~! que determina. El contexto indicard en qué
caso nos encontramos. Otra cuestion interesante es decidir cuando 7¢; - es irreducible. La
respuesta la encontramos en [Abd97]: 7¢ , es irreducible si y sélo si a;---a, # 1, ie. si
y sélo si a,1 # 1. Y este es el caso que nosotros estamos analizando pues pg es la parte
lineal de la representaciéon de holonomia Hy de Fy € H, que tiene todos sus residuos «;,
j=1,...,v4+1en C\R, en particular fuera de Z. Por lo que a; = €*™ % 1 para todo
j=1...,v+1

Proposicién 4.51. Si p : F, — Aff(1,C) es una representacion afin no abeliana de T,
tal que b € H entonces 1 € Simp si y sdlo si [b] € H = CP""2 es un punto fijo de la
proyectividad [7¢; , (¥)] € PGL(v —1,C).

Proposicién 4.52. Sea py = (ay,...,a,) € (C*)” una representacion lineal de F,. Si la
representacion T¢ . es inyectiva sobre M, entonces ¢, , = poTg , también lo es, siendo
p es la proyeccion candnica de GL(v — 1,C) en PGL(v — 1,C).

Demostracion. Notemos que ker 7¢, , = 74, , (ker 7, ) = ker pN7¢; , (M,). Por otra parte,
el niicleo de p es C*Id, el centro de GL(v—1, C), de donde se deduce que 7¢; , (ker 77 , ) estd
contenido en el centro de 7¢, , (M, ). Como M, tiene centro trivial y 7¢, , : M, — 7g 5, (M)
es un isomorfismo concluimos el resultado. O

Proposicién 4.53. La representacion de Gassner reducida restringida a M, es fiel si y
solo si genéricamente las representaciones afines de F, no tienen simetrias no triviales.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Vamos a demostrar la suficiencia. Si Ta M, €S
fiel y los valores ay,...,a, € C* de la representacién lineal py : F, — C* = GL(1,C)
asociada a la representacion afin p son algebraicamente independientes, entonces, por la
Observacion 4.49 y la Proposicién 4.52 tenemos que 7; , : M, — PGL(r — 1,C) es
fiel. Asi, para todo A € M, diferente de la identidad, el conjunto F'4 de puntos fijos de
la proyectividad [7¢; , (A)] € PGL(v — 1,C) es un conjunto algebraico (lineal de hecho)
propio de H = CP*~2. Como M, es numerable tenemos que U = H \ ( U F A) es
AeM,\{id}
un conjunto residual (en particular no vacio). Si [b] € U entonces [b] no es un punto fijo
para la proyectividad [7¢ , (A)] de ningtin elemento no trivial A de M,, por lo que p, la
representacién afin asociada a estos valores de aq,...,a,,b1,...,b,, no tiene simetrias no
triviales. O
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Observacién 4.54. Como el vector (1 —ty,...,1—1t,) es un vector propio de valor propio
1 de cualquier 7¢(v), ¥ € P, tenemos que 7¢ = 75 @ 1 donde 1 : P, — C* es el morfismo
trivial. Asi pues, 7¢ es fiel si y sélo si 7/ lo es. Ademads, M, = P,/Z(P,) es un subgrupo
normal no central de P, y la representacion de Gassner sobre Z(P,) es inyectiva. Aplicando
un Teorema de [Lon86] deducimos que 7¢ es fiel si y s6lo si ¢, lo es.

Podemos entonces reformular la proposicién anterior de una manera mas elegante.

Teorema 4.55. La representacion de Gassner de P, es fiel si y solo si genéricamente las
representaciones afines de ¥, no tienen simetrias no triviales.

Observacién 4.56. La representacion de Gassner esta intimamente relacionada con otra
representacion mas conocida del grupo de trenzas, la representacion de Burau, 75 : B, —
GL(v, Z[t,t™']). La relacién es que al componer la representacién de Gassner 7¢ con el
morfismo entre los grupos lineales que induce la asignacion t; =t = --- = t, = t, se
obtiene la representacién de Burau restringida a P,. Es bien conocido que la representacién
de Burau es fiel si v = 3, por lo que también lo es en este caso la de Gassner. Sin
embargo, se puede encontrar en la literatura que la representacién de Burau no es fiel
si v > 5. El caso v = 4 queda abierto asi como la cuestion que nos incumbe sobre la
fidelidad de la representacion de Gassner a pesar de que en la literatura se pueden encontrar
diversas condiciones que debe satisfacer ker 7. Hagamos constar por completitud, que
recientemente se ha demostrado la linealidad del grupo B, para todo v > 1, ver [Tur00].
Esto es, la existencia de una representacion fiel de B, en un grupo de matrices. Sin
embargo, la representacion que alli se considera no es la representacién de Gassner.

Corolario 4.57. Las representaciones afines de F3 genéricamente no tienen simetrias,
salvo la identidad.

De hecho para v = 3 podemos probar un poco mas.

Proposicién 4.58. Sea p una representacion afin no abeliana de F3 con parte lineal py =
(a1, as,a3) € (C*)? algebraicamente independiente. Entonces el grupo de simetria de p es
o bien trivial o bien ciclico infinito.

Demostracion. Como ya hemos dicho, para v = 3 la representacion de Gassner es fiel.
Ademds, si a1, az,az € C* son algebraicamente independientes 7¢; , también es inyectiva.
Por la Proposicion 4.52 sabemos que 7¢ , es un isomorfismo de Mz con su imagen en
PGL(2,C). Por otra parte, M3 es un grupo libre de dos generadores por lo que Sim p es un
subgrupo libre. La condicién de que p no es abeliana implica que su vector de traslaciones
b es no nulo, y entonces la imagen de Sim p por el isomorfismo 7¢, , estd contenida en el
grupo de isotropfa del punto [b] € CP!, conjugado al grupo afin Aff(1,C) que es resoluble.
Por tanto, Sim p es a la vez resoluble y libre, por lo que o bien es trivial, o bien es isomorfo
a 7. ]
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A continuacién recordaremos una propiedad interesante de los grupos libres de rango
finito, ver por ejemplo [MKS66] o bien la Proposicion 1.2.19. de [LS77].

Proposicién-Definicién 4.59. Para todo x € F,,, x # 1, existe un dnico elemento r(x),
que llamaremos radical de x, tal que x = r(2)°® con e(x) € N mazimal.

Nota: En inglés el término utilizado para referirse al radical es root.

Proposicién 4.60. Sea p una representacion afin de F3 con parte lineal py = (aq, as,as3) €
(C*)3 algebraicamente independiente. Si € Simp C Mz = Fy entonces r(1) € Sim p.

Demostracion. Como antes, bajo estas hipdtesis tenemos que 7¢ , es un isomorfismo de
M3z = Ty con su imagen en PGL(2,C). Si f = 74, (1) entonces r(f) = 75, (r(¥)), donde
7(f) es el radical de f en el grupo libre 7 , (M3). Como r(f) es una homograffa no
periddica (pues Ms es libre) de CP* deducimos que los puntos fijos de 7(f) coinciden con
los de todas sus potencias, en particular con los de 7(f)¢¥) = f. El hecho de que 1 es una
simetria de p equivale a que el punto [b] € CP! correspondiente al vector de traslaciones
de p es un punto fijo de f, y por tanto de r(f), por lo que (1)) € Sim p. O

Teorema 4.61. Si ) € M3 es un elemento no trivial entonces

1. FExisten representaciones afines no abelianas de F3 que admiten 1 como simetria.

2. Sea p una representacion afin no abeliana de F3 que admite 1 como simetria y cuya
parte lineal (ay,as,a3) es algebraicamente independiente. Entonces Sim p = (r(1))).

Demostracion.

1. Fijamos una representacién lineal pg = (a1, as, ag) arbitraria y tomamos b # 0, tal
que [b] sea un punto fijo de 7 , (¥) # 0.

2. Por la Proposicién 4.60, r(¢) € Simp y por la Proposicion 4.58, Simp # {1} es
ciclico infinito, con generador ;. Por tanto, r(1) = ¥ pero como e(r(y)) = 1
tenemos que k = £1 de donde Sim p = (r(¢)).

0

Pasemos ahora a analizar las simetrias del k-jet de una representacion no abeliana Hj :
F, — Diff(C,0) con Hy(e,+1) = a,412. Definamos el orden kg > 2 de la representacion
no abeliana Hy : F, — Diff(C,0) con Hy(e,4+1) = a,+12 como el minimo de los 6rdenes en
z = 0 de las series Hy(e;)(2) — a;z, i = 1,...,v, siendo a;z = J'Hy(e;) la parte lineal de
Hy(e;). Tenemos que

a; 2

ko—1/1 — ko%ZkO_l

J¥ Ho(e;) = J*(a;z + ¢i2" + o(2H)) = J*




4.5. EL ESPACIO DE MODULOS 89

Vemos asf que J* Hj es conjugada a la representacién afin p : F,, — Aff(1,C) dada por
ple;) = a%x — kg—f Como ky es el orden de Hy tenemos que existe algtin ¢; # 0, por lo que

p no es abeliana.

Corolario 4.62. Sea Hy : F5 — Diff(C,0) una representacién no abeliana tal que J*Hy =
(a12, a9z, a32) con ay,as,a3 € C* algebraicamente independientes. Entonces el grupo de
simetria de Hy o bien es trivial o bien es ciclico infinito, siendo el caso genérico el primero.
Ademdas, si ¢ € Sim Hy es una simetria no trivial de p entonces () C Sim Hy C (r(v)),
por lo que existe un nimero natural kle(v) tal que Sim Hy = (r(¢)).

Demostracion. Sea ko el orden de Hy. Entonces J'H, es abeliana si | < ko, por lo que
ko—1

(N SimJ'Hy = M,. Como por otra parte J* H, es conjugada a una representacién
=1

afin no abeliana tenemos que Sim J* H, es o bien trivial o bien isomorfo a Z. Por la
Proposicién 4.47, Sim Hy es un subgrupo de Sim J* H;, y por tanto de Z. Ahora bien, todo
subgrupo de Z es o bien trivial o bien isomorfo a Z. La 1ltima afirmacion es consecuencia

directa del Teorema 4.61. O

4.5.3 El espacio de médulos de w = w3+ --- N.A.G.

Recordemos que el caso de w = ws + -+ N.A.G. ya lo habiamos tratado en el Teo-
rema 4.39, donde se afirma que la foliacién F,, es rigida. Utilizando la Proposicién 4.11,
el Teorema 4.44 y el estudio de las simetrias efectuado en la seccién anterior deducimos el
siguiente resultado.

Teorema 4.63. Sea F la foliacion determinada por una 1-forma w = wz+--- N.A.G. con
residuos diferentes dos a dos. Entonces el espacio de modulos M(Fy) de Fo es analitica-
mente equivalente a

1. o0 bien al disco D = C\ {0, 1},
2. 0 bien a una corona C, = {z € C| r < |z| < 1} para un cierto 0 < r < 1.

Ademds, el caso genérico es el primero.

—_—

Demostracion. El espacio de médulos de Fy es un cociente de F3,(C) =C\ {0,1} 2D =
H por el subgrupo Sim $)y de m(C \ {0,1}). Por otra parte, C \ {0,1} = H/T'(2) con
['(2) el nicleo del morfismo de paso al cociente PSL(2,Z) — PSL(2,Z/27) por lo que
m(C\ {0,1}) = T'(2) y Sim $Hy C I'(2). Si Sim $ es trivial (lo que ocurre genéricamente)
entonces M(Fy) = D. La otra posibilidad es que Sim )y = (¢)). En este caso, H/ (1)
queda determinado por la clase de conjugacién de ¢ en PSL(2,R), ver por ejemplo [JS87].
En principio hay tres posibilidades:
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1. 9 es un elemento hiperbdlico de I'(2) C PSL(2,Z) en cuyo caso es conjugado a la
homotecia z — Az, con A € R\ {0,1}. El cociente H/(1)) es por tanto equivalente a
una corona C,., para un cierto r > 0 dependiendo de .

2. 1 es un elemento parabdlico de I'(2), y por tanto conjugado a la traslacién z — z+1,
por lo que el cociente H/ (1)) es equivalente al disco punteado D* = C,.

3. 1 es eliptico, lo cual no puede suceder pues I'(2) no contiene elementos elipticos.

O



Capitulo 5

Singularidades quasi-homogéneas

Vamos a extender los resultados sobre singularidades homogéneas que hemos obtenido
en el capitulo anterior a la clase mas amplia de singularidades quasi-homogéneas, ver la
Definicion 4.1. Pero antes, hagamos un breve resumen de las nociones y resultados sobre
quasi-homogeneidad que J.F. Mattei trata en [Mat00].

5.1 Nociones de quasi-homogeneidad

En primer lugar, recordemos que un germen de funcién holomorfa en (C?,0) se dice quasi-
homogéneo si y sélo si existen coordenadas (u,v) tal que f se escribe como un polinomio
quasi-homogéneo en esas coordenadas, i.e. la nube de puntos de su poligono de Newton

esta contenida en una recta:

f(u,v) = Z a;ju'v? (5.1)

ai+Bj=d

Esta propiedad viene caracterizada algebraicamente por el hecho que f pertenezca a su
ideal jacobiano J(f) = (%, %), lo cual, teniendo presente la Definicién 4.1, es equivalente
a su vez a que la 1-forma w = df sea quasi-homogénea. También se tiene la siguiente
caracterizacién que compara los médulos de la funcién f y los de la curva f~(0): La
funcién f es quasi-homogénea si y sélo si para toda deformaciéon F : C* x C? — C de
f = Fo, Fi(x,y) = F(z,y;t) que sea topolégicamente trivial satisface la equivalencia:
La funcién F es analiticamente trivial <= la familia de gérmenes de curvas {F; *(0)}, es
analiticamente trivial. Aqui, la trivialidad topolégica (resp. analitica) de F' significa que las
foliaciones definidas por dF y df en (C*™,0) son topoldgicamente (resp. analiticamente)
conjugadas.

Definicién 5.1 (Mattei). Decimos que un germen de 1-forma holomorfa no dicritica
w = a(z,y)dr + b(x,y)dy en (C%0) es topoldgicamente quasi-homogénea (respec-
tivamente d-quasi-homogénea) si y solo si toda deformacion topolégicamente trivial

91
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n = A(z,y,t)dz+B(z,y,t)dy (resp. todo despliegue equisingular 2 = n+ . Cj(x,y,t)dt;)
satisface la equivalencia: n (resp. 1) es analiticamente trivial <= la familia de gérmenes
de curvas {Sepn;}¢ es analiticamente trivial.

Teorema 5.2 (Mattei). Sea w = a(z,y)dx + b(x,y)dy un germen de 1-forma holomorfa
que defina una curva generalizada en (C%,0) y f una ecuacidn reducida de sus separatrices.
Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes.

(1) w es d-quasi-homogénea.

(2) f pertenece al ideal (a,b).

(3) df es topoldgicamente quasi-homogénea.
(4) [ pertenece al ideal J(f).

(5) Existen coordenadas (u,v) en el origen, funciones g, h con u(0) = v(0) =0, g(0) # 0
y enteros o, 3,d € N tales que f se expresa como un polinomio quasi-homogéneo como
en (5.1) y gw = df + h(Bvdu — audv).

Si ademds, w es quasi-hiperbolica general entonces las anteriores afirmaciones son equiv-
alentes a

(1’) w es topoldgicamente quasi-homogénea.

Observaciéon 5.3. Recordemos que en [Mat00] el autor define una 1-forma quasi-hiper-
bolica como aquella que es no dicritica y en su reduccién de singularidades ninguna de
ellas tiene residuo real negativo. Si ademas, existe una componente irreducible del divisor
excepcional cuyo grupo de holonomia es no resoluble entonces decimos que w es quasi-
hiperbdlica general. La propiedad esencial de una 1-forma quasi-hiperbdlica general
w es que toda deformacién topologicamente trivial de w es subyacente a un despliegue
equisingular.

Como consecuencia de este resultado se obtiene que la dimension §(w) del espacio versal
de los despliegues equisingulares de una 1-forma w (cf. Teorema 1.12) coincide con la del
espacio de modulos de sus separatrices si y sélo si w es quasi-homogénea. También aparece
en [Mat00] el siguiente resultado que tiene interés por si mismo pero que podemos combinar
con el Teorema de Sintesis de Lins-Neto, cf. Teorema 4.24.

Teorema 5.4 (Mattei). Sea Fy una curva generalizada. Entonces toda deformacion
topologicamente trivial de Sy = Sep Fo se realiza como la familia de separatrices de un
despliegue equisingular. En particular, existe una deformacion topolégicamente trivial F;
de Fy con pseudo-grupo de holonomia constante, tal que para t suficientemente pequeno se
tiene S; = Sep F;.
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Ejemplo 5.5. Si Fy € H,(v+1) entonces Fy es una curva generalizada y verifica, gracias al
Teorema 2.5, la propiedad basica de las foliaciones quasi-hiperbodlicas genéricas de Mattei,
por lo que podemos aplicar sus resultados a Fy. Ademas, F, tiene una singularidad quasi-
homogénea. Por otra parte, utilizando el Teorema 1.12 obtenemos que

(v—1)(v—2)

(7)) =

Si v < 2 tenemos que 6(Fp) = 0 lo cual esta en concordancia de los resultados obtenidos

e~

en el capitulo 4. Asi como si v = 3, pues entonces §(Fy) = 1 = dimg F31(C).

Si v = 4 entonces §(Fy) = 3 mientras que el espacio de médulos de las separatrices
de Fy es de dimension 2. En este caso el espacio de médulos relativo My s)(Fo) es una
subvariedad de dimensién dos dentro de M(F;) que tiene dimensién 3. El Teorema 5.4
permite hinchar la subvariedad M5 (Fo) hasta convertirla en un pequeno entorno tubular
dentro de M (Fp).

La propiedad que nosotros vamos a destacar de la escritura proporcionada en el punto
(5) del Teorema 5.2 es que las separatrices de w consisten en un ntimero finito de hojas
de la foliacién determinada por el campo R, 3 = au% + ﬁv% fuera de las cuales w es
transversa a dicha fibracién singular (en el sentido que hay dos fibras de multiplicidad
mayor que uno: los ejes uv = 0). Podemos suponer sin pérdida de generalidad, que a y
3 son coprimos. Sea 7 : M — C? la reduccién de singularidades de la foliacién R, g cuyo
arbol de reduccién ilustramos en la Figura 5.1.

Figura 5.1: El arbol de reduccién de R, g.

La superficie M contiene una cadena de divisores consecutivos, en los extremos inciden
los ejes y el ultimo divisor en aparecer en la reduccién, D, estd situado en el centro. La
fibracion de Hopf sobre este divisor esta compuesta por las transformadas estrictas de la
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familia de ctspides v —rv® = 0, r € C* y los dos divisores adyacentes. Podemos extender
dicha fibracion a p : M — D con dos fibras reducibles: la unién de los divisores que quedan
a derecha (C9°) e izquierda (C?) de D junto al correspondiente eje u y v respectivamente.
La composicién de explosiones 7 : M — C? se escribe en un entorno coordenado del divisor
D = {s =0} como 7(r,s) = (rs*,r’s%) con a,b >0y ab— Ba = 1.

Observacién 5.6. La igualdad ab — fa = 1 siempre se puede conseguir. Por Bezout,
existen A, B € Z tal que aB+ A = 1. Como « y 3 son positivos deducimos que AB < 0.
SiB>0yA<0podemostomarb=Bya=—A. SiB<0yA> 0 entonces existe k € N
talqueb= B+kB >0y a=—(A—ka) > 0, en efecto, basta tomar k > g > 2—1 = —%
De hecho, existen muchas parejas (a, b) de enteros positivos cumpliendo ab— fa = 1, la que
resulta de efectuar la explosion 7 es la que a y b son los mas pequenos posibles cumpliendo

dicha propiedad.

Definicién 5.7. Definimos la clase QH(a, ) de foliaciones quasi-homogéneas de tipo
(v, B) como la compuesta por las foliaciones no dicriticas cuyas separatrices sean quasi-
homogéneas de pesos (o, ). Asi mismo, consideramos la subclase

OHy(a,0) = | | QHyla, Biv + 1),

v>1
donde F € QH,(a, B;v + 1) si y solo si
(1) las separatrices de F estan compuestas por v+ 1 dibras requlares de R, 3,

(2) los residuos de las singularidades de F = o F situadas sobre las transformadas estric-
tas de las separatrices de F son no reales,

(3) el grupo aditivo generado por dichos residuos es denso,
(4) y por dltimo, el grupo de holonomia G del divisor D es no abeliano.

Observacion 5.8. La clase QH(1,1) coincide con la clase homogénea H y ademaés se tiene
que QH, (1, ;v +1) =H,(v + 1).

Proposicién 5.9. Si F € QH,(«, 3) entonces F = n*F admite integrales primeras holo-
morfas locales en un entorno de cada esquina del divisor 7=1(0). Ademds, las holonomias
ho, heo € G correspondientes a los divisores adyacentes a D son periodicas, mds precisa-
mente, h§ = b2 = id.

Demostracion. Como los ejes no son separatrices, los divisores que los soportan sélo con-
tienen una singularidad de F, asi pues, la holonomia de éstos es trivial. Utilizando el Teo-
rema de Mattei-Moussu deducimos que las singularidades de los divisores de los extremos
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admiten sendas integrales primeras holomorfas locales. En particular, las holonomias de
los divisores adyacentes (que sélo contienen dos singularidades) son periddicas. Aplicando
reiteradamente el Teorema de Mattei-Moussu concluimos que todas las esquinas de 7~1(0)
estan constituidas por singularidades admitiendo una integral primera holomorfa local. En
particular, las singularidades » = 0 y r = oo sobre el divisor D, por tanto las holonomias
ho, ho € G correspondientes a estas singularidades son periddicas. Finalmente, la afir-
macién h§ = hZ = id se deduce del cdlculo de 7*w que permite identificar el residuo de
dichas singularidades. Un célculo sencillo muestra, cf. [Lor99], que el residuo de r = 0 es
b

2yelder=ooes 5 concluyendo asi el resultado. O

El estudio del espacio de médulos Mgy (Fp) de Fy relativo a la clase quasi-homogénea
es el objetivo ultimo de este capitulo. En esta direccién cabe destacar el trabajo de Frank

Loray [Lor95] en el que se muestra la rigidez topoldgica (no solamente en la clase quasi-
homogénea) de Fy € QH(2,3;1), i.e. M(Fp) = {[Fo]}-

5.2 La clasificacion analitica

Sea p: M — D la fibracién determinada por el campo R, g que hemos descrito antes y
F € QH,(«, ;v +1) con separatrices sobre g, ..., ¢,+1 € D\ {0,00}. Como consecuencia
de la transversalidad fuera de las separatrices de F con la fibracién p : M — D, obtenemos
que cualquier camino contenido en una hoja de F distinta de las separatrices y que no
pase por los ejes es hométopo al levantamiento de su proyeccion por p sobre el divisor
D. En otras palabras, la conexién de las hojas de F se lee completamente en el grupo de
holonomia GG de D. Esta propiedad geométrica tiene su analoga analitica. Para formularla
con precision consideremos $) la clase de las representaciones de holonomia

H} cmi(D\ {0,00,q1,...,q,41},t) — Diff(C,0)

de F con respecto al divisor D, médulo cambio del punto base ¢t y reparametrizacién de la
transversal, es decir, conjugacién en Diff(C, 0), para mas detalles ver la seccién 4.2.

Teorema 5.10 (Moussu). Consideremos dos foliaciones F,F' € QHy(o,B;v + 1) .
Sean q; y q. las singularidades respectivas de F Y F y 9,9 las correspondientes clases de
representaciones de holonomia. Entonces F es analiticamente conjugada a F' si y solo si
existe p € PSL(2,C) tal que q; = ©(q;), H = H' o p. y ademds los residuos de F y F' en
¢ Y g, coinciden.

Observacién 5.11. Aunque dicho teorema lo encontramos enunciado en [Mou85] sola-
mente para el caso « = 2,4 = 3,v = 0 y en [Lor94| para a = 2,8 = 2n+ 1,v = 0, las
técnicas utilizadas en su demostracion extienden al caso general que nos ocupa. Una pieza
clave en su prueba es la existencia de integrales primeras en las esquinas de dos divisores
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cualesquiera, cf. Proposicién 5.9, que como hemos visto es una consecuencia del hecho que
los ejes no sean separatrices. Vamos a dar una demostracién del teorema basandonos en
esta propiedad.

Demostracion. Las condiciones son claramente necesarias. Veamos la suficiencia. Como
las holonomias hg y hs son peridédicas de periodos diferentes, la transformacién ¢ fija el
cero y el infinito. Existe ¢ : C? — C? induciendo ¢ sobre D. Después de sustituir F
por @*F podemos reducirnos al caso que ¢; = ¢; € D \ {0,00}. Sea ¢ : ¥y — ¥y una
aplicacién analitica de una transversal ¥ (una fibra regular no invariante de R,3) a F y F
que conjugue las holonomias (ordenadamente) del divisor central D de ambas foliaciones.
Utilizando el método clasico de elevacion de caminos, cf. [MM80], definimos una aplicacién
holomorfa ¢ : M \ C— M \ C' conjugando las foliaciones F y F restringidas a M \ C,
donde M es la variedad obtenida después de explotar C? y C es la unién de la cadena de
divisores, C', y los ejes. Como los ejes no son separatrices podemos extender continuamente
¢paM\C — M\C. Veamos que dicha extensién continua es holomorfa, para ello sea U
un entorno en M de un punto de un eje que no corte a C'y tal que existan coordenadas
trivializantes (z,w) y (2/,w') de Flyy F'jy respectivamente y de manera que el eje tenga
ecuacién z =0y 2/ = 0. Como ¢(z,w) = (¢p1(z,w), p2(w)) es holomorfa en U \ {z =0} y
continua en todo U deducimos del Teorema de extensién de Riemann aplicado a la funcién
¢ que ¢ es holomorfa en todo U. Asi, la aplicacién holomorfa ¢ : M\ C — M\ C' determina
@' : C?*\{0} — C?\ {0} holomorfa. Estamos escribiendo C? en lugar de un entorno abierto
de C? donde los gérmenes de F y F' estan definidos. De hecho, disminuyendo tanto como
queramos dicho abierto de definicién concluimos que ¢’ tiene una extensién continua a
C? — C? enviando el cero al cero. Por otra parte, aplicando el Teorema de Hartogs a
cada componente de ¢ deducimos que dicha extensién ¢’ : (C% 0) — (C?,0) es de hecho
holomorfa, y por construcciéon conjuga los gérmenes de F y F'. O

5.3 La clasificacién topolégica

Sea F € QH (o, fB;v + 1) cuyas separatrices S sean las fibras de p : M — D sobre
Q- qur1 € D\ {0,00}. Consideremos una ordenacién en las separatrices de F que nos
permita escribir ¢ = (q1,...,q1+1) € F,11(D \ {0,00}) = F5,.1(S?). A partir de ahora
escribiremos simplemente 5,1 para referirnos a dicho espacio. Paracada g € [y, 411yt €
D\ {0,00,q1,.-.,q,11} consideremos el grupo fundamental 71 (S*\ {0,00,q1,...,q41},1t)
y un sistema G = (eq, €xo, €1, - .., €,41) de generadores geométricos, cf. seccién 4.4. Sea
N el menor subgrupo normal de 71(S? \ {0,00,¢1,...,¢,11},t) que contenga a e y e2..
Observemos que N no depende del sistema de generadores escogido. Definimos el grupo
I, como

I =m(D\{0,00,q1,....qvs1},t)/N x {q}
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el cual es isomorfo a Z/aZx*Z/3Z*F,. De la misma manera que en la seccién 4.4, podemos

. . , . / . o 2
considerar isomorfismos geométricos de FZ en Ffl,, en este caso enviando, por definicién,
las clases de los generadores eg y €4, sobre si mismas.

Proposicién 5.12. Sea S la union de v+1 fibras no excepcionales de la fibracion inducida
por el campo Rz, entonces podemos presentar el grupo fundamental de C*\ 'S como sigue:

(a,b,91,...,9, | a* =" =¢, [c,g5] =1, j=1,...,V).
Ademds, su centro, Z, es el subgrupo generado por ¢ que es isomorfo a Z.

Demostracién. En primer lugar observemos que C? menos v+ 1 fibras no singulares de R*?
es un cono sobre S* menos v+ 1 nudos téricos de tipo (a, 3) de la fibracién restringida a la
esfera. Vamos a calcular entonces el grupo fundamental de S* menos v + 1 nudos téricos
del mismo tipo («, 3) contenidos en la misma fibracién.

Para empezar consideremos el caso v = 0, es decir, cuando solo tenemos un nudo torico
t del tipo («, 3) sobre un toro 2-dimensional no anudado F C S®. Sean A y B las dos
componentes conexas de S$* \ F'y V(t) un entorno tubular del nudo t. Consideremos U
y V los complementos de V(t) en sendos abiertos de S* que contengan a (y se retracten
sobre) Ay B respectivamente.

Tanto U como V' son homeomorfos a un toro sélido, sean a y b los generadores de sus
respectivos grupos fundamentales.

La interseccién UNV se retracta sobre F'\ V() que es topoldgicamente un cilindro. Sea ¢
el generador de 7w (UNV'). Denotemos por ¢ : m(UNV) — m(U)y 3: m(UNV) — m (V)
los morfismos inducidos por las inclusiones de U NV en U y V respectivamente. Un
representante de ¢ es otro nudo térico de tipo (v, 3) sobre F'\ V (t) paralelo a t, por tanto,
i1(c) = a® y 7(c) = b°. Aplicando el Teorema de Seifert-Van Kampen deducimos que el
grupo fundamental de la reunién de U y V es m(S*\ V(1)) = m(S*\ t) = {a,b | a® = VP).

Para hacer el caso general razonaremos por induccién sobre v. De hecho, lo que calcu-
laremos por induccién es el grupo fundamental H, del complemento de un toro sélido, %,
menos v nudos téricos del mismo tipo («, 3) en su interior. Queremos ver que podemos
presentar

H, = (ag,a1,by, ... a,,by, | [a;,b] = 1,08 =albP, i=1,...,0),

siendo a, y b, el meridiano y el paralelo estandard de la frontera del toro sélido. Para
v =0 es trivial: Hy = (ag) = Z.
Supongamos que lo tenemos demostrado para v > 0 y veamoslo para v + 1. Sean
ti,...,t,11 C S?los v + 1 nudos téricos de tipo (, 3). Podemos hacer una isotopia en
v+1
T\ Ut de manera que cada t; esté contenido en un toro 2-dimensional F; diferente.
i=1
Reordenando podemos suponer que t = t,,; estd en un toro F' = F,,;; que contiene en su
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interior a todos los demds F;. Sean A y B las dos componentes conexas de T\ F, U y V
los complementarios de un entorno tubular V(t) de t en dos abiertos conteniendo (y que se
retractan) sobre A y B respectivamente. El abierto U es homeomorfo a un toro sélido, ¥’
menos v nudos téricos de tipo («, ), por hipétesis de induccién su grupo fundamental es
H, y ademas, los elementos a, y b, son las clases del paralelo y meridiano estandard de la
frontera de ¥'. El abierto V' se retracta sobre B que a su vez se retracta sobre la frontera
del toro sélido ¥, sean a, 1, b,41 las clases en w1 (V') del paralelo y el meridiano estandard.
La interseccién UNV es topoldgicamente un cilindro y su grupo fundamental esta generado
por ¢ la clase de otro nudo térico de tipo (a, 3) paralelo a t en F'\ V(t). Como antes,
volvemos a denotar por ¢ y 7 los morfismos canénicos inducidos por las inclusiones de UNV
en U y V respectivamente. Tenemos que 1(c) = a%b® y j(c) = a® +1bf +1- Concluimos el
resultado aplicando Seifert-Van Kampen.

Veamos ahora cémo concluimos el célculo de G,,. Sean t;,...,t,.1 C S®los v+ 1 nudos
téricos de tipo («, 3). Como antes, podemos suponer que t = t, 1 estd en un toro F' = F, ;4
que contiene en su interior a todos los demas t;. Definimos los abiertos U, V' de manera
andloga al cdlculo precedente y al caso v = 0. El grupo fundamental de U es H, y el grupo
fundamental de V' es ciclico infinito generado por b,;. La interseccion U NV vuelve a ser
topolégicamente un cilindro y su grupo fundamental esta generado por ¢ la clase de otro
nudo térico de tipo (a, ) en '\ V(t). Tenemos que 2(c) = a%b’ y j(c) = bfﬂ. Aplicando
nuevamente el Teorema de Seifert-Van Kampen concluimos que el grupo fundamental de
la reunién de U y V' puede presentarse

Gy = (ag,a1,b1,...,a,,b,,b,11 | [a;,b;] = 1,a5 = a?biﬁ = bfﬂ, i=1,...,v).

Finalmente vamos a dar otra presentacién de G,,. Paracadai =1,..., v los generadores
a;, b; conmutan, por tanto el subgrupo generado por ellos es isomorfo a Z @ Z. Como « y
[ son coprimos existen dos enteros v, tales que ad — By = 1; esta relacion nos dice que

la matriz
a
6 0

pertenece a SL(2,Z) y por lo tanto determina un automorfismo de Z @ Z, en otras palabras
el subgrupo generado por a; y b; es el mismo que el generado por af‘bf y a]b. Por tanto,
llamando a = ag y b =b,11, g = @b y ¢ = af = a?b? = =a%’ = b’fﬂ obtenemos la

presentacién G, = (a,b,qg1,...,9, |a* =0 =¢, [c,g] =1, i=1,...,v). O
Observacién 5.13. De la demostracion se deducen las siguientes afirmaciones:

(1) Los generadores g; son los meridianos de la frontera de un entorno tubular V (t;) de t;,
of. [BZ85];

(2) La técnica utilizada funciona si los nudos téricos son de diferente tipo, ver [Gri74] para
el caso v = 1.
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Corolario 5.14. Sea S, la union de las v + 1 fibras de R,g que determina el elemento
q=(q1,- -, @+1) € Fopi1. Tenemos un isomorfismo natural

FZ = 7T1(82 \ {07 0,41y - -5 qu+1, t})/N = ﬂ-l(CQ \ S‘Z’ 27;)/Z
Denotaremos por p : 71 (C?\ S,,t) — I, el paso al cociente.

Definicién 5.15. Sea F € QH,(«, B;v + 1) con separatrices ordenadas sobre ¢ € Fs 11
y representacion de holonomia

H, :m(D\{0,00,q1,...,qu41},t) — Diff(p~'(¢), ).

Gracias a la Proposicion 5.9 dicha representacion pasa al cociente por N y permite definir
el morfismo

-t . _
H,: T\ — Diff(p~"(t), t).

Proposicién 5.16. Sean F,F' € QH(«, B;v+1) con separatrices S, S" sobre q,q' € Fy 4.
Sea ¢ : (C%,0) — (C2%,0) es un germen de homeomorfismo que conjuga F y F' preservando
las orientaciones. Entonces existe un isomorfismo geométrico v : Ffl — FZ, Yy un germen
de difeomorfismo oo : (p~1(t),t) — (p~1(t'),t') tales que hacen conmutativo el siguiente
diagrama:

m(C2\ S, 1) —2— m(C2\ 5, 7)

g g

’
A S

ﬁ;l F;,l
Diff(p~(t),1) 225 Diff(p~1 (), ¢)

Ademas, los residuos de F y F' en las separatrices correspondientes por ¢ son iguales.

Demostracién. La existencia de v viene asegurada porque ker p = Z es el centro de 7, (C?\
S,t), por lo que el isomorfismo ¢, debe enviar Z sobre si mismo. Por otra parte, de manera
andloga al estudio realizado en el capitulo 4, es posible modificar tangencialmente ¢ de
manera que envie una corona Cy C p~'(t) sobre Cy C p~'(#'). Construimos entonces
un germen de homeomorfismo ¢y : (p~1(t),t) — (p~(¥'),t) como en la demostracién
del Teorema 4.22 de manera que conjuga los grupos de holonomia G'y G' del divisor D
respecto de las foliaciones F y F’. De hecho, (g conjuga los generadores de las holonomias
relacionados por 1, ya que si 4 es un camino en una hoja de F contenido en C?\ (SU{xy =
0}) entonces [p(¢(7))] = ¥([p(7)]). La rigidez del grupo de holonomia G, que se sigue de la
Definicién 5.7 (cf. Observacién 4.10) y el hecho que ¢ preserva las orientaciones implican
que g es holomorfa, de donde se deduce la igualdad de los residuos. O
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Utilizando los mismos argumentos que en el caso homogéneo y la version del Teorema de
Sintesis de Lins-Neto para varias explosiones, cf. [LN87], deducimos el siguiente resultado.

Teorema 5.17 (Clasificacién topolégica). Sean F, F' € QH (a, 5; v+1) con separatri-
ces sobre q,q" € Fy,11 respectivamente. Entonces F y F' son topologicamente conjugadas
por un homeomorfismo que preserva las orientaciones si y solo si existe un isomorfismo
geométrico ¢ : Ty — Ffl/, y un difeomorfismo local oy : (p~1(t),t) — (p~*(¥'),t') tales que

(©0)s © ﬁtf = Ftp o y ademds, los residuos de F y F' coinciden en las singularidades
correspondientes por .

5.4 El espacio de moédulos

Fijemos una foliacién quasi-homogénea Fy € QH,(a, B;v + 1) con separatrices sobre gy €
F5,4+1. De la misma manera que en el capitulo 4 consideramos el grupo de isomorfismos
geométricos exteriores Outy(I'y,T'y), donde 'y =Ty vy ¢ € F,41 y el conjunto

Outgoz I_l Outgo.

qEF> 141

Proposicién 5.18. El conjunto Outgo esta en correspondencia biyectiva con el recubri-

miento Fg’y X F2,1 de F271,+1.

Demostracion. En primer lugar notemos que Fy,41 = Fj, X Fy; mediante la aplicacién

(@1, Quy1) — ((q:ilu et qfﬁ), Gv+1). Por tanto tenemos un isomorfismo natural entre

T (Fopt1) y m(F5,) @ m(Fy ). De manera andloga a la construccién del capitulo 4 pode-

mos definir una aplicacion D : Fy 1 — Outg0 de manera que ker Dir (m,, 1) = m1(F21)
y que dota a Ou’cg0 de estructura de espacio recubridor de F;,; de grupo fundamental
m(F1). Para ello utilizamos la sucesién exacta larga de homotopia asociada al fibrado
Su43 — S — Fb,41 que nos proporciona un morfismo d. : m(Fopi1) — mo(Suts), el
nicleo de cual es precisamente 71 (F31) y que coincide a su vez con el centro de 7y (F5,41)
pues como hemos visto en el capitulo 4 el grupo M, 2 = m1(F3,,) tiene centro trivial. [

También consideraremos el conjunto Hom“g%1 de todos los gérmenes de homeomorfismo
¢ : (C%0) — (C%0) que conjugan Fy con alguna foliacién quasi-homogénea F € QH
preservando las orientaciones. La Proposicién 5.16 nos proporciona una aplicaciéon natural

A Homg%{ — Outgo.

En HomJS?H consideramos la relacién de equivalencia de Teichmiiller (cf. capitulo 4) y su
correspondiente espacio cociente T'z,. Los siguientes resultados son adaptaciones faciles de
sus analogos en el caso homogéneo.
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Proposicién 5.19. La aplicacion A desciende al espacio de Teichmiiller de Fy como una
biyeccion
AT : T]:O — Outg(’/C*

Corolario 5.20. Eziste una biyeccion natural entre el espacio de Teichmailler Tx, de Fy
y el recubrimiento universal de Fj,(S?).

Teorema 5.21. Si los residuos de Fy sobre D son diferentes dos a dos entonces el espacio
de mddulos Moy (Fo) de Fy relativo a la clase quasi-homogénea es un espacio recubridor
de F3,(S?) de grupo fundamental isomorfo a

Sim $o = {1 € Out,y(To, To) | Ho = 9o 0 ¥}
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Capitulo 6

Foliaciones de Riccati generalizadas

En todas las situaciones, tanto locales como globales, en las que hemos estudiado el espacio
de médulos de una foliacion, la propiedad basica de que disponiamos era que podiamos
reducir de alguna manera la geometria de la foliacion al estudio de su holonomia. En el
caso global esta propiedad nos llevaba a considerar las foliaciones de Riccati, las cuales se
obtienen como suspension de su representacién de holonomia, con imagen en PSL(2,C) =
Aut CP!, hecho éste debido a la transversalidad de las hojas con la fibracién.

Con el espiritu de determinar el comportamiento dindmico de una foliacién con la tinica
ayuda de su holonomia presentamos una nocién que generaliza las definiciones adoptadas
hasta ahora:

Definicién 6.1. Sea F una foliacion holomorfa en una superficie compacta S y¥ C S una
curva analitica que sea transversa a la foliacion F fuera de un conjunto finito de puntos
T C . Para todo camino v C S de extremos po,p1 € X\ T y contenido en una hoja de
F podemos considerar el germen de holonomia h~ : (3,py) — (X,p1) que determina, as?
como su prolongacion analitica a todos los puntos de ¥ donde ésta esté definida. Definimos
la holonomia generalizada de F respecto de la transversal global 3 como el conjunto
de las aplicaciones multivaluadas de ¥ en Y que se obtienen de esta manera.

Observemos que si F es una foliaciéon de Riccati en una superficie reglada 7 : S — B
y 2 es una fibra no invariante por F entonces la holonomia generalizada de F respecto de
Y. coincide con las transformaciones de Mobius de su representacion de holonomia cléasica.
Por tanto, en este caso, las prolongaciones analiticas de los gérmenes de holonomia sobre
Y. estan definidas en todo punto de Y y son univaluadas.

Esta definicién de holonomia generalizada nos lleva a preguntarnos dos cuestiones
bésicas:

Problema 6.2. ;Hasta donde estd definida la prolongacion analitica de un germen de
holonomia h. : (X,po) — (X,p1)? Mds concretamente, ses cierto que dicha prolongacion
analitica es global en el sentido de que estd definida en casi todo punto de X7
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Problema 6.3. ;Es la prolongacion analitica de un germen de holonomia h., a su vez un
nuevo germen de holonomia de la foliacion F ¢

Vamos a precisar la primera utilizando la nociéon de S-funciéon que se encuentra en
[Kho95], donde remitimos para mas detalles y propiedades generales sobre las S-funciones:

Se dice que dos gérmenes de funciones holomorfas (f,p) y (g,q) son equivalentes si
pertenecen a una misma funcion multivaluada, es decir, si existe un camino + uniendo p y
q de manera que g es prolongaciéon analitica de f a lo largo de . Un punto ¢ es singular
para un germen (f,p) si existe un camino v : [0,1] — C uniendo p y ¢ de manera que
no existe prolongacién analitica de f a lo largo de v pero si a lo largo de la restriccion
v : [0,t] — C para todo t < 1.

Definicién 6.4. Sea f una funcion multivaluada. Se dice que q es un punto singular de
f sty solo si q es singular para alguno de sus gérmenes. Decimos que [ es una S-funcion
si el conjunto Sing(f) de singularidades de f es como mdximo numerable.

Ahora podemos reformular de una manera precisa la primera cuestion planteada:
Problema 6.5. ;FEs la holonomia generalizada de una foliacion global una S-funcion?

Intentaremos responder, aunque sea parcialmente, a estas preguntas en el siguiente
contexto: Tomaremos como superficie S = C x C y como transversal ¥ una fibra vertical
no invariante por la foliacién F. Como ya hemos apuntado, el caso en que F es una
foliacién de Riccati es trivial, por lo que deberemos considerar foliaciones en las que se
pierda la transversalidad con la fibracion vertical. Quizas las foliaciones mas sencillas que
no verifican esta propiedad sean las foliaciones de Riccati generalizadas, cuya definicion
(motivada por analogia con la escritura de las foliaciones de Riccati) y propiedades béasicas
recordamos a continuacion.

Definicién 6.6. Una foliacion de Riccati generalizada de grado d >3 en C x C es la que
viene dada por una I1-forma del tipo

w = p(a)dy + (ao(x) + ar(@)y + - + ag(x)y’)dz
en unas ciertas coordenadas (x,y) € C* — C x C.

Consideremos la fibracién vertical dada por la proyeccion 7 : C x C — C, 7(z,y) = =.
Observemos que el divisor de verticalidad de F,, (i.e. de tangencias con la fibracién )
estd compuesto por las fibras invariantes {p(z) = 0} y por la recta s, = {y = oo} con
multiplicidad d — 2, que es el orden de tangencia de las hojas de F, con las fibras de 7
en dichos puntos. Asi, con las notaciones introducidas en el capitulo 1, podemos escribir
Ve, = kf+ (d—2)sw, donde k = degp. Por la Proposicién 1.23 tenemos entonces que la
clase de Chern de su fibrado tangente es ¢(T%,) = (2 — k)f + (2 — d)so.
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Existe otro motivo para considerar las foliaciones de Riccati generalizadas, a parte de
la similitud de su escritura con las foliaciones de Riccati: El algoritmo de Godbillon-Vey de
una foliacion de Riccati generalizada es finito. Recordemos brevemente esta nocion. Sea
wp una 1-forma integrable (no necesariamente en dimensién dos), wg A dwy = 0. Gracias al
Teorema de divisién de De Rham-Saito, existe una sucesién de 1-formas (meromorfas) w;,
1 > 1 satisfaciendo las ecuaciones

n

dw,, = Z (Z)wk ANWpiik, n >0 (6.1)

k=0

Por ejemplo, la existencia de w; se sigue del hecho que wy A dwy = 0 y se obtiene haciendo
la divisién de la 2-forma dwg por la 1-forma wy:

dwy = wo N\ Wi,

de la cual se deduce a su vez que 0 = dwy A w; + wg A dwy, v por tanto dw; A wy = 0.
Aplicando otra vez el Teorema de divisién obtenemos ws, y asi sucesivamente...

En [Mal76] se utiliza dicho algoritmo para probar un Teorema de Frobenius singular,
es decir, la existencia de una integral primera en el caso singular. La idea es la siguiente:
Si el lugar singular de wy tiene codimension suficientemente alta entonces es posible tomar
la secuencia de Godbillon-Vey (wy,),>0 con 1-formas holomorfas. Definimos entonces una
nueva 1-forma €2, de dependencia formal en una variable auxiliar £, mediante

Q=dt+ Zwky.
k=0 ’

Entonces se tiene que 2 es formalmente integrable, i.e. verifica d2 A 2 = 0, si y sdlo si la
secuencia (wy,)n>o verifica las ecuaciones de Godbillon-Vey (6.1). Cuando €2 es convergente
obtenemos un despliegue no singular de wy. Aplicando entonces el Teorema de Frobenius
clasico obtenemos una integral primera de 2 que depende de t. Haciendo ¢t = 0 obtenemos
una integral primera de wy. Obviamente, la finitud de la secuencia (i.e. la existencia de un
ng € N verificando w,, = 0 para todo n > ng) elimina el problema de la convergencia. Es
facil ver que las foliaciones de Riccati generalizadas de grado d admiten (no hay unicidad
en la definicién) una secuencia de Godbillon-Vey finita de longitud d, i.e. con w, = 0 si
n > d, aunque con formas meromorfas.

Es conocido que la foliacién definida por wy es transversalmente afin si ws = 0y
transversalmente proyectiva si w3 = 0. En [CaSc95] se apuntaba a las foliaciones de
Riccati generalizadas como candidatas a realizar una cierta jerarquia en la complejidad de
su comportamiento dindmico, mas alla del caso proyectivo. Sin embargo, desde el punto de
vista de la dindmica transversa, estas foliaciones no tienen ninguna caracteristica especial.
En efecto, en la secciéon 6.2 mostramos que existen ejemplos de foliaciones de Riccati
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generalizadas con holonomia no resoluble, lo que después de los trabajos de [BLL97, BLL99]
implica la no existencia de ninguna estructura transversa de tipo finito, es decir, en general,
la holonomia de una foliacion de Riccati generalizada no pertenece a ningin pseudo-grupo
que sea el localizado de un grupo de Lie de dimension finita.

A pesar de ello, nos parece acertado comenzar el estudio de la holonomia generalizada
a partir de estas foliaciones, pues constituyen el primer paso en la pérdida de la transver-
salidad con la fibracién que nos aleja del caso Riccati. Teniendo en cuenta este objetivo,
debemos observar que si una foliacién de Riccati generalizada es pull-back de una foliacion
de Riccati entonces la holonomia de aquella estarda compuesta por ramificacion de homo-
grafias. Sera conveniente por tanto caracterizarlas a fin de considerar esencialmente la
nueva situaciéon. En la seccién 6.1 presentamos pues la caracterizacion de las foliaciones
de Riccati generalizadas que son pull-back de una foliacién de Riccati.

6.1 Pull-backs de foliaciones de Riccati

Sea G una foliacién de Riccati en C x Cy f: C x C — C x C una aplicacién holomorfa.
Queremos determinar cuando la foliacién F = f*G es una foliacién de Riccati generalizada.
Y reciprocamente, qué foliaciones de Riccati generalizadas F son de este tipo.

En primer lugar, recordemos que toda funcién meromorfa g(x,y) de C x C es de la
forma ¢(x) o ¢(y) con ¢ racional, cf. seccién 3.1. Por tanto, toda aplicaciéon holomorfa
f:CxC — C x C se escribe como f(z,y) = (¥(x),0(y)) o f(z,y) = (¢(y),¥(x)) con
¢,7 : C — C racionales. Componiendo con la involucién o(z,y) = (y,z) si es necesario
podemos suponer que estamos en el primer caso (recordemos que si G es una foliacién de
Riccati respecto de la fibracién vertical entonces 0*G es una foliacién de Riccati respecto de
la fibracién horizontal). En segundo lugar, dada f(x,y) = (¢¥(z), ¢(y)) si consideramos las
aplicaciones f,(z,y) = (¥ (2),y) v fy(z,y) = (x,¢(y)) tenemos que f = f, o f, = f, o fa.
Ademas, si G es una foliacion de Riccati, entonces f:G también lo es. Por tanto, es
suficiente analizar el caso en que f es de la forma f(x,y) = (z,¢(y)) con p : C — C
racional.

Lema 6.7. Sea ¢ : C — C una aplicacion racional. Si el conjunto de valores criticos V/
de ¢ tiene menos de tres elementos entonces se tiene la dicotomia:

(1) O bien el conjunto V es vacio y ¢ es una homografia.

(2) O bien V tiene dos elementos y o es analiticamente conjugada a la aplicacion y — y<,
donde d = deg .

Demostracion. Sea S el conjunto de puntos criticos de ¢ (por definicion V' = ¢(S5)) y
pongamos S = ¢ (V) D S. La aplicacién ¢ : C — C es un recubrimiento ramificado
de grado d = deg . Aplicando la formula de Riemann-Hurwitz obtenemos la igualdad
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2=2d—B,siendo B =} _¢(ry—1) con ry el orden de ramificacién de ¢ en ¢. Un célculo
sencillo muestra que B = dcardV — card S. Por tanto, podemos reescribir la igualdad
2 =2d — B como

card S = 2 + d(card V — 2) (6.2)

Si card V' = 0 entonces d = 1 y por tanto ¢ es una homografia. Si card V' = 1 entonces
2—d=cardS > cardV =1, de donde d < 1, lo cual es incompatible con cardV = 1.
Finalmente, si cardV = 2 entonces card S = 2, y en particular S = S. Si tomamos
coordenadas de manera que S = {0,00} y V = {p(0) = 0,p(c0) = oo}, teniendo en
cuenta que S = S tenemos que ¢ 1(0) = {0} v ¢ '(00) = {o0}. Por tanto, en estas
coordenadas ¢ se escribe como y — cy?, d =degy y c € C*. O

Recordemos que clasicamente se conocen como foliaciones de Bernoulli aquellas que
vienen definidas por una 1-forma del tipo

w = p(z)dy + (a(x)y™" + b(x)y)dz, d>1.

Dicha foliacién es el pull-back por el recubrimiento ramificado f(x,y) = (x,y?) de la
foliacién de Riccati definida por

n= Z%dy + (a(x)y* + b(z)y)dz (6.3)

que también es una foliacién de Bernoulli dentro de la clase Riccati, es decir, con d = 1.

Proposicién 6.8. Sea G una foliacion de Riccati en C x C diferente de la fibracion hori-
zontal definida por una 1-forma w y f : C x C — C x C la aplicacién holomorfa definida
por f(z,y) = (x,¢(y)) con ¢ : C — C de grado d > 1. Si F = f*G es una foliacion de
Riccati generalizada entonces sélo se pueden dar dos casos:

(1) La 1-forma w es analiticamente conjugada a una 1-forma del tipo (6.3), ¢ es analitica-
mente conjugada a y — y¢ y F es una foliacion de Bernoulli.

(2) La foliacion G es quasi-lineal, es decir, la 1-forma w es analiticamente conjugada a
p(x)dy + a(x)ydz, y F es de variables separadas.

Demostracion. Escribamos una 1-forma w definiendo G como
w = p(z)dy + (a(x)y® + b(x)y + c(x))dz.
Entonces f*w viene dada por

frw = p(@)¢' (y)dy + (a(x)p(y)® + b(x)e(y) + c(z))dz.
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Como f*w define una foliacién de Riccati generalizada existe una homografia h (es decir, un
cambio de carta afin (z,y) — (z,h(y))) tal que (id, h)* f*w = (id, ¢ o h)*w es proporcional
a una 1-forma del tipo p(z)dy + A(z,y)dx. A partir de ahora sustituiremos ¢ por ¢ o h
y tendremos la precaucion de no componer ¢ con ninguna homografia a la derecha. La
condicién de proporcionalidad descrita implica entonces que para todo y, € C tal que
¢'(y0) = 0 se cumple que a(z)¢(yo)® + b(z)p(yo) + c(z) = 0.

Observemos que gracias al Lema 6.7 el conjunto de valores criticos V' de ¢ tiene al
menos dos elementos. Por tanto ¢ posee un punto critico yg # oo. Componiendo ¢ con
una homografia a la izquierda (en la llegada) podemos suponer que ¢(yo) = 0 y por tanto
c(x) = 0. Si el conjunto de valores criticos tiene tres elementos entonces existen al menos
dos puntos 4o, y1 € S\ {0}, cuyas imdgenes podemos suponer, sin perder generalidad, que
son 0 y 1 respectivamente. En este caso tenemos que ¢(z) =0y a(z) +b(z) = 0, de donde
w = p(z)dy+a(x)y(y — 1)dx es analiticamente conjugada a p(x)dy + a(x)ydx. Finalmente,
si el cardinal de V' fuera mayor o igual que cuatro entonces existirian tres valores criticos
finitos que implicarfan la anulacién de los tres polinomios a(x),b(x), c(x) por lo que la
foliacién G seria la fibracion horizontal, caso que hemos excluido por hipotesis. O

Observacién 6.9. Si G es una foliacién de Riccati, f : C x C — C x C es una aplicaciéon
holomorfa de grado mayor que uno en y, y ademéas F = f*G es una foliacién de Riccati
generalizada, entonces tanto F como G admiten una integral primera de tipo Liouville.

Teorema 6.10. Una foliacion de Riccati generalizada de grado d, F, es pull-back de una
Riccati si y solo si se da uno de los dos casos siguientes:

(1) F es una foliacion de Bernoulli.

(2) F es de variables separadas, es decir, en una carta afin viene definida por una ecuacion
del tipo w = p(x)dy + a(x)b(y)dx de manera que las raices oy, . .., aq del polinomio
b(y) son simples y para todo i,k cumplen que

1;[(0% - aj)
NCE

i#k

Demostracion. Ya sabemos por la proposicién anterior que si F es pull-back de una fo-
liacién de Riccati G entonces F es una foliacién de Bernoulli (caso (1)) o bien es de variables
separadas. Analicemos este tltimo caso un poco mas en profundidad. Tomamos una carta
affn de C x C de manera que F viene definida por la 1-forma w = p(x)dy +a(z)b(y)dz. Las
raices aq, ..., aq de b(y) se corresponden con las separatrices horizontales de F. Tomamos
también una carta afin en el espacio de llegada de manera que las separatrices horizontales
de G sean las rectas {y = 0} y {y = oo}, por lo que G viene definida por la 1-forma
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n = p(z)dy + a(x)ydz. Es facil comprobar que los puntos de ramificacién de ¢ son singu-

laridades de JF si y solo si sus imagenes son singularidades de G. Utilizando este hecho,

vemos que si escribimos ¢ : C — C en estas cartas se tiene que ¢({ay,...,aq}) = {0, 00}
0 1({0,00}) = {{aq, ..., a4} Por tanto, podemos escribir

d

o(y) = [ — )™, nieZ\{0} (6.4)
i=1
Por otra parte, f*n es proporcional a w si y sélo si :;,(—yy)) = b(y) € C[y]. Utilizando la

escritura (6.4) obtenemos que

oy 1 I o
¢'(y)  (logely) & d d '
(o milogly —ai)) >0 2 2omi [1(y — o)
i=1 i=1 =1 i
d
Como ningin ay es raiz del denominador, pues > n; [[(ax — o) = ny [[(ar — a;) # 0,
=1 i j#i
d
Sf/((zz)) es un polinomio si y sélo si 231 n; ];[(y — ;) es una constante ¢ € C*, y
i= jFi
en tal caso b(y) = (T = Hl( — «) tiene raices simples. Ademads, ¢ = n; '];[.(ai - a;j),
i= e
de donde
.1;[‘(0% - a;j)
JF
- ¢ Q.
o —ay) <
ik
Reciprocamente, si ponemos A; = [](a; —a;) entonces la hipétesis 2;; € Q permite escribir
JFi
A pi
-~ = Pi& € Z\{0}.
R \ {0}
d
Si denotamos por ¢ = Ay [] p; entonces 4 = % donde n; = ¢; [[ p; € Z \ {0}. Definimos
i=1 ! j#i
d
finalmente o(y) = [[(y — )™ v f(z,y) = (x,¢(y)). Por construccién se tiene que f*n es
i=1

d
proporcional a p(z)dy + a(z)* H( — a;)dx O

=1
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Observacién 6.11. Sea F es una foliacion de Riccati generalizada que es pull-back de una
foliacién de Riccati. La tnica manera para que F pueda tener singularidades multiples
sobre las separatrices verticales es que F sea una foliacién de Bernoulli definida por una
1-forma del tipo w = p(z)dy + (a(x)y*™ + b(x))dz con m.c.d.(p,b) # 1.

Ejemplo 6.12. Toda foliacién de Riccati generalizada de grado 3 de variables separadas,
p(z)dy + a(x)b(y)dx, con b(y) reducido es analiticamente conjugada en C x C a la foliacién
F, dada por

wp = p(x)dy + a(x)y(y — 1)(y — p)d.

Ademas, F, es pull-back de una foliaciéon de Riccati si y sélo si p € Q.

6.2 Un ejemplo con holonomia no resoluble

Proposicién 6.13. Sea w = p(z)dy — [y?’ —y+ z(A(2)y® + B(z)y* + C(x)y)}d:p con
p(0) = p'(0) = 0. Si B # 0 entonces la foliacion determinada por w no es pull-back de una
foliacion de Riccati y la holonomia de la separatriz S = {x = 0} es no resoluble.

Demostracion. En primer lugar, observemos que en virtud del Teorema 6.10 tenemos que
w es pull-back de una foliaciéon de Riccati si y sélo si B = 0, en cuyo caso su holonomia
es resoluble. Como el orden de p en x = 0 es mayor o igual que dos se tiene que las tres
singularidades de w en S, (0,0), (0,1) y (0, —1), son sillas-nodo y S es su separatriz fuerte.
Por tanto, el grupo de holonomia G = (hg, h1, h_1) de S estd compuesto por difeomorfismos
tangentes a la identidad. En este caso, el hecho de que G sea resoluble es equivalente a
que G sea abeliano. Un simple calculo muestra que si p(x) = 29+ -+, ¢ > 2, entonces

ho(z) = x—2ima?+---
hi(z) = x+ima?+---
h_i(z) = x+imx?+---

Si G fuera abeliano existiria un campo formal X cuyo flujo contendria GG, es decir, tal que
ho = exp—2X, hy = h_; = exp X. Veamos que esto no es cierto si B #Z 0. Escribamos
B(z) = ba" 4+ --- con b # 0y ~v(t) = (0,y(t)), t € [0,1], un camino en S de indices
1,—1y 0 respecto a (0,1), (0,—1) y (0,0) respectivamente. Consideremos la deformacién
uniparamétrica con s € [0, 1] dada por

ws = p(x)dy — |y* —y + z(A(z)y* + C(:v)y)] dx + s xB(z)ydz.

Como wy es pull-back de una foliacién de Riccati, la holonomia del camino ~ respecto a wy
es la identidad. Sea 7s(t,zo) = (xs(t, o), y(t)) la elevaciéon de v a la hoja de ws que pasa
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por (zo,y(0)). Es facil convencerse de que podemos escribir

g+n
xs(t, x9) = xo + Zﬁk(t)xlg + Z By(s, t)xh (6.5)
k=q k>q+n+1
donde los coeficientes (O (t) no dependen de s para k = ¢, ..., q+n. Desarrollando en serie

en x la ecuacion diferencial asociada a w y v obtenemos:

drs _ p(z) dy
dt g3 —y+z(Ax)y? + sB(x)y? + Clz)y) dt”

Sustituyendo ahora (6.5) en la expresién anterior observamos que la primera potencia de

. . , 1 . .
o cuyo coeficiente contiene el pardmetro s es 3" y dicho coeficiente es de la forma

(6.6)

donde C,,(t) no depende de s. La integral del primer término de (6.6) respecto de ¢t desde
0 a 1 se anula pues la holonomia del camino ~y respecto de wy es la identidad. Para concluir

es suficiente ver que
1 2,/ 2
/ y(®)°y' @) dt:/ vy _
0 (y o (

y® —y)?

utilizando la férmula de los residuos. O
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Capitulo 7

Estudio de la holonomia
generalizada. Un ejemplo

Recordemos que en el capitulo anterior habiamos definido la holonomia generalizada de
una foliacion F en una superficie compacta S respecto de una transversal global > como
la funcién multivaluada obtenida prolongando analiticamente en Y todos los gérmenes de
holonomia inducidos por algin camino contenido en una hoja de F con extremos en .
También habiamos recordado la definicién de S-funcién como una funcién multivaluada
que admite prolongacién analitica excepto en un conjunto numerable de puntos. En el
Problema 6.5 nos cuestiondbamos si la holonomia generalizada de una foliaciéon global es
una S-funcién. De hecho, quizas el buen contexto donde preguntarse dicha cuestion seria
sobre una superficie algebraica S. En el presente capitulo vamos a abordar el problema
en el caso en que S = C x C, y més concretamente, sobre una familia de ejemplos, muy
particulares, pero no por ello poco interesantes desde este nuevo punto de vista de la
prolongacién analitica de la holonomia.

Vamos a resumir aqui de una manera muy imprecisa algunos de los resultados que
hemos obtenido sobre dichos ejemplos. Estos son foliaciones de Riccati generalizadas de
grado 3 y variables separadas, y por tanto con una integral primera explicita que sera
la que nos permitira realizar el estudio de una manera ”"cémoda”. Como transversal X
tomaremos una fibra vertical {x = z}. Veremos que los gérmenes de holonomia sobre
Y. de estos ejemplos se pueden considerar como parte de la monodromia de la integral
primera. Y reciprocamente, toda la monodromia se puede realizar mediante gérmenes de
holonomia. La ventaja de considerar la monodromia de la integral primera es que por
una parte, el hecho de que ésta sea una S-funcién se traduce en términos de inversiones
de S-funciones, punto que trataremos en la seccién 7.2, y por otra parte se tiene que,
por construccion, el conjunto de la monodromia de la integral primera es ”invariante” por
prolongacién analitica, de manera que podemos reinterpretar la prolongacién analitica de
un germen holonomia como un nuevo germen de holonomia. Respondiendo asi a los Pro-
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blemas 6.5 y 6.3. Ademas, siempre sobre el ejemplo, damos una interpretacion geométrica
de "una parte” de esta holonomia generalizada, ver la seccion 7.3.3. La idea bésica es que
la tangencia de las hojas de la foliacién con la fibraciéon vertical produce un germen de
involucién (pues en este caso el orden de tangencia es 2) que al prolongarlo analiticamente
da lugar a una componente conexa (de la superficie de Riemann) de la S-funcién holonomia
generalizada.

Si restringimos nuestra foliacién a un pequeno entorno tubular de la transversal X,
esta involucién sélo es "holonémica” en un entorno punteado del infinito. Sin embargo,
podemos ir aumentando el dominio donde la prolongacion analitica de dicha involucién es
holondémica si tomamos entornos tubulares de ¥ cada vez mayores. De hecho, es preciso
hacer crecer el entorno tubular de ¥ en el recubrimiento universal de S menos las fibras
invariantes para llegar a realizar cualquier prolongacién analitica de la holonomia como un
nuevo germen de holonomia. Es decir, los caminos que hemos de considerar deben girar y
“enrollarse” entorno de las separatrices de una manera no acotada.

7.1 Foliaciones de variables separadas en C x C

Definicién 7.1. Decimos que una foliacion holomorfa F en C x C es de variables sepa-
radas si y solo si F viene dada por una 1-forma ractonal de variables separadas w =

R(y)dy — S(z)dx.

Toda foliacién F de variables separadas en C x C admite una integral primera multi-
valuada de la forma H(z,y) = f(y) — g(z), donde f(y) = [ R(y)dy y g(z) = [ S(z)dx.
Notemos por A (resp. B) el complementario de los polos de R (resp. S) en C. Observemos
que H admite prolongacion analitica a todo punto de A x B.

La propiedad de que H es una integral primera multivaluada de JF significa que si v es
un camino en A x B C C x C entonces la prolongacién analitica de H a lo largo de 7 es
constante sobre 7 si y s6lo si v esta contenido en una hoja de F.

Sea (0, o) € C? un punto regular. Se define la monodromia de H respecto a (zg, o)
como el morfismo que a cada clase de homotopia de un camino cerrado v : [0,1] — A x B
con ¥(0) = (1) = (wo,yo) le asocia la permutacién en las determinaciones de H en el
punto (xg,yo) que se obtiene por prolongacién analitica a lo largo de 7. De hecho, la
monodromia de H es aditiva, es decir, existe un subgrupo aditivo G C C y un morfismo

My : m(A X B, (z0,%)) — G

tal que para todo 7 camino cerrado como antes y toda determinacién H de H en (z¢,yo),
se tiene que la prolongacién analitica de H a lo largo de 7, que denotaremos por H7, es
igual a H — Mpy(y). Maés precisamente, existen subgrupos aditivos ' C Cy A € Cy
morfismos

My :m(Ay) =T y M,:m(B,zg) = A
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tales que My es la composicion de
My @& Mgy : (A, y0) ® m (B, x9) = mi(A x B, (z0,%)) = ' & A

con el morfismo natural T ¢ A — I'+ A C C. Sean U C Ay V C B sendos abiertos
simplemente conexos obtenidos haciendo cortes reales adecuados (coupures) en Ay B,y
fijemos de una vez por todas sendas determinaciones (univaluadas) f : U — C de fy
g:V — C de g. Ello nos permitirg hablar de la monodromia de f, g y H respecto de
caminos abiertos en A, By A x B con extremos en U, V y U x V respectivamente.

Sea ¥ = {x = z0} una fibra vertical que no sea F-invariante y consideremos la
holonomia generalizada sobre .. Por simplicidad de ahora en adelante cuando tomemos
un germen de holonomia h = h., : (3,y9) — (X, y1) supondremos que yo,y1 € U, aunque
nos permitiremos prolongar analiticamente el germen h, si ello es posible, a lo largo de
cualquier camino « : [0,1] — A (el cual puede atravesar los cortes C \ U) cuyos extremos
estén en U. Por construccion, la holonomia generalizada de F sobre ¥ forma parte de la
monodromia de su integral primera H. Para precisar esta afirmacién necesitaremos una
definicién.

Definicién 7.2. Decimos que un germen de aplicacion holomorfa h : (3,y0) — (3,v1)
estda asoctado a la monodromia de H si y solo si existe algin ¢ € I' + A tal que para todo
punto y € X suficientemente cerca de yy se tiene que

f(hy)) = fly) + ¢

relacion que escribiremos abreviadamente como f*h =17..

Proposicién 7.3. Todo germen h, : (X,y0) — (X,y1) de holonomia de F estd asociado a
la monodromia de H. Mds precisamente, [ hy = Ty (y)-

Demostracion. Para todo y € X suficientemente préximo a y, existe un camino =, con-
tenido en la hoja por y, préximo a « y uniendo y con h.(y). Por tanto, H(h,(y))—Mgu(v,) =
H%(h(y)) = H(y), de donde f(h,(y)) = f(y) + Mu(7,). Ahora bien, si 7, es suficiente-
mente préximo a + entonces My (7,) = Mg (7). O

También tenemos la siguiente propiedad que nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 7.4. Si hy,hy : (3,y0) — (X,y,) son dos gérmenes de aplicaciones asociadas a
la monodromia de H y la derivada de f no se anula en y, = hi(yo) = ha(yo) entonces

hl == hg.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que foh; = f +a,i=1,2 con a = f(y5) — f(%o).
Como f'(yy) # 0 existe W un pequeno entorno de y; tal que iIW : W — f(W) es biyectiva.
Entonces tenemos que para todo punto y de un entorno suficientemente pequeno de yq se

verifica que h;(y) = (LW) ! (f(y) +a) parai=1,2. O
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En la seccién 7.2 veremos el siguiente resultado:

Proposicién 7.5. Si f = [ R con R funcidn racional, entonces la funcién multivaluada
=1 es una S-funcion.

Por tanto, en este contexto podemos responder afirmativamente al Problema 6.5:

Teorema 7.6. La holonomia generalizada de una foliacion holomorfa de variables sepa-
radas en C x C respecto de una fibra vertical u horizontal ¥ es una S-funcion, cuyos
gérmenes estan asociados a la monodromia de su integral primera.

Vamos a interesarnos ahora en la prolongacién analitica de la holonomia o mas gene-
ralmente de la de los gérmenes asociados a la monodromia de H. Obtenemos la siguiente
propiedad que expresa que el conjunto de gérmenes asociados a la monodromia de H es
invariante por prolongacién analitica.

Proposicion 7.7. Si hy : (3,y0) — (2,)) es un germen de aplicacion holomorfa asociado
a la monodromia de H y o : [0,1] — X es un camino comenzando en yo sobre el que la
prolongacion analitica hy de hg estd definida, entonces el germen hy también estd asociado
a la monodromia de H.

Demostracion. St f ho =7, c € T+ A entonces
fohy=Ff+c (7.1)

La prolongacién analitica (f o hg)* de f o hy a lo largo de a es igual a ihg(o‘) ohf =
fohy — My(h§(a)). En cuanto a la prolongacién analitica del segundo término de (7.1)
tenemos que (f + ¢)* = f — My(a) + ¢. Combinando ambas cosas deducimos que

fohy = f+ (My(h§(a)) = My(a) +c) . (7.2)

- .

I'+A
0

De manera natural podemos plantear ahora dos preguntas:

Pregunta 7.8. ;Todo germen de aplicacion holomorfa h : (X,y0) — (2,y1) asociado a la
monodromia de H es realizable como germen de holonomia?

Pregunta 7.9. Dados dos gérmenes h; : (X,y;) — (X,v), i = 1,2 de aplicaciones
holomorfas asociados a la monodromia de H, jcudndo existe un camino « : [0,1] — X
conectando yo e y1 de manera que exista la prolongacion analitica hy de hy a lo largo de
a y se cumpla que h§ = hy?
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Observacién 7.10. A la vista de la Proposicion 7.7, la respuesta afirmativa de la Pre-
gunta 7.8 implica la respuesta afirmativa del Problema 6.3 planteado en el capitulo 6, es
decir, que la prolongacién analitica de la holonomia contintiia siendo holonomia. Por otra
parte, podemos reformular la Pregunta 7.9 preguntandonos cémo podemos caracterizar las
diferentes componentes conexas de la holonomia generalizada.

En la seccion 7.3 consideraremos una familia concreta de foliaciones de Riccati genera-
lizadas de variables separadas y responderemos en ese caso a estas dos preguntas.

7.2 Un teorema de inversion para S-funciones

Hagamos un par de observaciones sobre las singularidades de las S-funciones. El hecho de
que una funcién multivaluada, f, sea una S-funcién no implica que Sing(f) sea discreto,
por ejemplo, f(z) = log(z* — 1) con ¢ Q cumple que la adherencia de Sing(f) es
toda la circunferencia unidad y el cero. Aunque las singularidades que cada una de las
determinaciones que f encuentra al hacer prolongacién analitica son aisladas. Sin embargo,
ni siquiera esta condicion es caracteristica de todas las S-funciones como muestran los
siguientes ejemplos:

1. f(z) = logsin T con singularidades %, n € Z* que se acumulan en 0, que también es
singularidad.

2. f(z) =log p(1) con singularidades acumulando también en cero pero no en una recta
como en el ejemplo anterior, donde p denota la funcién de Weierstrass.

En general, la inversa de una S-funcién no admite prolongacién analitica fuera de un
conjunto numerable, por ejemplo si consideramos f = P~! la inversa, como S-funcién, de
la funcién P : D — C\ {0, 1} de Picard, tenemos que f~! = P no admite prolongacién
analitica fuera del disco. Este primer ejemplo es bastante trivial pues la imagen de f = P~1
ya no tiene complementario numerable en C. Sin embargo, la situacién puede ser un poco
mas sutil: Sea f una funcién entera, un valor a se dice asintdtico para f si existe un
camino v : [0,1) — C de manera que

limy(t) =oco y limf(y(t)) = a.
Es inmediato ver que a es un punto singular para la S-funcién f~!. ;Qué se puede decir
del conjunto de valores asintéticos de una funcion entera? Pues que en general puede ser
muy grande, incluido todo C, cf. [Hei54, Kie36, Maz31]. Asi pues, en general, la inversa
de una funcién entera no es una S-funciéon aunque el Teorema de Picard nos asegure que
el complementario de la imagen es a lo mas un punto.
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Vamos a estudiar con detalle las singularidades que aparecen en la inversa de una S-
funcién, f, en términos de las singularidades y otros elementos de la propia f. Observemos,
en primer lugar, que en el caso que f es entera, es decir, no tiene singularidades en C hemos
tenido que recurrir a oo para buscar las singularidades de f~!, es decir, hemos tratado oo
como una singularidad de f, este hecho nos motiva a hacer la siguiente definicion.

Definicién 7.11. Sea f una S-funcion con singularidades en A yp € A. Decimos que a
es un valor asintdtico asociado a p si existe un camino v : [0,1) — C\ A tal que

limy(t) =p y limf(y(t) = a.

De esta forma recuperamos la definicién de valor asintético clasico como la de valor
asintético asociado a oco. La misma observacion que hemos hecho antes es aplicable ahora,
de manera que cualquier valor asintético asociado a un punto singular de f es singular
para f~!. Notaremos por As(f,p) al conjunto de valores asintéticos de f asociados a p y
por

As(f)y = |J  As(f.p).

p€ESing(f)

Observacién 7.12. Si f es una funcién entera entonces As(f) = As(f,00). Ademads, si f
es una funciéon meromorfa no constante entonces infinito siempre es un valor asintético de

f, cf. [Hei54].

En segundo lugar, es claro que hemos de considerar también dentro de las singularidades
de ! aquellos valores que son imagen por f de puntos donde se anula la derivada f’,
ya que corresponderan a puntos de ramificacién de f~!. De esta manera tenemos ya un
conjunto candidato a ser el conjunto singular de f~!:

S(f) = f((f)71(0)) UAs(f) C Sing(f7).

Por otra parte, el conjunto de singularidades de una S-funcion, siendo numerable, no tiene
por qué ser discreto, ain mas, puede ser denso en C. Para llegar al resultado que queremos,
asegurar que f~! es una S-funcién, necesitaremos imponer ciertas restricciones a f.

Teorema 7.13. Sea f una funcion multivaluada que verifiqgue las siguientes condiciones:
(1) El conjunto de singularidades Sing(f) de f es finito.

(2) El conjunto de valores asintdticos As(f) de f es numerable.

(3) El conjunto (f')~1(0) no tiene puntos de acumulacién regulares de f.

(4) Para cualquier compacto K que no contenga ningin punto de Sing(f) ni de (f')~1(0),
existe una constante C' > 0 tal que % < |f'| < C para cualquier determinacion de f
sobre K.
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Entonces la funcion multivaluada f=' es una S-funcion, mds precisamente,

Sing(f~") = B(f).
Antes de pasar a la demostraciéon hagamos hagamos algunas observaciones y aplica-
clones interesantes.

Observacién 7.14. 1. De la demostracién se deduce que las condiciones (1), (3) y (4)
implican que Sing(f~!) = X(f). La condicién (2) sélo se utiliza para asegurar que
Y(f) es numerable.

2. Si f’ es univaluada automdaticamente se verifican las condiciones (3) y (4).

3. La hipotesis (4) no es superflua pues si consideramos la aplicacién de Picard P :
D — C\ {0,1} que nos proporciona el recubrimiento universal holomorfo del plano
menos dos puntos por el disco, entonces se tiene que P no es una S-funciéon ya
que admite la circunferencia unidad como frontera natural, pero sin embargo la
funcién multivaluada f = P! : C\ {0,1} — D verifica todas las hipotesis del
Teorema 7.13 excepto la (4). Este es el caso también de la funcién f(z logz
pues las determinaciones de f’ no estdn acotadas inferiormente en ningin compacto

Proposicién 7.15. La funcion f = [ R, con R funcidén racional, cumple las hipdtesis del
Teorema 7.13, de donde se deduce la Proposicion 7.5.

Demostracion. Por la Observacion 7.14 se verifican las hipétesis (3) y (4), pero ademaés,
en este caso tenemos una escritura explicita de f como

+Z <Z o) + A log(z—p])>

donde p(z) es polinémica. De esta manera vemos que Sing(f) = {p;} U {oo} son los polos
de R, cumpliéndose asi la hipdtesis (1). La verificacién de la hipdtesis (2) se reduce a
ver que la funcién g(z) = z + clog(z) no tiene valores asintdticos finitos asociados a oo.
En efecto, supongamos que hemos demostrado dicha afirmacién, entonces se tiene que los
valores asintéticos de f asociados a una singularidad ﬁnita ; de f son valores asintéticos
de la funcién g(w) haciendo el cambio de variable w = —L si a,, # 0:

lim f(z) = cte + 1}1_1&(11) L+ clogw™) = cte + wlggo(w + clog w).

2=

Por otra parte, si p = 0 o bien a,, = 0 entonces debemos calcular los valores asintéticos
de f asociados a infinito. En este caso tenemos que

1
lim f(z) = ZILIEOZ Ajlog(z — ;) = EE%)Z A log <—) = 3}1%2 Ajlog w
- r

B 2miy G NZ st YA =
N 00 si Z]/\ 7é
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Para ver que la funcién g(z) = z + clog z no tiene valores asintéticos finitos tomemos un
camino z(t) — oo cuando t — 1 y escribamos z(t) = r(¢)e”® con r(t) — oo. Poniendo
¢ = cpe™® tenemos que lim;_; (2(¢) + clog z(t)) es igual a

et 11rr11 (r(t) cos(6(t) — bp) + cologr(t)) + i (r(t) sin(6(t) — o) + cob(t)) (7.3)
Si este limite existe y es finito entonces como la velocidad de crecimiento de r(t) y logr(t)

son diferentes la inica forma de que la parte real tienda a un valor finito es que cos(6(t)—6)

—co log(r(t))
; r(t)

t — 1. Pero ésto en particular implica que 6(t) no puede crecer indefinidamente, pues sino

tendriamos una parcial de la parte real tendiendo a infinito (cuando 6(t) — 0y € 27Z). Por
tanto, 0(t) deberia estar acotada, llegando asi a una contradiccién con el hecho de que la
parte imaginaria de (7.3) tiende a un valor finito. O

tienda a cero cuando ¢ — 1 de manera que no difiera mucho del cociente cuando

Corolario 7.16. El flujo de un campo racional en C es una S-funcion del tiempo complejo
para cualquier valor inicial.

Demostracion. Escribimos la ecuacion diferencial asociada al campo como

dz 1
dT  R(x(T))’

con R(z) funcién racional. Tenemos que f(z) = [ R(z)dz = [dT =T + f(z0). Aplicando
el Teorema 7.13 deducimos que f~! es una S-funcién, por lo tanto también el flujo, que
podemos expresar como z(T; 20) = f~HT + f(20)). O

Demostracién del Teorema 7.13. Como ya hemos observado, 3(f) C Sing(f~!). Conju-
gando por una homografia siempre podemos suponer que oo es una singularidad de f y
por la Observacién 7.12 también de f~!. Razonemos por reduccién al absurdo, es de-
cir, supongamos que existe un punto a € Sing(f~!) \ X(f) y lleguemos a contradiccion.
Sea z un punto tal que f'(2) # 0 y consideremos un entorno de w = f(z) donde f~!
esté definida. Sea v : [0,1] — C\ X(f) un camino uniendo w y a de manera que exis-
ta prolongacién analitica del germen de f~' a lo largo de v, = 704 para todo ¢t < 1
pero no para t = 1. Sea 7 la imagen de ~p,1) por dicha prolongacién analitica de f -1
Veamos que existe un conjunto compacto K que evita las singularidades de f y de manera
que para todo t < 1 existe un ¢ > ¢ con F(t') € K. En efecto, si no fuera asi, o bien
() — ooy f(A(t)) = v(t) — a € As(f,00), o bien existirfa un elemento b € Sing(f)
(debido a su finitud) tal que (t) — b, y entonces a € As(f,b). Por tanto, existe un
punto p € K y una sucesién ¢, — 1 tal que ¥(¢,) — p. Veamos que no existe el limite
de 4(t) como camino cuando ¢ tiende a 1. De existir, serfa un punto p € K regular de f.
Entonces, o bien f’(p) # 0 (con una cierta determinacién de f) de manera que f~! estaria
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definida en un entorno de a € Sing(f~!) lo cual es imposible, o bien f’(p) = 0 y entonces
o =lim F3(8)) = F(p) € F((F)1(0) € Z(P)!

Agrandando un poco la talla del compacto K si es preciso podemos suponer que el
conjunto Ky = ( N (¢, 1))) N K es infinito (pues sino existirfa el limite de 4(¢) cuando
t<1

t — 1). Asi pues, para todo p € K existe un entorno U de p y una sucesién de intervalos
I, = [ap, B,] € [0,1] con v, < B, < apyq para todo n > 1y tal que 74, := §(I,) verifica
que 7, C U y 0%, C oU.

Utilizando la hipétesis (3), deducimos que sélo hay un nimero finito de ceros de f’ en
K por lo que podemos tomar p € Ky y un disco D de centro p y radio r > 0 de manera
que ninguna determinaciéon de f’ se anula en D. Sean f, las determinaciones de f sobre
An, las cuales estdn bien definidas sobre todo D C K debido a que K N Sing(f) = 0. La
hipétesis (4) nos asegura que existe una constante C' > 0 tal que para todo n > 1 se
tiene la acotacién & < |fi|p < C. Como consecuencia, el didmetro de f,(D) estd acotado
inferiormente. La contradiccién provendra del hecho que nlggo fu(An) = %EI% v(t) = a. Para

ello analicemos la situacién con un poco mas de detalle.

Definimos una nueva sucesién g, : D — C de funciones holomorfas normalizando f,
como sigue: g,(z) = W?'Z—W. Observemos que ¢,(0) = 0, ¢/,(0) = 1 y ademés la
sucesion g/, estd uniformemente acotada en D. Por tanto, existe un parcial de g,, que
seguiremos notando igual, convergente a una funcién g : ) — C holomorfa. Veamos que
existe un 6 > 0 tal que para todo n suficientemente grande g,(z) # 0si 0 < |z| < §:
Como g, — g tenemos que ¢g(0) =0, g/, — ¢ v ¢’(0) = 1, por lo que existe un § > 0 tal
que g|p(o,s) es univalente. Asi, el tinico cero de g en D(0,0) es z = 0 y en particular g no
se anula en 0D(0, ). Estamos pues en las hipdtesis del Teorema clésico de Hurwitz para
poder asegurar que para n suficientemente grande g,, y g tienen el mismo ntimero de ceros
en D(0,0), es decir, unicamente z = 0. Recordemos otro Teorema debido a Hurwitz y que
podemos encontrar en [Seg81], cf. pp. 604-606.

Teorema. Sea f: 1D — C holomorfa tal que f(0) =0 y |f'(0)] > 1. Si f(2) # 0 para

todo z € D\ {0} entonces f(D) D D(0, z5). Ademds, el radio & es el mejor posible.

Dicho teorema fue demostrado por Hurwitz en 1904 con el valor % en lugar de %. Mas

tarde, Carathéodory en 1917 y Bochner independientemente en 1926 prueban el resultado
tal y como lo hemos enunciado. Notemos que este enunciado (a parte evidentemente de
la hipétesis sobre los ceros de f) difiere del Teorema de Koebe en que éste sélo asegura la
existencia de un disco de radio 1/4 pero no da informacién sobre el centro del mismo.
Observemos que las funciones g, verifican las hipdtesis del Teorema anterior, de donde
se obtiene que g,(D(0,9)) D D(0, 16—6). Por tanto, existe un R > 0 tal que para todo n
se cumple que f,(D) D D(f.(p), R). Por otra parte, existen sucesiones o/, 0,0 € I, de
manera que o, < o, < op, limo!, = 1, Y(a},),5(cl) € ¥, N OD y lim¥(o,) = p. Como
Y(on) = fu(A(0y)) v la sucesion |f!| estd uniformemente acotada (superiormente) en D se



122 CAPITULO 7. ESTUDIO DE LA HOLONOMIA GENERALIZADA

deduce que d(v(o,), fu(p)) — 0. Ademads, como f, es propia, envia el borde de D sobre el
borde de f,(D), de donde d(v(a,), f»(p)) > R para todo n. El hecho de que lim~(t) = a
y las desigualdades

R < d(fu(p),(0,,)) < d(fulp), v(on)) + d(v(on), v(0,))

nos llevan finalmente a una contradiccién. O

7.3 La familia de foliaciones F, )

En esta seccion realizamos un estudio detallado de la holonomia generalizada de la familia
de foliaciones de Riccati generalizadas F, 5 definidas en C x C por las 1-formas

wWpr = 22y + (1 = Ax)y(y — 1)(y — p)dz (7.4)

Recordemos que el Ejemplo 6.12 implica que F, , es pull-back de una foliacién de Riccati
si y sélo si p € Q. Aqui sélo analizaremos el caso genérico p ¢ R. En un primer momento
cuando A = 0 y luego en el caso A # 0. El instrumento basico que utilizaremos es la
integral primera multivaluada de la foliacién F, y dada por

foly) = Slog(y) + 15 log(y — 1) + 5 log(y — p)

Hp,/\@,y) = fp(y) - gA(:C) con

g(z) = %+)\logx
En este caso las monodromias de f, y g\ vienen dadas por los subgrupos aditivos de C
I'=7e ®Zey vy A=2nw)Z

respectivamente, siendo
—2m1 27

—— Y €= )
plp—1) 1—p

€1 —
notemos que % = e; — €.
Vamos a hacer un breve estudio de las singularidades de la foliacién F, 5, para ello
tendremos que distinguir los dos casos siguientes:

(1) Si A = 0 entonces la foliacion F,  es de Riccati respecto de la fibracién horizontal, tiene
tres separatrices horizontales {y = 0}, {y = 1} e {y = p} y una sola separatriz vertical
{x = 0} de multiplicidad dos. Por tanto las singularidades de F,, o son tres sillas-nodos
sobre su separatriz fuerte {z = 0}. Y éstas son todas como puede observarse haciendo
todos los cambios de carta en C x C.
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(2) Si A # 0, a parte de las tres separatrices horizontales anteriores, tenemos dos sepa-
ratrices verticales {z = 0} de multiplicidad dos y {z = oo} de multiplicidad uno, con
tres singularidades cada una. Las correspondientes a {x = 0} son sillas-nodo y las
correspondientes a {x = oo} son hiperbdlicas si p y A son genéricos. Tenemos también
una singularidad, de residuo A3, en el punto de abscisa x = % de la recta {y = oo}.

En la subseccién 7.3.1 realizamos un estudio exhaustivo de la funcién f, que nos permitira
deducir propiedades sobre la holonomia generalizada de la foliacién F, .

7.3.1 Estudio de la funcién f,

En primer lugar, observemos que f, es una S-funcién cuyas singularidades verifican

{0,1, p} € Sing(f,) € {0, 1, p, 00}

Sean ¢y, ¢1, ¢, curvas disjuntas, sin auto-intersecciones, uniendo 0,1, p con 0o respectiva-
mente. Sobre el abierto simplemente conexo U = C \ (¢ U ¢ U¢,) podemos definir sin
ambigiiedad arg(y), arg(y — 1), arg(y — p) y por tanto podemos tomar f, una determinacion
univaluada de B

1
fy) = (;loglyl n

1
log |y — 1| + ———=log y—p)—l—
1—p | | plp—1) | |

'(1 () + —— argly — 1)+~
1| —arg(y arg(y — —
p L—p p(p

7 arg(y — p))

en U. Definamos también P = f,(U) la imagen de U por dicha determinacién. Gracias a

la igualdad

11 1
-+ + =0 7.5
p l—p plp—1) (75)

deducimos que oo no es un punto de ramificacién de f, y que si nos restringimos a un
entorno W simplemente conexo de oo existe el limite de f, cuando y tiende a infinito
dentro de W, por tanto co ¢ Sing(f,). Es decir,

Sing(fﬂ) = {O’ L, p}' (76)

Por otra parte, tenemos que la igualdad (7.5) implica que

1 1 1
lim (—log]y]—l— log]y—1|+7log]y—p!) = 0.
p 1—p plp—1)

ly|—o0

Por tanto, los valores asintéticos de f, son los que constituyen el reticulo I' que determina
la monodromia de f,. Ademds, como f,(y) = m no se anula nunca, deducimos del
Teorema 7.13 que las singularidades de f ! son exactamente

Sing(f; ") =T. (7.7)



124 CAPITULO 7. ESTUDIO DE LA HOLONOMIA GENERALIZADA

Supongamos que las curvas ¢y, ¢1, ¢, tienen tangentes en 0, 1, p respectivamente, asi como en

00, al transformarlas por la inversién y +— i (estas tangentes son las direcciones asintéticas

de las curvas ¢,).

Sean ayg, By, Yo los angulos, contados en sentido negativo a partir del semieje real posi-
tivo, de las tangentes de c,, ¢; y ¢p en p, 1 y 0 respectivamente. Sean asi mismo a, 3y v los
angulos, medidos de la misma manera, de las direcciones asintéticas (recordemos que desde
el infinito, es decir, después de hacer la inversién i, los dngulos se miden positivamente).
Para fijar ideas supondremos en lo que sigue que 0 < § < v < «, cf. Figura 7.1.

Figura 7.1: Los cortes cg, ¢1 y ¢,.

La interseccion del abierto U con un entorno suficientemente pequeno del infinito tiene
tres componentes conexas que notaremos por Sy, S; y S, donde Sy delimitada por ¢; y
Cpy S1 POT Co Y Cp, y So por o y ¢y, cf. Figura 7.3. Analicemos el comportamiento de la

determinacién f, en el infinito. Para ello consideremos el limite e =  lim  f,(y) =

p(p=1)"P
tendiendo a co. Por ejemplo, si contamos los tres argumentos desde una misma semirrecta,

el semieje positivo por fijar ideas, entonces by = b; = b, y por tanto eg = 0. Ahora bien,
con esta medicion fijada del argumento tenemos que

) (%bo + ﬁbl + L p ), donde by, b; y b, son los argumentos limites de un punto en Sy

: (1 1 1 2mi
lim  f,(y) =1 (—a +—02n+a)+ ma) = = e,

YESy, |y|—o0 — 1—0p
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cf. Figura 7.2.

Y — 00 Yy — 0
y€S1 yES()

y €Sy

Figura 7.2: Las direcciones asintéticas

De la misma manera obtenemos que

1 1 1 271 271
lim  f,(y) = i<—27r—|—c + —027+c +—c):——|—
yeshwwoo—p() p( ) 1—p( ) p(p—1) p 1—p
— 271
= ——— = ¢.
plp—1)

Si hacemos el cambio Y = i para estudiar f, en y = 0o, o equivalentemente en Y = 0,
obtenemos

1 1 1 1 1 1 1
W:Q(?) :Ebg(?)*1—p1°g<?‘1>+m10g<?"’)’

es decir, salvo constante aditiva, y utilizando que log(l — () = — > % tenemos que
n>1
1 1 n 1 oY1 1
L) L - __y?__ 1)Y3
&(Y> l—p&=n p(p—l); n 2 IV
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Figura 7.3: El comportamiento de f, en el infinito.

Por tanto, f, restringida a cada sector S,, a = 0, 1,2, se comporta infinitesimalmente
como Y +— e, — Y2, De esta manera podemos estudiar las tangencias de f(c;) en eg, cf.
Figura 7.3.

Analicemos ahora el comportamiento de f, cerca de las singularidades 0,1, p. Por
ejemplo, en 1: Para y en un pequeno entorno de 1 tenemos que f,(y) difiere poco de
1%,) log(y — 1), por tanto, %LH% |fo(y)| = oco. Podemos parametrizar la recta tangente de

cp en 1 por y(t) =1 + te’ para asf calcular la direccién asintética de f,(c;): dado que
fo(y(t)) ~ ﬁ logt + %, y que cuando t — 0, logt — —o0, tenemos que la asintota en

1 es la que tiene por direccion y sentido el de 1’% y que pasa por % y ff—(;) + 127”;. De
manera analoga se tratan las otras dos singularidades: 0 y p. Vamos ahora a estudiar una

propiedad importante de f,.

Proposicién 7.17. Sea U el abierto obtenido al quitar de C semirrectas disjuntas uniendo
0,1,p con oo. Entonces f,,, es univaluada e inyectiva.

Demostracion. Pongamos f = f, y supongamos que existieran dos puntos yo, 41 € U tales
que f(yo) = f(y1) con la misma determinacién sobre U. Entonces existiria un camino sim-
ple v contenido en U uniendo ¥ e y1, de manera que 4 = f(7) seria cerrado. Por otra parte,
como vy C U, tenemos que ¥ C P = f(U). Sabemos que f~! es una S-funcién, es decir,
admite prolongacion analitica salvo en un conjunto numerable de valores. Si hacemos la
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prolongacién analitica de f~! a lo largo de 4 tenemos que en (1) el germen de f~! obtenido
por prolongacién analitica es diferente al de salida. Por tanto, 4 debe delimitar una regién
de P donde se encuentre una singularidad de (f},,)~'. Adaptando la demostracién del Teo-
rema 7.13 (sobre inversas de S-funciones) deducimos que las singularidades que podemos
encontrar son unicamente los valores asintoticos de f que pueden alcanzarse via caminos
hacia el infinito integramente contenidos en U, es decir, eg = 0, €1, e5 € 0P, llegando asi a
una contradiccion. O

Corolario 7.18. Existen curvas disjuntas c, ci,c,, sin auto-intersecciones uniendo 0,1 y
p con oo respectivamente, de manera que si ponemos U, = C\ (¢o Uy UT,) entonces

1. fiu, : U, — C estd bien definida
2. flu, es inyectiva
3. La region P, = f(U,) estd delimitada por semirrectas, cf. Figura 7.5 por ejemplo.

Demostracion. A partir del estudio realizado tenemos que existen semirrectas uniendo
0,1, p con co de manera que P, la imagen de U —el complementario de dichas semirrectas—
por una determinacién bien definida de f, contiene en su interior las semirrectas de direc-
ciones asintéticas de 0P, ’71, 1%1p, p(;—_11) pasando por algin e,, cf. por ejemplo la Figura 7.4
para el caso p = ¢. Como f|y es inyectiva por la Proposicién 7.17, basta tomar los ¢, como

las antimagenes de dichas semirrectas. O

Como la consideraciones que siguen no dependen de p, de ahora en adelante omitiremos
el subindice p en todas las notaciones. Gracias a la inyectividad de f podemos ”trasladar”
la monodromia de f a P = f(U) de la manera siguiente: Consideremos la clase A de
caminos admisibles para la determinacién f “tde f~1, es decir, aquellos caminos continuos
d : [0,1] — C sobre los que esté definida la prolongacién analitica de f ~1. Como el conjunto
de singularidades de la funcién multivaluada f~! es igual a I, cf. _(7.7), tenemos que A
contiene a todos los caminos continuos que evitan I'. Sin embargo, existen caminos que
pasan por I sobre los cuales estd definida la prolongacién analitica del germen f ™', pues
pasan por las singularidades de otra determinacién de f~!. Para cada p € P consideremos
las subclases de A definidas mediante

Ap =1{0 € Al (0) =p} 5C = {d € A| 6(0) = 6(1) = p}.

Para cada camino § € A, consideramos la prolongacién de f ~!alo largo de 4§, asi como
la imagen 7 de ¢ por dicha prolongacién de f ~!. Entonces definimos el camino (no nece-

sariamente continuo) dp C P como la imagen por f del camino v anterior. Una descrip-
cién alternativa de 0p es la siguiente: Podemos definir 6p(t) y as(t) € I' de manera que
dp(t) = 0(t) + as(t) € P. Para ello, sea to = inf{t| 6(¢t) ¢ P}; definimos as(t) = 0 para



128 CAPITULO 7. ESTUDIO DE LA HOLONOMIA GENERALIZADA

20
15

10

10/§ -5 -2.5 2.5 5 55\10

-10

Figura 7.4: La imagen P de U por f cuando p = 1.

Figura 7.5: P, = f(Uj;)

todo t < ty y a(ty) como el tnico elemento de I'" que hace que exista un ¢ > 0 tal que
d(t) + as(ty) € P para todo t € (tg,tg + €). Sea ahora t; = inf{t > to| 0(t) + as(to) ¢ P},
entonces as(t) = as(ty) para todo t € (to,t1) v as(t1) es el inico elemento de I' que hace
que exista un € > 0 tal que 6(t) +as(t;) € P para todo t € (t1,t; +¢), y asi sucesivamente.
El proceso concluye por compacidad.

Para cada p € P definimos ahora A, : A, — I mediante A,(0) = as(1) = op(1) — 5(1).
La relacién entre la aplicaciéon A, y la monodromia de f es la siguiente: consideremos ~y
un camino en C\ {0,1, p} que empiece en ¥y, pongamos p = f(yo) y 6 = f7(7). Entonces
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My(y) = A,(0). El hecho de que My es un morfismo, es decir, que para todo par de
caminos 7, 2 con 1 (1) = 12(0) se cumpla M¢(vyy - v2) = Me(7) + Ms(72), se traduce en
términos de las aplicaciones A, como sigue.

Lema 7.19. Sié; € A,, 0o € A, y 61(1) = g = 05(0) entonces
Ap(01 - 02) = Ap(d1) + Agra, (1) (92 + Ap(61)).

También necesitaremos el siguiente lema técnico que demostraremos por simplicidad
en el caso p = 1, siendo analoga la demostracion en el resto de los casos.

Lema 7.20. La imagen de Ay, contiene a {+e;,xes}N{a €| p+a € P}.

Plcy,

Demostracion. De acuerdo a la figura 7.5 distinguiremos varios casos segin donde se en-
cuentre p € P:

1. En la banda del 1. En este caso {fej,tes} N{a € I'| p+a € P} = {—e1,e1}. Si
d € C, sdlo da una vuelta al cero entonces A,(6) = e;. Sid € C, s6lo da una vuelta
al e; entonces A,(d) = —e;. Ver la Figura 7.6.

2. En la banda del 7. La situacion es simétrica a la anterior.

3. En la banda izquierda del 0. En este caso {tej,tes} N{a € T'| p+a € P} =
{e1,—e2}. Sié € C, sélo da una vuelta al ey entonces A,(6) = —es. Sid € C, sélo da
una vuelta al cero entonces A,(d) = e;. Ver la Figura 7.7.

4. En la banda derecha del 0. La situacién es simétrica a la anterior.
5. En el cuadrado central, de vértices 0, e, e5 v €1 + 5. Tenemos dos subcasos:

(a) En la parte de la derecha. En este caso {£e;,xes} N{a € '| p+a € P} =
{—e1,—e9,e2}. Sid € C, sdlo da una vuelta a a, véase la Figura 7.8, entonces

ey sia=0
A,(0) =1 —e sia=g¢
—e9 sla=ey

(b) En la parte de la izquierda. La situacién en este caso es simétrica a la anterior.
Tenemos que {*ey, e} N{a €| p+a € P} = {—e1,—ez,e1}. Sid € C, sélo
da una vuelta a a entonces

e; sia=0
A,(0) =14 —e; sia=e¢

—eg9 Sla=ey
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Figura 7.7 ¢ =p—esy ¢ =p+e;

OJ

Proposicién 7.21. Dados p,q € P tal que ¢ —p € I' existe un camino 6 € C, tal que
A,(0) = q—p, es decir, 6p acaba en q.

Demostracion. Si p,q € Py q— p € I' entonces existen p = po,p1,...,pn = q¢ € P de
manera que p; — p;i—1 € {£ej,es} N{a € T'| pi.1 + a € P} para todo i € {1,...,n}.
Aplicando el Lema 7.20 obtenemos caminos 9; € Cp,_, de manera que Ay, ,(6;) = p; — pi—1
para i =1,...,n. Sean &; = & + po — pi_1 € C,y o= 01+ 0s...0,, Veamos que A,0) =



7.3. LA FAMILIA DE FOLIACIONES F, » 131

Figura 7.8: ¢y =p+es, a=p—e1y @3 =p— €2

AP(S} by .. dn) = Pn — Po = q — p por induccién sobre n: Para n = 1 es por construccién
del 0; = d; que se cumple A,(d;) = p; — po. Supongamoslo cierto para n — 1 y veamoslo

para n.

Ap((gl . 52 .o Sn> = Ap(51 . (52 e 5n71) —+ Ap+Ap(81.52“_8n71)(5n —+ Ap(gl . 52 e Sn,1>)
Ahora, por hipdtesis de induccion tenemos que Ap(gl . 52 .. .Sn,l) = Pp_1 — Po, POT tanto

Ap(é) = Pn-1—Po + Apn_1(5n +pn—1 - pO) = Pn—1 — Do + Apn_l(én)
Pn—1 —Po+ Pn — Pn-1 = Pn — Po-

7.3.2 Analisis del caso A =0

En este caso se tiene que A = 0 y la funcién go(x) = 1/x es univaludada y biyectiva.
Utilizando la Proposicién 7.3 podemos escribir la holonomia generalizada de F,, como
h = f'(f+T). Enla seccién anterior hemos visto que Sing(f) = {0,1, p} y Sing(f~!) =T
Por tanto tenemos que
f7HT) € Sing(h) € f7H(T) U{0, 1, p, 00}

Observemos que 0, 1 y p son puntos de acumulacion de f _I(I’). Sin embargo, veremos a lo
largo de esta seccion que ni 0, 1, p ni oo son singularidades de h. Por otra parte, hagamos
notar que el conjunto f “I(I') C ¥ es exactamente la interseccién de ¥ con la hoja Lo, de
F que pasa por el punto (xg,00) € X = {x = z¢}:

1) =L NX. (7.8)

El siguiente resultado nos permitira responder a la Pregunta 7.8 en el caso que nos ocupa.
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Proposicién 7.22. Todo germen asociado a la monodromia de H,o es un germen de
holonomia de la foliacion F,,.

Demostracion. Sea h: (2, y0) — (X,y1) un germen de aplicacién holomorfa tal que f h =
7., a € T'. Debemos mostrar que existe un camino 7 con extremos yo e y; tal que h = h.
Pongamos p = f(vo) vy ¢ = f(y1) = p + a. Por la Proposicién 7.21 existe un camino
§ € C, tal que A,(6) = a. Pongamos ¢ = H(xo,y0) y 8 = g7 *(d —¢). Como § € C,
evita las singularidades de f~' la imagen a de & por la prolongacién analitica de f~!
estd bien definida. Definamos entonces v(t) = (3(t), a(t)). Por construccién v evita las
singularidades de H y la prolongacién analitica de H a lo largo de v es constante. Por
tanto, v estd contenido en una hoja de F,o. Gracias a la Proposicién 7.3, tenemos que
hy = f Tury (). Pero por otra parte, como A = 0 tenemos que My(y) = My(a) = A,(5) =
a. Por tanto, I hy=h O

De acuerdo a la Observacion 7.10 deducimos inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 7.23. Toda la holonomia generalizada de F,o estd compuesta por gérmenes de
holonomia, es decir, en este caso la prolongacion analitica de un germen de holonomia es
otro germen de holonomia.

Observacién 7.24. De las demostraciones de las Proposicién 7.22, 7.21 y del Lema 7.20
se deduce que el tamano de los caminos v,, a € I', que realizan los gérmenes h, asociados
a la monodromia de H,, con f *ha = 7, no esta uniformemente acotada en I'. Es decir,
para poder realizar un germen de holonomia h asociado a la monodromia a € I' de H
necesitamos un camino 7,, de manera que la asignacién I' — R*, que a cada a le asocia
la longitud minima que debe tener un camino v, para realizar como holonomia h,, es no
acotada.

Con referencia a la Pregunta 7.9 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 7.25. Dos gérmenes de aplicaciones holomorfas diferentes de la identidad en X
asociados a la monodromia de H,, son prolongacion analitica uno de otro mediante un
camino adecuado. Es decir, la holonomia generalizada de F, tiene sélo dos componentes
conezas, una de las cuales es la identidad.

En la secciéon 7.3.3 describiremos la segunda componente conexa de la holonomia gene-
ralizada de F, .

Demostracion. Basta probar que si h; @ (3,y0) — (2,9:), ¢ = 1,2 son dos gérmenes de
aplicaciones holomorfas, distintos de la identidad, asociados a la monodromia de H,y,
entonces existe un camino cerrado « : [0,1] — X\ {0,1, p,00} basado en y, de manera
que existe la prolongacién analitica de h; a lo largo de a y coincide con hy. Pongamos
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S hi =T, cona; €'y p= f(yo). Si’ traducimos” la igualdad (7.2) a P obtenemos la
siguiente informacién sobre el camino a buscado: el camino ¢ = f(«) verifica que

Ap+a1 (5 + al) - Ap(d) = a2 — aq. (79)
Se concluye la demostracion a partir del siguiente resultado. O

Proposicién 7.26. Dados yo € U, ag, a1 € I'\{0}, p = f(y0), de manera que p+ao, pta, €
P entonces existe un camino cerrado, o, empezando en yo y evitando 0,1, p, 0o de manera
que 0 = f*(a) werifica Apiay(6 + ag) — Ap(6) = a1 — ag.

Demostracion. En primer lugar observemos que el que « sea cerrado equivale a que §(0) =
dp(1) pues 6(0) = f(a(0)) = f(a(1)) = f*(a(1)) —as(1) = 6(1) — Ay(6) = dp(1). Por otra
parte, la igualdad A, (0 + ag) — A,(0) = a1 — ap es equivalente a (§ + ag)p(1) —0p(1) = ay.
Definimos entonces la funcién b(d, ag) = (6 + ag)p(1) — dp(1). Necesitamos estudiar c6mo
se comporta b con la composicion de caminos.

Lema 7.27. Seanp € P, ay € I', §; € A, y 05 € A, tales que 6:(1) =q, p+ap € P y
p+ A,(01) € P entonces b(dy - 02, ag) = b(d2 + A, (61),b(d1, ap)).

Demostracion. Tenemos que b(d7 - 09, ag) es igual a
(01-02+a0)p(1) = (1 02) p(1) = (02 + a0+ Apag (01 +a0)) p(1) — (62 + Ap(61)) p(1) (7.10)

Por otra parte, como

Aprag(01+ag) = (01 +ao)p(1) — (¢ + ao) = b(d1,a0) + (01)p(1) — ¢ — ag
= Ap(§1) -+ b((sl, ao) — Ao,

tenemos que (7.10) es igual a

((52 + Ap(él) + b(él, ao))p(l) — ((52 + Ap(él))p(l) = 6(52 + Ap(él), b((51, CLD)).

Utilizaremos también el siguiente resultado.

Lema 7.28. Dados p, q,r tres puntos distintos en P de manera que ag = q—p, a1 =r—p €
[’ y se verifique que, o bien a; — ag € {£ey, Les}, o bien p,q,r estén en tres cuadrados
adyacentes de P entonces existe un camino 6 € A, cumpliendo

op(l)=p Y (04 ap)p(l) =r.
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Demostracion. La prueba es completamente analoga aunque bastante més laboriosa que la
del Lema 7.20 y consiste en analizar por separado las diferentes situaciones que se pueden
presentar, de acuerdo a en qué regiones de P se encuentren p,q y 7, por lo que vamos a
omitirla aqui. O

Para terminar la demostracion de la Proposicién 7.26 notemos que existen puntos py =
¢,p1,---,Pn = r de P de manera que p; = p;_1+e;;) = p; = p+aj. Observemos que ay = ag
y a, = a;. Vamos a definir una serie de caminos J; € A, siguiendo el orden j =1,...,n.
Si p,pj—1 y pj son tres puntos diferentes, es decir, si a;_;,a} # 0, entonces aplicando el
Lema 7.28 obtenemos un camino §; € A, tal que (J;)p (1) =py (0; +a;_,)p(1) =p;. Si
existe algin j = 1,...,n tal que card {p, p;, p;—1} < 3 consideramos j, el minimo de ellos.
Entonces p = pj,. En efecto, si p = pj,—1 entonces en el anterior paso de la estrategia
tendriamos que card {p,pj,—2,pj,—1} < 3 por lo que jp no seria minimo. En este caso,
P = Dj,, ponemos J;, = p, el camino constante p, y aplicamos el Lema 7.28 a los puntos
Dy Pjo—1 Y Pjo+1 Para obtener el camino d;,41. A partir de aqui, para j > jo + 1 los puntos
P, pj—1,p; son diferentes y volvemos a aplicar el Lema 7.28 a éstos, obteniendo los restantes
d; € A, de manera que (6;)p(1) =py (0, —f—a] 1)p(1) = p;. La dltima igualdad, utilizando

la primera, es equivalente a b(éj, aj_,) = aj. Definamos ahora 0, =01, 0; =0, —p+06,_1(1)
para j > 1y & = 0, - 0g- - 0p. Veamos que 0 € A, cumple que dp(1) = p y ademads

b(d,a0) = a,, = a;. Para ello razonemos por induccién sobre n. Para n = 1 tenemos
que por construccién (6y)p(1) = p y b(dy,a0) = a). Supongamos ahora, por hipétesis de
induccién, que (51 Oy 5n,1)p(1) =py b(gl by Opt, ap) = a,,_,, entonces, aplicando
el Lema 7.27, tenemos que

b(8,a0) = b8y + Ap(d1 - 02+ 8,_1),b(01 - 03 - Op_1, a0)) = b(6p,al, ;) = d’,

pues

5n+Ap(5~1'52"'5n71) = 0y —P+5n 1+(5 < Op— 1)P(1)_<81"'8n71)(1)

7.3.3 La involucion geométrica

Fijemos W C ¥ un pequeno entorno simplemente conexo de oo y pongamos f W la prolon-
gacion analitica de un germen de f a W, ello es posible pues co no es una singularidad de
f. Ademds podemos hacer la eleccién de tal manera que f " (00) = 0. Tal y como vimos

en la seccion 7.3.1 el desarrollo en serie de f W en la variable Y = é es el siguiente:

iW(l):—%Yz—%(p+1)y3+---zy2 (—%—%(p+1)Y+---).

N

YY)
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Como ¥(0) # 0 existe un entorno W de Y = 0 de manera que 1 no se anula en W,y
por tanto existe una determinacién bien definida de /¢ (Y’). Definimos ¢(Y) =Y /9 (Y).

Como ¢'(0) = —% # 0, restringiendo W si es necesario podemos suponer que ¢ es
inyectiva en W.

Sea W = W x {Y = 0} y L una hoja de F. Entonces podemos caracterizar la
interseccién de L con X en el entorno W como

(LOW)NE = {(20,Y) €D x W | p(Y)? = ¢}

Por lo que las hojas de F cortan dos veces a X en el abierto V~V.~ De hecho, si (z¢,Yy) €
LNW NX entonces (zg, o' (—p(Yp))) también pertenece a LN W N .

Definicién 7.29. Definimos la involucion geométrica hy, : (W, 00) — (W, 00) de F como
aquella que intercambia los dos puntos de una hoja que estin sobre W C X. Alternati-
vamente, podemos describir ho, analiticamente en la coordenada Y mediante la formula

hoo(Y) = 07 (=0(Y)).

Observacién 7.30. La involucion h., esta definida para toda foliacién de Riccati genera-
lizada de grado 3 (ya que en todas ellas se tiene una tangencia simple de las hojas de la
foliacién con la recta {y = oo}). Més generalmente, a toda foliacion de Riccati generali-
zada de grado d le podemos asociar un germen de aplicacién (d — 1)-periédica pues en un
entorno de la recta {y = oo} las hojas de la foliacién localmente son como las curvas de
nivel de la funcién y?~! — 2. Conjeturamos que dicha involucién generalizada domina la
prolongacién analitica de la holonomia en el sentido que precisamos a continuacién.

Conjetura 7.31. Sea F una foliacion de Riccati generalizada en C x C y ¥ una fibra
vertical no invariante. Si la ‘involucion’ hs, determina una S-funcion entonces toda la
holonomia generalizada de F es una S-funcion.

Centrémonos en el ejemplo que nos ocupa:

Proposicién 7.32. El punto oo es un punto regular de la S-funcion h determinada por la
mvolucion hs.

Demostracion. Veamos en primer lugar que oo no es un punto de ramificacién de ningin
germen de holonomia h : (W,yy) — (3,y1), es decir que si o un camino cerrado en
W empezando y acabando en ¥, entonces la prolongacién analitica de h a lo largo de

a acaba con el mismo germen h. Escribamos gp(?%) = re?™ y consideremos el camino
o 1 . . .

at) = P TR [0,1]. Cualquier otro camino contenido en W que de una vuelta

a 0o es hométopo a a en W\ {oo}. Veamos que la prolongacion analitica del germen h

vuelve a dar la misma determinacién. Si al inicio h = f~'(f + ao), entonces la relacién

(7.9) implica que la prolongacién analitica de h se escribe como f~'(f + a;), con a; =
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ag + Aprag (6 + ag) — A,(8), donde §(t) = f*(a(t)) = r2etmitHto) y p = fyo) = r2etmo.

Ahora bien, A,(8) = 6p(1) — (1) = 0, cf. Figura 7.9. Y el mismo argumento muestra que
Apiay (0 + ag) = 0. Por tanto, a; = ao.

op

Figura 7.9: El camino dp.

Para el germen h, ya sabemos que oo es regular, sea h # hy, otro germen de holonomia
centrado en yo € W. Supongamos que yo € So y que h = f 1 f -+ ag), entonces existe
lim  h(y) = f'(a0) € C\ {0,1,p}. Sean y; € S1, aq un camino contenido en W que

y—00,y€S50
empieza en 1y vy acaba en y; y consideremos la prolongacion analitica de h a lo largo de aq,

que escribimos en un entorno de y; como i_l(i—i— a1). Se tiene entonces que a; = ag—eq, cf.
Figura 7.10. Asi, tenemos que  lim ; h(y) = f '(e1 +a1) = f'(ag). Y andlogamente,
y—00,y€S1 = =

lim 5 h(y) = f~*(ao). Por tanto, h es continua en W y holomorfa (es decir, univaluada)

en W\ {o0} porque hemos mostrado antes que oo no era un punto de ramificacién de
ningtin germen de holonomia. Por el Teorema de Extension de Riemann, h es holomorfa
en todo W, y por tanto oo es un punto regular para el germen h. O

Proposicién 7.33. Los puntos 0,1, p son regulares para la S-funcion de holonomia gene-
ralizada h, por tanto se tiene que

Sing(h) = f'(I') = Lo N 3,

donde, como antes, L, denota la hoja de F,o que es tangente a X en el punto del infinito.
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Figura 7.10: Prolongacién analitica de h a lo largo de oy con § = f(a;) uniendo py = f(yo)
y p=f(y)-

Demostracion. Vamos a estudiar ahora el comportamiento de la holonomia en los puntos
0,1,p. Como las tres situaciones son analogas sélo trataremos el punto 0. Fijemos por
ejemplo Wy = f~(P N {Imy > 27}) un entorno de 0. Por definicién, 0 es un punto
regular de h si para cualquier germen de holonomia ho en y, € Wy y cualquier camino
a:[0,1) - C\{0,1,p}, tal que a(0) =yo y 151% a(t) = 0, existe € > 0 cumpliendo que la
prolongacion analitica hy—. del germen hy a lo largo del camino oy, , define una funcién
univaluada en Wy. Escribimos ho(y) = f~(f(y) + ao) en un entorno de yo. Sid = f*(a),

tenemos que la prolongacion analitica de hg a lo largo de «, |, viene dada en un entorno
de a(t) por y — f(f(y) + ao + asia,(t) — as(t)). Ahora bien, como Im f(a(t)) tiende
a infinito cuando ¢ tiende a 1, llega un momento, para t = 1 — ¢, a partir del cual las
partes imaginarias de dp y (ag + 0)p también tienden a infinito. Llegados a este punto,
estos caminos no dan vueltas alrededor de 0,e; ni ey, por lo que ya no hay cambios de
determinacion en la prolongacién analitica hq_. restringida a un entorno de y; € Wy. Sin
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Figura 7.11: El germen h; es univaluado en Wj.

pérdida de generalidad, podemos suponer que h;_.(y;) también pertenece a Wj. Veamos
que hy_. define una funcién holomorfa univaluada en Wy. En primer lugar, la prolongacién
analitica de hy_. a lo largo de caminos contenidos en W\ {0} define una funcién holomorfa
en Wy \ {0} pues la monodromia de h;_. respecto de 0 es la identidad, cf. Figura 7.11. Por
otra parte, si y € Wy \ {0} tiende a 0 entonces tanto Im f(y) como Im (f(y) 4+ a;) tienden a
infinito, por lo que hi_.(y) tiende a su vez a 0. Por el Teorema de Extensién de Riemann
concluimos que hy_. : Wy — C es holomorfa. O

7.3.4 El caso A #0

En este caso gy(z) = £ + Mlog es una funcién multivaluada de monodromia aditiva dada

por el subgrupo A = 2irA\Z C C. Ademas, ¢)(z) = 1;;\“’6, por lo que gy no es inyectiva.

Por el Teorema 7.13 tenemos que las singularidades de g, ' son g((g3)~1(0)), es decir,

Sing(g5 ") = A(1 —log \) +A, (7.11)

aa(1/X)

donde g, denota la determinacién de gy en C\ R™ que cumple g)(1) = 1. De ahora en
adelante haremos la siguiente hipdtesis suplementaria sobre la ”posicién relativa” de Ay
I' como subgrupos de C:

'nA=0. (7.12)
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Bajo esta suposicion, adaptaremos los resultados del caso A = 0 a la nueva situacion.

Teorema 7.34. Toda la holonomia generalizada de F,x, con \ verificando (7.12), estd
formada por gérmenes de holonomia.

Demostracion. Gracias a la Proposicién 7.7 es suficiente ver que si h : (3,y0) — (3,v1)

es un germen asociado a la monodromia de H, ), i.e. tal que f h = T,1p, a € I', b € A,

entonces existe un camino 7 en la hoja de F, \ por (zo, o), comenzando en dicho punto

y con final en (z9,%1), ya que el Lema 7.4 implicard entonces que h = h.. Omitiremos

el subindice A en g y reservaremos la notaciéon g. para referirnos a la funcién g + c. Sea
b

B1(t) un camino cerrado en C* basado en xq de indice 5> respecto de x = 0. Pongamos

¢ = H(zo,90) = f(y0) — g(x0), ¢ = ¢"(61) + ¢y B2 := f~'(ep). Por construccion, § =
(01, 32) es un camino comenzando en (xg,yo) contenido en la hoja de F por dicho punto.
Por tanto, f(52(1)) = ep(1) = f(yo) + a’ con @’ € T'. De hecho, f hg = 7T;,p. Denotando

por p = f(y0) y ¢ = p(1) = p + @’ veremos en el Lema 7.35 que existe un camino ¢ € C,
tal que A,(6) = a—a’' y § es hométopo a constante en C\ <c+g(1/)\) +a’+A>. Por tanto,

el camino oy = (g;l)é(é) es cerrado, basado en xo. Definimos el camino a, := f~'(dp)

que empieza en i_l(q) = [(1). Finalmente, definimos v = (1 - a1, f2 - a2), el cual es un
camino continuo contenido en la hoja por (zo,yo) y tal que

Mp(y) = Mp(Bs - ag) + My(B1 - ar) = My(B2) + My(ag) + My(By) + Mg(ar) = a+b.

a’ Aq(6)=a—a’ b 0
O

Lema 7.35. Sean p € P, a € I tales que p+a € P y c € C, entonces existe un camino
d € C, tal que Ap(0) =a y & es homdtopo a constante en C\ (c+ A).

Demostracion. En la Proposicién 7.21 se construye un d € C, tal que A,(d) = a de manera
recurrente: § = (5~1 e 5~n, 51 = 0; + pi—1 — p, con los 9; € Cp, , construidos en el Lema 7.20
de manera que sélo den vueltas a puntos de Q = {0, e, e2}; por tanto, 6; sélo dan vueltas
a puntos de €; = pp,_; + 2. Como I' N A = 0 sélo se pueden presentar dos situaciones:

— Para todo i, Q; N (¢ + A) = 0, con lo que los ¢; anteriores ya van bien.

— Existe un tinico ¢ de manera que ;N (c+A) = {b}. En este caso necesitamos refinar

el Lema 7.20 para obtener un nuevo §; homdtopo a constante en C\ (¢ + A) y verificando

Ap(67) = Ap(d:):

Variante del Lema 7.20: Sean p € P, a € {+e;,tey} tales que p+a € P y b €
{0,e1,e2}, entonces existe 6 € C, tal que A,(§) = a y 0 es homdtopo a constante en

C\ {b}.

La demostracion es analoga. O
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Utilizando el mismo tipo de técnicas se puede demostrar la siguiente propiedad:

Proposicién 7.36. Sean hy, hy dos gérmenes de aplicaciones holomorfas de 3 asociados a
la monodromia de H, » con f h; = 7., ¢i =a;+b; € T®A. Si A verifica la igualdad (7.12)
entonces hy y hy son equivalentes (i.e. son prolongacidn analitica uno de otro) si y sélo si
se verifican las siguientes condiciones

(1) by = by,
(2) y si by = by =0 entonces a3 =0 < ay = 0.
Podemos reformular dicha propiedad de la siguiente manera:

Teorema 7.37. La holonomia generalizada de F,, con \ verificando (7.12), tiene una
infinidad de componentes conexas. Mds precisamente, todo germen de holonomia h con
S h="Tap, a €T ybe A pertenece a la componente conezra de

(1) la identidad si a =b = 0,
(2) la involucion he, sib =0y a # 0,

(8) la holonomia de la elevacion de un camino en C* de indice n € Z* respecto del origen
s1 b = 2imAn.
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