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”No tornaras mai més, pero perdures
en les coses i en mi de tal manera
que em costa imaginar-te absent per sempre.”

MIQUEL MARTI I POL



Index

1 Preliminars

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

Descomposicié diadica . . . . . . ... L
Distancia hiperbolica . . . . . . . . . ... ..o
El teorema de Harnack . . . . . . .. ... ... .. ... ... .....
Interaccié Harnack-distancia hiperbolica . . . . . ... ... ... ...
La mesura harmonica . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

2 Alguns resultats previs

2.1
2.2

Interpolacié per funcions holomorfes i acotades . . . . . . . . .. .. ..
Interpolacié per funcions harmoniques i
acotades . . . ..o

3 El problema d’interpolacié a har™ (D)

3.1
3.2

Plantejament del problema . . . . . . . .. ... ... ... ..
Teorema principal . . . . . . . . . . ...

4 Demostracié del teorema principal

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Lemes per demostrar la necessitat . . . . . . . .. .. ... ... ...
Necessitat . . . . . . . . .
Lemes per demostrar la suficiencia.. . . . . . . . ... ... .. .. ...
Suficiencia . . . . . ..
Demostracié del Lema 4.3.1 . . . . . . . ... .. ... ... ... ..

5 Altres resultats

5.1

5.2
5.3

El problema d’interpolacié per funcions

harmoniques i positives en dimensions superiors . . . . . . . .. .. ..
El problema d’interpolacié per H> sense zeros . . . . . . . . .. .. ..
Soluci6 del problema . . . . . . . ...

10
11
12
13

15
15

15

17
17
18

19
19
19
21
22
25

35



4 INDEX

Agraiments

Voldria agrair al meu director Artur Nicolau la paciéncia i el temps que m’ha dedicat
per tal que aquest treball es pogués dur a terme i la motivacié que m’ha transmes en
tot moment. També voldria donar les gracies al Departament de Matematiques de la
UAB per haver-me tractat tant bé durant aquest temps.

De forma molt especial agraeixo als meus pares i al meu germa la confianca i la
il-lusié6 que m’han dipositat, aixi com 'esfor¢ que han realitzat perque pogués arribar
fins aqui. Al meu germa Jordi un record molt sentit, després de nou anys és com si
continuessis al meu costat.

No puc oblidar-me dels meus amics del poble amb qui he compartit tants bons
moments, de ’esplai on he apres tantes coses tot aportant un granet de sorra per fer
d’aquest mon un mon millor, dels cims i les excursions els caps de setmana amb el
Guillem i els Alberts o amb el 2x2 i com no dels companys del CAU a qui estaré
sempre agrait pel rescat de fa un mes i mig al Coll de la Creueta. Una abracada a la
gent de Toulouse i especialment a en Pascal per la seva hospitalitat i la seva dedicacié
aixi com al Mathieu, una altra al grup ”Vola-vola” perque algun dia aconseguirem els
nostres objectius seguint la nostra filosofia i pels companys del Setem també, segur que
al setembre veurem el méon amb uns altres ulls.

Per acabar, una salutacié als amics que he fet durant la carrera i als companys de
doctorat, sobretot al grup de ”"Paca”pels bons moments que hem passat junts; el tio,
les discussions interminables, les expulsions, els infiltrats... i per damunt de tot el bon
rotllo! Amb gent aixi és un plaer fer el doctorat.

Daniel Blasi 1 Babot
10 d’abril del 2005



Introduccio

Aquest treball té com a objectiu caracteritzar les successions d’interpolacié per I'espai
h* de funcions harmoniques i positives al disc unitat obert ID del pla complex. La
primera dificultat apareix a I’hora de definir aquestes successions de punts. Hom no
pot esperar, que sobre una successié de punts {z,} C ID donada, es pugui interpolar una
sucessi6 arbitraria de valors positius {w,}, és a dir, que existeixi una funcié v € h™,
amb u(z,) = w, n = 1,2, .... Larad és que la versié conformement invariant del lema de
Harnack déna que si u € ht, llavors el log u és una contraccié en la metrica hiperbolica,
és a dir,
[logau(z) — logau(w)| < B(z,w), z,w €D

Aqui f(z,w) denota la distancia hiperbolica entre z i w. Aix{ doncs, si u € hT i
u(zn) = wy, n=1,2,..., es té que

|l092wj - log2wk| é ﬁ('zﬁzk)? ja k= 17 2a

La primera temptavia consistiria en definir les successions d’interpolacié per funci-
ons harmoniques i positives com aquelles successions de punts {z,} tals que per tota
successié de valors reals i positius {w, } complint la condicié anterior, existis una funcié
u € h't que interpolés als punts z, els valors w,. Pero resulta que aquesta definici6 és
massa rigida i que no existeixen successions d’interpolacié d’aquest tipus amb més de
dos punts.

Es natural doncs, introduir una constant 0 < € < 1 per deixar espai per interpo-
lar. Aixi, direm que una successié de punts {z,} C D és d’interpolacié per funcions
harmoniques i positives al disc unitat si existeix algun 0 < ¢ < 1 tal que per tota
successi6 de valors positius {w,} complint

\logawy, — logow;| < eB(2k,25), k,j=1,2,.., (1)

existeix una funcié v € h™ amb u(z,) = w,, n=1,2, ....

Direm també que una successié de punts {z, } és separada si inf,,+,, (2, 2m) > 0. El
resultat principal d’aquest treball és la segiient descripcié geometrica de les successions
d’interpolacio:

Teorema. Sigui {z,} C D una successid separada, aleshores son equivalents:
(1) {zn}n €s d’interpolacio per funcions harmoniques i positives
(i1) Ezisteizen constants M >0, 0 < o < 1 tal que per totes n,l > 0 es compleix que

t{ze amb Bz, 2,) <1} < M2 (2)
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Observem que com és habitual en aquest tipus de problemes, les successions d’inter-
polacié venen descrites per una condicié de densitat. De fet, en cert sentit, la condicié
(2) indica que les successions d’interpolacié per h* sén ”exponencialment més dis-
perses”que una successié separada arbitraria. En efecte, {z,} C D és una successi6
separada si i només si existeix una constant M > 0 tal que

o Blog, zn) <1} < M2, 1=1,2,..

La condicié (2) déna una potencia menor que 1 de la cota anterior. A més, inicament
s'imposa la condicié (2) prenent com a punt base un punt z, de la successi6 i no un punt
arbitrari del disc unitat. Aquesta és una diferéncia amb el problema analeg a l’espai
de Bloch estudiat a [BN1]. De fet, utilitzant la condici6 (2), es poden construir dues
successions separades A1, Ay C D d’interpolacié per h* amb inf{3(z,w) : z € A1, w €
Az} >0, de forma que Ay U Ay no és d’'interpolaci6 per ht.

La prova de la necessitat de la condicié (2) utilitza majoritzacié harmonica i el
lema de Hall. La prova de la suficiencia és considerablement més complicada degut
a la pobra estructura de l'espai h™ que impedeix utilitzar metodes de dualitat o de
funcions especials que s’anul-len a una successié donada. Sense entrar en detall, podem
estructurar la prova de la suficiencia de la condicié (2) en tres etapes:

1- Utilitzem el Teorema classic d’Analisi Convexa anomenat lema de Farkas-Minkowski
per veure que és suficient demostrar el seglient enunciat: donada una partici6 {z,} =
A1UA; de la successié {z, } i valors {w, } complint (1), existeix u = u(A;, A2) harmonica
i positiva tal que u(z,) > w, si z, € Ay 1 u(z,) < w, si 2z, € As.

2- L’any 1975, L. Carleson i J. Garnett [CG1] van caracteritzar les successions d’in-
terpolacio per 'espai h* de funcions harmoniques i acotades al disc unitat. Utilitzant
el seu resultat és facil veure que una successié complint la condicié (2) és d’interpola-
ci6 per h*. Aixi doncs, existeixen una funcié h harmonica i acotada (h € h*) i una
constant 6 > 0 de forma que |||l < 1 amb h(z,) > §si 2z, € A1 i h(z,) < —0 si
Zn € AQ.

3- Una construccié de tipus probabilistic permet, donat €9 > 0, determinar conjunts
G, C 0D dos a dos disjunts, tals que w(zn, Urkean)Gr) > 1—¢o i Zkng(n) 218Gk 2n) ) (2, G) <
g0, on A(n) = {k : B(2k, zn) < N}, in > 0 és un nombre suficient petit que depen de g i
dels quantificadors M i a de la condici6 (2). Aqui w(z, E') denota la mesura harmonica
des del punt z € D del conjunt £ C dD. Llavors es pot provar que la funcié

T de
= / e+ hO)

compleix u(z,) > w, per z, € Ay i u(z,) < w, per z, € As.

Com a conseqiiencia del resultat de caracteritzacié de les successions d’interpolacié
per funcions harmoniques i positives, caracteritzem també les successions d’interpolacié
per funcions holomorfes, acotades i sense zeros al disc unitat.

El problema d’interpolacié que hem considerat pot ser plantejat al semipla o més
generalment, a un semiespai R = {(z,y) : € R%,y > 0}. Analogament al cas de
dimensi6 d = 1, una successié {z,} C ]Rf’frl es diu d’interpolacio per h . si existeix € > 0
tal que per tota successié {w,} de valors positius que compleixi

’lOQka - 1092w]| S gﬁ(zkazj)v kaj = ]-7 27 s
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existeix u € hy amb wu(z;) = wg, kK = 1,2,... Aqui ((z,w) denota la distancia hi-
perbolica a RE™ entre z,w [A1].

En dimensié d > 1 no hem sabut provar una descripcié analoga al teorema de les
successions d’interpolacié per hy. L’obstacle es troba a l'etapa 2 de la prova de la
suficiencia ja que no hi ha una descripcié geometrica de les successions d’interpolacié
per Despai h®(R%™) de funcions harmoniques i acotades al semiespai R tret de
quan d=1. Enunciem a continuacio el millor resultat en aquesta linia que és degut a L.
Carleson i J. Garnett:

Teorema (L. Carleson, J. Garnett). Sigui {2, = (¥n,yn) : Yn > 0,7, € R} una
successio de punts del semiespai ]Ri“,

(a) Si {z,} és una successié d’interpolacié per h>°(REY), llavors {z,} és separada i
ST yds,, és una mesura de Carleson, és a dir, existeir una constant C tal que

Syl < ClQ) (3)

ZnEQ
per tot cub Q de costat [(Q)) amb un costat sobre {y = 0}.

(b) Sigui d =1, si {z,} és separada i compleix la condicié (3), aleshores {z,} és una
successid d’interpolacié per h™(R2)

(c) Siguid > 1, si{z,} és separada i compleix (3) llavors {z,} es pot descomposar en
una unid finita de successions Nq, ..., Ay, €s a dir,

{Zn} = Al U..u AN,
de forma que A; U A; és d’interpolacid per h°(REY) per toti,j =1,..,N

No és conegut si la condici6 (3) implica que la successié {z,} sigui d’interpolacié
per h*(RTM). En canvi, és facil comprovar que la condicié

{2z amb Bz, zn) <1} < M2% (4)

implica (3). En dimensio d > 1, es pot veure que una successio d’interpolacié per
funcions harmoniques i positives ha de complir (4) perd no hem sabut veure que una
successio que compleixi (4) hagi de ser d’interpolacié.

El treball esta estructurat en cinc capitols; els dos primers sén introductoris i en els
altres tres presentem els resultats que hem obtingut en I'estudi.

- En el capitol 1 es defineixen alguns dels conceptes més rellevants que utilitzarem per
treballar amb les successions d’interpolacié per funcions harmoniques i positives i
relacionem la distancia hiperbolica amb el teorema de Harnack.

- En el capitol 2 s’enuncien resultats de L. Carleson i J. Garnett relacionats amb les
successions d’interpolacié per funcions harmoniques i acotades i successions d’interpo-
lacié per funcions holomorfes i acotades. Aquests teoremes els utilitzarem en capitols
posteriors per demostrar altres resultats.
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- En el capitol 3 mostrem la problematica en que ens trobem a I’hora de definir les
successions d’interpolacio per funcions harmoniques i positives, donem una definicid
raonable i enunciem el teorema que permet caracteritzar aquest tipus de successions
al disc unitat.

- El capitol 4 esta destinat integrament a la demostracié del teorema d’interpolacio per
funcions harmoniques i positives. Primer es mostra la necessitat de la condicié (2) i
a continuaci6 la suficiencia. El punt clau de la demostracié esta en la prova del lema
4.3.1 que sera l'eina que utilitzarem per provar la suficiencia de la condicié (2).

- Finalment, en el capitol 5, discutim el cas de les successions d’interpolacié per funcions
harmoniques i positives al semiespai Riﬂ per dimensions superiors a 1 i caracteritzem
les successions d’interpolacié per funcions holomorfes i acotades, sense zeros al disc
unitat.

Finalment voldria observar que tots els resultats que es mostren pel disc unitat del
pla complex D tenen un analeg al semipla i viceversa. Sovint enunciarem només el que
més ens convingui per tal que la notacié sigui més senzilla.



Capitol 1

Preliminars

1.1 Descomposicié diadica

Definicié 1.1.1. Donat z € D qualsevol, denotem per Q(z) el quadrat de Carleson de
forma que z és el centre de la seva tapa interior,

Qz)={re”: 0<1—r<1—|z2], Arg(z) — (1 —|2]) < 0 < Arg(z) + (1 — |2|)
i la seva longitud com 1(Q) =1 — |z|.

Definicié 1.1.2. Donat un quadrat de Carleson @, definim la seva descomposicio
diadica com el conjunt de quadrats {Q}}, n = 1,2,... j = 0,...,2" — 1, on fizada n,
els quadrats Q7 son els 2" quadrats disjunts continguts a @), de longitud 27"(Q) i amb
la base sobre |z| = 1.

Mostrem com a exemple, la descomposicié diadica de Q(0). Els quadrats de la
descomposici6 sén {Q} = Q(27" 6(2%4_2’%1)1.)} pern=12..1j=0,..2"—1

Figura 1. Descomposicié diadica de Q(0) al disc.
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1.2 Distancia hiperbolica

Definicié 1.2.1. Siguin z,w € D, definim la distancia hiperbolica entre aquests

punts com:
Z—w

on p(z,w) :=

1 —wz

Es pot veure que la distancia hiperbolica és efectivament una distancia[Al] i que
aquesta noci6 és conformement invariant, és a dir, f(z,w) = G(7(z),7(w)) si 7 és un
automorfisme del disc.

Sovint la distancia hiperbolica es defineix amb logaritme neperia en lloc de logaritme
amb base 2, hem escollit aquesta normalitzacié perque s’ajusta bé amb la descomposicié

diadica del disc.

Observacié 1.2.2. Si z,w € D satisfan que 1 — |w| = 27%(1 — |2|) on k és un nombre
positiu i |Argw — Argz| < 1—|z|, llavors B(z,w) = k+C on C és una quantitat acotada
per una constant universal que no depén de k (=2 < C' < 6).

2)

Demostracio. Anem a verificar aquest resultat:

Z—Ww

1-— 1 —wz

Ara, logs ( ) 1o, (LAl

l0g2< (L= [ +]wph2™* (1 — \Z|)> _

|1 —wz|?

14+ [ _
B(z,w) = logs __ | = 2logsy <1 + ‘ © iﬂ D — logs (1 -
w 1 —wz

—wz

1—wz

= 10g2(27") + loga((1 + |w|) (1 + |2])) + loga (%)

1—|z|
[1—wz|

Utilitzant que |[Argw — Argz| < 1— |z] es pot veure que § < < 1, i amb aquestes

desigualtats obtenim que
B(z,w)=k+C, on —2 < C <6, que és el que voliem.
O

Definicié 1.2.3. Donat un punt z € D qualsevol i el seu corresponent quadrat de
Carleson Q(z), definim:

- T(Q(z)) :={w € Q(z) tal que 2(1 — |w|) > 1 — |z|} com la part superior de Q(z)

- diamy,,, T(Q) = B(z,w) com el diametre hiperbolic de T(Q)

SUP L wer(Q))
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Observacié 1.2.4. Per tot quadrat de Carleson () del disc unitat D es compleix que
diamp,T(Q) < 18

Demostracio. Observem que donat un quadrat de Carleson ), podem expressar T'(Q))
de la seglient forma per certa z € ID:

TQ) ={weD: 1_2|Z|

< 1—|w| < 1—|z|, Argz—n(1—|z|) < Argw < Argz+n(1—|z|)}

Distingim dos casos:

i) Si|z| < 3/4 és adir, 1 — |z| > 1/4, aleshores per tots 21,29 € T(Q), B(z1,22) <
B(z1,0) + (0, z5) < 18 per l'observacié 1.2.2 ja que 1 — |z;| > 2% peri=1,2

ii) Si |z| > 3/4 considerem z* = (4|z] — 3)e? 49* que compleix 1 — |z*| = 4(1 — |z]).
Com abans, podem aplicar 'observacié 1.2.2 i obtenim que per tots z1, 2o € T(Q),
B(z1,22) < B(z1,2%) + B(z*,22) < 18 ja que 1 — |z] > 5(1 — |2*]) 1 a més a més,
|Argz; — Argz*| = |Argz; — Argz| < m(1 —|2]) = 7(1 — |2*]) <1 — |2¥|

Aix{ doncs obtenim que diamp;,T(Q) < 18. O

1.3 El teorema de Harnack

Aquest apartat esta dedicat al teorema de Harnack. Es tracta d’una propietat fonamen-
tal que compleixen les funcions harmoniques i positives, que ens servira per caracterit-
zar, més endavant, les successions d’interpolacié per funcions harmoniques i positives.

Proposicié 1.3.1 (Propietat de la mitja). Tenim les segiients propietats:

(a) Sigui u una funcid real i continua al cercle 0D(a; R). Si definim u a l'interior de
D(a; R) a partir de la integral de Poisson:

, 1 (7 R? — 2 ,
0y it dt 1.1
ula +re”) 27 /7r R? — 2rRcos(6 — t) + r2u(a +Ref)dt perr < R, (L)

aleshores u és continua al disc D(a; R) i harmonica en D(a; R).

(b) D’altra banda, si u és harmonica i real en un conjunt obert Q i si D(a; R) C €,
aleshores u satisfa (1.1) en el D(a; R).

Proposicié 1.3.2 (Desigualtat de Harnack). Sigui Q un conjunt obert del pla com-
plex, u una funcid harmonica i positiva en 2 1 D(a; R) C Q. Aleshores
_ i0
R—r < u(a + re”) < R+
R+r~ wula) ~ R-—r
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Demostracio. El nucli de Poisson satisfa les desigualtats seglients:

R—r _ R% — r? R+
R+7r =~ R?>—2rRcos(0 —t)+r2 ~ R—r

per r < R, 0 it qualssevol. A més a més, 'apartat (b) de la proposicié 1.3.1 ens diu
que

u(a +re'?) = L /7r - u(a + Re™)dt
27 ) . R?—2rRcos(f —t) +r2

Utilitzant aquestes dues desigualtats obtenim que

g;:u(a) < wula+re?) < g—r

u(a)
[l

Teorema 1.3.3 (Harnack). Sigui u una funcid harmonica i positiva al disc, aleshores
per tota parella de punts z,w del disc es compleix que

llogau(=) — logsu(w)| < B(z,w) (1.2)

Demostracio. Sense perdua de generalitat podem pensar z = 0. Si no, considerem un
automorfisme del disc unitat 7, que envii el punt 0 al punt z. Llavors

llogau(z) — logau(w)| = |logau o T,(0) — logau o TZ(T;1<U}))‘

Utilitzant la invariancia de la distancia hiperbolica per aplicacions de Mobius, sera su-
ficient veure la desigualtat (1.2) pel cas z = 0.
Apliquem la desigualtat de Harnack 1.3.2 a u(z) amba=0ir=1:

1+ |w|
1 — [wl

1 — |uwl
1+ |w|
Per tant |logs(u(w)) — loga(u(0))| < £(0,w)

u(0) < wu(w) <

u(0)

1.4 Interaccié Harnack-distancia hiperbolica

Utilitzant el teorema de Harnack 1.3.3 i 'observacié 1.2.4 sobre 'acotacié del diametre
hiperbolic de la tapa interior d'un quadrat de Carleson qualsevol, observem que tenim
un control pel que fa al valor de les imatges dels punts de la tapa per una funcié u
harmonica i positiva al disc ID.

Observacié 1.4.1. Sigui v € har™ (D). Aleshores per tot quadrat de Carleson @ del
disc D es compleir que = < “(21; < C per tots z1,20 € T(Q), on C és una constant

' C — wu(z
universal.

Demostracio. Donat un quadrat de Carleson @) del disc unitat sabem, per 1’observacié
1.2.4, que diamyp;,T(Q) < 18, i aplicant el teorema de Harnack 1.3.3 obtenim que
[logau(z1) — logau(z2)| < B(21, 22) < 18 per tota parella de punts z;, 2z, € T(Q).

O
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1.5 La mesura harmonica

Sigui £ un subconjunt compacte de D, la clausura dels disc unitat I al pla complex,
tal que 0 ¢ F. La mesura harmonica des del punt 0 del conjunt E, que denotarem per
w(E) =w(0, E,D\ E) és, parlant de forma vaga, el valor al 0 de la funcié harmonica a
D\ E que pren el valor 1 a £10aD\ E (veure [MS1]). En el cas per exemple en que
E C 0D, la mesura harmonica d’aquest conjunt coincideix amb w(FE) = |E|/2w

Si considerem subconjunts E de la vora del disc, podem pensar la mesura harmonica
del conjunt E des d’un punt z de l'interior del disc de forma analoga i es pot obtenir
una forma explicita de la mesura harmonica, que enunciem a continuacié en forma de
definicié (idem en el cas {Imz > 0}).

Definicié 1.5.1. Si F és un subconjunt del cercle, E C 0D, definim la mesura harmonica
de E en un punt z qualevol del disc unitat D = {z € C: |z| < 1} com

— 212 |d
w(z, F) = / |2 d€]
pl§—=z* 2m
Definicié 1.5.2. §i E és un subconjunt de la recta, E C R, definim la mesura harmonica
de E en un punt z qualsevol del semipla {Imz > 0} com

w(z,E) = / X, (1) P:(t)dt = /E (Rez_éTi (Imz)zs_jr
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Capitol 2

Alguns resultats previs

2.1 Interpolacié per funcions holomorfes i acotades

Definicié 2.1.1. Diem que una successio de punts {z,}, al semipla superior és d’in-
terpolacio per funcions holomorfes i acotades si per tota col-leccio acotada de valors
{a;};, existeir una funcid f holomorfa i acotada al semipla superior amb f(z;) = aj,
perj=1,2, ..

L’any 1958, L. Carleson va provar el seu famés resultat on caracteritza geometricament
aquestes successions.

Teorema 2.1.2. (Interpolacié per holomorfes i acotades a R? )[C1]
Si{z;} €s una successié al semipla superior, les segiients condicions son equivalents:

(a) La successié és d’interpolacid per funcions holomorfes i acotades
(b) Els punts z; estan separats, és a dir, existeix una constant a > 0 amb

2 — Rk

Zj — Rk

p(Z],Zk;): 2&7 per]#k

i existeix una constant A > 0 tal que per tot quadrat de Carleson @ = {xy < x <
2o +1(Q), 0 <y <IUQ)} es compleix

>y < AlQ)

Z]'EQ

2.2 Interpolacié per funcions harmoniques i
acotades

Definicié 2.2.1. Diem que una successio separada de punts {z,}, és d’interpolacié per
funcions harmoniques i acotades si per tota col-leccid acotada de valors {wy,},, existeix
una funcié harmonica i acotada que interpola els valors {wy,}, als punts {zp}n.

Definicié 2.2.2. Diem que una succesié {z,}, € RY compleiz la condicié de Carleson
si existeiz una constant C' tal que per tot quadrat Q = {(z,y) tal que a < x < a+1(Q),

0<y<UQ)}, es compleix que 3. o yx < CUQ)

15
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L’any 1975, L. Carleson i J. Garnett van provar el segiient resultat que descriu les
successions d’interpolacié per funcions harmoniques i a cotades al semiespai R?.

Teorema 2.2.3. (Interpolacid per harmoniques i acotades a R%)[CG1]
Donada {z,}, una successid separada a R, son equivalents:

i) {zn} és d’interpolacid per funcions harmoniques i acotades
ii) {zn} compleix la condicié de Carleson

De fet, [CG1] consideren nuclis més generals i obtenen un resultat de l'estil anterior
per nuclis racionals de L'(R).

El resultat conegut a R amb d > 1 és més feble ja que la prova pel cas d = 1
utilitza eines de variable complexa. El resultat és el segtient:

Teorema 2.2.4. (Interpolacié per harmoniques i acotades a R )[CG1]
Donada {z, = (Tn,Yn) : Yn > 0,2, € R}, una successid separada a Rﬂlfl, amb
d > 1, son equivalents:

i) {zn} compleix la condicid de Carleson Y. oy < CUQ)? per tot cub Q de costat
[(Q) amb un costat sobre {y = 0}.

ii) {zn} es pot posar com una unio finita de successions de forma que la unid de
dues d’elles qualssevol és una successio d’interpolacio per funcions harmoniques i
acotades

No és conegut si la condicié de Carleson implica que la successio sigui d’interpolacié
excepte en dimensio d = 1. En cas de tenir condicions més fortes sobre la successio, L.
Carleson i J. Garnett van demostrar que la successié és d’interpolacié.

Teorema 2.2.5. [CG1] Donada una successié de punts {(xg,yx)} de RE™, suposem
que existeizen unes constants A,a > 0 tals que per tota k, existeiz un punt by, € R,
amb |z — by| < Ayy de forma que les boles |x — by| < ayy, siguin disjuntes. Aleshores
per tota successid de valors {ay} acotada per 1, ezisteir una funcid harmonica i acotada
a Rfl que interpola els valors ay, als punts (g, yx).



Capitol 3

El problema d’interpolacié a har™ (D)

Donada una successi6 separada {z,}, € D, estem interessats en identificar una clas-
se natural de successions de valors {w,}, positius de forma que existeixi una funcié
harmonica i positiva u que interpoli aquests valors, és a dir, tal que u(z,) = w, en tots
els punts de la successié.

3.1 Plantejament del problema

Si u és una funcié harmonica i positiva que interpola als punts {z,} els valors {w,},
aplicant el teorema de Harnack 1.3.3, obtenim que s’ha de complir

lloga(wy,) — loga(wm)| < B(zn, 2m) (3.1)

en tots els punts z,, z,, de la successio.

Aixi doncs hem trobat una condicié necessaria, pero veurem rapidament que si de-
finissim les successions d’interpolacié com aquelles {z,} tals que per tota successié de
valors {w,} complint (3.1) existeix una funcié u € har™ (D) que interpola aquests va-
lors, aleshores ens reduiriem a successions trivials formades per dos punts.

En efecte, pensem sense perdua de generalitat que zg = 0 ¢ wy = 1. Escrivim
u(z) = [T P.(e”)du(e®) on du és una mesura positiva al cercle unitat

i ) . 1= 2 1 ™ 1
ue) = [Pt = [ T o) < 22 [ duio) = {1 < e

x e —2[? 1=z Jox

—T —

u(z) < 259 per tot z € D

Si interpolem en el punt z; el valor extremal w; = 2% tindrem igualtat en el

punt z1, en particular:
T 1—’21|2 1+‘21’
————du(f) =

Veurem que aixo implica que p = Oy arg1) 1 que per tant u ens quedara completa-
ment determinada.

17
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Suposem que ji # Oy i argzy, 6s a dir que (9D \ {e? 47971}) > 0. Aleshores existeix
V C 0D obert amb ¢! 4791 € V : (0D \ V) > 0 i llavors

1+|Zl| /ﬂ- 1—‘21’2 1—|Zl|2 / 1—|Zl|2
S Y R 2 ) R e L 7 g6 <
= )™= | e g O+ [ g
< — (V) + oMM\ V)< ——— (D) = ————
CEE ) 4 o P 0®)\ V) < T o) = 1

que és una contradiccié. En la pentltima desigualtat hem utilitzat que |e? — 2| >
(14n)(1 — |2]) per certan > 0si e € D\ V.

Hem vist per tant que p1 = 0y arg=1y. Si tinguéssim un altre punt z € D, 29 # 20, 21,
existirien valors wy que complirien les hipotesis pero que en canvi no podriem interpo-
lar. De fet si prenem wy > 0 amb |logaw,| < 2°(29) no existeix cap funcié harmonica i
positiva amb u(z;) = w;, i =0, 1, 2.

Ens adonem doncs que les successions definides d’aquesta forma sén massa rigides
i per tant hem de deixar més espai per poder interpolar. Definirem les successions
d’interpolacié per funcions harmoniques i positives al disc de la segiient forma:

Definicié 3.1.1. Una successié separada {z,} de punts del disc unitat és d’interpolacio
per funcions harmoniques i positives si existeix 0 < € < 1 tal que per tota successio de
valors positius {w,} amb

|logaw, — logawy,| < €6(zn, 2m), per tota n i m (3.2)
existeiz u € hart (D) tal que u(z,) = w, per tota n

Observem que ser d’interpolacié per funcions harmoniques i positives és una nocié
conformement invariant, és a dir, si {z,} és una successié d’interpolacié per funcions
harmoniques i positives i 7 és un automorfisme del disc, la successié {7(z,)} també és
d’interpolacié per funcions harmoniques i positives (amb el matix quantificador 0 <
e <1).

3.2 Teorema principal

El principal resultat d’aquest treball és el segiient teorema.

Teorema 3.2.1. Sigui {z,} C D una successié separada, aleshores son equivalents:
(1) {zn}n €s d’interpolacio per funcions harmoniques i positives
(i1) Ezisteizen constants M >0, 0 < o < 1 tal que per totes n,l > 0 es compleix que

t{ze amb B(z, 2,) < 1} < M2 (3.3)
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Demostracié del teorema principal

En el primer apartat recollim uns resultats auxiliars sobre majoritzacié harmonica que
utilitzarem a la prova de la necessitat.

4.1 Lemes per demostrar la necessitat

Lema 4.1.1. FEuxisteix una constant universal C tal que per tota funcid u harmonica i
positiva al disc, u € har™ (D) i tota col-leccié de quadrats de Carleson {Qy}, es compleix

que u(z) > C Y u(z) w(z, T(Qr), D\ U,T(Q)) per tot z € D\ UT(Qy).

Demostracio. Com que u(z) i w(z,T(Qk), D\ U,T(Q,)) sén funcions harmoniques a
D\ U,T(Q,), n’hi ha prou veient la desigualtat a (D \ UT(Q,,)) = D U (U,0T(Qy)).

(i) Siz € 0D aleshores w(z, T(Qk), D\ U, T(Q,)) = 0 per tota k. Llavors u(z) > 0 =

(ii) Si z € T(Qj), Navors w(z, T(Qk), D\ U, T(Qr)) = 0si k # j1w(z,T(Q;),D\
U, T(Qn)) = 1. Per tant C' >, u(zx) w(z, T(Qr), D\UT(Q,)) = Cu(z;). Com que
z,z; € T(Qj), aplicant 'observacié 1.4.1 a la funcié u, obtenim que u(z) > Cu(z;).
Aixi doncs podem concloure que u(z) > C'), u(z,) w(z, T(Qk), D\ U, T(Qy))

[
Lema 4.1.2 (de Hall). /[HUL1]

Existeiz una constant 0 < C' < 1 tal que la mesura harmonica d’un subconjunt
qualsevol E del disc unitat tancat D evaluada en el 0 satisfa:

w(0,E,D\ E) > Cw(0, Epeq,D) = C|E,q4l,

on E,..q €s la projeccio radial de E a OD.

4.2 Necessitat

Es tracta de provar que si {z,} és una successi6é d’interpolacié, llavors existeixen con-
tants M > 0ia < 1 tals que #{z;, : B(21, 2,) <1} < M2% [ =1,2,... i per tot punt z,
de la successio.

La demostracié de la necessitat consta de dues etapes:

19
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(1) Veurem que ens podem reduir al cas z, =0

(2) Aplicant Harnack i el Lema de Hall obtindrem #{z; tal que [(z,0) < I} <
M2 =12, ..

Veiem (1):

Suposem que {z,} és d’'interpolacié per har™ (D). Fem us de la invariancia conforme
del problema d’interpoacid; per cada z, podem considerar un automorfisme del disc,
Tn D — I que envia el punt z, al 0.

La successio {Zx } := {7n(2x) }r és també una successié d’interpolaci6 per hart (D), i
a més a més, f{z tal que B(zk, 2,) < I} = #{Z; tal que B(Z,0) <}

Aixi doncs ens hem reduit al cas z, = 0; només cal comprovar que §{zj tal que 3(z,0) <
Iy < M2t 1=1,2,....

Veiem (2):

Donada {z,} una successié d’interpolacié amb zy = 0, volem veure que
#{z tal que B(z,0) <1} < M2% 1=1,2, ...

U}O:l

Si interpolem els valors { W — 9:B(020) o Per hipotesi, existeix una fun-
=

per n >
cié u € hart (D) que interpola aquests valors, és a dir, u(z,) = w, per n=0,1,...

Per cada z,, considerem @), el cub diadic tal que z, € T(Q,,) i fixada [ > 0, definim
A(l) =4k : 1 < B(2,0) <1+ 1}. Aplicant el lema 4.1.1 al punt z=0 i la propietat de
subadditivitat de la mesura harmonica, obtenim:

Z ¢y 258(0:2k) w(0,T(Qr), D\ UkeayT(Qr)) >

kEA(l)
> Cy 27 w(0,UreayT(Qr), D\ UreayT(Qx))
Ara apliquem el Lema de Hall 4.1.2 al conjunt Upe )T (Qr) C D i tenim que
1> Cy 2% Projrea Useagy T(Qx))|

Per I'observacié 1.2.4, existeix una constant K que només depen de la constant de
separacié de la successi6 {z,} tal que donat k € A(l) es té que #{j € A(l) : T(Qx) N
T(Q;) # 0} < K. Per tant el darrer terme de la férmula anterior pot ser acotat
inferiorment per

Cl 2 ) T UQr) = Cr 2t Y 27 =y 26 gk € A1)}

keA(l) keA(l)

Es a dir, prenent a = 1 — ¢, tenim

1 Qi
ke A()} < G2 :
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Llavors

20(

204[ — M2al
Cy(20 — 1) ’

e tal que Bz, 0) < 1} = S 4{k € Alg)) <

com voliem demostrar.

4.3 Lemes per demostrar la suficiéncia

Enunciarem dos resultats auxiliars que utilitzarem per demostrar la suficiencia del te-
orema;

Lema 4.3.1. Donada una successio separada {z,} € D que compleizi (3.3), és a dir,
#{ 2 tal que B(z, 2,) <1} < M2%, V2,V > 0

i donat g9 > 0, existeiz una familia de conjunts {G,, n =1,2,...} C ID, disjunts dos
a dos tals que per N suficientment gran es compleix:

(a)

W(2n, Up:B(zp,2n)<NGE) > 1 — €0 pertot  z, € {zn}n (4.1)
(b)
Z N B(zk:2n) w(zn, Gr) <eo  pertot z, € {z,}n, (4.2)
6(zkyzn)2N

onn >0 depén de ey i dels quantificadors M, « de (3.3) .

L’espai de funcions harmoniques i positives té estructura de con. El resultat que
presentem a continuacié és un teorema classic en analisi convexa. Pot ser entes com
una versio del teorema de Hahn-Banach per cons.

Lema 4.3.2 (de Farkas-Minkowski). Siguin w,uy, ..., u,, punts de R". Son equiva-
lents:

(i) Ezisteiven i, ..., > 0 tals que w = Y70 oy u;
g . j < =1, ..
(ii) El sistema { < U > Z %’ 7=

1) , .
’ no té solucio per x € R".
<w,xr >
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4.4 Suficiéncia

Per veure que el lema 4.3.1 implica la suficiencia del Teorema mostrarem primer que
ens podem reduir al cas en que la successié de nombres sigui finita sense control en el
nimero de punts:

Donada la successié de punts {z,} € D, i els valors {w,} > 0, si fixada N > 0
existeix una funcié harmonica i positiva uy amb un(z;) = w; j = 1,..., N, per la
proposicié 1.3.1, existeix una mesura uy positiva a dD de forma que

1— |2

e — 2|

dun(0)
Fent una transformacié de Mobius als punts {z,} podem suposar que z; = 0, i tenim

pn (0D) = un(0) = wy

Aplicant el teorema d’Alougulu-Banach a la successié de mesures {uy}, obtenim una
mesura i que és el lfmit debil d’una parcial {u*}de la successié de mesures. Es a
dir, per tota funcié ¢ continua a la vora del disc, [, ¢ dp* tendeix a | ap © dp. Ara
només cal prendre com a funcié ¢ el nucli de Poisson P, i es comprova facilment que
la funcié u(z) definida com u(z) = P,[dp] interpola els valors w,, als punts z, per n=1,...

Un cop vista la reduccié al cas finit, és convenient estructurar la prova de la sufi-
ciencia en tres etapes:

(1r) Veurem que la condicié (3.3) implica que estem en les hipotesis del teorema d’in-
terpolacié per funcions harmoniques i acotades al disc de L. Carleson i J. Garnett [CG1].

(2n) Donada una particié {z,} = T'US, aplicant el lema 4.3.1 obtindrem una funcié
harmonica i positiva que complira

u(zp) > wy, si 2z, €T

4.3
u(zp) < w, siz, €S (43)

(3r) Fent un raonament amb el Lema de Farkas tindrem el teorema demostrat.
Veiem (1r):

Hem de veure que la condicié (3.3) implica que estem en les hipotesis del teorema
d’interpolacié per funcions harmoniques i acotades al disc [CG], és a dir, que existeix
gna constant C' > O tal que ). _(1—|z,|) < C(M, ) [(Q) per tot quadrat de Carleson

Donat z € D qualsevol, denotem per Q(2) el quadrat de Carleson de forma que z és
el centre de la seva tapa interior,

QRE)={re”: 0<1—r<1—|Z], Arg(Z) —7(1 —|Z]) < 0 < Arg(Z) + (1 — |Z])}
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Considerant la seva descomposicié diadica, siguin Q)g, @)1, ... els subcubs diadics ma-
ximals tals que T'(Qx) N{z,} # 0. Fixat m € N, sigui 2™ un dels punts de T'(Qy,,) N{z, }
i definim A(l) = {z, : B(zn, 2™) ~ 1, 2, € @ }. Llavors

DU=lmh <D ) A=z <D > 27UQm) <

2n€Qm >0 z,€A(l) >0 z,€A(l)
o M
<;M2l llQm):wl(Qm):C(M,a) UQm)

A més a més, com que la maximalitat implica que els quadrats {@,,} sén dos a dos
disjunts, es té que

D=z =>" Y A=l <D CM, a)l(Qn) < C(M, a)l(Q)

Zn€Q m>0 2, €Qm m>0
Veiem (2n):
Fixada una particié {z,} = T'US hem de construir una funcié u que compleixi (4.3).

Com que els punts {z,} compleixen la condicié de Carleson, podem aplicar el teo-
=1 ' T
rema 2.2.3 de [CG1]. Prenem { n St En €
a,=—1 si z,€8
interpola els valors {a,}, als punts {z,},. A continuacié reescalem per obtenir una
funcié h acotada per 1. Definim la nova funcié com

i aixi obtenim h € h*(D) que

h

[

D’aquesta forma, ||| = 1 si 6 = 1/|[|s,

hzp) > si z, €T
{ hzp) <=8 si z, €8 } (4:4)

Donat gy > 0 a escollir, prenem els conjunts {G,} i N > 0 que verifiquin el lema
4.3.1 i definim

z 1 h +h —_
z) Ek wy Py ( + E wk/ € z|2 + h(§)) o
A continuacié verifiquem que aquesta funcié u compleix

(4.3) { u(zn)

u(zn)

w, St z,€T
w, st z, €S8

IN IV

Fixat z,, escrivim u(z,) = (I) + (II), on

M= 3w Poly, (1+0)

k:B(2k,2n)<N
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M= 3w P, L+H)

k3ﬁ(zkzzn)>N

(IT) és un terme d’error:

La condicié de regularitat sobre els valors a interpolar ens déna que

Wk < 9¢ Blzr,zn)
Wy,

Fixem 0 < € < i on 7 és la constant que apareix al lema 4.3.1. Com que |||~ < 1,

(1) = Z wy P, (XGk<1 +h)) < wy Z 2° Hlenszn) pZ"<XGk(1 +h)) <

k:B(2k,2n)>N k:B(zk,2n)>N

< 2w, Z 9 B(zk2n) w(zn, Gi)
k:B(zk,2n)>N

Aplicant (b) del lema 4.3.1 obtenim que (1) < 2eqwy,.
Estimem el terme (I):
Aqui els punts {z;} rellevants compleixen que (3(zx, z,) < N, i per la condicié (3.2),

97N < IR < 9N
S

Aixi doncs, si denotem per E,, = Uy.3(s,,2,)<n G, deduim que

2N Py (x,, (14 1) < (1) <2V, P, (3, (14 1)

Per l'apartat (a) del Lema 4.3.1, w(z,,0D \ E,) < €. Per tant,

P (x, (1+h)=P,(1+h) =P, (X, . (L+ 1) > (1+h(z)) = 22,

OD\E,

Conseqiientment, 27N w,, (1 + h(z,) — 2e0) < (I) < 2Nw, (1 + h(z,))

Ara,

(a) si {z,} € T, tenim que h(z,) >4 i per tant (I) > w, 275N (14§ — 2¢0)
En aquest cas, u(z,) = (I) + (IT) > w, 27V (1 +§ — 2¢&)

(b) si {z,} € S, tenim que h(z,) < —¢ i per tant (I) < 25V w, (1 — §). Per tant,

u(zy) = (1) + (I1) < w, 27V (1 = 8) + 2g0w, = w,, (2°V(1 — ) + 2&9).

Prenent ¢g i € prou petits (50 < g ie< % 1092(2—55)), obtenim que aquesta funci6

52

u compleix les desigualtats de (4.3):
{ u(zp) w, st z, €T
u(zp) w, st z, €S8

IN IV
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La idea és que 0 es manté fixa mentre que els altres quantificadors ¢q i € poden fer-se
arbitrariament petits.

Veiem (3r):

Siguin {z,})_, i {w,})_; complint les hipotesis (3.2) i (3.3) del teorema respecti-
vament (tal i com hem vist a I'inici de la prova de la suficiencia ens hem reduit al cas
en que la successié de punts {z,}, és finita pero sense tenir un control en el nombre de
punts).

Donada una particié de la successié {z,} = Ty U Sk sabem que existeix una funcié
ur € h™ (D) tal que

uk(zn) > w, st z, €T}
up(zn) < w, st z, €Sy }

Veurem que existeixen ay > 0 tals que u = > agug compleix u(z,) = w, per tot
zp € {z,}. Es a dir, veurem que {w,} = >, ap{ur(z,)}.
Aplicant el lema de Farkas 4.3.2 hem de veure que si z = (21, ...,zy) € RY compleix
N
Z ug(z,) T, <0, per tot k, aleshores:

n=1

N
Z Wy, Tp, <0 (4.5)
n=1
Definim F = {z, : z, > 0}. Llavors podem posar {z,} = F U F°, i pel segon pas,
existeix u € har™ (D) tal que

ur(z,) > w, si z,€F ésadir, z,>0
ur(z,) < w, st z,¢F ésadir, x, <0

[ d’aqui és immediat comprovar que x,w, < x,ur(z,) per tota n. I per tant,

anxn < Zuf(zn):cn <0 per hipotesi.

El lema de Farkas 4.3.2 ens proporciona uns coeficients {ay > 0} de manera que la
funcié u(z) = Son_, o up(z) € ht(D) 1 interpola els valors {w,} als punts {z,}. Aixi
doncs, per acabar la prova, tinicament fa falta demostrar el lema 4.3.1.

4.5 Demostracio del Lema 4.3.1

Donats z; € {z,}, z€ D, C; >0 amb C(1 — |z|) < 1 definim:
I, = {eiG : \97A7:‘gz;c| <1— |z
Qz)={re?: 0<1—r<1—|z], Argz —m(1 —|z|) <0 < Argz + (1 — |2])}
CiQ(z) = {re? : 0 <1—1r < C(1—z]), Argz — Cim(1 — |2|) < 0 < Argz +
Cim(1 = [2)}

Abans de demostrar el lema 4.3.1 enunciarem i demostrarem alguns lemes tecnics:
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Lema 4.5.1. Fizat ey > 0, podem triar My = My(go) > 0 prou gran per tal que

€o
Myly) >1——, k=1,2,.. 4.6
w(zr, Moly) > 100 )4 (4.6)
Demostracio. Mirem la mesura harmonica al complementari del conjunt:

1-— |Zk|2 2 dt
OD\ Mo I |6 Zk| {e?t: [t—Argzg|>mMo(1—|2k|)} |6 Zk|

Utilitzem que [t — Argz;| < C |e — et Ar9%| < O |e — 2| + C (1 — |2;]) per certa
constant C' > 0 i deduim que el darrer terme pot ser acotat superiorment per
dt 1— |Zk’2 2
a-taby [ s < o <o
feits et -zl >("Ma 1)1y € = 2l T (TG - (1= |a]) T FEr -1

[e]

Per tant, w(zg, Moly) = 1 — w(zk, 0D \ Mol) > 1 — WMﬁ - > 1 — g si prenem
o
M,y > QOSOCTF -
L]

El segiient resultat és analeg a ’observaci6 1.2.2.
Lema 4.5.2. Fizada M > 0, existeix una constant C(M) > 0 tal que per tota parella de
punts z,w € D amb 20M (1—|z]) < 1iw € 20MQ(z), llavors ‘B(z,w) — log, <11_—‘|2\‘>‘ <
C(M)

Demostracio. Fem alguns calculs:

1+ =2 z—w z—w |
= logy———2 = 9] 1 . 1— =)+ (1
Bz.w) = o2 = 2ogs (14| T ) — o ( 0P <
Observem que
1 —wz? > (1= |2]jw])® > (1 — |2])*
i que
1 1 : , 1-— .
|1 _wz| < |: . Z| < ’: . ezArgw| + |61Argw i Z| — ﬁ + |€zArgw —Z| <
w w |w]
20M (1 —
< % + (20M7 + 1)(1 — |z]) = (40M + 20M 7 + 1)(1 — |2|)
Per tant,
(1)2000n0§00§2
_ (1=]=»)(A—|w[?) 1 (A=) A=|w[*) _ c -]zl ) _
(1) = ~logs* =i — < ~logegy—aye — = logetmpayiimay + log2 <1—|w|> =
Cs + logs (11__—||wz‘|>, on —2 < Cy < 2logy (40M + 20Mm + 1)
Es a dir,

B(z,w) = C3+ logs (1_—|Z|>

1 — |w]|
amb —2 < C3 <2+ 2logy (40M + 20Mm + 1).
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Lema 4.5.3. Fizada My > 0, existeix una constant é’(Mg) tal que per tota parella de
punts z,w € B amb 2] < [w], [z—e4"0] < 63y(1—2), Havors |B(z.w) — logs (1=}

1—[w]|

C (M)
Demostracio. La demostracié és analeg a ’anterior utilitzant:

1 — |w|

|wl

+ |€iA7’gw . Z| <

1 1 . .
|1 —@z| S |% o Z| S ’% o ezATgw| + lezArgw o Z| —

1| _
< gy 6Mo(1— J2]) = (24 6M)(1 ~ )

]

La construccié dels conjunts {G,} que verifiquen les condicions del lema pot ser
estructurada en tres etapes:

i) Fixat § > 0 petit, construccié de certs punts 2] (k) € D amb L., C Ly i

Z 1—|20(k)| <81 — |zk|) per tot z € {z,} (4.7)
zn € 20MoyQ(2k)

ii) Construccié d'uns conjunts Ej, C 9D amb EyNE; = 0 si 5(z, z;) > C(N) tals que

€0
Ey)>1—— 4.

iii) Construccié dels conjunts disjunts G,, que compleixin (4.1) i (4.2).

Veiem i):
Aplicant el lema 4.5.1, fixat g9 > 0, triem My = My(eg) > 0 prou gran per tal que

€0
Myl )>1——, k=12, .. 4.9
(.U(Zk, 0 k) = 1007 ) <y ( )

Observem que si N = N (M) és suficientment gran respecte My i

z € 20MyQ(zx) amb B(z, zx) > N (4.10)

1—|z|

Mo)—N
1|z ’

és petit, de fet menor que 2¢(

llavors utilitzant 1'observacié 1.2.4,

Sigui v = 7(«) > 0 un ndimero petit. Per cada z; considerem els punts z, € {z,}
complint (4.10) i definim 2 (k) com el punt de D complint:

Arg(zn) = Arg(z)(k))
Bz (k), zn) = ¥B(2k, 2n)

|22 (k)] < [z
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Figura 2. Construccié dels punts z) (k).

Observem que fixat v > 0, si N = N(v, M) és suficientment gran (respecte M, i

1/7), tenim que %’Zf‘)l és petit. De fet, utilitzant que B(2)(k), z,) = v6(2k, 2n) 1 €l

lema 4.5.2 amb (2, 2,,) 1 amb (2] (k), z,,), existeix C' > 0 tal que

1-— 1—|27(k 1-—
C_l’YlOgg ’Zk‘ SlOQQ ’Zn( )’ SC’YZOQQ ‘Zk|
1 — |z 1 — |z 1 — |z

O dit d'una altra manera,

<1 — yzk|)cl7 Pl G <1 - |Zk|>07 (4.11)

1 —|z,| 1 —|z,| 1 —|z,|

Aixi doncs,

> (11220 < (1 |=)) y (1 |zal)' =7 =
Zn € 20MoQ(2x) Zn € 20MoQ(2k)
B(zn, 21) > N B(2n,21) > N

=(1— |z > (1—|za))' ="
I=N 2, € 20MoQ(2)
J<PB(zn,zk) <j+1

Utilitzem ara que pels punts z, que apareixen al segon sumatori, 1 —|z,| &~ 277 (1 —|z|),
més concretament, 1 — |z,| < K(My)277(1 — |z;|). Llavors el doble sumatori anterior
es pot acotar superiorment per

2N(a+C’Y—1)

K(Mo)(1 — |z]) Y S M 229 2770790 < M K (Mp)(1 - k) e =
j=N

= K (Mo, M, a, 7)2N@TOD (1 — |z]) < 6(1 — |z]),
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prenent v prou petit per tal que a +C~vy—1 < 01 N prou gran, tenim doncs el resultat
(4.7) desitjat:

Z 1—|20(k)| < 8(1 — |z|) per tot z; € {z,}
Zn € 20M0Q(Zk)
B(zn,zk) > N

Veiem ii):

Hem de construir uns conjunts Ej amb w(z, B) > 1 — 58
Per cada 2)(k) considerem I)(k) = {e% : WATTM < 1 —|zY(k)|}. Observem que
I D I, i utilitzant el lema 4.5.2,

’Iﬁ(k')‘ _ 1 - |Z|;{<k|)| > 98z (k),20)=C(M) _ 9vB(2k,20)—C(M) » 9gyN-C(M) _, quan N — oo
I, 1— 1z, — -

Fixada My, per cada k, denominem i definim

2] > [2k]
B(k)={ z.: B(zk,2,) >N }
Zn € QMOQ(Zk)

Definim ara els conjunts
By =M\ | J I)(k)

zn€B(k)

Fixada g9 > 0, triant M i N prou grans i 7 prou petit, veurem que w(zx, Ey) > 1 — 8.
Per aix0 trencarem la mesura harmonica en dos termes (I) i (II),

Wz, By) = w(ze, Moly) —w(ze, | (k) = (I) — (1])
zn€B(k)

Utilitzem l'estimaci6 (4.7) per acotar (II):

1 — |z]? dt 1 — |z|* dt 1 dt
0= [ A S z/ et S T 57 S
UL (k) et — z|?2 27 — Lk et — 2|2 27 — 11— A (k) 27

— |20 (k)| < Co

I amb aquesta estimacio i utilitzant (4.9) per estimar (I) obtenim

€o €0
E)>1—--2 _cs>1-22
wizk Br) 2 1= 705 =710

prenent d prou petit (és a dir, M i N grans i v > 0 petita).
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Veiem iii):

Ordenem la successié {z,} de forma que {1 — |z,|} sigui una successié decreixent i
per cadascun d’aquests punts z, construirem els conjunts disjunts {G,} amb G, C E,
de forma inductiva complint:

W(Zn, UkiB(zr,2n)<NGE) = 1 — €0 (4.1)

Yo 2 (2, Gy) <&, (42)

k:ﬂ(zkyzn)ZN

Definim G; = E; que compleix w(z1,Gy) > 1 — &g per (4.8)

Suposem definits G, ...,G,_1 i anem a construir GG,. Considerem dues possibles
situacions:

(1) Si B(zn, {#1,--+s2n—1}) = N, definim G,, = E,,. Observem que

* W(2ns UpiBeg,z)<NGE) = W(2n, Gn) = w(zn, Bn) > 1 —€g per (4.8) i per tant (4.1)
es compleix en aquest cas.

* Comprovem que G, NG = 0 si k < n. Com que E, C Myl,, n’hi haura prou
veient que Myl, N E, = 0 per k < n. Considerem dos casos:

(a) Si z, € 2MyQ(zx) Nlavors Ex, N Myl, = 0 ja que Mol,, C IV (k), B(zn, 2x) > N i
Ey = Myl \ UI) (k)

(b) Si 2z, ¢ 2MyQ(zy), com que |z,| > |z| Navors Myl, N Mo, = 0. Si no, es
compliria que |Argz, — Argz,| < 2My|1I;| i conseqlientment z, € 2MyQ(z).
Per tant F, N Myl,, C Myl N Myl,, = 0

(2) Si B(zn,{#1, s 2n—1}) < N considerem F,, = {k € [1,....,n—1] : Bz, 2,) < N} i
distingim dos subcasos:

i) Si /w(zn, Uker, Gr) > 1 — &g, prenem G,, = 0.
*Esclar que G, NG, =0sik=1,...n—1
* 1 també que w(2p, Up.g(zy,2)<nGr) = 1 — €0

i) Siw(zn, Uker,Gr) < 1 — &g, prenem G,, = E,, \ Uger, Gk,
* W(2Zn, Uk B(zem)<NGE) = w(2y, By) > 1 —€o  per (4.8)
% També és cert que G, NG, = 0 per k =1,....n — 1. En efecte, si k € F,, és
obvi. Si k ¢ F, llavors B(zy,, 2zx) > N i fent un raonament com en el primer
cas en que 3(z,,{z1, ..., 2n_1}) = N, tenim que Ej, N Myl, = (). Finalment,
utilitzant que Gy C Ey i G,, C Myl,, obtenim el resultat desitjat.
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Ara ja tenim construits els conjunts G,, inductivament. Ja hem vist que sén disjunts
i que compleixen (4.1). Només falta comprovar que aquests conjunts compleixen (4.2).
Es a dir, que

o 210 (2, Gy) < e per tot z, € {2}
ki) 2N

Partim aquesta suma en tres termes A, B i C corresponents als punts z; tals que:

2M0]k N M()In = @ en B

{ 2z, € 20MoQ(z,) en A
la resta en C

Tenim doncs,
Z 21 BGkE) (2, G) = A+ B+ C

k:B(zk,2n) >N

Analitzem cada terme per separt. Als dos primers utilitzarem que w(z,,Gy) <
C(M¢y)27P@2) si 2. esta en les condicions d’(A) o de (B). Al tercer terme farem ts de
la constant v > 0.

1) El primer terme:
(A) = Z o1 BGrEn) (2, Gy

k oz € 20MoQ(2y)

Analitzem els termes que hi intervenen:
1—|2,% dt 1 —|z,]? dt 1—1z
w(zank> :/ %_ < / %_ < C(MO)J
G, et — zp|? 27 Moz, 1€ — zn|? 21 1 — |z,
D’altra banda, si z, € 20MQ(z,), pel lema 4.5.2, tenim que

- |Zn|
1 — |zl

B2k, 2n) < C1(My) logs

Utilitzem doncs aquests dos fets per acotar el terme (A):

1— |2 n C1(Mo) 1— |z
< M) —— 12kl
ws X (TE) I
k:zp € 20MoQ(2,)
6<Zkvzn) > N
= (1-— ’zn’)ncl(MO)*l C(My) Z Z (1 — |z)t" C1(Mo)

=N k2 € 20MoQ(2,)
J< Bz, 20) <j+1
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Fent servir que 1—|z;| < K(My)277(1—|z,|) pels punts z; que apareixen al sumatori
anterior, (A) s’acota per

(1 — |2n|)7701(M0)—16«<M0) Z Moo 2—j(1—7701(M0))(1 _ |Zn|)1—n01(M0) _
j=N

= O(Mp)M Y 2701 (Mo)=e) < 53_0

Jj=N

triant 1 prou petita per tal que a — 1 +nC;(Mp) < 0 i N prou gran.

El segon terme:

(B) = Z M B(zks2n) W(Zn, Gk)
k - 2M0[k N MO[n = @
ﬁ('zkazn) > N

QM(]Ik N M(]In - @

En aquest cas, } Per tant, si e € Myl},, obtenim

Gk CMOIk
- 1 1 it it 1 it it
11— 2pZk| < = — 20| S| = €[+ ]€" — 2] < (=7 —|a]) + |z — €[ + ] — 2] <
2|1 , ~ .
< [ 2] + CMo|Ii| + € — z,| < Cle™ — 2]

| 2]

ja que My|I| < Kle — z,|. Per tant,

1— |z, dt 1— |z,
n Gr) = —— < O ————= |G| <
(n, Gr) /Gk lett — z, 220 = |1 — zn7k|2| o =

_ 2 . 2
conp Lo mPO =B _ o

|1 — Zn§k|2

Per tant,

o0
(B) < CM, Z 9—B(zk:2n) (1=7) < CM, Z Z 9~ B(zk,2n) (1) <

k: B(zi,2n) >N n=N k: n<f(zx,zn)<nt1

< OMy Y 27020 = CMpM Y 20 < 8—;

n=N n=N

sia—14n <0, és adir, n prou petit i N prou gran.
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3) El tercer terme:

Aqui utilitzarem la constant v > 0 de la construccié dels conjunts {G,,}. Fixada z,,

definim
ﬁ(Zk, Zn) Z N

U(n) = Zp s 2 ¢ 20MoQ(2n)
2Mol, (Mol # 0

(C)= Y 27P0m) (2, Gy)

zr€U(n)

Observem que si 2z ¢ 20MyQ(2,,) 1 2MoI), N My, # 0 llavors |zx| < |z,|. En efecte,
si |zx] > |za|, Havors 1 — |zx| < 1 — |z,| 1 per tant 2MyI, N Myl,, # () implicaria
que |Argz, — Argzp| < 5My(1 — |z,]) 1 per tant 2z, € 20MyQ(z,) que ens porta a
contradiccié. Aixi, els z, del sumatori (C) compleixen |zx| < |z,|. Observem que
com que 2MyI;, N MoI,, # 0, deduim que z, € 3MyQ(zy).

B(zk, 2n) > N

., . > . . )
Per la construcci6 de Gy, tenim que 2 € 3MoQ () implica que Gy, C Mol \I5,"” (k)

i llavors,

(2. G1) / 1— |z, * dt / 1— |z, * dt
w(zn, Gk) = 5o < - <
G, |t — 2,2 2m (teiteMoI\ L (k) 1€ — 2n|? 27

1— |z, dt
< T, s S
(et —za|2C(1-I3 (0} € = 2nf* 2T

<ait- ) | n

> dx 1 — |z,|
o i 1 B (4.12)
1|2k 22 1 — |za(k)|

Aquesta cota és pitjor que la que obteniem per w(z,, Gy) als termes (A) i (B), pero
encara és prou bona pels nostres interessos. El punt és que al terme (C') sumem
sobre "pocs”punts zj.

En efecte, si z;, apareix al terme (C), llavors |zx| < |z,| 1 també 2MyI, N My1,, # 0.
Podem trobar una constant ¢ = ¢(M;) tal que z;, pertany a l'angle d’Stolz I',, =
[',(Mp) amb vertex a e79* i obertura t(My). Comprovem-ho: com que 2Myl} N
MoI,, # 0, tenim que |Argzy, — Argz,| < 5My(1 — |z|) i deduim que

|2, — €795 <1 — |z |+ €797 — 9| <1 — |2 + 5 Mo (1 — |21]) < 6Mo(1 — |2])
Definim V(n) = {zx € Ty, 1 |2&] < |zal, B(2k, 2n) > N} i llavors,
(€)= > 27Cmu(z,, G < Y 277wz, Gy)
zR€U(n) z€V(n)
Utilitzem primer la desigualtat (4.12) i llavors (4.11) i obtenim

C'*l'y
(C) < G Z Q”ﬂ(zkﬂzn)l_—w < Y Z 9nB(2k,2n) (1 - |Zn|)

A = _
€V (n) L= [en (k)] €V (n) L= [zl



CAPITOL 4. DEMOSTRACIO DEL TEOREMA PRINCIPAL

1|2k
1—|zn|"

Si zp € i |2i| < | 2], lavors pel lema 4.5.3, B(zx, z,) < Clogs Aix{ doncs, el

terme (C) ens queda afitat superiorment per

1 _ |Zk| 677—071’}/ 0 1 o |Zk| C?]—0717
e ¥ (=h) e 2 (=)
2€V(n) " j=N k:z,el, "
26| < |2n]

Observem que com que la successio {z,} és separada, la suma interior té com a molt

un nimero fix de sumands. Per tant, §{z € I';, : |2] < |2n|;l < B2k, 2n) < 1+1} <
C*M 1 aixi doncs,

j(Cn—-C~1y) ~ €0

(C) < CsM ) 2 <3

Jj=N

prenent n = n(7y) prou petit per tal que Cn— C;'y < 0 triant N prou gran.

D’aquesta forma (4.2) es compleix i aix0 acaba la prova del teorema.



Capitol 5

Altres resultats

5.1 El problema d’interpolacié per funcions
harmoniques i positives en dimensions superiors

Si ens plantegem el mateix problema d’interpolacié per funcions harmoniques i positives
al semiespai ]Rff“l amb d > 1, es pot veure, amb una demostracié analoga a la que hem
fet al cas del disc, que una condicié necessaria per tal que una successié {z,} sigui
d’interpolacié per h' és la segiient:

Existeixen constants M >0, 0 < a < 1 tals que

t{z, amb B(zp, z,) <1} < M2 pertot z,il=1,... (5.1)

No sabem provar la suficiencia d’aquesta condicié perque no sabem veure que una
successio complint la condicié anterior sigui d’interpolacié per funcions harmoniques i
acotades al semiespai.

Fent una prova analoga a la de la suficiencia, utilitzant els resultats de Carleson i
Garnett [CG1]| d’interpolacié per funcions harmoniques i acotades a Rﬁlfl amb d > 1,
obtenim els segiients resultats analegs als teoremes 2.2.4 i 2.2.5 respectivament:

Proposicié 5.1.1. (Interpolacid per harmoniques i positives a ]Rff“l)
Donada {2, }n una successié separada a R, amb d > 1, sén equivalents:

i) {zn} compleiz la condicio (5.1)
ii) {zn} es pot posar com una unié finita de successions de forma que la unié de

dues d’elles qualssevol és una successio d’interpolacio per funcions harmoniques i
positives

També es pot provar el segiient analeg del resultat de L. Carleson i J. Garnett.

Proposicié 5.1.2. Donada una successié de punts {(zy,yx)} de RE™, suposem que
existeizen unes constants A,a > 0 tals que per tota k, existeiz un punt b, € R, amb
|z, — br| < Ayy de forma que les boles |x — by| < ayy siguin disjuntes. Aleshores per
tota successid de valors positius {wg} complint que existeiz un € > 0 amb

[logawy, — logaw,| < eB(zk, 2n)

per tota parella de punts z,, z, de la successio, existeir una funcio harmonica i positiva
u(z,y) a R que interpola els valors wy, als punts (zy, yx)

35
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5.2 El problema d’interpolacié per H> sense zeros

Sigui H> l'algebra de les funcions analitiques i acotades al disc unitat D := {z € C :
|z| < 1}. Una successié {z;} C D s’anomena successid d’interpolacio (per H>) si per
tota successi6 de valors {a;} € [, el problema d’interpolacié

f(zj) = a; (] = 1727 )7

es pot resoldre amb una funcié f € H*.

Ens interessaria investigar la possibilitat d’interpolar successions {a;} € [*® que no
s’anul-lin (és a dir, que satisfacin a; # 0 per tota j) per funcions f € H* que no s’a-
nul-lin.

Observem que si f € H* i sense zeros, aleshores g(z) = —log(”ﬁf”) = log<|||;(|—|;ﬁ>

és una funcié harmonica i positiva. Si f interpola els valors {w,} als punts {z,} € D
aleshores igual que en el problema d’interpolacié per funcions harmoniques i positives,
la desigualtat de Harnack 1.3.2 déna que

f(85))-(o(£4)

Per deixar espai per a la interpolacio, igual que en el cas de les funcions harmoniques i
positives, introduim la constant € > 0 i definim les successions d’interpolacié per fun-
cions analitiques, acotades i sense zeros de la forma que enunciarem a continuacio.

< B(2n, 2m)

Definicié 5.2.1. Una successio {zn}n € D s’anomena d’interpolacic per funcions H>
sense zeros si per tota successid acotada {wy,}, de valors complexos tal que eristeizen
unes constants € > 0, C' < oo amb

1o 1)) 915

existeir una funcid f € H™ sense zeros amb f(z,) = w, per tota n.

<e¢ 6(Zn7zm> (5'2>

5.3 Solucié del problema

El segiient teorema, que s’obté com a corol-lari del teorema 3.2.1 d’interpolacié per
funcions harmoniques i acotades, ens permet caracteritzar les successions d’interpolacié
per funcions holomorfes, acotades i sense zeros.

Teorema 5.3.1. Una successid {z,}, € D és d’interpolacio per funcions H> sense
zeros st 1 només si existeixen constants M > 0, o < 1 tals que

{2 Blzr, 2n) <1 < M 2% Yz, VI (5.3)
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Demostracio. Comencem amb la necessitat:

Donat 0 < € < 1 i una successi6 {t,} € R* complint
| log(tn) — log(tm)| < eB(zn, 2m), (5.4)

prenem una successiéo {w,}, € C amb ||w,| < Cit, = log(%) pern =1,..1
o) n
aix{ {wy}, compleix (5.2). Per tant, existeix una funci6 f € H®> sense zeros tal que

f(zn) = wy. Definim ara la funcié u(z) = lOg(wc;ﬂ)-

Clarament, per la manera com hem definit els {w,}, u(z) interpola els valors {t,}
als punts {z,}, és a dir u(z,) = t, per tota n. La funci6 u(z) és acotada inferiorment

ja que u(z) = log(ﬁ) > log(ﬁ) = —ky

Resumint, tenim que v(z) = u(z) + k1 € har™ (D) i interpola els valors {t,, + k1 }
en els punts {z,}. Ara actuarem com en la demostracié de la necessitat del teorema
d’interpolacié per funcions harmoniques i positives:

Prenem ¢, = 2°%(®#) que compleixen la condicié (5.4), apliquem el lema 4.1.1 a la
funcié v(z) = u(z) + k1 i obtenim

v(z) = u(z) + ki =Y C (ulz) + ki) w(z T(Qw), D\ UT(Qx)) =

= C (270 4+ k) w(z, T(Qr), D\ UT(Qx))

Avaluem la funcié v(z) en z = 0 i per cada [ > 0 denotem per W(l) = {z : | <
B(zk,0) < 1+ 1}. D’aquesta forma, fent servir 'additivitat de la mesura harmonica,
obtenim:

u(0) + ki = Z C (2770 + k) w(0, T(Qk), D\ Uz ewy T(Qr)) =
zreW (1)

> C (27 + k1) w(0,Usew T(Qr), D\ UT(Qy))
Aplicant el lema de Hall 4.1.2, deduim que

w(0) 4+ k1 > Cy (27 + ki) Z long(Qx) > Cs (27 + k1)2 7 't{z € W (1)}
z€EW (1)

Com que per tot z, € W(l), |Qx] ~ 27, es dedueix facilment que:

{2 tq B0, 2) = 1} < < M 2et,

U(O) + /{51 < 2l ) < U(O) + kl 2(1_6)
C3 k’l + 2el) — C3

on les constants M > 01 a =1—¢ < 1 sén independents de [; només depenen de les
constants que ens donen Harnack i el lema de Hall, la cota inferior de u i la constant e.
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Veiem ara la suficiéncia:

Donada una successio {z,} complint (5.3) i {w, } complint (5.2) per certes constants
e i C, volem trobar una funcié f € H™ sense zeros tal que f(z,) = w, per n =1,2,....

Prenem ¢, = logﬁ. Podem pensar C' > [|w,|| ja que si {w,} compleix (5.2) per

una certa C, també ho complira per C > C. Es clar que la successio {z,} compleix

les hipotesis del teorema 3.2.1 d’interpolacié per funcions harmoniques i positives. Per
1

tant existeix una funcié u € har™ (D) amb u(z,) = log‘w—cn| =log(C) + log(m
1

|wn|

Definim uy = u — log(C) que compleix ug(z,) = log( ) Sigui tp(2) la funcié

harmonica conjugada de u(z). Tindrem que e~ (“0*#%) s una funcié holomorfa i acotada.

A més, e~ (Woti0) (2 ) = |w,| e G = |w,| v, on |v,| = 1. Considerem {—Arg(~,)+
Arg(wy,)} € (0,4m), com que {z,} és una successi6 d’interpolacié per funcions H®*, exis-
teix una funcié g € H* tal que g(z,) = —Arg(v,)+Arg(w,) i conseqiientment, la funcid

h(z) = e "0 ~"0¢i9 &5 una funcié holomorfa, acotada, sense zeros tal que h(z,) = w,, per
tota n.
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