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Sous-variétés

Exercice 1. Montrer que si f(z,y) = 23 — 33, alors 'ensemble M = f~1(0) est une
sous-variété de R? de dimension 1.

Exercice 2. Montrer que ’ensemble V' = {xy = 0} n’est pas une sous-variété.

Exercice 3. Montrer que la courbe g :] — 3, §[— R? définie par
g(t) = sint cost(cost,sint)

est une immersion injective, dont I'image n’est pas une sous-variété.

Exercice 4. L’image de 'application
g(t) = (1)

est-elle une sous-variété 7

Exercice 5. Montrer que la surface de R? obtenue en faisant tourner autour de l'axe
(0z) un cercle centré en (0, R,0) de rayon r contenu dans le plan (y0z) (r < R) est une
sous-variété de dimension 2.

Exercice 6. Soit 0 < r < R. On considére le sous-ensemble suivant de R?
V={(z,y,2) | 2* +9* = R* et 2® + 2> =%}
formé par U'intersection de deux cylindres. Montrer que V est une sous-variété si et seule-

ment si r < R.

Exercice 7. Montrer que le groupe O, (R) des matrices orthogonales est une sous-variété
de M, (R) dont on donnera la dimension ainsi que I’équation de son plan tangent en tout
point. Méme question pour SO, (R).

Exercice 8. Montrer que si M; et My sont deux sous-variétés, alors pour tout (x1,x3) €
Ml X MQ
T(xl,xg)Ml X My = T:lel X TxQMQ.



Exercice 9. Identifions R* ~ C? et posons
f(Zl, ZQ) = (izl, ’iZQ).

Montrer que ce champ de vecteurs est linéaire et tangent a la sphére unité. Déterminer
les courbes intégrales sur la sphere. Montrer qu’elles sont périodiques et obtenue comme
I'intersection de la sphere avec une droite complexe.

Exercice 10. Déterminer les points critiques et les extremums de la fonction hauteur sur
la sphere
h:S?*={2>+y*+22=1} — R

(x,y,2) — =z

Exercice 11. Déterminer les points critiques et les extremums de la fonction hauteur sur
I’ensemble

h:{e? =y =2} — R
(z,y,2) — =z

Exercice 12. Pour s > 0 montrer que ’ensemble
n
M= {z=(x1,...,30) € RL)" | > 2= s}
i=1

est une sous-variété et maximiser alors la fonction f : M — R définie par

2

Exercice 13. Trouver le maximum de la fonction Y ;" ; z7 sur 'ensemble

{(@1, .- mn) € RY)"™ D wy =1},
i=1

Exercice 14. Soit

frRY)? = R
(z,y,2) +— xlogz+ylogy+ zlogz



Déterminer les extrema de f sur la sous-variété V, = {(z,y,2) € (R%)? | z+y+2z—3a = 0}.

Exercice 15. Soit C = {22 + y? = 22} N {z > 0} le céne standard de R3. Nous allons
montrer que celui-ci n’est pas une sous-variété.

Pour cela, supposons que f : U C R? — R soit une submersion de classe C> définissant
C sur un voisinage ouvert U de l'origine :

(0,0,0) e CNU = f~1(0).

1) En utilisant que l'origine est un minimum global de la fonction hauteur h(zx,y, z) = z,
montrer a ’aide du théoréme des extrema liés que
of of

5.(0.0.0) = a—y(o,o,o) =0.

2) On considere la courbe v :]0, +oo[— C C R3 de classe C* définie par y(t) = (t,0,1).
Montrer en utilisant cette courbe que pour tout £ > 0

af of _
B (¢,0,t) + o (t,0,t) = 0.
3) En déduire que
of B
5(07 07 O) =0

et conclure.

Exercice 16. 1) Montrer que ’ensemble
S={2*+y*=1}n{z+y+z2=1}
est une sous-variété de R3.

2) Montrer qu’elle est compacte et déterminer sa dimension.

3) A Taide du théoréeme des extrema liés, chercher les points critiques de la fonction
f(z,y) = 22 + 3% + 2% sur S. En déduire les extrema de cette fonction sur S.

4) Trouver une paramétrisation de S et confirmer que le minimum de f sur S est bien
atteint en exactement deux points.

Exercice 17. Dans le plan euclidien, trouver par la méthode des extrema liés les points
de ’ensemble
{2%+4° =1}

les plus proches et les plus éloignés de 'origine.



Exercice 18. Soit p > 1 un réel. Pour x € R", on note
n
Izl = (O lal?)'/7.
i=1

On souhaite montrer que, pour tout (z,y) € R™ x R",

2+ yllp < llzllp + [lyllp-

Ainsi || - ||, satisfait I'inégalité triangulaire, et définit bien une norme.
1) Montrer que I'on peut se ramener au cas oul = et y sont tous deux des éléments de R’} .

2) Par induction, montrer que I'on peut se ramener au cas ou x et y sont tous deux des
éléments dont toutes les coordonnées sont strictements positives.

3) On fixe a,b > 0. Montrer que

Sap ={(z,y) € RL)" x RL)" | ||zllp = a et |lyll, = b}
est une sous-variété de R™ x R".

4) A Taide du théoréme des extrema liés, chercher les points critiques de la fonction
f(@,y) = llz +ylp sur Sqp.

5) Conclure.



