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1. INTRODUCCIO

L’objectiu d’aquest treball és donar la construccié explicita d’alguns dels
objectes de la Geometria Hiperbolica en un dels seus models, el model del
semipla de Poincaré, amb l’ajuda del programa The Geometer Sketchpad.
Per tal d’assolir-lo mostrarem alguns dels resultats més importants i carac-
teristics de la Geometria Hiperbolica, aixi com els seus principals models.

La Geometria Hiperbolica apareix a partir de 'estudi de la Geometria
Euclidiana. Ja des de I’época dels babilonis i egipcis s’havia estat estudiant
la Geometria Fuclidiana i es coneixien algunes de les propietats de les figures.
Els grecs van seguir buscant nous resultats, a partir de I’experiencia, que
els podien ser utils perod també van introduir el concepte de demostracio
matematica. Van adonar-se que per afirmar la veracitat d’un enunciat, molt
millor que provar-lo empiricament, és donar un seguit d’afirmacions, que ja
es coneguin certes, de manera que es relacionin entre elles, de manera logica
i sense contradiccions i arribin a afirmar ’enunciat que voliem provar. Amb
aquesta idea, cap al segle II a.C., Euclides va donar els fonaments de la
Geometria Euclidiana a la seva obra Elements que esta distribuida en 13
llibres. En els Elements es comenga demostrant resultats de la geometria
plana (llibres I-IV) i s’acaba construint els cinc solids regulars: tetraedre,
cub, octaedre, dodecaedre i icosaedre (llibre XIII) passant per temes no
estrictament geometrics com la teoria de proporcions i de nombres.

Pels objectius d’aquest treball, ens interessa centrar-nos en el llibre I.
L’estructura general consta d’una primera part axiomatica, amb definicions
dels elements basics de la geometria com punt, linia, angle,... postulats i
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nocions comunes i una segona part amb proposicions enunciades i demos-
trades a partir dels axiomes. Les nocions comunes sén enunciats certs que
fan referéncia a les magnituds. Per exemple, afirmen que: “les coses iguals
a una mateixa cosa sén també iguals entre elles”.

Els postulats que va utilitzar Euclides i que també ens basarem en aquest
treball son el cinc segiients:

(1) Es pot tracar una unica recta que passa per dos punts
diferents.

(2) Tota recta es pot prolongar indefinidament.

(3) Donat un punt qualsevol, que prenem com a centre, i una
distancia qualsevol, que prenem com a radi, podem tracar
una circumgferéncia.

(4) Tots els angles rectes son iguals.

(5) Si una recta talla dues rectes formant a un mateix costat
angles que sumen menys de dos rectes, les rectes es tallen en
el costat on aquesta suma és menor de dos rectes.

Clarament el cinque postulat té un enunciat molt més complex que els
altres quatre. Per aix0, des de sempre ha plantejat la segiient qiliestié: és
possible demostrar-lo a partir dels altres axiomes?

Aquesta pregunta va sorgir també a partir de dos altres fets. Per una
banda, Fuclides va poder evitar utilitzar el cinque postulat en moltes de
les demostracions de les proposicions, de fet, no el va utilitzar fins a la
demostracié de la proposicié 29. Per altra banda, a la proposicié 17 es
prova el reciproc del cinque postulat, és a dir, que la suma de dos angles
d’uns triangle és menor de dos rectes.

Veient aquests fets, es van comencar els intents de demostrar el cinque
postulat a partir dels altres pero tots aquests, obviament, van fracassar. En
un principi es provava de demostrar directament, és a dir, es buscava una
demostracié constructiva, fins que Nikolai Lobatxevski (1793-1856) en 1829
va plantejar la demostracié provant el contra-reciproc. Va suposar que el
cinque postulat no era cert, concretament, va anunciar la seva negacié de
la segilient manera: existeixen una recta r i un punt P que no pertany a
la recta tals que per P passen al menys dues rectes que no tallen r; i va
comencar a donar resultats que s’obtenien a partir del sistema d’axiomes
obtingut d’afegir aquesta afirmacié (coneguda com axioma de Lobatxevski)
als altres quatre postulats. Lobatxevski esperava trobar alguna contradiccio
en algun dels resultats perd no va ser aixi. Quan anava avancant s’anava
convencent de que estava construint una nova teoria, una nova geometria,
la Geometria Hiperbolica. Per tant, el que volia provar ja no era que es
trobava alguna contradiccié sind que cap dels resultats que es podia arribar
a obtenir entraria en contradiccié amb els altres, és a dir, volia demostrar
que la geometria que estava construint era consistent. Lobatxevski ho va
intentar comprovar reduint la solucié de qualsevol problema geometric a
un d’aritmetic. A partir d’aqui va deduir les féormules de la trigonometria
hiperbolica. De totes maneres posteriorment es va demostrar més rigoro-
sament la consistencia de la geometria de Lobatxevski. En 1868, Eugenio
Beltrami, va donar un model euclidia de la Geometria Hiperbolica, és a dir,
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va donar un model on sén certs els cinc postulats. El model de Beltrami és
el model projectiu que definirem a la 'apartat 3.3.1.

Janos Bolyai, en 1832, i Carl Friederich Gauss, en 1824, també van arribar
als mateixos resultats que Lobatxevski i per procediments semblants pero
es considera Lobatxevski com a principal autor perque: Gauss sembla ser
que no va voler publicar ni donar la seva opinié per no ser incompres ja que
a ’época no es podia acceptar una geometria diferent a I’euclidiana, que no
respongués a l'experimentacié de la realitat i; Bolyai, en veure que no es
reconeixia el seu treball va desistir.

De totes maneres, perod, no podem oblidar els treballs de Saccheri, Lam-
bert i Legendre. Aquests es considera que van ser els primers de treballar
amb la Geometria Hiperbolica, només els va faltar el fet d’acceptar que hi
pot haver una geometria que no es correspon amb la intuicié que es té de
la realitat. La demostracid, per provar que podem ometre el cinque postu-
lat i posar-lo com a teorema, que feia Saccheri es basava en considerar un
quadrilater amb dos angles rectes. Els altres podien ser aguts, rectes o ob-
tusos. Si provava que no era possible que fossin ni aguts ni obtusos llavors
serien rectes i hauria quedat demostrat el cinque postulat. Perd només es
pot demostrar, per arguments logics, que els angles no poden ser obtusos.

Pel cas dels aguts no existeix tal demostracié, de fet, si s’accepta aquesta
hipotesis obtenim la Geometria Hiperbolica. Saccheri va voler demostrar que
no és possible que els angles siguin aguts i per fer-ho va haver d’apellar a
fets com que: “contradiu la naturalesa de la recta”. En canvi, Lambert, que
també va fer una construccié semblant, en veure que no ho podia demostrar
per raonaments logics va afirmar que potser: “la hipotesis és valida en alguna
esfera imaginaria”.

Legendre, per la seva part, va deixar resultats referents a la relacié entre
la validesa del cinque postulat i la suma dels angles interns d’un triangle,
com veurem a l’apartat 2.2.2.

Centrant-nos ja en 'estructura d’aquest treball, cal comentar que, per tal
d’assolir el nostre objectiu, hem distribuit el treball en tres d’altres secci-
ons. Primer de tot, a la segona seccid, s’estudien algunes de les propietats
de la Geometria Hiperbolica. L’objectiu d’aquesta seccié és mostrar les di-
feréncies més importants entre la Geometria Hiperbolica i I’Euclidiana, és a
dir, les conseqiiéncies que es tenen de no considerar 'axioma de les paralleles
siné la seva negacid. A la tercera seccié es descriuen quatre models del pla
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hiperbolic: el model del semipla de Poincaré, del disc de Poincaré, projectiu
i de I’hiperboloide. El model del semipla de Poincaré, per ser el que utilit-
zarem a la secci6 4, es descriu, amb més detall, el seu funcionament: quines
corbes de la Geometria Euclidiana fan el paper de rectes hiperboliques i per
que, quines sén les aplicacions del pla que es consideren les isometries, com
podem pensar les nocions de distancia, angle,...

Finalment, a la quarta seccié es dona la construccié que hem fet amb el
programa Sketchpad dels objectes geometrics fonamentals de la Geometria
Hiperbolica en el model del semipla de Poincaré. En aquesta seccié també es
deixen algunes preguntes com a proposta al lector perque les pugui estudiar
a partir de les eines descrites en aquesta mateixa seccio.

Per provar els resultats de les seccions 2 i 3 suposarem que el lector esta
familiaritzat amb els resultats de la Geometria Absoluta. Es a dir, que
es coneixen els resultats que es dedueixen dels quatre primers postulats
d’Euclides o, si, a diferencia del que hem considerat en aquest treball, es
pensa amb els axiomes de Hilbert, els resultats que s’obtenen dels axiomes
d’incidencia, ordre i congruencia.

2. GEOMETRIA HIPERBOLICA

En aquesta seccié donarem una definicié axiomatica de la Geometria Hi-
perbolica plana a partir dels axiomes d’Euclides. Aquests axiomes que defi-
nirem seran els que, posteriorment a la seccié 3, utilitzarem per comprovar
que els models de la Geometria Hiperbolica que donarem realment defineixen
la Geometria Hiperbolica, és a dir, compleixen els axiomes.

Una vegada fixats els axiomes donarem, a l'apartat 2.2, un seguit de
propietats de la Geometria Hiperbolica que la distingeixen de la Geometria
Euclidiana. Totes aquestes propietats les obtindrem a partir de la negacié del
cinqué postulat, que sera un dels axiomes que postularem per la Geometria
Hiperbolica plana.

2.1. Definicié. Els axiomes que considerarem en parlar de Geometria Hi-
perbolica seran els quatre primers postulats d’Euclides (o els axiomes d’in-
cidencia, ordre i congruencia) i 'axioma de Lobatxevski, és a dir, considera-
rem els axiomes que defineixen la Geometria Absoluta i hi afegirem I'axioma
de Lobatxevski, el que ens caracteritzara la Geometria Hiperbolica ja que
ens assegura l’existencia d’un punt i una recta pel que hi passen al menys
dues rectes que no la tallen.

Definicié 2.1. La Geometria Hiperbolica és l’estudi de les consequéncies
que s’obtenen a partir del segilient sistema azxiomatic:

Azioma (1) Donats dos punts diferents A i B, existeir una unica recta r
tal que A pertany a r i B pertany a r.

Azioma (2) Tota recta es pot prolongar indefinidament.

Azioma (3) Donat un punt qualsevol, que premem com a centre, i una
distancia qualsevol, que prenem com a radi, podem tracar una circumferéencia.



TALLER DE GEOMETRIA HIPERBOLICA 5

FIGURA 2
Axioma (4) Tots els angles rectes son iguals.

Azioma (5) Existeizen una recta v i un punt P que no pertany a la recta
tals que per P passen almenys dues rectes que no tallen .

Observem que la definicié de Geometria Hiperbolica plana que hem donat
és la mateixa que donariem per definir Geometria Euclidiana plana només
canviant 'axioma del parallelisme per I’axioma de Lobatxevski que, tal com
hem comentat, és una negacié del primer. Aixi doncs, ara estudiarem quines
sén les conseqiiencies que es desprenen de la negacié del cinque postulat.
Primer de tot, pero, cal comentar que també es podria haver negat el cinque
postulat afirmant que podem trobar una recta i un punt exterior a ella pel
que no passa cap parallela. Si substituim aquesta afirmacié per la negacid
que va fer Lobatxevski obtenim que el sistema d’axiomes que ens queda
no és compatible, de totes maneres, si es canvien lleugerament els primers
axiomes llavors si que obtenim un sistema d’axiomes sense contradiccions
que ens déna lloc a la geometria elliptica una de les altres geometries no-
euclidianes.

Per tant, considerant la negacié del cinque postulat que va fer Lobatxevski
podem comencar a estudiar quines conseqiiencies en podem deduir.

2.2. Conseqiiencies de la negacié del cinque postulat. L’enunciat ori-
ginal del cinque postulat d’Euclides, és a dir, la manera com Euclides va
enunciar el seu cinque postulat és la segiient:

(E) Si una recta talla dues rectes formant a un mateiz costat angles que
sumen menys de dos rectes, les rectes es tallen en el costat on aquesta suma
és menor de dos rectes. (fig. 2)

De totes maneres, tenim diversos enunciats equivalents al cinque postulat.
La negacié de cada un d’aquests altres enunciats ens permetra trobar, de
manera més directa, conseqiiencies de la negacié d’aquest cinque postulat.
Direm que un enunciat és equivalent al cinque postulat si es compleixen els
dos fets segiients: pot ser demostrat a partir dels axiomes de la Geometria
Euclidiana i ens permet demostrar el cinque postulat a partir dels quatre
primers axiomes d’Euclides més ’enunciat equivalent.
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2.2.1. Rectes paralleles. La primera conseqiiéncia que tenim és la no unicitat
de parallela a una recta donada que passa per un punt determinat exterior
a la recta.

Una manera equivalent d’enunciar el cinque postulat d’Euclides és la
seglient:

(P) Donada una recta © un punt exterior a aquesta, existeix una unica
recta que passa per aquest punt i és parallela a la recta donada.

Si ja tinguéssim demostrada l’equivaléencia podriem afirmar que, negant
Pafirmacié (P) també neguem el cinque postulat. Pero lafirmacié (P) es
pot negar de dues maneres diferents. Podem negar-la afirmant que per cada
punt exterior a un recta passa més d’una o cap recta parallela a la donada.
Tenim, pero, que en Geometria Absoluta es compleix el segiient teorema:
donada una recta i un punt exterior a aquesta eristeix almenys una recta
parallela a la recta donada que passa pel punt donat.

Com que estem considerant que els axiomes de la Geometria Absoluta
es compleixen, el teorema anterior es complira i, per tant, la negacié que
podem fer tenint en compte que en Geometria Euclidiana dues rectes son
paralleles si no es tallen és:

Ezisteizen una recta v © un punt P exterior a ella tals que per P passen
almenys dues rectes que no tallen .

Observem que aquest enunciat és, de fet, I’axioma de Lobatxevski.

Abans de seguir amb les conseqiiencies que es desprenen de (P) provem
que realment els dos enunciats sén equivalents. Aquesta equivaléncia la
provarem a la segiient proposicié. Per provar-la haurem de veure que donat
el sistema axiomatic de la Geometria Absoluta més el cinque postulat podem
demostrar (P) i que donat el sistema axiomatic de la Geometria Absoluta
més l'enunciat (P) podem demostrar el cinque postulat, (E).

Proposicié 2.1. Els enunciats de (E) i de (P) sén equivalents.

Demostracio. Provem primer que a partir del cinque postulat, és a dir, de
lafirmacié (E) i els axiomes de la Geometria Absoluta, és certa ’afirmacié
(P). Sigui A un punt exterior a una recta donada a. Sigui AB la recta
perpendicular a a i a’ la recta perpendicular a AB que passa pel punt A.
Tenim que les rectes a i @’ sén perpendiculars a la recta AB per construccié
de AB i d'. Llavors tenim dues rectes (a i a’) perpendiculars a una tercera
(AB) i en aquesta situacié tenim un teorema de Geometria Absoluta que
ens afirma que les dues primeres rectes (a i a’) sén paralleles entre elles.
Aixi a i @’ sén paralleles. Prenem r una recta qualsevol diferent de a’ que
passi per A. Provarem que r no pot ser també parallela a a i aixi haurem
provat (P).
Com que r és diferent de @, forma un angle agut amb la recta AB en algun
dels dos semiplans que determina AB. Ara apliquem el cinque postulat que
estem suposant valid. Tenim la recta AB que talla ¢ i r i forma a un mateix
costat angles que sumen menys de dos rectes (ja que tenim que r forma un
angle agut amb AB en algun dels dos semiplans). Llavors el cinque postulat
afirma que les rectes a i r es tallen en aquest costat.

Ara hem de provar que podem demostrar el cinque postulat a partir dels
axiomes de la Geometria Absoluta i I’enunciat (P). Prenem dues rectes a i
b qualssevol i una tercera ¢ que talli les dues primeres formant a un mateix
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costat angles « i 8 que sumin menys de dos rectes. Prenem la recta d que
passa pel punt d’interseccié de a i ¢ i forma un angle § amb la recta ¢, de
manera que puguem aplicar el teorema de Geometria Absoluta que afirma
que si una recta en talla dues altres formant angles alterns interns iguals
llavors les dues rectes que talla son paralleles. Aplicant-lo tenim que d i b
sén paralleles. Com que estem prenent I'afirmaci6é (P) tenim que a i b no
sén paralleles ja que hem de tenir unicitat de paralleles. Observem que no
és possible que la recta a i la recta d siguin la mateixa ja que llavors tindriem
que v = [ (fig. 3) pero 7 i a s6n angles adjacents per tant la seva suma és
de dos recte i si v = g llavors « i § sumarien dos rectes perd hem suposat
que sumen menys de dos rectes.

Per tant, a i b s’han de tallar. Falta veure que es tallen en el costat on la
suma és menor de dos rectes per tenir el cinque postulat demostrat.

Considerem el triangle ABC on A és la interseccié de les rectes b i ¢, B de
les rectes a i ci C de les rectes a i b. Com que la suma dels angles interiors
d’un triangle és menor o igual que dos rectes (teorema de la Geometria
Absoluta) no pot passar que la suma de dos dels angles del triangle ja sumi
més de dos rectes. O

Aixi doncs, hem provat que les dues afirmacions sén equivalents, d’on
obtenim que una de les conseqiiencies de la negacié del cinque postulat és
que perdem la unicitat de parallela a un recta r que passa per un punt P.

A partir d’aqui podem obtenir diverses propietats més o menys directes.

Primer de tot, tenim que hi ha infinites rectes que passen per P i no tallen
r (on P ir sén el punt ila recta de (P) ) i que, de fet, si (P) es compleix per
un punt i una recta es compleix per a tot punt i tota recta que no contingui
el punt. Aixo ho podem enunciar en el segiient teorema:

Teorema 2.1. Suposem que es compleix ’axioma de Lobatzevski pel punt P
i la recta r. Llavors tenim que per aquest punt passen infinites rectes que no
tallen r. A més, l'arioma de Lobatrevski es compleix per a qualsevol altre
punt 1 recta.

Demostracid. Siguin r1 i 19 dues rectes que passen per P i no tallen r.
Prenem un punt Q)2 sobre la recta 79 al costat de P on el segment que uneix
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Q2 amb qualsevol punt de r talla rq.

Fixem un punt qualsevol, ), de r i considerem el segment Q2@ que talla rq
en el punt Q1. Prenem M un punt qualsevol interior al segment Q2Q); (fig.
4). Provem que la recta PM no talla la recta r. Si veiem aixo ja tindrem
demostrada la primera part del teorema ja que les infinites rectes les podem
aconseguir a partir de les diverses eleccions que hem fet, Q2,Q i M.

Suposem que la recta PM talla r en el punt C quan la resseguim en la
direccié de P cap a M. Podem considerar el triangle QMC (fig. 4). El
segment M@ és tallat per la recta 1 per construccié en un punt diferent de
M ide @. Llavors per 'axioma de Pasch tenim que r; talla el segment QC
o MC'. Pero no pot tallar cap dels dos ja que per una banda, Q i C sén
punts de la recta r i si tallés QC tallaria r i per altra banda M C' sén punts
de la recta PM que ja es talla amb r1 en el punt P i en Geometria Absoluta
dues rectes es tallen, com a maxim en un punt.

Per provar la segona afirmacié del teorema suposarem que no és certa

i arribarem a provar que llavors es compleix el cinque postulat d’Euclides.
Suposem que pel punt A hi passa una tnica recta parallela a la recta a,
que designem per a’. Tracem la perpendicular per A a a’. Designem per
Aj el punt d’interseccié de la perpendicular amb a i considerem un punt A,
diferent de A; a la recta a.
Provem que el triangle AA; As compleix que la suma dels angles interns és de
dos rectes (fig. 5). Pero aixo sabem que és una manera equivalent d’enunciar
el cinque postulat d’Euclides i, per tant, és cert que per a qualsevol punt
exterior a una recta passa una unica recta que no talla la primera, fet que
esta amb contradiccié amb la hipotesi del teorema.

Per provar que la suma dels angles dels triangles AA; As és de dos rectes
veurem que els angles alterns interns que forma la recta AAs amb a i a’ sén
iguals i que AA; també és perpendicular a ¢’ (fig. 5). En el primer cas, si
suposem que els angles que formen sén diferents, podem construir una recta
a” diferent de o’ tals que AAj si que formen angles alterns interns iguals amb
aiad. a’ talla a perque estem suposant unicitat de parallela pero, per altra
banda tenim que no pot tallar a perque en Geometria Absoluta es compleix
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que donades tres rectes, si una intersecta amb les altres dues formant angles
alterns interns iguals, les dues primeres no es tallen. Per tant, a” = a’. De la
mateixa manera provariem que AA; forma angles alterns interns iguals amb
a i a perd, a més, AA; és perpendicular a a’ llavors AA; és perpendicular
a a. Aixi, tenim que el triangle AA1 A5 té un angle recte i la suma dels
altres dos forma un angle recte, ja que I'angle ZAAsA; i Pangle Za’, AAs
s6n el mateix angle i la suma dels angles Za’, AAy i LA3AA; és d’un angle
recte. U

Observem que fins ara no hem parlat de rectes paralleles. Aixo és perque
aquest concepte en Geometria Hiperbolica és més complex d’enunciar que
en Geometria Euclidiana, és a dir, en Geometria Hiperbolica no és cert que
dues rectes sén paralleles si no es tallen en cap punt. Aix0 només és una
condicié necessaria pero no suficient ja que de les infinites rectes que no
tallen una recta donada i passen per un punt fixat només de dues en direm
rectes paralleles.

Per donar la definicié de rectes paralleles en Geometria Hiperbolica ne-
cessitem alguns conceptes previs.

Prenem una recta r i un punt P que no pertanyi a r. Tracem la per-
pendicular PQ des de P a r. La recta P(Q) separa el pla en dues parts que
anomenarem dreta i esquerra.

Considerem les rectes que passen per P i no tallen r. Cada recta tindra
una semirecta a la part dreta i una altra a l'esquerra (fig. 6). Considerem
la part dreta i designem per 3 ’angle que determina aquesta semirecta amb
PQ@. Definim o com I'infim d’aquests angles. Tenim que, de fet, a és minim
ja que la semirecta, k, que forma un angle o amb P(@Q no talla r. Provem
aquest fet a la proposicio segiient.

Proposicié 2.2. Sigui v una recta qualsevol i P un punt que no pertany a
r. Considerem totes les rectes que passen per P i mo tallen r. Llavors el
conjunt format per tots els valors que pot prendre ’angle entre v i una de
les rectes que passa per P i no talla r pren un minim.
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Demostracio. Sigui « el minim del conjunt de I’enunciat. Suposem que la
recta que forma un angle o amb la perpendicular a r que passa per P talla
r en el punt R a la part que hem anomenat dreta. Prenem R’ un punt
qualsevol que estigui a la dreta de R a la recta r. Considerem ’angle Q PR’
ilarecta PR’ (fig. 7). La recta PR’ talla la recta r per construccié i angle
QPR > a ja que R estd ala dreta de R pero a és I'infim de tots els angles
que determinen les rectes que no tallen r i ara hem trobat ZQPR' > aila
recta PR’ que determina aquest angle talla r, fets que estan en contradiccié.

Suposem que es tallen a ’esquerra. Considerem el triangle PQR. L’angle
PQR és recte per ser PQ perpendicular a r (fig. 8). Considerem 'angle
RPQ. Aquest angle és adjacent a ’angle a que és agut. Tenim un teorema
de la Geometria Absoluta que afirma que 'angle exterior d’un triangle és
més gran que cada un dels angles interiors no adjacents. Llavors s’ha de
complir que a > ZPQR = 7. Pero, per altra banda tenim que 0 < o < 5
doncs si considerem la recta s com la recta perpendicular a P que passa
per P llavors tenim que r i s no es tallen ja que aquest resultat és cert a la
Geometria Absoluta i Zs, PQ = 5. Com que hi ha infinites rectes diferents
que no tallen r i passen per P tenim o < 3; i si considerem un punt M a la
recta r a la dreta de @) i I'angle QP M tenim que o > ZQPM > 0.

Per tant, tenim o > 5 i @ < § que no és possible. Llavors les rectes 7 i k
tampoc es tallen al semipla esquerra. O

Definicié 2.2. Donada una recta r © un punt P exterior a r definim la recta
parallela a r per la dreta des de P, k, com la recta que no talla a r © que
compleix que la semirecta que pertany a la part dreta del pla hiperbolic que
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hem fizat a partir de la recta perpendicular a r que passa per P fa minim
l’angle entre ella i aquesta perpendicular.

La parallela per l'esquerra es defineix de manera andaloga considerant el
semipla de l’esquerra que hem definit.

Diem també que la recta k és recta frontera del conjunt de rectes per P
que no tallen r.

Notem que si fixem una direccié (dreta o esquerra) llavors tindrem unicitat
de recta parallela per P a r en la direccié fixada.

Amb aquesta definicié de rectes paralleles en un punt es compleix que la
recta simeétrica (agafem la nocié de la Geometria Absoluta) de k, £/, és la
recta parallela per I’esquerra per P si k és la recta parallela per la dreta.
A més, es compleix que 'angle a que forma la recta parallela per la dreta
és el mateix que 'angle que forma la recta parallela per I'esquerra amb r.
Aix0 ens porta a la definicié segiient:

Definici6 2.3. Donada una recta v, un punt P exterior a r i la recta paral-
lela a r per la dreta, o per l’esquerra, des de P, k, definim l’angle de paral-
lelisme com l’angle que formen les rectes k i la perpendicular a r que passa
per P.

Ara tenim definit el concepte de recta parallela a una altra que passa per
un punt donat perd volem definir el concepte de recta parallela sense que
aquest depengui del punt. Aixo ho podem fer gracies a:
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Teorema 2.2. Sik és parallela a r des de P, llavors per a qualsevol punt QQ
de k, la recta és frontera del conjunt de rectes que passen per QQ i no tallen
r. Esa dir, si tenim que una recta k €s parallela a r des del punt P llavors
per qualsevol altre punt ) de k també tindrem que la recta k és parallela a
r des del punt Q.

Demostracio. Suposem que k és parallela per la dreta. Per provar que k
també és la recta parallela a r per a qualsevol @Q € k£ hem de provar que
qualsevol altra semirecta que passi per () i estigui entre les rectes k i r talla
r. Distingirem dos casos segons () estigui a la dreta o a ’esquerra de P.

Construim la perpendicular a r que passa per P, PM i un punt ) qual-
sevol a la dreta de P a la recta k (fig. 9). Tracem la perpendicular a r que
passa per @ i talla r en el punt V. Considerem una semirecta k' que passi
per @ i estigui al semipla de la dreta respecte QN a sota de k. Prenem A un
punt arbitrari d’aquesta semirecta i construim la semirecta PA. Com que
PA esta a sota de la recta k i k és la parallela per P, talla r en un punt,
que designem per B. Llavors podem construir el triangle PM B. La recta
k' talla el costat PB i per ’axioma de Pasch tenim que també ha de tallar
un dels altres dos costats. El costat PM no el pot tallar perque PM esta
al semipla esquerra de QQN. Llavors talla el costat M B pero M i B estan
sobre la recta r que és la que volem provar que talla.

Si el punt @ esta a l'esquerra de P fem la mateixa construccié (fig. 10).
Amb la notacié de la figura 10 hem de provar que la semirecta k” talla r.
Prenem un punt A del complement de la semirecta k" i tracem la recta PA.
Larecta PA tallara r en algun punt, B, al semipla de la dreta determinat per
PM. Larecta k" passa pel vertex @) del triangle QN P i és interior a I’angle
NQP. En aquesta situacié sabem de la Geometria Absoluta que la recta k”
talla qualsevol segment que uneix dos punts que estan a les semirectes que
formen l'angle, un a cada una. En particular talla el segment PN. Si ara
considerem el triangle N PB tenim que la recta k" talla el segment PN pero
per 'axioma de Pasch també tallara un dels altres dos segments del triangle.
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El segment PB no el pot tallar perque les rectes k” i AP es tallen en el punt
P (i les rectes AP i PB sén la mateixa). Llavors k” talla el segment NB
que esta sobre la recta r.

Analogament, podriem veure que també es compleix si k és la parallela
per I'esquerra. O

Definicié 2.4. Dues rectes r i k es diuen paralleles si k és frontera del
conjunt de rectes que passen per un punt de k i no tallen r.

Amb aquesta definicié de paralleles que hem donat també es compleixen,
si quan parlem de rectes paralleles explicitem si ho sén per la dreta o per
Pesquerra (i en aquest cas direm que fixem la direccié de parallelisme),
resultats de les paralleles de la Geometria Euclidiana. Aixi es pot provar,
per exemple:

Teorema 2.3 (Propietat simetrica del parallelisme). Si tenim dues rectes
r 1 s tals que T és parallela a s en una direccio determinada llavors s €és
parallela a v en la mateiza direccio.

Teorema 2.4. Dues rectes paralleles a una tercera recta en una mateiza
direccio son paralleles entre elles en la mateiza direccio.

Una caracteristica molt important de les rectes paralleles en Geometria
Hiperbolica és ’angle de parallelisme i concretament el segiient resultat:

Teorema 2.5. L’angle de parallelisme queda totalment determinat per la
distancia del punt P a la recta r.
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Demostracio. Hem de demostrar que si tenim dos segments congruents, que
cada un déna la distancia entre una recta i un punt exterior a aquesta llavors
I’angle de parallelisme és el mateix en cada cas. Es a dir, sigui r una recta
i P un punt exterior a r; tracem la perpendicular P(Q des del punt P a la
recta r i una parallela k a la recta r pel punt P. Definim o com 'angle que
determinen PQ i k (fig. 11). Fem ara una construccié analoga. Sigui r’ una
recta i P/ un punt exterior a 7. Tracem la perpendicular P’'Q’ des del punt
P’ ala recta v’ i una parallela k' a la recta v’ pel punt P’. Definim o com
langle que determinen PQ i k. Suposem que el segments PQ i P'Q’ sén
congruents.

Cal provar a = o/. Suposem a < o per arribar a una contradiccié. Que
el cas a > o tampoc és possible es provaria andlogament. Considerem la
semirecta i/ amb origen P’ que forma un angle o amb P'Q’ i esta al mateix
semipla que la direccié de parallelisme. Com que estem suposant que o és
Pangle de parallelisme de la recta v’ i P i a < o/, A’ ha de tallar r'. Sigui
R’ el punt de tall. (fig. 12)Sabem que podem transportar un segment de
manera unica sobre una recta i amb un origen determinat, per tant podem
transportar el segment Q'R sobre la recta r de manera que @’ coincideixi
amb @ i QR sigui congruent amb Q'R’.

Els triangles APQR i AP'Q'R’ sén congruents ja que tenen dos angles i
el costat que esta entre aquests dos angles congruents. Llavors obtenim que
langle QPR = Q'P'R' = « perd « també és I'angle que formen les rectes
PQ@Q i k. D’aqui obtenim que la recta PR coincideix amb la recta k cosa que
ens diu que les rectes r i k es tallen en el punt R, fet que esta en contradiccid
amb que r i k siguin paralleles. O

A partir d’aquest teorema es defineix la funcié de Lobatxevski
a =1II(z)

on z és la longitud hiperbolica del segment P(Q) i seguim amb la notacid
anterior. Aquesta funcié relaciona longituds amb angles i a més, ens permet
definir una unitat de mesura de longituds a partir dels axiomes, cosa que no
podem fer ni a la Geometria Absoluta ni a la Geometria Fuclidiana, on s’ha
de triar la unitat de longitud a partir d’un segment arbitrari, que no té cap
propietat que el distingeixi dels altres. El cas dels angles és diferent ja que
en qualsevol geometria podem distingir I’angle recte per una propietat que
podem definir a partir dels axiomes, és a dir, ’angle que és congruent amb el
seu adjacent. Ara bé, com que en la Geometria Hiperbolica tenim la funcié
de Lobatxevski que relaciona angles amb longituds i que esta definida també
a partir dels axiomes podrem determinar els segments a partir d’aquesta
funcié i I’angle recte i aixi definir un segment a partir dels axiomes.

Més endavant, trobarem una expressié explicita de la funcié de Lobat-
xevski pel cas del model del semipla. Podem avancar, pero, algunes de les
seves propietats que resumim en el segiient teorema:

Teorema 2.6. La funcié I1(x) esta definida per a tot x positiu, és monotona
decreivent i continua. A més, lim, o Il(z) = 5 ilimg oo II(2) =0

La funcié de Lobatxevski també ens permet afirmar que, en Geometria
Hiperbolica, no existeixen figures semblants. Per exemple, si tenim un tri-
angle i volem construir-ne un de semblant n’hem de construir un que tingui
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els mateixos angles, pero un vegada fixats els angles quden fixades les longi-
tuds. Més endavant, establirem les relacions de la trigonometria hiperbolica
que explicitaran aquesta relacié pel cas del model del semipla de Poincaré.

Una altra manera equivalent d’enunciar el cinque postulat d’Euclides és:
Donades dues rectes paralileles, les distancies dels punts d’una d’elles a la
segona estan acotades.
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La negacié d’aquest enunciat ens porta a afirmar que la distancia entre
dues rectes paralleles es fa arbitrariament gran. Aixo es pot enunciar en el
segiient teorema:

Teorema 2.7. Siguin r i s dues rectes paralleles i P un punt qualsevol de
r. Si desplacem P en la direccio del parallelisme la distancia de P a la recta
s tendeiz a 01 si desplacem P en la direccié contraria a la del parallelisme
la distancia de P a s creix indefinidament.

Es a dir, es compleix que les rectes paralleles se separen indefinidament
en una direccio i s’aproximen asimptoticament en l'altra.

D’aquest teorema tenim, també, que si neguem el cinque postulat ja no
és cert que rectes paralleles sén equidistants, tal com passa en la Geometria
Euclidiana.

A partir de la construccié que hem fet per definir rectes paralleles hem
vist que una de les altres conseqiiencies de la negacié del cinque postulat és
que ja no podem afirmar que si tenim dues rectes paralleles al intersectar
amb una tercera formen angles alterns interns iguals ja que hem construit
la recta PQ perpendicular a r i que talla a les paralleles a r que passen
per P que no forma un angle recte amb les paralleles ja que forma un angle
adjacent a o, m—«, 1 a és agut. El reciproc d’aquest fet si que s’ha de seguir
complint ja que és un resultat de la Geometria Absoluta. Aquesta afirmacié
sera enunciada al teorema 2.9.

Si ara introduim el concepte de rectes divergents podrem reformular al-
guns resultats de rectes que no es tallen de Geometria Absoluta.

Definicié 2.5. Diem que dues rectes son divergents si no es tallen ni son
paralleles.

Nota: Les rectes divergents també s’anomenen ultraparalieles.

Teorema 2.8. Dues rectes perpendiculars a una tercera no es tallen, de fet,
son divergents.

Teorema 2.9. Dues rectes que al tallar-se amb una tercera formen angles
alterns interns iguals no es tallen, de fet, son divergents.

A més, es compleix que dues rectes divergents qualssevol tenen una tnica
perpendicular comu i que aquestes se separen indefinidament a cada costat
de la perpendicular.

2.2.2. Triangles. En Geometria Euclidiana és ben conegut que la suma dels
angles interns d’un triangle és igual a dos rectes. Aquesta afirmacié propor-
ciona una manera equivalent d’afirmar el cinque postulat.

Aixi doncs, una altra de les conseqiiencies de la negacié d’aquest postulat
és que la suma dels angles interns d’un triangle no és de dos rectes, siné un
valor menor. En principi podria ser major pero aixo no pot passar perque
el segiient teorema és cert en Geometria Absoluta.

Teorema 2.10. La suma dels angles interns d’un triangle és menor o igual
de dos rectes.

Tal com hem comentat, va ser Legendre qui va voler demostrar el cinque
postulat a partir de demostrar per reduccié a I’absurd ’afirmaci6 equivalent
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anterior pero, per raonaments logics a partir dels altres postulats només es
pot demostrar que no és possible que la suma sigui major de dos rectes.
Notacié: Denotarem la suma dels angles interns d’un triangle per S(A).
El teorema 2.10 ens porta a la definicié d’'una mesura de com se separa la
suma dels angles de dos rectes.

Definicié 2.6. Definim el defecte D(A) d’un triangle A com:
D(A)=m— S(A).

Pel teorema 2.10 tenim que D(A) > 0 per a tot triangle. En Geometria
Hiperbolica es compleix que tot triangle té D(A) > 0. Aix0 és conseqiiencia
dels segiients resultats:

Lema 2.1. Sigui AABC triangle. Sigui D un punt interior del segment
BC'. Llavors D(AABC) = D(AABD) + D(AACD)

Demostracid. Considerem el triangle AABC i un punt D interior al segment
BC.
Amb la notacié de la figura 13 tenim:

D(AABD) =T —0—7 —51

D(AACD) =T — ﬂ - Y2 — 52.
Sumant les dues desigualtats i utilitzant que &1 i do sén angles adjacents
obtenim:

D(AABD) + D(AACD) =21 — (a+7y1 + 01 + B+ 72 + d2) =
=21 —(a+m+r+@1+d0)+p)=1m—(at+tn+12+08)=
=n—(a+v+p)=D(AABC).
U

Lema 2.2. Si la suma del angles interns d’un triangle rectangle és de dos
rectes llavors D(A) = 0 per a tot triangle rectangle.
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Demostracid. Sigui AABC el triangle rectangle de la hipotesi que compleix
que D(AABC) = 0 i sigui AA'B’C’ un triangle rectangle qualsevol. Per
provar el teorema distingirem dos casos segons els catets del primer triangle
siguin més grans que els del primer o no.

Els catets AC i BC' del primer triangle sén més grans que els catets A’C’
i B'C’ del segon triangle, respectivament.

Com que els dos triangle sén rectangles podem traslladar el segon sobre el
primer de manera que el vertex C’ coincideixi amb el vertex C' i el segment
A'C" estigui sobre el segment AC' (fig. 14). Llavors podem descomposar el
triangle en tres i aplicar el lema anterior. Els tres triangles que obtenim en
la. descomposicié sén AA’B'C, AA'B'’A i AB'AB de manera que aplicant
el lema anterior tenim que

D(AABC) = D(AA'B'C) + D(AA'B'A) + D(AB'AB).

Pero AA'B'C = AA'B’C’ per construcci6é d’on obtenim que D(AA'B'C") <
D(AABC) ja que el defecte sempre ha de ser un nimero positiu. Per hipotesi
tenim que D(AABC) = 0 i tornant a aplicar que el defecte d’un triangle
sempre és positiu arribem a que el defecte del segon triangle és zero, tal com
voliem veure.

Per provar el cas en que els catets AC' i BC del primer triangle sén
més grans que els catets A’C’ i B'C’ del segon triangle, respectivament,
provarem que podem construir un triangle rectangle amb defecte zero de
costats arbitrariament grans.

Construim un triangle congruent amb el triangle ABC donat de manera que
aquest nou triangle comparteixi la hipotenusa amb el triangle ABC. Ens
quedara un quadrilater que té els quatre angles rectes ja que ha estat format
a partir de dos triangles que la suma dels seus angles és de dos rectes. Ara
podem construir altres quadrilaters congruents amb aquest de manera que
comparteixin costats congruents i construim aixi un rectangle, que pot tenir
els costats arbitrariament grans i té els quatre angles rectes. Si tracem una
diagonal el rectangle queda dividit en dos triangle que cada un compleix que
la suma dels angles és de dos rectes. Ara tenim construit un, de fet dos,
triangles rectangles que la suma dels seus angles és de dos rectes i amb els
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costats arbitrariament grans, en particular, més grans que els del triangle
A'B'C'. (Ho podem assegurar pel postulat d’Arquimedes que afirma que
donades dues longituds, una més petita que l'altra podem aconseguir que la
més petita sigui més gran si repetim aquesta longitud suficients vegades.)
Pero ara ja estem en les hipotesis del cas anterior i, per tant, podem afirmar
que D(AA'B'C") = 0 tal com voliem veure. O

Teorema 2.11. Si la suma del angles interns d’un triangle és de dos rectes
llavors D(A) = 0 per a tot triangle.

Demostracio. Sigui AABC' el triangle que compleix que D(AABC) = 0
de la hipotesis i sigui AA’B’C’ un triangle qualsevol. Hem de provar que
D(AA'B'C") =0.

Sabem que, com a minim, ’alcada del triangle tracada des del vertex que
forma un angle més gran caura dins del segment oposat al vertex. Suposem,
amb un canvi de notacié si és necessari, que 'angle ZABC' és el més gran
i designem per D el peu de I'alcada. Ara estem en la situacié del lema 2.1
que ens afirma que D(AABC) = D(AABD)+ D(ABCD) = 0. D’on tenim
que D(AABD) = D(ABCD) = 0 ja que hem vist que D(A) > 0 per a tot
triangle.

Tenim que el triangle AABD és rectangle i té defecte 0 llavors pel lema
2.2 tots els triangles rectangles tenen defecte 0.

Considerem el triangle AA’B’'C’" que volem provar que té defecte 0 i tra-
cem l'altura des del vertex A’ que podem suposar sense perdre generalitat
que és el que té un angle més gran i posem D’ el peu de I'altura que cau
entre B" i C’ llavors els triangles A’B'D’ i A’C’ D’ sén rectangles i per tant,
tenen defecte 0. Pel lema 2.1 tenim que

D(AA'B'C"Yy = D(AA'B'D") + D(AA'C'D') =0
tal com voliem provar. O

Observem que la hipotesis de que la suma dels angles d’un triangle és
menor de dos rectes i la hipotesis de 'angle agut que hem comentat que
feien Saccheri i Lambert sén equivalents ja que podem dividir el quadrilater
per una diagonal i obtindrem dos triangles. Si acceptem la hipotesis de
I’angle agut pel quadrilater tindrem que almenys un dels dos triangles, pero
que pel teorema 2.11 sabem que sera pels dos triangles, tindran la suma
dels angles interns menor de dos rectes. I reciprocament si suposem que
la suma dels angles dels triangles és menor de dos rectes obtindrem que
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els quadrilaters formats a partir de dos triangles compliran que tenen algun
angle agut. D’aqui i del teorema 2.11 tenim que si un quadrilater de Saccheri
compleix la hipotesis de ’angle agut llavors qualsevol quadrilater de Saccheri
compleix la hipotesis.

Una manera equivalent d’enunciar el cinque postulat és també: Ezisteix
un angle agut tal que la perpendicular aizecada en qualsevol punt d’un dels
costats de l’angle talla a ’altre costat.

Una caracteristica important dels triangles en Geometria Hiperbolica és
que no existeixen triangles d’area arbitrariament gran. Aixo és perque la
funcié f(A) que déna larea dels triangles depen del seu defecte, de fet tenim
que ’area d’un triangle és proporcional al seu defecte: f(A) = K-D(A). Per
determinar la constant K s’ha d’establir una relacié entre la mesura d’area
i la de longitud tal com fem en Geometria FKuclidiana on imposem que el
quadrat de costat de longitud 1 sigui d’area 1. Per la definicié de defecte
tenim que D(A) < 7 per tant f(A) < K -7 per a tot A, triangle. De totes
maneres, si que podem trobar poligons d’area arbitrariament gran.

Podem formar un poligon a partir de la unié d’una quantitat suficientment
gran de triangles amb la mateixa area de manera que els triangles formin
una triangulacié del poligon. Llavors I’area del poligon sera la suma de ’area
dels triangles.

Observem que els triangles que tindran area maxima son els que tenen
defecte 7, és a dir, tenen els tres angles nuls.

3. MODELS DEL PLA HIPERBOLIC

Per estudiar la Geometria Hiperbolica es poden utilitzar diferents models
com el model del semipla de Poincaré, el del disc de Poincaré, el projectiu
o el model de I’hiperboloide.

Tal com ja hem mencionat anteriorment, aqui sera utilitzat el model del
semipla de Poincaré en les construccions hiperboliques, per tant, sera aquest
el model que estudiarem amb més detall.

Amb tots aquests models ens trobarem amb l'inconvenient de no poder
pensar, o bé les rectes o bé els angles, com a rectes o angles euclidians. A
més, en qualsevol model de la Geometria Hiperbolica que ens puguem ima-
ginar a R? amb la metrica euclidiana ens trobarem que s’hi distorsionen les
distancies. Aquest fet és cert per a tot model de R? amb la meétrica eucli-
diana perque, ’espai hiperbolic, es pot veure que és un espai de curvatura
constant negativa i sabem, gracies a un teorema de Hilbert, que no hi ha
cap espai de curvatura constant negativa a R? amb la metrica euclidiana.

Donarem quatre models diferents tot i que només n’estudiarem dos. A
I'apartat 3.1 donarem el model del semipla de Poincaré. Per tal de poder
estudiar el model necessitem introduir les inversions. Una vegada ja in-
troduides veurem quines sén les isometries per a aquest model i ja podrem
provar que aquest model compleix els axiomes amb que hem definit la Geo-
metria Hiperbolica. A I'apartat 3.2 exposarem el model del disc de Poincaré
i provarem que aquest model també compleix els axiomes de la Geometria
Hiperbolica. Finalment, a I'apartat 3.3 definirem els models projectiu i el
model de la quadrica sense demostrar que compleixen els axiomes.
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F1GURA 16. Rectes del pla hiperbolic en el model del semipla

3.1. Model del semipla de Poincaré. El model del semipla esta construit
en el pla euclidia a partir de fixar una recta qualsevol i considerar-la com
a recta de I'infinit. Llavors fixem també un dels dos semiplans determinats
per la recta. A partir d’aqui considerem com a punts de ’espai hiperbolic
els punts del semipla fixat (sense incloure-hi els de la recta de l'infinit) i
com a rectes hiperboliques les semicircumferencies amb centre a la recta de
I'infinit i radi qualsevol i les rectes euclidianes perpendiculars a la recta de
Iinfinit, que sovint les pensarem com a circumferéencies de radi infinit per
tal d’alleugerir els enunciats.

En aquest model tenim que, clarament, el concepte de recta hiperbolica
no coincideix amb el concepte de recta euclidiana, en canvi, si que es manté
el concepte d’angle, tal com provarem.

Per poder treballar amb el model en necessitem coneixer el concepte fo-
namental en geometria, és a dir, quines aplicacions sén les isometries. Per
definir les isometries del model ens cal coneixer les inversions que primer de
tot estudiarem com a transformacions del pla euclidia.

3.1.1. Inversions. Les inversions sén aplicacions definides en el pla euclidia
i també s’anomenen simetria respecte d’una circumferencia.

Definicié 3.1. Donada una circumferéncia k amb radi r i centre O i un
punt A diferent de l'origen de la circumferéncia definim la inversid del punt
A com el punt A’ de la semirecta OA que compleiz OA.OA" = r2.

Direm que A’ és linvers de A respecte k.

Del punt O en diem centre de la inversié o pol de la inversid.

Observem que de la definicié podem afirmar que si A és un punt exterior
(resp. interior) de la circumferéncia llavors A’ és un punt interior (resp.
exterior). A més, els punts de la circumferencia k sén invariants per la
inversio respecte de k.

La construccié que farem a continuacié ens déna una manera de construir
el punt invers d’un altre i, a més, ens permet veure que és tnic.

Considerem el punt B d’interseccié de la circumferéncia k amb una tan-
gent a aquesta que passa per A. Si ara tracem la perpendicular a la recta
OA que passa per B, el punt de la base de la perpendicular tracada sera el
punt A’ que estem buscant. (fig. 17)

En aquesta construccié el punt A’ queda univocament determinat i com-
pleix la propietat de la inversié. Provem aquestes dues afirmacions. Pel
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tangent

Ficura 17

cas en que A és exterior tenim que hi ha dues rectes tangents a la circum-
ferencia que passen per A. Si les considerem totes dues i tracem a partir de
cada una d’elles la perpendicular que passa per la interseccié de la tangent
corresponent amb la circumferencia tenim que les dues perpendiculars sén
la mateixa recta. Per tant, el peu de les dues rectes perpendiculars és el
mateix i, A’ és unica. Si tenim que A pertany a la circumferéncia respecte
la que fem la inversié també tenim clarament unicitat i, si A és un punt
interior a la circumferéncia llavors podem tragar la recta OA i la perpen-
dicular a aquesta per A. La perpendicular tallara la circumferéncia en dos
punts que soén els punts on les tangents, des del punt exterior que estem
buscant, tallen la circumferéncia. Si construim les dues tangents tenim que
es tallen en un punt, no poden ser paralleles perque en I'inic cas que ho
serien és en el que els punt d’interseccié sén antipodals pero en aquest cas
estarfem prenent com a A lorigen de la circumferéncia respecte la que fem
la inversi6 i d’aquest punt no n’hem definit el punt invers. Aixi tenim que
Iinvers d’un punt respecte una circumferéncia esta ben definit si realment
aquesta construccié ens déna l'invers.

Per veure que aquesta construccié ens defineix el punt invers hem de pro-
var que OA - OA’ = r2. Per la figura 17 tenim que els triangles OBA’ i
OBA s6n semblants ja que tenen dos angles iguals. Comparteixen ’angle
amb vertex O i els angles OBA i OA’B sén rectes. Per tant, % = 85, i
OB = r. Llavors OA-OA’ = r? tal com volfem. Aixf, la construccié anterior
ens defineix el punt invers d’un altre respecte una circumferencia.

Una de les propietats de les inversions que es pot veure facilment és que
si A’ és I'invers de A llavors A és l'invers de A’ respecte de la mateixa
circumferencia i, per tant, si apliquem dues vegades consecutives la mateixa
inversié sobre una determinada figura obtindrem la mateixa figura és a dir,
la inversié és una transformacié involutiva.

Estudiem, ara, com actuen les inversions sobre determinades figures. Pri-
mer de tot, pero, observem que el punts de la circumferéncia respecte de la
que fem la inversié sén fixos i que les rectes que passen pel centre d’inversié
sén invariants.
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Ficura 18

Teorema 3.1. La inversid transforma les rectes que no passen pel centre
d’inversio en circumferéncies que passen pel centre d’inversid.

Demostracid. Sigui s una recta que no passa pel centre d’inversié O. Cons-
truim la recta perpendicular a s que passa per O. Sigui A el peu de la
perpendicular a la recta s i B un altre punt qualsevol de s. Construim les
inversions A’ i B’ de A i B respectivament respecte la circumferéncia do-
nada k. Ara podem construir la circumferéncia ¢ que passa per O i A’ i té
el centre en el punt mig del segment OA’. (fig. 18) Llavors ens cal provar
que el punt B’ pertany a la circumferéncia i que el punt invers de qualsevol
altre punt de la recta s també hi pertany. Per provar que B’ € ¢ només
ens cal observar que els angles OAB i OB’A’ sén congruents. En efecte,
els triangles OAB i OA’'B’ sén semblants ja que comparteixen un angle i
compleixen la relacié g é‘, = g f, per ser A’ I'invers de A i B’ I'invers de B,
per tant angle ZOAB = ZOB'A’ i també ZOBA = ZOA'B’.

En aquest cas, tenim que l'angle OAB és recte, per construcci6. Aixi
doncs, ZOB'A’ també és recte i B’ € q. Per qualsevol altre punt de s, que
designem per C, també ens trobarem amb que I'angle OC’A’ és recte i, per
tant, que C’ € ¢ si C’ és I'invers de C respecte de k. O

Observem que el centre d’inversio, pero, no és I'invers de cap punt de la
recta s i que, per tant, la figura que realment obtenim és la circumferéncia
q sense el punt O.

El reciproc d’aquest teorema també és cert. Aixi tenim:

Teorema 3.2. La inversid transforma les circumferéncies que passen pel
centre de la inversio en rectes que no passen pel centre de la inversio.

Demostracié. Siguin A i B dos punts de la circumferéncia donada (diferents
del centre d’inversié O). Designem els inversos per A’ i B’. Aquests estan
sobre una recta que no passa per O perque estan a sobre del raig d’origen
O que conté A, o B, i A i B estan a una circumferéncia que passa per O;
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perd la dnica manera possible de que la recta A’, B’ passi per O és que el
raig OA i OB sigui el mateix, d’on tindriem que A, O, B estan alineats,
cosa que no és possible per pertanyer a una circumferencia. Pel teorema
anterior sabem que aquesta recta es transforma en una circumferéncia que
passa per O, pero sabem que si la inversié de A és A’ llavors la de A’ és A.
Per tant, la circumferéncia en que es transforma la recta que passa per A’
i B’ és la circumferéncia donada i d’aqui tenim que aquesta circumferéncia
es transforma en una recta que no passa pel centre de la inversio. O

Aquests dos teoremes ens permeten afirmar que donades una recta i una
circumferencia sempre es pot obtenir una a partir de I’altra amb una inversié.
Si la recta no és tangent a la circumferéncia llavors tenim dues inversions que
transformen la recta en la circumferencia i viceversa. Aquestes inversions sén
les de centre un dels punts de la circumferencia del diametre perpendicular
a la recta. En el cas en que la recta sigui tangent la inversié és Unica i és
respecte el punt diametralment oposat al de tangéncia. Aixo és perque, tal
com hem vist a la demostracié del teorema 3.1 el centre de la circumferéncia
que obtenim de la inversio de la recta esta a la recta perpendicular a la recta
que passa pel centre de la inversio per tant, si volem obtenir una determinada
circumferencia a partir de la inversié d’una recta també haura de complir
aquesta propietat i, el centre de la inversié s’haura de trobar en les punts
en que el diametre és perpendicular a la recta.

En el cas en el que tinguem una circumferéncia que no passa pel centre
d’inversi6 tenim:

Teorema 3.3. La inversio transforma les circumferéncies que no passen pel
centre d’inversio en circumferéncies que tampoc passen pel centre d’inversio.

Demostracio. Sigui g la circumferencia donada i k la que fem la inversié.
Sigui O el centre de la inversi6. Tracem una recta que passi per O i talli ¢
en dos punts, A1 B. Suposem que A’ i B’ s6n els inversos de A i B. (fig. 19)
Aleshores es compleix, per definicié, que OA - OA’ = OB - OB’ =2, on r
és el radi de k. Suposem també que OA - OB = g. Tenim per les propietats
de les circumferencies que g és positiva si O és a fora de ¢ i negativa si no i
és constant, per a tot A, B.

De la primera igualtat tenim que OA-OA’-OB-OB' = r* d’'on OA'-OB’ =

4, R . .
% i gg‘, : 8};”, = T% pero per tenir gg‘, = 81]49, es compleix gg‘, = r% que ens

diu que la figura que descriuen els punts B’ és semblant a la que descriuen els
punts A ja que el quocient r% és constant. Pero A descriu una circumferencia
aixi que B’, que ens ddna la figura inversa, també. O

De la demostracié del teorema obtenim que la circumferencia tracada a
partir de la inversié és la mateixa que obtindriem si féssim una homotecia
de centre el centre de la inversié i de rad %.

Per tant, la inversié deixa invariant la circumferencia si 'homotecia asso-
ciada és de rad 1. Aixi, donades dues circumferencies podem obtenir I'una
a partir de 'altra per mitja d’una inversié. En el cas en que no siguin ni
tangents ni concentriques tindrem que el centre de la inversié és qualsevol
dels dos centres de les homotecies que transformen una circumferencia en
I'altra. Pel cas en que siguin concentriques tindrem que sén inverses amb
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Ficura 19

centre d’ inversié el seu centre ja que aquest és el centre de I’homotecia (que
té per rad la raé entre els radis). Si sén tangents tenim que el centre de
I’homotecia és el punt de tangencia pero aquest no pot ser el centre de la
inversido perque passa per les circumferencies. Llavors, si les dues circum-
ferencies tenen radis diferents, el centre de la inversio és el punt d’interseccid
de les rectes tangents (diferent de la recta que passa pel punt de tangencia)
a les dues circumferencies. Si les circumferéncies sén tangents i tenen el
mateix radi podem obtenir 'una a partir de ’altra amb una simetria res-
pecte la recta tangent a les circumferencies que passa pel punt de tangencia.
Podem pensar que les simetries respecte d’una recta sén inversions respecte
circumferéncies de radi infinit.

Una manera facil d’obtenir la circumferéncia que s’obté en fer la inversié la
trobem observant que podem construir el diametre a partir de la inversié dels
punts de la interseccié de la recta que uneix els centres de les circumferéncies
ki ¢ amb la circumferéncia q. (Veure fig. 19)

Una propietat important de les inversions és que sén aplicacions confor-
mes, és a dir, es conserven els angles. Per tal de demostrar-ho necessitem
primerament el segiient resultat:

Proposicié 3.1. Siguin m i m’' dues corbes inverses l’'una de l’altra respecte
a la circumferéncia k. Siguin M i M’ punts inversos tals que M € m i
M' € m/. Llavors les rectes tangents a m i m’ en els punts M i M' o bé
son perpendiculars a la recta MM' o bé formen amb el segment MM’ un
triangle isosceles de base MM’ .

Demostracié. Suposem que N és un punt diferent de M de m i N’ el seu
invers, que serd un punt de m’. Tracem les rectes MM’', NN’ que passen
pel centre de la inversié, O, i les rectes MN i M'N’, que suposem que
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es tallen en el punt P. Suposem també que 'angle MON = 6 i 'angle
OMN = . Llavors per I'observacié feta en la demostracié del teorema 3.1
tenim que ZONM' = ¢. Si ara considerem el triangle M PM’ tenim que
langle PM M’ = ¢ (per ser 'angle oposat pel vertex de 'angle OM N han
de valdre el mateix) i I'angle MM'P = ¢ + 0 (per ser el complementari de
Pangle OM'N’ que val 7 — 6 — ).

Ara fem un procés de pas al limit per tal d’aconseguir que les rectes M N
i M'N’" que sén secants passin a ser tangents. Si fem tendir I’angle 6 a 0
obtenim que 1’angle M M'P tendeix a ¢ que és el que val 'angle PM M’.
D’aqui que el triangle M M'P passa a ser isosceles.

Seran perpendiculars si no existeix el punt d’interseccio P. O

Teorema 3.4. La inversio deixa invariant les magnituds dels angles.

Demostracid. Siguin m i n dues corbes que es tallen en el punt A i m/, n i
A’ els seus inversos respecte la circumferéncia k. Pel teorema anterior tenim
que l'angle entre el segment AA’ i les tangents a m i m’ en A1 A’ és el
mateix perd també és el mateix I'angle entre el segment AA’ i les tangents
ennin’ en Ai A'. Daqui tenim que I’angle entre les tangents a m i n en
A és el mateix que Pangle entre m’ i n’ en A’ tal com voliem veure. O

Dos altres resultats importants de les inversions fan referéncia a la orto-
gonalitat entre circumferencies.

Teorema 3.5. Sigui ¢ una circumferéncia que passa pels punts A i A" in-
versos respecte a la circumferéncia k. Llavors la circumferéncies q i k son
ortogonals entre elles.

Demostracio. Provarem que les dues circumferencies es tallen formant un
angle recte veient que els radis que uneixen cada centre amb el punt d’inter-
secci6 de les dues circumferéencies sén ortogonals. Primer de tot cal observar
que les dues circumferéncies es tallen. Aixo és perque sabem, de la geometria
euclidiana, que si una circumferencia té punts interiors i exteriors respecte
una altra llavors aquestes dues es tallen. En aquest cas tenim que el punt A
(o el punt A’) és exterior respecte ki A’ (o A) és interior respecte k ja que
A1 A’ sén inversos 1'un de 'altre, també respecte k. Llavors la interseccié
entre les dues circumferencies existeix. Cal provar, doncs, que en aquest
punt, que designem per P, es tallen ortogonalment.

Si OP és el radi de la circumferencia k llavors es compleix que OA - A" =
OP?. També es compleix que OA-OA’ = 0S? = OR?, si Ri S sén els punts
de tangencia de g respecte del centre de k. (Aquest producte és invariant i
s’anomena potencia d’una circumferencia respecte d’un punt.)

Ajuntant les dues igualtats obtenim que el punt P ha de ser el punt S o
el punt R i, per tant, el radi de k és la tangent de ¢ en el punt P. Pero, en
una circumferencia la tangent és perpendicular al radi. D’aqui obtenim que
els dos radis sén perpendiculars i les circumferencies ortogonals. O

Teorema 3.6. Siguin k i q dues circumferéncies ortogonals entre elles.
Llavors les rectes que passen pel centre O de la circumferéncia k i tallen la
circumferencia q la tallen en punts inversos respecte a k.

Demostracié. Suposem que A i A’ sén els punts d’interseccié de la recta amb
q i que P és un dels punts de tall de les dues circumferéncies. Per hipotesis
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tenim que les dues circumferéncies sén ortogonals per tant, la recta OP és
tangent a la circumferéncia ¢ i d’aqui tenim que OA - OA’ = OP?. Perd
aquesta és la igualtat que ens afirma que A i A’ sén inversos respecte a la
circumferéncia k. O

Passem a estudiar ’expressié analitica de les inversions. Per tal de simpli-
ficar 'expressié que obtindrem pensarem el pla euclidia com el pla complex,
és a dir, representarem un punt (z,y) com z = x + iy. També per simplifi-
car podem suposar, sense perdre generalitat, que el punt O, el centre de la
inversid, és 'origen de coordenades.

Recordem que per dir que un punt A’ és I'invers de A respecte de la
circumferéncia k d’origen O i radi r cal que es compleixi que OA - OA’ =

r2. Aquesta expressié és equivalent a ||z|| - ||2/|| = r? on 2z = a1 + iag si
A = (ay,a2) i expressad fi 1 b z = pe!® dap-p =12

= (a1, a2 pressada en forma polar, amb z = pe'®, queda p-p' = r
. A . , 2 . -
ip-p =2 -2 Aixi el punt invers és 2/ = =. Ara tenim l'expressié

d’una inversié respecte a una circumferencia de centre 'origen. Per trobar
I'expressié d’una inversio respecte a una circumferencia de centre arbitrari
P fem el canvi de coordenades que ens centra P a ’origen

Z =z—P

{ Z'=2—-P

T2
Z
que no esta
definit en z = P, tal com ja hem demanat a la definicié d’invers, I'invers del
centre de la inversié no esta definit. Com que aqui ens interessa estudiar
les inversions per tal d’aplicar-les al model del semipla de la Geometria Hi-
perbolica també considerarem que la circumferencia pot ser de radi infinit,
és a dir, una recta, en aquest cas al punt simetric d’'un altre en direm l’'in-
vers respecte la recta r. Si ara calculem l'expressié analitica de la inversié
respecte una recta obtenim: z' = e??'Z 4+ a on a és una constant complexa.
Aquesta expressié la podem obtenir de considerar primer el cas en que la
recta és l'eix horitzontal, 2/ = 7z, després si la recta passa per I'origen amb
un angle ¢ amb l’eix horitzontal obtenim, a partir del canvi de coordenades

Z =¢é%z
7' = ety

ez = ez i a més si la recta no passa per l'origen perod si per un punt a
obtenim ’expressié anterior: 2’ = e*%'Z + a.

Ara tenim determinada ’expressié analitica de qualsevol inversié pero el
que es fa, per tal de reduir les dues expressions en una, és considerar que
Iexpressié general de les inversions és 2/ = ’gi’? on «, (3, v i d representen
nombres complexos i només cal escollir adequadament els valors de «, 3, ¥
id.

Els resultats que teniem referents a la inversié de rectes i circumferéncies,
si ara considerem les rectes com a circumferéncies de radi infinit, es poden
agrupar en un afirmant que la inversié d’una circumferencia és una circum-
feréencia. Per tenir I’afirmacié provada només ens falta veure el cas en el

de manera que la inversié en les noves coordenades queda: Z' = Z i si ho

. .. . _PP4r?
reescrivim en les coordenades originals obtenim: 2’ = %
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que la inversio és respecte a una recta pero llavors la inversié és, de fet, una
simetria respecte la recta, que si que ho compleix.

Amb l'expressio trobada per les inversions podrem estudiar facilment que
obtenim en composar més d’una inversié o, en alguns casos particulars, en
composicié d’inversions.

Definicié 3.2. El nombre A = ad — By s’anomena discriminant.

El discriminant de dues inversions es pot veure que és diferent de zero a
partir de mirar qui és a, G, v 1 6.
Tenim que la composicié de dues inversions es pot escriure com 2z’ = z‘z j;?

izt i @224 g4 Jes dues inversions
Y1Z+61 Y2Z+02

composant-les obtenim que 2"’ = (‘Z‘égjﬂgﬁg)z;(&gzigig;)
minant d’aquesta aplicacié és producte de discriminants.

En canvi, el producte de tres inversions es pot tornar a escriure com una
inversié. Per tant, el producte de quatre inversions es pot escriure amb la
mateixa forma que en el cas del producte de dues inversions. Aixi podem

afirmar:

ja que si suposem que 2z’ =

1 a més el discri-

Proposicié 3.2. FEl producte d’un nombre parell d’inversions es pot escriure

aztB el producte d’un nombre senar d’inversions com z' = ozt
vz+6 YZ+06

A més, es compleix que ad — By # 0

com z' =

Teorema 3.7. Si una aplicacio que representa el producte d’un nombre
parell d’inversions deixa tres punts fixos, €s la identitat.

Demostracio. Sabem que podem escriure el producte d’un nombre parell

d’inversions com 2’ = ‘f‘yiig Els punts que deixa fixos aquesta aplicacié
compleixen z = fﬁi?, és a dir, sén arrels del polinomi yz2+(§ —a)z— 3 = 0.

Pero el polinomi és de grau 2 i té 3 arrels diferents, llavors ha de ser el
polinomi idénticament nul i s’ha de complir y = 8 =01 § = a # 0 perque
sabem que ad —v3 # 0. Aix{ tenim que Daplicacié es 2’ = z, és a dir, la
identitat. O

Teorema 3.8. Si una aplicacio que representa el producte d’un nombre
senar d’inversions deixa tres punts fizos, llavors és una inversié respecte a
la circumferencia que passa per aquests tres punts.

Demostracio. Suposem que ’aplicacié que representa el producte de les in-
versions ve donada per 2’ = f(z) i que la inversié respecte a la circumferéncia
que passa pels tres punts fixos per z’ = g(z). Volem veure que f(z) = g(z).
Considerem la composicié de f amb g 2" = g(f(z)). Aquesta aplicaci6 és
producte d’un nombre parell d’inversions i té tres punts fixos (perque la
inversio donada per g deixa fixos tots els punts de la circumferencia, en par-
ticular deixa fixos els tres punts fixos per f), per tant, pel teorema anterior
tenim que és la identitat. Aixi, es compleix que g(f(z)) =z i f(2) = g~ (2)
perd g 1(z) = g(2) per ser g una inversi6. Llavors f(z) = g(z), tal com
voliem veure. (]

Una vegada ja introduides les inversions ja podem comencar a estudiar el
model del semipla propiament.
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3.1.2. Longitud. El nostre objectiu és provar que realment aquest model es
correspon a un model de Geometria Hiperbolica, és a dir, que es compleixen
els cinc axiomes que hem donat a la definicié de la Geometria Hiperbolica.

Recordem que per treballar amb aquest model hem de fixar una recta del
pla euclidia, que sera la recta de l'infinit. La recta de I'infinit que conside-
rarem és la recta y = 0 i els punts de ’espai hiperbolic seran el punts del
pla euclidia que tenen la segona coordenada positiva, y > 0. Per provar
I’axioma 2, 3 i 4 necessitarem tenir definit el concepte de longitud per tal
de poder parlar dels moviments hiperbolics que conserven les distancies, és
a dir, les isometries.

La longitud d’un segment hiperbolic dependra de la seva distancia eucli-
diana a la recta de 'infinit i de la longitud euclidiana. Aix{, per la mesura
de longituds hiperboliques tindrem en compte els segiients principis:

(1) La longitud hiperbolica d’un segment euclidia, AB, parallel a la recta
de l'infinit és ATB si y és la distancia euclidiana del la recta de Uinfinit (y = 0)
a AB i AB la longitud euclidiana de AB.

(2) Donada una corba « qualsevol definim:

o: longitud euclidiana de la corba,

s: longitud hiperbolica de la corba,

y: minima distancia euclidiana de la corba a la recta de
I'infinit r;

min de(z,7),
rey

y': maxima distancia euclidiana de la corba a la recta de
Iinfinit r;
max de(z, 7).
ey

Observem que y # 0 ja que els punts de la recta r no es consideren del
semipla.

Llavors s’ha de complir la desigualtat 5 <5< %

A partir d’aquests dos principis definirem la longitud d’una corba a par-
tir d’utilitzar particions d’aquesta. Suposem primer que volem calcular la
longitud d’una corba regular, v, que, a més, compleix que és creixent i té
per extrems AB.

Podem considerar la successié Py, Py, ..., P, formada per punts de v amb
Ph=AiP,=B.
Definim:

y;: distancia euclidiana de P; a 7,

o;: longitud euclidiana de 'arc P;P;y1,

G;: longitud euclidiana de la corda que uneix P; amb P;yq,
Y=+ 0,

/) __ o1 on
X = Yo +"'+yn_1’

et Cn

Z = m +”'+yn'
Tenim que ¥ < s < ¥/ ja que podem aplicar el segon principi a cada sumand.
Per altra banda, tenim també que ¥ — ¥’ — 0 quan fem la particié més fina

Iy, — Sn—dip Onyn=OnYn—1 _ &y (. _ On -
doncs X' =% = o T T T T ou (11 y0)+...+yn71yn (Yn

Yn—1) < %(yl —y0) + ... + g—’g(yn —Yn—1) < %(yn —yp) si &’ és la longitud
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major i yo és la menor (perque v és creixent) i ¢’ tendira a zero. Ara ja tenim
que ¥ —p 00 Sjaque 0 < s — 3 < X — X pero per simplificar s’utilitza la
suma Z en comptes de X ja que els seus termes sén més facils de calcular.
Podem escriure Z = %% + ...+ Z—Z% i si prenem a = ming—i ig= maxg—i
tenim la desigualtat aX < Z < Y. D’aquesta desigualtat sabem que quan
n — 00, % — § 1, a més, es compleix que « i B tendeixen a 1 ja que es pot
provar que la relacié de la corda de I’arc i ’arc tendeix a 1 quan la longitud
de I’arc tendeix a zero.

Per tant, podem calcular la longitud hiperbolica d’'una corba amb les con-
dicions anteriors a partir de s = lim,—ooZ. Si tenim una corba decreixent
podem definir la longitud analogament, només cal considerar que Py és el
punt final de la corba i P, l'inicial. Per tant, si tenim una corba regular a
trossos només cal tenir en compte que la suma de la longitud hiperbolica de
cada tros ens déna la longitud total de la corba.

Ara que ja tenim definida la longitud podem estudiar els moviments hi-
perbolics, és a dir, les transformacions del semipla al semipla que conserven
les longituds.

3.1.3. Isometries. Hi ha quatre moviments hiperbolics basics de manera que
qualsevol altre es pot obtenir com a composicié d’aquests.

(1) Translacié parallela a r, la recta de I'infinit.

Obviament conserva les longitud ja que no varia ni la longitud euclidiana
de les corbes ni la distancia de la corba a la recta r, que sén els dos factors
dels que depen la longitud hiperbolica.

(2) Semblanga amb centre en un punt O € r i rad positiva.

Suposem que tenim el segment euclidia M N i que aquest es transforma
per la semblanca amb M’N’ llavors, com que els triangles OMN i OM'N’
sén semblants, tenim que % = Mylfv /, és a dir, es conserva la longitud
hiperbolica de qualsevol corba ja que no varia el valor de cap dels sumands
de Z, que ens déna la longitud.

Hem de demanar que la raé de semblanca sigui positiva per tal que la
corba resultant d’aplicar la transformacié segueixi estant en el semipla on
tenim definit el model.
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(3) Inversié respecte una circumferencia k de radi R i centre O € r.

Suposem que tenim el segment M N que es transforma per la inversié
en M'N’. Els triangles AOMN i AON'M’ sén semblants ja que OM -
OM' = ON - ON' o, equivalentment, 8]]\\;[, = gﬁ,. Si tracem la bisectriu a
langle ZMON i denotem per y (resp. y') la distancia del punt d’interseccié
d’aquesta amb M N (resp. M'N’) tenim que es compleix % = M;{V " per ser
els triangles AOM N i AOM'N’ semblants i, per tant, també les parelles de
triangles AMAC i AN'BD i ANAC i AM'BD. Llavors, com en el cas de
la semblanca, es conserven els sumands de Z i, en conseqiiencia, la longitud
hiperbolica.

(4) Simetria respecte a una recta perpendicular a 7.

De les propietats de les simetries sabem que donat un segment la seva
longitud euclidiana no variara ni tampoc la distancia del segment a la recta
r per ser l'eix de la simetria perpendicular a la recta r, per tant, com en el
cas (1), tenim que la longitud hiperbolica tampoc varia.

Observem que tots els moviments hiperbolics que hem definit sén confor-
mes, és a dir, conserven els angles. Aixo0 esta clar en el cas euclidia pels
moviments (1), (2) i (4) i pel cas (3) ho hem provat al teorema 3.4 i, tot i
que ens interessi pel cas hiperbolic, veurem (axioma 4) que podem pensar
els angles hiperbolics com a euclidians.

3.1.4. Compleix els axiomes. Ara que ja tenim definida la longitud hiperboli-
ca i que coneixem quins sén els moviments hiperbolics, podem comprovar que
aquest model que hem construit compleix els cinc axiomes de la Geometria
Hiperbolica. Una vegada ho tinguem provat també haurem demostrat la
consistencia de la Geometria Hiperbolica, si suposem certa la consisténcia
de la Geometria Euclidiana, ja que haurem donat un model euclidia de la
Geometria Hiperbolica.

Axioma 1. Donats dos punts existeiz una unica recta que els conté.

Suposem que A i B sén dos punts arbitraris de I’espai hiperbolic. Hem
de trobar una recta que els conté i poder assegurar que aquesta es ’inica
recta que els conté. Per tal com hem definit les rectes hem de distingir dos
CAasos.

Si la recta euclidiana que conté A i B és perpendicular a la recta de
Iinfinit llavors la recta hiperbolica és la semirecta que conté A i B i té com
a extrem el punt d’interseccié de la recta euclidiana amb la recta de I'infinit.

Si no, podem veure que estan en una semicircumferencia amb centre a
la recta y = 0. Construim el punt mig del segment AB, C, i la recta
perpendicular al segment AB que passa pel punt mig. (fig. 21) Aquesta
talla la recta y = 0 en un punt, D, ja que no pot ser-hi parallela; en 1'inic
cas que serien paralleles és el cas en que la recta AB és perpendicular a
y = 0, pero aquest és el cas anterior. Afirmen que el punt de tall és el centre
de la semicircumferencia.

En efecte, els triangles ACD i CBD s6n congruents pel criteri costat-
angle-costat de Geometria Absoluta. Tenen els costats AC' i C'B congruents
per ser C el punt mig, els angles ACD i BC'D s6n rectes i comparteixen el
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costat C'D. Aixi els costats AD i BD sén congruents i la distancia de D a
A és la mateixa que la distancia de D a B.

Si ara tracem la circumferencia amb centre D iradi AD tenim que també
passa per B.

Per tal d’obtenir una recta hiperbolica només cal que considerem els punts
de la circumferencia que estiguin per sobre la recta de I'infinit, excloent els
punts de la interseccié de la circumferéncia amb y = 0.

Per tant, tenim provada ’existéncia. La unicitat es despren del fet que
les construccions sén uniques pensades a la Geometria Euclidiana, no hi ha
cap altre punt que pugui ser el centre de la semicircumferéncia i quan no
existeix és perque la recta AB és perpendicular a la recta de I'infinit i només
passa en aquest cas.

Aixi queda provat que el primer axioma de la Geometria Hiperbolica es
compleix en el model del semipla. Més endavant, després de demostrar
la veracitat dels cinc axiomes en aquest model, provarem que aquests dos
tipus de rectes que hem considerat es corresponen amb el concepte de recta
euclidia, és a dir, ens déna la distancia hiperbolica entre dos punts. A més,
veurem que sén les uniques corbes que compleixen aquesta propietat i, per
tant, cap altre corba pot ser considerada com a recta.

Axioma 2. Qualsevol recta es pot prolongar indefinidament.

Com abans, distingim dos casos:

Si la recta és perpendicular a la recta y = 0 podem pensar que es pot pro-
longar indefinidament en el mateix sentit que en el cas euclidia per 'extrem
oposat a la recta de I'infinit. Cal provar pero que en el cas hiperbolic també
augmenta la distancia indefinidament entre un punt fixat A i els punts que
estan a sobre seu, els que tenen coordenada x igual i y cada vegada més gran.
Hem vist que les semblances de centre un punt de la recta r i rad positiva
sén moviments hiperbolics i per tant, conserven les longituds. Si definim
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la semblanca de centre el punt de tall M, de la recta s, perpendicular a r
que passa per A obtenim un punt A; que esta a s amb coordenada y major
que la de A. Si ara apliquem la semblanca de A; obtenim un A, que també
ho compleix. Aplicant recurrentment la semblanca obtenim una successid
A, As,... de punts de la recta s, cadascun amb coordenada y més gran i
que compleix que MA = AA;, MAy = A1 As,... MA, = A,An11,... ,é5a
dir, tots els segments AA1, A1As,... JAnAni1,... tenen la mateixa longitud
hiperbolica i, per tant, podem trobar punts a la recta s allunyats tant com
vulguem de s, podem prolongar indefinidament la recta s en el mateix sentit
que en el cas euclidia.

Per 'altre extrem, pero, també la podem allargar indefinidament només
cal aplicar recurrentment, com en el cas anterior, una semblanca de centre
M iraé 1/2. Obtindrem punts cada vegada més propers a M (perd mai
arribarem a M) en el sentit euclidia perd que en el sentit hiperbolic estaran
a una mateixa distancia, la distancia hiperbolica de A a A;. Per tant, també
podem prolongar indefinidament la recta en aquest sentit.

Ens falta el cas en que la recta hiperbolica és una semicircumferencia
centrada a r. En aquest cas tenim que la recta talla en dos punts P i
Q@ la recta de l'infinit. Podem trobar punts que estan tan a prop de P o
de @@ com vulguem, en el sentit euclidia perd que en el sentit hiperbolic
estan a una mateixa distancia. Aixo és cert ja que sempre podem trobar
moviments hiperbolics que passin d’una semicircumferencia a una semirecta,
només cal considerar, per exemple la inversié amb centre un dels punts P
o @ i radi menor que el diametre de la semicircumferencia, la inversié de la
semicircumferencia sera la recta (els punts amb y > 0) que passa pels dos
punts d’interseccié de la circumferéncia d’inversié i la semicircumferencia
pensada com a circumferencia.

Ara en aquesta recta ja sabem que és cert (és cert per a tota recta per-
pendicular a r) i, per tant, també és cert en una recta hiperbolica arbitraria.

Axioma 3. Donat un punt qualsevol, que prenem com a centre, i una
distancia qualsevol, que prenem com a radi, podem tracar una circumferéncia.

El concepte de circumferéncia en Geometria Hiperbolica sera el mateix
que en Geometria Euclidiana, és a dir, el lloc geometric dels punts que estan
a una mateixa distancia (radi) que un cert punt fixat (centre).

Per veure que la construccié de la circumferencia, donat un punt i un
radi, sempre és possible donarem un metode per fer-la. Sigui P el punt
donat com a centre i R la longitud donada com a radi. Tracem per P la
perpendicular, s, a r i considerem un punt A de s que estigui a distancia R
de P. (fig. 22) El punt A existeix per la nocié de longitud i per ’axioma 2 ja
que ens afirmen que donat un punt sempre en podem trobar un altre a una
determinada distancia, sobre una recta fixada. Per construir 'altre punt B
que esta a la mateixa distancia de P que A utilitzem que les semblances de
centre un punt de r sén moviments hiperbolics. Construim B de manera
que compleixi % = % perque aixi tenim que la distancia hiperbolica de
AP és la mateixa que la de BP doncs el punt A passa al punt P i el punt P
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passa al punt B per mitja de la semblanca de centre M i rad %. Veiem-ho.

AM-%:PMiApassaaP

PM-%:PM‘%iPpassaaB.

Aix{ tenim que P és el centre hiperbolic del segment AB. Ara ens falta
construir tots els altres punts de la circumferéncia. Afirmem que la circum-
ferencia euclidiana ¢ de centre el punt mig euclidia O del segment AB i radi
OA és la circumferencia hiperbolica que estem buscant. Tracem aquesta cir-
cumferencia. Observem que en aquesta construccié sempre estem a la part
del pla euclidia on hem definit el model ja que el primer punt (A) el podem
triar sempre amb coordenada y més gran que la de P i, per tant, y > 0. El
segon punt (B) també té y > 0 ja que fem una semblanga amb raé positiva
i centre un punt de la recta de l'infinit. La circumferéncia euclidiana també
esta en el semipla ja que hi té el centre i dos punts diametralment oposats.

Per tant, si provem que tots els punts de g estan a la mateixa distancia
hiperbolica de A ja haurem provat que 'axioma tres es verifica.

Per provar que les distancies sén iguals provarem que els punts diametral-
ment oposats en el sentit hiperbolic es poden portar a A i B per mitja d’'un
moviment hiperbolic.

Construim el punt P; simetric de P respecte la recta r. P; i P sén inversos
respecte la circumferencia q. Provem-ho.

Per construccié tenim les igualtats: OP = OM — PM, OP, = OM +
MP; = OM + PM d’on OP -OP, = OM? — PM? i OM = %(AM + BM)
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ja que 2-OM = BM + (BM + OA + OB). D’aqui i de que % = %
tenim que PM? = BM - AM. Ara podem escriure la igualtat OP - OP, =
OM? — PM? = X(BM — AM)? perd per ser OB = £(BM — AM) tenim
finalment que OP - OP; = OA?, és a dir, P i Py sén inversos respecte .

Construim la inversié que ens permetra afirmar que ¢ és una circum-
ferencia hiperbolica.

Tracem una circumferencia euclidiana n, que passa per P i P; i té el centre,
N, alarectar. gin es tallen en dos punts, que podem designar per C' i D,
i n talla r també en dos punts, F i F. (fig. 22) Tracem la circumferéncia
o amb radi EP i centre E. o sera la circumferencia des de la que farem la
inversié que ens portarda CP a AP i DP a BP. Les circumferencies o i ¢
sén ortogonals ja que estem en la situacié del teorema 3.5 perque P i P;
sén inversos respecte q. Llavors pel teorema 3.6 tenim que ¢ és invariant
respecta la inversié donada per o.

La circumferéncia n es transforma per la inversié en la recta que passa
per P i P; ja que pel teorema 3.2 per ser n una circumferéncia que passa
pel centre d’inversié s’ha de convertir en una recta que no hi passa pero, a
més, els punts P i P; han de ser fixos per ser també de la circumferencia
que déna la inversié.

Finalment tenim que el punt C es transforma en I’A; per ser D de les
circumferencies ¢ i n i la circumferencia ¢ invariant respecte la inversié de
0, D s’ha de transformar en un punt de ¢ i de la recta que es transforma en
n 1 aquest veiem que només pot ser A. De la mateixa manera, tenim que el
punt D passar a ser el punt B i com que P és fix tenim que PC passa a PA
i PD a PB tal com voliem.

Aixi queda vist ’axioma 3.

Axioma 4. Tots els angles rectes son iguals.

Sabem que l'afirmacié és certa en el cas euclidia i en aquest model els
angles es poden pensar igual que els angles euclidians per tant, tenim que
tots els angles rectes sén iguals.

Veiem que els angles es poden pensar com a angles euclidians. Per fer-ho
utilitzarem que qualsevol angle es pot escriure a partir de la suma finita o
infinit, en forma de limit, dels angles w, %w, %w, %w, %w,... si w denomina,
I’angle recte i veurem que en tots aquests angles la magnitud euclidiana és
la mateixa que la hiperbolica.

Pel cas de ’angle recte, w, tracem una recta hiperbolica k, en forma de
semicircumferencia i centre en el punt M. Tracem la perpendicular s a 7
que passa per M. s talla k en un punt A, i forma quatre angles (fig. 23) que
sén rectes ja que son tots iguals, tant si els pensem com a euclidians com
a hiperbolics. La seva igualtat es desprén del fet que podem transformar
I'un en 'altre a partir de moviments hiperbolics. Aixi, per exemple, podem
portar /1 a /21 /3 a /4 a partir d’una simetria respecte s i /1 a /31 £2
a /4 a partir de la inversié respecte k.

Provem que per 'angle %w també es verifica. Tracem pel punt B d’in-
terseccié de k amb r la recta hiperbolica n de centre B i radi AB. Aquesta
divideix I'angle 1 en dos que en el sentit euclidia sén iguals, és a dir, valen
%w. Pel cas hiperbolic també valen el mateix ja que podem portar 'un a
I’altre a partir de la inversié respecte n.
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Per un procés analeg, tragant la recta hiperbolica [ i considerant-la com
a circumferéncia d’inversié, tenim que els angles 7 i 8 sén iguals tant en el
sentit hiperbolic com en 'euclidia i cada un és la meitat de I'angle 6, és a
dir, valen iw. (fig. 24) Reiterant aquest procés obtenim que tots els angles
d’amplitud Q%w son equivalents i la seva magnitud és la mateixa tant si la
pensem en el sentit euclidia com en ’hiperbolic.

Axioma 5. Emisteizen una recta v ¢ un punt P que no pertany a la recta
tals que per P passen almenys dues rectes que no tallen .

Fixem una recta s, perpendicular a r qualsevol i un punt P exterior a
s. Des d’aquest punt podem tracar, almenys, dues rectes, de fet infinites,
que no tallen s. Una d’elles és la recta perpendicular a r que passa per P
i altra pot ser, per exemple, la semicircumferéncia que passa per un punt
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de la recta de I'infinit del mateix costat del semipla que conté P respecte la
recta s i a més, si fem la projeccio a la recta de I'infinit del punt P aquest
punt que triem esta entre la projeccié de P i el peu de la perpendicular s, i
té el centre a la recta de l'infinit.

Observem que tenim que hi ha infinities paralleles ja que hi ha infinits
punts que compleixen la condicié anterior pero veurem que només hi ha dues
paralleles segons la definicié.

Seran paralleles les rectes que es tallin en el punt de I'infinit. En aquest
cas les paralleles sén laltra recta perpendicular a r (es talla a Uinfinit amb
s en el mateix sentit que en el euclidia) i la semicircumferencia que passa
pel peu de la recta s, ja que aquest punt és un punt de la recta de 'infinit.

Per provar I'axioma no és necessari provar més casos pero ens podem
convencer facilment de que per les rectes que sén semicircumferencies també
és cert. Tal com ja vam provar pel cas general, si es compleix 'axioma per
una recta i un punt exterior a aquesta es compleix per a qualsevol altra
parella de recta i punt i a més no podem trobar només dues rectes que no
la tallen siné que en podem trobar infinites.

Hem trobat una recta i un punt exterior pel que hi passa més d’una recta
que no la talla, per tant, queda ’axioma provat i aixi tenim que el model del
semipla amb les nocions de recta i longitud que hi ha definides és un model
de la Geometria Hiperbolica i, per tant, el podem utilitzar per estudiar-la.

Provem que les corbes que hem definit com a rectes hiperboliques ens
donen la distancia entre dos punts que hi pertanyen.

Estudiem primer el cas de les semirectes euclidianes perpendiculars a la
recta de l'infinit.

Suposem que s és una d’aquestes rectes i que A i B sén dos punts de
s. Volem veure que el segment de la recta s que uneix A i B ens déna la
distancia hiperbolica entre A i B, és a dir, tota altra corba que uneix A i B
té longitud hiperbolica més gran.

Suposem que 7 és una altra corba que uneix A i B i que a i b sén dues
rectes paralleles a la recta de 'infinit que tallen el segment AB en els punts
C'i D, respectivament. Tenim que a i b també han de tallar «, en els punts
EiF. (fig. 25)

Com que a i b s6n arbitraries si provem que la longitud hiperbolica de C D
és menor que la de EF llavors ja tindrem que s és una recta hiperbolica.
Pel que hem vist la longitud hiperbolica de CD ve donada per % on CD
és la longitud euclidiana del segment i y és la distancia euclidiana de CD a
r i la longitud hiperbolica de E'F' ve donada per ]ff on EF és la longitud
euclidiana de 'arc EF iy la distancia euclidiana de E'F a r. Observem que
y iy sén iguals ja que la seva magnitud esta definida a partir de la distancia
entre dues rectes paralleles (els punts dels arcs CD i EF que ens donen la
distancia a r sén un dels extrems) i a la Geometria Euclidiana es compleix
que rectes paralleles sén equidistants.

Per altra banda, tenim que la longitud euclidiana de C'D és menor que la
de EF, no poden ser sempre iguals ja que en aquest cas A i B serien iguals,
per ser a i b arbitraries.
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D’aqui obtenim que la longitud hiperbolica de A a B és menor si recorrem
s que si recorrem . Com que vy és una corba arbitraria obtenim que la
distancia entre A i B ens ve donada per la recta s que, per tant és una recta
hiperbolica.

Provem que les semicircumferéncies de centre un punt de la recta r sén
rectes hiperboliques. Per veure-ho utilitzarem que les inversions conserven
les distancies, per tant, si dos punts estan units per un arc i aquest déna
la distancia entre els punts I’arc que obtinguem en fer una inversié també
donara la distancia entre els dos punts inversos i aquesta distancia sera la
mateixa.

Suposem que k és una semicircumferencia de centre un punt de r i que la
circumferencia que determina talla r en els punts A 1 B. Suposem, a més, que
q és una circumferencia que té A com a origen i que talla k en els punts M i
N. Considerem ¢ com a la circumferencia respecte la que fem una inversio.
La inversi6 de k respecte g ens donara una recta (teorema 3.2). Aquest recta
passa per M i N per ser M i N punts de q i, per tant, fixos, pero llavors
la recta és perpendicular a 7 i sabem que és també una recta hiperbolica.
D’aqui tenim que soén rectes hiperboliques les rectes perpendiculars a r i les
semicircumferencies de centre un punt de 7.

Per veure que cap altra corba pot ser considerada com a recta hiperbolica
segons la nocié de longitud i de manera que la minimitzi entre dos punts
qualsevol. Provarem que donats dos punts no pot passar que una altra
corba que els uneixi també en doni la distancia, és a dir, donats dos punts
hi ha una unica recta hiperbolica que els uneix. Com que a I’axioma 1 hem
vist que per a qualsevol parell de punts podem trobar una (i només una)
semicircumferencia amb centre a r o recta perpendicular a r que els uneix
tindrem que no hi ha cap altre corba que pugui ser considerada com a recta.

Suposem que A i B sén dos punts tals que es poden unir a partir d’una
recta perpendicular a r. Els altres casos es poden reduir a aquest a partir
d’una inversié. Suposem que [ i I’ sén dues rectes hiperboliques que uneixen
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Ai B i quel és la perpendicular a r. Sabem que !’ ha de coincidir amb
[ entre A i B ja que en demostrar que les perpendiculars a r sén rectes
hiperboliques hem vist que qualsevol altra corba que uneixi Ai B (si Ai B
estan en aquesta posicié) no en déna la distancia i ara estem suposant que
I és una recta hiperbolica que passa per A i B i, en particular, ha de donar
la distancia entre A i B.

Suposem doncs, que existeix un punt C de I’ que no pertany a l. Suposem
també que es compleix que B esta entre A i C, en el sentit que si recorrem
[ des de A en la direccié que hi ha C' trobem primer el punt B. La semi-
circumferéncia que passa per A 1 C i té centre r és una recta hiperbolica
que passa per A i C pero no per B, (B esta a la perpendicular respecte r
que passa per A) per tant, no coincideix amb I’ perd abans hem vist que
hi ha una tnica recta que passa per dos punts fixats. Perque [ i I’ fossin
dues rectes diferents que uneixen A i B hauriem de tenir que !’ minimitza la
longitud entre A i C, cosa que no passa ja que I’ entre A i C' no coincideix
amb la recta hiperbolica, semicircumferéncia euclidiana amb centre r, que
si que la minimitza.

Aixi doncs, no hi ha cap altra corba que ens doni la distancia entre els
punts que uneix. Les rectes que haviem postulat com a rectes hiperboliques
per a aquest model, per la nocié de longitud que hem fixat, compleixen que
donen la distancia entre els punts que uneixen i a més soén les tiniques corbes
que ho compleixen.

3.1.5. Relacions métriques. En aquest apartat trobarem férmules explicites
per als diferents conceptes que hem definit, com ’angle de parallelisme, la
longitud d’un segment, I'area d’un triangle o la circumferéencia i definirem
nous objectes com ’equidistant o I'horocicle, és a dir, construirem a la Ge-
ometria Hiperbolica aquells objectes i relacions metriques que necessitem
tenir definides per coneixer més el funcionament d’aquest model i poder
arribar al nostre objectiu, a fer les construccions amb Sketchpad.

Primer de tot ens cal definir la raé doble entre quatre punts del pla com-
plex.

Raé doble. A partir d’ara seguirem considerant el semipla de Poincaré com
la regié del pla complex amb els punts amb segona coordenada positiva.

Definicié 3.3. Definim la rad doble de quatre punts del pla complex com

(u,v,8,1) = 2=« 2=,

En la raé doble és important 1’ordre dels punts ja que, per exemple, si
(u,v,s,t) = X llavors (v, u, s, t) = % i(u,v,t,s8) = %

Pel cas en que un dels quatre punts sigui el punt de l'infinit aplicarem la
férmula anterior fent un procés formal de pas al limit.

Teniem que el producte d’un nombre parell d’inversions es pot escriure

/I az+f . y 5s . ! az+0
com 2’ = "5 i el producte d’'un nombre senar d’inversions com 2z’ = e
Tot i que aquestes expressions no estan definides en un punt direm que en el

punt on no estan definides, és a dir, a —% oa —%, la seva imatge val infinit.

A més, direm que la imatge de infinit és % (o %) D’aquesta manera tenim

que el producte d’inversions és una aplicaci6 bijectiva de C U co. Pel cas en
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que v = 0 prendrem com a imatge de oo el mateix oo ja que, de fet, no hi
ha cap punt on no estigui definida I’aplicacié.

La raé doble sera necessaria per donar la féormula de la longitud hi-
perbolica d’un segment, per tant, n’haurem de coneixer algunes propietats.

Teorema 3.9. Donada una transformacié del tipus 2z’ = ?‘y‘zig

By # 0 i quatre punts u, v, s, t diferents es compleiz que (u,v,s,t) =

(W', 0, ' ). I sila transformacid és del tipus 2z’ = i"éig amb ad — By # 0

amb ad —

es compleiz que (u,v,s,t) = (v, v, s, t).

Demostracié. Demostrarem primer el cas en que la transformacié és 2/ =

%ig i cap dels quatre punts és el de l'infinit.

Calculem les diferencies en funcié de «, 3, 7, d i els punts donats. Tenim

que
0— By
u —s = a uU—S
(’yu+5)(’ys+5)( )
i analogament tindriem les altres tres diferencies.

Per tant,

u—s u—s yt+06
v—t  u—t s+

V-5  w—s At+4§

v —t  v—t ys+0
d’on obtenim que (u,v, s,t) = (v/,v', s, ') tal com voliem provar.
Pel cas en quée un dels punts sigui infinit podem aplicar el mateix si tenim
en compte que en aquest cas la definicié de la radé doble dels quatre punts
I'obtenim de fer el pas al limit.

Ens falta provar el cas en que la transformacié donada és 2/ = 222 Per

zZ+6 °
provar aquesta part utilitzarem la primera i que la transformacig aue ens
déna 2’ es pot pensar com a producte de dues transformacions 2z’ = ‘;jﬁﬁi? i
2" = Z. Si considerem els quatre punts donats tenim que la seva raé doble
és la mateixa que la dels seus punts conjugats, per ser el mateix la suma,
producte i invers de punts conjugats que el conjugat d’aquests. Aixi tenim
(u" 0", 8" t") = (u,v,5,t) = (u,v, s,t). Per altra banda, de la primera part
del teorema tenim que es compleix la igualtat (u/,v',s',t') = (u,v,s,t) i
ajuntant les dues igualtats obtenim el resultat que voliem. O

Teorema 3.10. Suposem que u i v son dos puns del semipla de Poincaré
1 que s it son els punts d’interseccid de la recta hiperbolica que passa per
u i v amb la recta de linfinit, y = 0. Llavors (u,v,s,t) és un nombre real
estrictament positiu.

Demostracido. Distingim dos casos, segons la recta hiperbolica sigui una recta
euclidiana o0 no. En el cas en que u i v tenen igual la primera coordenada
la recta hiperbolica que passa per aquests punts és una recta euclidiana
perpendicular a la recta de l'infinit. Llavors el punt ¢ és co i tenim que
la raé doble dels quatre punts és (u,v,s,00) = =5 pero u —s =i -7y i
v — s = 179 sOn imaginaris purs per estar a sobre de la mateixa recta
perpendicular a y = 0, és a dir, per tenir igual la part real. Llavors es

compleix que (u,v,s,t) = %
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Si no, v i v estan a sobre d’una semicircumferéncia amb centre a y = 0

i llavors s i t sén punts de la recta y = 0. Podem escriure els nombres
complexos u—s i u—t en forma polar de manera que ens queda u—s = r1e'1
iu—t=rqe amb 6 — Oy = 5 per ser I'angle Zsut un angle recte. Si fem
u—=s T1

el primer quocient que ens demana la raé doble tenim que =7 = .

e’z
Analogament pel segon quocient tenim 7= = :—ie_i% sirs iy sén el modul
de v — s i v — t respectivament. Ajuntant les dues igualtats obtenim que la

ra6 doble (u,v, s, t) = % : :—i que també és un nombre real positiu. O

Longitud de segments. Afirmem que la longitud d’un segment que uneix els
punts v i v ve donada per:

p(u,v) = |In(u,v, s,t)|.

Observem que la longitud d’un segment amb extrems u i v és la distancia en-
tre els punts u i v, per tant, aquesta és la formula hiperbolica de la distancia.

Els punts s, t que hi ha a la férmula de la distancia que hem donat sén els
mateixos que els que hem definir al teorema 3.10. Per veure que la férmula
que hem donat per la distancia és realment una distancia cal provar, primer
de tot, que esta ben definida i que compleix la definicié de distancia.

Teorema 3.11. La longitud d’un segment hiperbolic d’extrems u, v esta
donada per p(u,v) = |In(u,v, s, t)| on s, t son els punts d’interseccid de la
recta hiperbolica que passa per u i v i la recta de infinit.

Demostracio. Provem que esta ben definida. Per poder fer el logaritme d’un
nombre cal que aquest sigui real i estrictament positiu. Pero el teorema 3.10
afirma que la radé doble de quatre punts tals que els dos primers sén arbitraris
i els altres dos s’obtenen de la interseccié de la recta hiperbolica que passa
per aquests dos punts i la recta de I'infinit, com és aquest cas, és un nombre
real estrictament positiu. Aixi doncs, la férmula esta ben definida.

Ara falta demostrar que compleix el principi (2) que hem imposat a 1’a-
partat 3.1.2 pel cas en que la corba és un segment hiperbolic. Per veure-ho
distingirem dos casos, segons el segment pertanyi a una recta perpendicular
a la recta de ’infinit o no.

Suposem primer que la recta hiperbolica que uneix els punts u i v és
una semirecta euclidiana perpendicular a la recta de 'infinit. Considerem
els punts u' i v que estan a aquesta mateixa recta i que compleixen que
su— % on s és el punt d’interseccié de la recta que passa per u i v i la
recta de l'infinit i sv és la longitud euclidiana entre els punts s i v.

Si ara considerem la semblanga amb centre s € 7 i raé 2 tenim que el
segment u/v’ es transforma en el segment wv i per ser les semblances amb
centre un punt de r i rad positiva isometries del pla hiperbolic tenim que
la longitud hiperbolica dels dos segments és la mateixa. Per tant, podem

afirmar que la longitud hiperbolica del segment uv depen de la relacié 2= ja

que aquesta proporcid és la mateixa que la determinada per u'v’, ZZH per

construccié de v’ i v'.

Aixi doncs, la longitud hiperbolica del segment uv, que denotarem per
p(u,v) ha de ser funcié de %%

Volem provar que p(u,v) = |In(u, v, s,t)|. Provem si aquesta férmula ens
déna la funcié de I que estem buscant.



42 JUDIT ABARDIA

Ficura 26

Com que u i v estan a una recta perpendicular a r tenim que el punt ¢ val
oo. En aquest cas la ra6 doble (u,v, s, t) queda: (u,v,s,t) = (u,v,s,00) =
=2 perdo u — s ¢és la distancia euclidiana entre u i s perque aquests dos
punts estan sobre una recta perpendicular a y = 0, la recta de l'infinit.
Analogament per v — s. D’aqui podem escriure, en aquest cas, p(u,v) =
[In(22)).

Ens falta provar que aquesta expressié compleix el principi (2) de apartat
3.1.2 pel segment hiperbolic que uneix u i v.

ag ag

Volem veure que v < p(u,v) < yono és la longitud euclidiana, y

la distancia minima entre la recta de 'infinit i el segment, 1’ la distancia
maxima i p(u,v) la longitud hiperbolica que hem definit.

Pel cas en que els punts u, v estiguin a la mateixa perpendicular respecte
r, si substituim cada terme de I’expressié pel seu valor obtenim

VU su VU
— < |In(—)] < —.
su sv 5V
Estudiem cada desigualtat per separat:
De la segona desigualtat, |In(3%)| < 2 fent el canvi de variable 2 = ,
aplicant 'exponencial i tenint en compte que su = sv+wvu obtenim (1+z) <
e” que, per ’analisi, sabem que és cert.



TALLER DE GEOMETRIA HIPERBOLICA 43

Per T'altra desigualtat fent el canvi de variable 2 = z aplicant '’expo-

nencial i tenint en compte que vu = su — sv obtenim e!=%) < (%) que, per
I’analisi, sabem que és cert.
Observem que si en comptes de calcular p(u, v) calculéssim p(v,u) també
tindriem que es compleixen les desigualtats. Llavors hauriem de provar
2y < 2,
su su SV
Tenint en compte que ara In(5;) < 0 i fent canvis da variable semblants als
del cas anterior obtenim les desigualtats.

Aixi doncs, es compleix que pel cas en queé u i v estiguin sobre una mateixa
recta perpendicular a la recta de 'infinit la férmula verifica els principis
demanats per ser longitud.

Aquesta expressié també compleix que la longitud d’un segment que ob-
tenim a partir de la suma de d’altres segments és la suma de les longituds de
cada un d’aquests altres segments. Suposem que z és un punt que pertany
al segment determinat per v i v. Llavors es compleix que &' = 22 . 22 i
si apliquem logaritmes a la igualtat obtenim que: In(%%) = In(52) + In(3%)
pero cada un dels quocients és més gran que 1 per la disposicié dels punts,
per tant, el seu valor és el mateix amb o sense valor absolut i obtenim:

| In(=)] = [In(2)| + ()|

que ens déna p(u,v) = p(u, z) + p(z,v), el que haviem de provar.

El fet de posar valor absolut és per aconseguir que si considerem el seg-
ment vu en comptes de 'uv ens doni el mateix valor; perque la distancia no
depengui de la direccio.

Suposem que els punts u, v no estan a una mateixa recta perpendicular
a la de l'infinit. Llavors estan sobre una semicircumferencia euclidiana, q,
amb centre M a la recta r i que talla a r en els punts s i t.

Per calcular la longitud entre els punts u i v primer de tot trobarem
Pexpressi6 per calcular la longitud entre els punts z i u (veure fig. 27). Aix{
doncs, considerem la recta perpendicular a r que passa per M i la interseccid
d’aquesta amb la semicircumferencia ¢, z.

Suposem que u i v s6n punts de ’arc comprés entre z i t de q.

Tracem la recta que passa per t i u i considerem v’ com la interseccié
d’aquesta amb la recta que passa per M i z. ' sempre existira ja que la
recta per t i u no pot ser parallela a la recta per M i z per ser t, u i z punts
d’una mateixa circumferencia.

Si ara considerem la circumferéncia ¢’ de centre ¢ i radi tz podem provar
que el segments hiperbolics zu i zu' es poden obtenir un de I’altre a partir de
la inversio respecte ¢’. En efecte, z és un punt de la circumferencia d’inversio,
per tant, és fix en fer la inversié i igualment el punt diametralment oposat a
z respecte ¢, 2. Pel teorema 3.2 tenim que la inversié d’una circumferéncia
que passa pel centre de la inversié és transforma en una recta que no passa
pel centre d’inversi6. En aquest cas, com que els punts z i 2’ sén fixos
i pertanyen a la circumferencia ¢, es compleix que ¢ es transforma per la
inversié amb la recta Mz i, per tant, el punt u passa a ser el punt u' per
estar aquests dos punts també sobre la recta que passa per t (el centre de la
inversié).
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Ficura 27

Aixi doncs, hem construit un segment u'z de la mateixa longitud hi-
perbolica que el segment uz perd amb la difereéncia que 1'u/z esta sobre una
recta perpendicular a la recta de l'infinit i en aquesta situacio ja tenim la
férmula de la longitud.

Ara podem fer la mateixa construccié pel punt v, és a dir, podem construir
un v’ a sobre la recta Mz de manera que per la inversié respecte ¢’ el punt
v es transformi en v'. (fig. 27)

Per calcular la longitud hiperbolica del segment uv calcularem la del seg-
ment ©'v’, que és la mateixa.

Mo M/

(1) pluw) = plel,v') = p(v/,2) = plu, 2) = | In(

Ens agradaria poder ajuntar els dos logaritmes en un i que la férmula no
depengués dels punts auxiliars «’, v/, 2. Per aconseguir-ho observem que
hem provat que els quocients del tipus de ]]\\/lj’; sén la raé doble (v/, 2z, M, 00)
i tenim que el punt z sempre estara per sota dels punts u i v perque su-
posem que els punts u i v estan al mateix arc determinat per t i z de la
circumferencia g. Per tant, els dos logaritmes tindran el mateix signe. Aix{
podem ajuntar el valor absolut i els logaritmes. Per treure la dependeéncia
dels punts v/, v' i z ens fixarem amb els angles 6 i ¢ de la figura 27.

El triangle uMt és isosceles (en el sentit euclidia) ja que els costats Mu
i Mt tenen la mateixa longitud euclidiana per ser radis d’una mateixa cir-
cumferencia ¢. Llavors 'angle Mtu val “T_e i, per ser Mz un altre radi de

q, la raé ]}\Jjg = MTT{ = tan(’rT_e) — Cot(g).
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N ) : Y _ 7T*¢ - Mo’ _
Ménalogamelgt per laggle ¢ obtenim que l'angle /Mty = 5% i 37~ =
i = tan(T5F) = cot(5).

Si ara substituim aquests valors a l’equacié 1 obtenim:
0 ¢
2) plu,v) = [Ineot(5) : cot(5))]

Amb Dexpressié (2) ja no tenim dependeéncia de z, u' i v’ perque els angles
0 i ¢ els podem determinar directament només amb els punts v i v i la
circumferencia g. Ara ens falta comprovar que 'expressi6 (2) és la mateixa
que l'expressié de 'enunciat del teorema. Si provem aixo ja haurem acabat
la demostracié perque en aquest cas tenim que es compleixen els principis
imposats a 3.1.2 per complir-se als segments hiperbolics verticals.

Pero que les dues expressions son la mateixa també és immediat de veure
ja que al teorema 3.10 hem vist que la raé doble de quatre punts alineats
situats com a les hipotesis es pot calcular a partir d’un producte que és
exactament el mateix que tenim ara, la cotangent de I'angle que obtenim a
partir de u i la tangent del que obtenim a partir de v. O

Nota: Sovint es considera p(u,v) = R - |In(u,v,s,t)| on R és una cons-
tant real positiva arbitraria com a férmula per la longitud d’un segment
hiperbolic. Aquesta R, que en un principi és arbitraria, es fixa en deter-
minar quin segment té longitud 1 i esta relacionada amb la curvatura del
model. Nosaltres hem de considerar R = 1 pels principis que hem imposat
que ha de complir la longitud, que per qualsevol altra R no es compleixen.
L’eleccid de la R és equivalent a ’eleccié de la base del logaritme que, en el
nostre cas, per tenir coheréncia amb la longitud que hem definit, només pot
ser en base e.

Angle de parallelisme. Ara que ja tenim una férmula explicita per la longitud
dels segments i també sabem (teorema 2.5) que ’angle de parallelisme només
depen de la distancia del punt a la recta podem donar una férmula explicita
per a aquest. Observem que el teorema 2.5 hem vist que és cert per la
Geometria Hiperbolica en general, sense pensar en cap model en concret,
i que el model del semipla de Poincaré que estem considerant és un model
de la Geometria Hiperbolica, per tant, també és cert per aquest model, i el
podem aplicar.
La féormula que donarem per I'angle de parallelisme és:

II(z) = 2. arctan(e” ")

i en el segiient teorema demostrarem que és valida si x és la distancia del
punt P a la recta a.

Teorema 3.12. L’angle de parallelisme esta donat per la formula II(x) =
2. arctan(e™ ")

Demostracio. Per provar el teorema n’hi haura prou en veure que és cert
per un punt P i un recta a concretes que estiguin a distancia x ja que la
funcié II(z) no depeén del punt P ni de la recta a.

Aixi doncs, triem la recta hiperbolica que ens vagi millor pels calculs.
Considerem que a és una semicircumferencia de radi euclidia igual a 1, i
centre M a la recta de l'infinit, y = 0. Per triar el punt P tracem la recta
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Ficura 28

perpendicular a y = 0, ¢, que passa per M i 'elegim a sobre d’aquesta recta.
(fig. 28)

Seguint la notacié de la figura 28 tenim que v és el punt d’interseccié de
la recta cia, sit els punts de tall de la recta de 'infinit amb la recta a i O
el centre de la circumferéncia tangent a a que passa per P. Per la definicié
de longitud d’un segment hiperbolic que hem donat podem afirmar que

P-M
v—M

perque suposem que el radi de la circumferencia a és 1. Calculem P — M.

Els dos angles que a la figura hem anomenat « sén realment iguals perque,
de la Geometria Euclidiana, tenim que angles de costats perpendiculars son
iguals i en aquest cas tenim dues parelles de costats perpendiculars ja que
les rectes de l'infinit i la recta ¢ ho sén i les rectes d i la tangent a la
circumfereéncia pel punt P a la circumferéncia b també (aquestes dues sén
perpendiculars per ser el radi i la tangent d’una circumferéncia en el mateix
punt).

Si ara considerem el triangle euclidia A POt tenim que aquest és isosceles
ja que té els costats Ot i OP iguals per ser radis de la mateixa circumferéencia
d’on obtenim que ZOtP = 5=,

Observem que P — M = f:]\]\/;[ és la tangent de I’angle MtP del triangle
euclidia MtP i que aquest angle sabem quan mesura ja que és el mateix
angle que el OtP que hem calculat. Aixi doncs, tenim que les igualtats
segiients sén certes: P — M = tg(LMtP) = tg(LOtP) = 75% = cot(5).

Si ara substituim P — M per cot(§) a I'expressié 3 obtenim que z =
|In(cot(5))| d’on obtenim que o = 2 - arctan(e™") i a és I'angle de paral-
lelisme. O

(8) @ =p(P,v) =|In(P,v, M,00)| = | In(—=-) = | In(P — M)

Algunes formules de la trigonometria hiperbolica. Tal com hem vist, a la
Geometria Hiperbolica tenim una relacié entre les longituds dels segments
i la magnitud dels angles. Aquest fet ens permet afirmar que no existeixen
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triangles semblants ja que si dos triangles tenen els angles iguals llavors, per
aquesta relacié, han de tenir les longituds dels costats iguals.

En aquest apartat donarem algunes de les formules de la trigonometria
hiperbolica en el model del semipla de Poincaré.

Suposem que tenim un triangle amb veértexs A, B, C. A partir d’isome-
tries podem posar el triangle de manera que un dels costats estigui sobre
una recta perpendicular a la de 'infinit. Suposem que aquest costat és el
BC' i que el peu de la perpendicular és el punt H. (fig. 29)

Amb la notacié de la figura 29 i amb la férmula de la longitud hiperbolica
tenim que
HC
HB )

A partir d’aqui podem obtenir I'expressié dels costats del triangle en
funcié dels angles i la relacié entre els costats i els angles d’un triangle
hiperbolic. També donarem les expressions pel cas del triangle rectangle.

La longitud del costat a ens permet posar-la com a parametre de les

a=In(—=

funcions cosh i sinh ja que aillant H obtenim que e = % d’on resulta
que:

1 HC? — HB? 1 HC? + HB?
sinha = 5(6" — ™) = Sgprmicosha = 5(6 +e™) = S

Si pensem els triangles OBH i O'CH com a triangles euclidians tenim que
es compleix el teorema de Pitagores i, per tant, que HB? = OB? — OH? =
OA%? —OH?i HC? =0'C? - O'H? = O'A?> — O'H?. Si ara considerem la
suma HC? + HB? i apliquem el teorema del cosinus per al triangle euclidia
AOO' obtenim que HB?+ HC? =2-0B-0'C -cos ZOAO' —2-OH -O'H.

Per altra banda tenim que es Veriﬁquen les segﬁents igualtats d’angles:
ZOAO" = a, g—g = sin 3, % = siny, & OH =tanf i TC = cot ZOO'H =
cotw — vy = —coty. Aquestes igualtats es desprenen o bé directament de
la trigonometria euclidiana o bé de que l'angle entre dues semirectes és el
mateix que l'angle entre les dues perpendiculars. Per obtenir I'expressié
de la longitud del costat a en funcié dels angles només cal substituir les
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igualtats anteriors a l'expressié que ja teniem del cosha. Aixi la férmula
final que obtenim és:

cos & + cos 3 cosy
cosha = - - .
sin 3 sin ~y

Aquesta expressio és coneguda com a segona llei del cosinus.

Per obtenir la dels altres costats només cal fer una permutacioé entre les
longituds i els angles. L’expressié que haviem obtingut amb el sinus hi-
perbolic també la podriem transformar per un procés semblant pero també
podem utilitzar que es compleix que sinh? z = cosh? z — 1. Per obtenir una
altra de les relacions basiques de la trigonometria hiperbolica considerem el
quocient segiient, que és constant si canviem el costat i I’angle:

sinha v/ (cos a + cos (3 cos )2 — sin® Bsin®

sin o sin asin 3'sin 7y
De I'expressié anterior obtenim la llei del sinus que afirma:

sinh a B sinh b B sinh ¢

sina  sinf  siny’

També podem donar una relacié entre els angles d’un triangle i els seus
costats. Per tal d’obtenir-la considerem els productes cosh b - cosh ¢ i sinhb -
sinh ¢ - cos & que es poden posar en funcié dels resultats anteriors. A partir
de les igualtats que obtindriem podem restar el segon producte del primer i
resulta que aquesta diferencia és cosh a. Aixi doncs només caldria aillar cos «
per obtenir la segiient expressié, coneguda com la primera llei del cosinus:

cosh bcoshc — cosha

cosa = - :
sinh bsinh ¢

Per obtenir les férmules pel cas d’'un triangle rectangle només cal posar
que un dels angles val 5. Totes les formules segueixen sent valides perque
han estat calculades en general. Destaquem, pero, algunes de les férmules
més fonamentals:

sinh a = sinh ¢sin «

tanh a = tanh ccos 8
tanh a = sinh btan o
cosh ¢ = cosh a cosh b

cosh ¢ = cot acot 8
cos «
sin 3"
on hem considerat que, si suposem que tenim la mateixa notacié que fins
ara, l’angle recte és ~.

Finalment, cal comentar que si es comparen les formules obtingudes per
la trigonometria hiperbolica amb les que obtindriem amb la trigonometria
esferica es pot observar que els resultats sén molt semblants i que es pot
passar de l'esferica a la hiperbolica pensant que el radi de l'esfera és i. Per
aixo, a vegades, es diu que la Geometria Hiperbolica és la geometria d’una
esfera de radi imaginari.

cosha =
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Ficura 30. Equidistant

Equidistant hiperbolica. Tal com ja vam observar, a partir del teorema 2.2.1
tenim que a la Geometria Hiperbolica rectes paralleles no sén equidistants.
Aix0 ens fa estudiar quin és el lloc geometric dels punts del pla hiperbolic
que equidisten d’una recta donada. Es a dir, quina forma pren ’equidistant.

Afirmem que en el cas en que la recta hiperbolica, p, sigui una recta
perpendicular a la recta de I'infinit els punts que equidisten de p una deter-
minada distancia formen dues semirectes euclidianes amb origen al peu de
p. (fig. 30)

Per provar-ho només cal veure que cada un dels punts de la semirecta esta
a la mateixa distancia de p. De fet, provarem que podem obtenir tots els
punts de les dues semirectes a partir d’isometries. Fixat un punt d’una de
les dues semirectes i tracada la perpendicular a p per aquest punt podrem
construir isometries que ens portin aquest punt a un altre de les semirectes
i el punt d’interseccié a un altre de p. Com que la transformacié sera una
isometria es conservara la distancia entre els dos punts i també ens donara la
distancia entre el punt i la semirecta ja que també es conservaran els angles.

Suposem que tenim una distancia donada d. Tracem la recta hiperbolica
perpendicular a p que passa per un punt qualsevol de p que designem per P;.
Ara considerem un punt a distancia d que pertanyi a la recta hiperbolica.
Aquest punt, que designem per ()1, sabem segur que existeix perque hem
provat que 'axioma 3 és cert per aquest model de la Geometria Hiperbolica.
Tracem la semirecta euclidiana amb origen al peu de p que passa per (01 i la
recta simetrica a aquesta respecte p. Afirmem que aquestes dues semirectes
sén 'equidistant. Podem transformar una semirecta en ’altre a partir d’una
isometria de tipus (4) ja que hem construit la segona semirecta justament a
partir d’una simetria respecte una recta perpendicular a p. Per tant, si una
semirecta és equidistant ’altre també. Per provar que qualsevol altre punt
Q)2 de la semirecta esta a la mateixa distancia, considerem la semblanga amb
centre M irad %8? Aquesta transformacié és una isometria, del tipus (2),
que transforma Q1 en Q2 i els punt de p en punts de p. Per tant, el punt Qo,
que és un punt arbitrari de la semirecta g, esta a la mateixa distancia que
Q1 de p. Aixi doncs, 'equidistant hiperbolica d’una recta perpendicular a
la recta de I'infinit esta formada per dues semirectes euclidianes.
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equidistant

equidistant

Ficura 31. Equidistant

Pel cas en que la recta hiperbolica no sigui una recta perpendicular tro-
barem l’equidistant a partir de considerar primer una inversié que ens porti
la semicircumferencia en una semirecta perpendicular. Amb aquesta nova
situacié tracarem l’equidistant i tornarem a la situacié inicial per mitja de
la mateixa inversié. Aix0 ho podem fer gracies a que les inversions sén
isometries per aquest model.

Considerem una inversié que tingui el centre a la recta de l'infinit i que,
a més, coincideixi amb un dels dos punts de tall de la recta hiperbolica
amb la recta de l'infinit. Si també considerem que la circumferencia talli a
la recta hiperbolica obtindrem que la inversié de la recta hiperbolica és la
recta perpendicular a la recta de I'infinit que passa pel punt d’interseccio de
la recta hiperbolica amb la circumferencia d’inversié. En aquesta situacid
ja podem tracar ’equidistant. Per retornar a la situacié inicial apliquem la
inversid, que per ser involutiva portara la recta perpendicular a la hiperbolica
inicial. Les dues semirectes que formen ’equidistant passaran a ser un arc
de circumferencia euclidiana amb centre en un punt que no pertany a la
recta de I'infinit. Aix0 és perque les inversions conserven els angles. L’angle
entre les dues rectes euclidianes és diferent d’un angle recte, per tant, també
ho ha de ser ’angle entre les dues circumferencies. Si la circumferencia que
ens dona ’equidistant tingués el centre a la recta de I'infinit llavors les dues
circumferencies serien tangents i es tallarien formant un angle recte.

Aixi doncs, tenim que 'equidistant o bé és una semirecta euclidiana amb
origen a la recta de l'infinit i no perpendicular a aquesta o bé un arc de cir-
cumferéncia que té centre en un punt que no pertany a la recta de l'infinit.

Horocicle. Diem horocicle a la corba que obtenim en fer créixer arbitrariament
el radi d’una circumferéncia una vegada n’hem fixat un punt. El radi el fem
créixer a partir de desplacar el centre per la recta perpendicular a la recta
de l'infinit en una de les dues direccions possibles, o bé la direccié en la que
no trobara la recta de 'infinit o bé en la que ens acostem en el sentit euclidia
a la recta de 'infinit. Si ens desplacem en el sentit en el que no trobarem la
recta de l'infinit tenim que I’horocicle és una recta euclidiana parallela a la
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harocicle

FicurA 32. Horocicle

FicurA 33. Horocicle

recta de I'infinit que passa pel punt fixat. Per veure-ho pensem euclidiana-
ment els punts del semipla. Tenim un dels punts de la circumferéencia fixats,
per tant, en desplagar el centre cap a la direccié fixada arribarem a una si-
tuacié en que el centre estara per sobre d’aquest punt fixat. A partir d’aqui,
com que el centre se seguira desplagant, la distancia a aquest punt anira
augmentant, perd per ser el punt fix i el radi a la mateixa perpendicular
tindrem que la circumferéncia cada vegada sera de radi més gran i seguira
passant per aquest punt. Aixo, en el limit, ens déna una recta euclidiana
que passa pel punt fixat i és perpendicular a la recta que donava el radi.
Pero per ser el radi perpendicular a la recta de I'infinit tenim que I’horocicle
és parallel a la recta de l'infinit. (fig. 32)
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Si, en canvi, desplacem el radi en ’altra direccié ens queda que 1’horocicle
és una circumferencia, en el sentit euclidia, tangent a la recta de I'infinit.
(fig. 33)

Observem que si fem una inversié respecte a una circumferencia amb cen-
tre a la recta de I'infinit a un horocicle com el de la figura 32 es transforma
en un horocicle com el de 33 i que, a més, la circumferéncia euclidiana que
descriu passa pel centre de la inversié. Aixo és directe a partir del teorema
3.1.

Circumferéncia hiperbolica. En provar que ’axioma 3 es compleix en el mo-
del del semipla de Poincaré hem donat un metode per construir una circum-
ferencia hiperbolica i hem vist que es pot construir com una circumferencia
euclidiana. La diferéncia la trobem amb que el centre de I’hiperbolica i
I’euclidiana no coincideixen. Hem provat, de fet, que donat un punt i una
distancia sempre podem construir una circumferencia de centre el punt i
radi la distancia.

També és cert que donats dos punts sempre podem considerar-ne un com
a centre i ’altre com a punt d’una circumferencia hiperbolica. Per provar
que aquesta afirmacié és certa només cal veure que podem transformar, per
una inversid, el punt donat en un punt de la recta perpendicular a la recta
de l'infinit. Si tenim aix0 ja estem a la mateixa situacié que en el cas que
tenim el centre i el radi.

Si el punt donat ho compleix ja estem. Si no, només cal trobar una
inversié que ho faci i que, a més, deixi el centre fix. Necessitem que la
transformacié sigui una inversié ja que aquestes sén isometries i, per tant,
ens asseguren que tant el punt donat com I’invers estan a la mateixa distancia
hiperbolica del centre de la circumferencia, si el centre és fix. Per construir
aquesta inversié seguirem el mateix metode que vam utilitzar en provar que
per aquest model es compleix 'axioma 3, és a dir, tracem la circumferencia
euclidiana que passa pels dos punts donats i té el centre a la recta de 'infinit.

Considerem la recta que passa per un dels punts d’interseccié de la cir-
cumferéncia anterior amb la recta de 'infinit i el segon punt donat. Vam
provar que la interseccié d’aquesta recta amb la recta perpendicular a la de
linfinit que passa pel primer punt donat (el centre) és un punt de la circum-
feréncia hiperbolica que volem construir. Aix{ doncs, tenim que donats dos
punts sempre podem construir una circumferéncia hiperbolica que passi per
un d’ells i tingui el centre a ’altre.

Ens falta estudiar el cas en que tinguem tres punts no alineats en el sentit
hiperbolic.

A la geometria euclidiana sabem que es compleix que donats tres punts no
alineats sempre es pot construir una circumferéncia que passa per aquests
tres punts. Aix0 no sera cert a la Geometria Hiperbolica. Ens podem
trobar que per tres punts no alineats hi passi una circumferencia, I’horocicle
o l'equidistant.

Estudiem quina posicié entre els tres punts ens déna un o altre objecte.
Recordem que I'horocicle al model de la Geometria Hiperbolica és una recta
euclidiana o una circumferencia euclidiana tangent a la recta de l'infinit i
I’equidistant és una recta euclidiana o una circumferéncia euclidiana que
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talla la recta de I'infinit pero no hi té el centre. Per estudiar-ho suposarem
que els tres punts no estan alineats en el sentit hiperbolic i distingirem tres
€asos.

Suposem que estan alineats en el sentit euclidia i que la recta euclidiana
és parallela a la recta de I'infinit. Sabem que les rectes paralleles a la recta
de I'infinit sén horocicles, per tant, en aquest cas tenim que pels tres punts
hi passa un horocicle.

Suposem que estan alineats en el sentit euclidia i que la recta euclidiana
talla la recta de 'infinit. En aquest cas pels tres punts hi passa ’equidis-
tant. Sempre podem considerar la recta hiperbolica perpendicular a la recta
de l'infinit que té el peu en el punt d’interseccié de la recta anterior amb
la recta de linfinit. Aquestes dues rectes euclidianes vam provar que sén
equidistants en el sentit hiperbolic. Per tant, tenim que pels tres punts hi
passa ’equidistant.

Suposem que els tres punts no estan alineats en el sentit euclidia. En
aquesta situacié podem tracar la circumferencia euclidiana per aquests tres
punts, que sabem que sempre existeix. També sabem que els punts de la
circumferencia hiperbolica coincideixen amb els punts de l’euclidiana, tot i
que el centre no sigui el mateix. Aixi doncs, perqué puguem tracar la cir-
cumferencia pels tres punts cal que I'euclidiana no talli la recta de 'infinit;
d’aquesta manera tots els punts de la circumferéncia seran punts hiperbolics
i tindrem definida la circumferencia. Si la circumferencia euclidiana talla la
recta de I'infinit llavors no tindrem circumferencia hiperbolica pero conside-
rant 'arc de la circumferencia que pertany al semipla tenim que la corba és
Iequidistant. Si la circumferencia euclidiana és tangent a la recta de 'infinit
tenim que la corba és un horocicle.

Aixi doncs, tenim demostrat el segiient teorema:

Teorema 3.13. Donats tres punts no alineats del semipla de Poincaré sem-
pre hi passa o bé una circumferéncia hiperbolica o bé I’horocicle o bé I’equi-
distant.

Per tant, podem pensar que qualsevol circumferencia euclidiana que té
punts al semipla on hi hem definit el model hiperbolic és o bé una circum-
feréncia hiperbolica si hi té tots els punts, o bé un horocicle si és tangent a
la recta de l'infinit o bé una equidistant si talla la recta de I'infinit en dos
punts.

3.2. Model del disc de Poincaré. Aquest model del pla hiperbolic també
té la propietat que esta construit a partir del pla euclidia i conserva els angles
euclidians pero no les rectes. Per construir aquest model fixem un disc. Els
punts del seu interior seran els punts del pla hiperbolic i les rectes seran els
diametres del disc i la interseccié de les circumferéncies ortogonals al disc
amb l'interior del disc. Observem que els punts de la frontera del disc no es
consideren com a punts hiperbolics.

Les isometries del model sén les inversions respecte a circumferencies or-
togonals al disc i les rotacions amb centre el centre del disc.

Una vegada ja definit el model podem provar que satisfa els cinc axiomes.

Axioma 1. Donats dos punts existeix una unica recta que els conté.
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FiGurA 34. Rectes del pla hiperbolic en el model del disc de Poincaré

F1Gura 35

Tal com hem definit les rectes del model podem distingir dos casos. Pro-
vem primer ’existencia.

Si els dos punts pertanyen a un mateix diametre, llavors la recta que els
uneix és aquest diametre. Si no, hem de construir un arc de circumferencia
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que passi per aquests dos punts i que sigui tangent al disc. Tracem el segment
que uneix els dos punts i la mediatriu euclidiana a aquest segment. (fig. 35)
El centre de la circumferéncia que busquem ha de pertanyer a aquesta recta.
Per les propietats de les inversions, concretament pels teoremes 3.5 i 3.6, te-
nim que dues circumferéncies sén ortogonals si i només si una passa per dos
punts muituament inversos respecte ’altra circumferencia. Aixi doncs, bus-
quem l'invers d’'un dels dos punts donats respecte el disc. La circumferencia
que estem buscant ha de passar pels dos punts donats i per 'invers. Per
trobar la circumferéncia que passa per aquests tres punts podem conside-
rar la interseccié de la mediatriu tracada i la mediatriu pel segment que
uneix, per exemple, els dos punts inversos. El centre de la circumferencia
que volem tracar sera aquesta interseccié. La recta hiperbolica sera 'arc de
la circumferencia anterior que té per extrems els punts d’interseccié amb el
disc i passa pels punts donats.

Aixi queda provat que donats dos punts sempre podem tracar una recta
hiperbolica que els conté. La unicitat s’obté directament de la construccié
que hem fet. Si els dos punts pertanyen a un diametre del disc i volem fer
la construccié com en el segon cas, obtindrem que l'invers dels punts esta
alineats amb els dos punts donats i que, per tant, no podem tragar una
circumferéncia pels tres punts. Aixi, en el primer cas no podem trobar una
recta hiperbolica del segon tipus i la que hem construit és 'inica que uneix
els dos punts. Pel segon cas cal observar que hem fet una eleccié que, en
principi, podria variar el resultat. Quan hem construit el punt invers d’un
dels dos punts donats n’hem elegit un dels dos sense cap criteri. Provem
que si haguéssim elegit 'altre hauriem obtingut la mateixa circumfereéncia.
Pel teorema 3.6 tenim que si dues circumferencies sén ortogonals llavors la
recta que passa pel centre d’una i talla a I’altra, la talla en punts inversos.
Podem tracar la recta que passa pel centre del disc i per ’altre punt donat.
L’altre punt en el que talli la circumferencia sera invers d’aquest. Pero
sabem que 'invers d’un punt respecte una circumferéncia és tnic, per tant,
la circumferencia és la mateixa. Observem que la recta sempre tallara la
circumferéncia en el punt donat i en un altre de diferent ja que si no hauria
de ser tangent. En I'tinic cas que podria ser tangent és en el que el punt fos de
la frontera del disc ja que estem considerant que les dues circumferencies son
ortogonals pero els punts de la frontera no es consideren punts hiperbolics.

Axioma 2. Qualsevol recta es pot prolongar indefinidament.

Per tal de comprovar que se satisfa aquest axioma distingirem dos casos
segons la recta sigui un diametre o no.

Si tenim que la recta hiperbolica és un diametre del disc, per provar que
la podem prolongar indefinidament considerarem dos punts A i B sobre
ella i tals que no estiguin separats pel centre del disc. Provarem que podem
transportar el segment que determinen, tantes vegades com vulguem, a sobre
de la recta, en el mateix costat que els dos punts respecte del centre, de
manera que podrem prolongar la recta indefinidament en aquesta direccio.
Analogament ho provariem per 'altra direccié.

Per transportar el segment AB utilitzem que les inversions respecte cir-
cumfereéncies ortogonals al disc son isometries per aquest model. Considerem
la circumferencia, ¢, que passa pel punt més allunyat del centre del disc (en
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Ficura 36

el sentit euclidia) i és ortogonal al disc i té el centre sobre la recta que obte-
nim de prolongar el diametre AB. Aquesta construccié (fig. 36) la podem
fer sempre per les propietats de les circumferéncies i tenint en compte la
construccio que hem donat de les rectes hiperboliques en provar que es com-
pleix I'axioma 1. Si pensem aquesta circumferencia com la circumferéencia
d’una inversié, transforma el punt A en un punt A’ que estd a l'interior
d’aquesta i, per tant, més allunyat del centre del disc. Els segments AB i
BA’ tenen la mateixa longitud hiperbolica perque obtenim 1'un de Daltre a
partir d’una isometria del model. Ara podem repetir el mateix procediment
amb els punts B i A’ i seguir iterant el procés. D’aquesta manera tenim que
podem prolongar indefinidament les rectes hiperboliques que es representen
com a diametres.

Pel cas en que tinguem una recta hiperbolica, r, representada com un arc
de circumferencia tangent al disc podem veure que es pot prolongar indefini-
dament a partir de transformar-la per una isometria en un diametre. Fixem
un diametre, que no talli la recta. Tracem les rectes euclidianes que uneixen
els punts A i B i C i D, respectivament, amb la notacié de la figura 37.
Aquestes dues rectes sempre es tallen en un punt de la circumferéncia eucli-
diana que s’obté de tancar la recta r, per ser la circumferencia r ortogonal al
disc on pertanyen els punts A, B, C'i D. Considerem la inversié amb centre
aquest punt d’interseccid i escollim el radi de manera que porti el punt A
al punt B. Si compleix aix0 també transformara el punt C en el punt D
per ser la definicié de la poténcia d’un punt respecte d’una circumferencia.
Per determinar el radi només cal utilitzar la definicié de punts inversos; el
radi al quadrat ha de valdre OA - OB. Aquesta circumferencia d’inversio, k,
és tangent al disc perque el disc passa per punts inversos de k i, per tant,



TALLER DE GEOMETRIA HIPERBOLICA 57

Ficura 37

podem aplicar el teorema 3.5. Del teorema 3.2 tenim que realment r es
transforma en el diametre que haviem fixat.

Axioma 3. Donat un punt qualsevol, que prenem com a centre, i una
distancia qualsevol, que prenem com a radi, podem tracar una circumferéencia.

En el model del disc de Poincaré tenim que les circumferencies sén les
circumferencies euclidianes contingudes al disc. El centre hiperbolic, com en
el cas del model del semipla, no coincideix amb el centre euclidia.

Per comprovar que es verifica aquest axioma podriem fer una demostracio
semblant al cas del model del semipla de Poincaré, donant inversions que
ens assegurin que els punts que afirmem que sén de la circumferéncia estan
tots a la mateixa distancia del centre.

Axioma 4. Tots els angles rectes son iguals.

En aquest model també es verifica que els angles es poden pensar com a
angles euclidians. Per tant, podriem fer una demostracié analoga a la vista
en el cas del model del semipla.

Axioma 5. FErxisteir una recta r ¢ un punt P que no pertany a la recta tals
que per P passen almenys dues rectes que no tallen .

Considerem com a recta r un diametre qualsevol i com a punt P un
punt que no pertanyi al diametre. (fig. 34) Cal trobar dues rectes que
passin per aquest punt i no tallin a r. Considerem dos altres punts que
pertanyin al mateix costat del disc que P respecte r. Podem tracar les
rectes hiperboliques que passen per P i un dels altres dos punts. Aquestes
no tallaran r. Per assegurar-ho podem elegir dos punts suficientment propers
a P i que pertanyin a la recta euclidiana parallela al diametre r.
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Observem que en aquest model les rectes paralleles en el sentit de la
definici6 2.2 sén les que es tallen a la frontera del disc. Per exemple, en la
figura 34 tenim que les rectes s it son les rectes paralleles. Totes les altres
rectes que no tallen a r i també passen per P sén les que hem anomenat
rectes ultraparalleles.

3.3. Altres models del pla hiperbolic. Fins ara hem donat dos models
diferents del pla hiperbolic. Aquest dos tenen en comui que conserven els
angles, és a dir, podem pensar els angles del model com a angles euclidians,
pero les rectes hiperboliques dels models no es corresponen amb les euclidi-
anes. Ara donarem dos altres models del pla hiperbolic: el model projectiu
i el model de I'hiperboloide. El model projectiu conservara les rectes pero
no els angles.

Aquests tres models estan construits sobre el pla euclidia. El quart model
esta construit a ’espai perd tampoc pot complir que conservi longituds i
angles ja que, com hem comentat (veure pagina 20) no és possible. En el
model de I'hiperboloide canviem la meétrica.

3.3.1. Model projectiu. Fixem un disc al pla euclidia. Considerem com a
punts hiperbolics tots els punts de 'interior del disc i com a rectes la in-
terseccié de les rectes euclidianes amb l'interior del disc. Els punts de la
frontera del disc no es consideren com a punts del model, siné com a punts
de l'infinit.

Aquest model és conegut com a model de Beltrami o de Klein. Eugenio
Beltrami va ser el primer, a ’any 1868, en utilitzar aquest model. El va
utilitzar per provar la independencia del cinque postulat de manera total-
ment rigorosa, utilitzant geometria diferencial. A any 1871, Felix Klein va
interpretar aquest model a partir de la Geometria Projectiva, i va introduir
el terme geometria hiperbolica. Va considerar que les isometries per al model
sén les projectivitats que deixen invariant el disc de I'infinit. Les projectivi-
tats poden ser interpretades com a isometries ja que conserven la raé doble
i, per tant, la distancia.

Pensant els punts, rectes i isometries tal com hem comentat es pot provar
que aquest model compleix els axiomes de la Geometria Hiperbolica i és, per
tant, un model de la Geometria Hiperbolica.

Provar el cinque axioma, és a dir, que donada una recta i un punt exterior
a aquesta hi ha infinites rectes que passen pel punt i no tallen a la recta és
immediat. Podem pensar que hi ha rectes que es tallen a fora del disc i que,
per tant, pensades només amb la part de dins del disc sén paralleles. (fig.
38)

Per provar que els angles no es poden pensar com a angles euclidians
podem estudiar quins sén els angles rectes del model. Considerem dues
rectes que es tallen en un punt (). Aquestes es tallen formant angles rectes
si podem transformar un angle en un altre a partir d’una isometria del model.
Considerem els punts d’interseccié de la recta p amb el disc de l'infinit i les
rectes tangents al disc que passen per un d’aquests punts. (fig. 39) El punt
d’interseccié de les dues tangents, P, és el pol de la recta p. La segona recta,
h, que tenim ha de passar per P perque formi angles rectes amb la recta p.
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FicurA 38. Rectes hiperboliques en el model projectiu
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Considerem la transformacié harmonica del pla projectiu amb centre el
punt P i eix la polar p. Per les propietats d’aquesta transformacié i de la
polar tenim que els punts de la recta h s’apliquen en ells mateixos de manera
que els punts d’un costat de h que determina la recta p en tallar h s’apliquen
a punts de l'altre costat. La recta p és fixa per la transformacié. (veure [6])
D’aquesta manera tenim que els angles adjacents que formen les rectes p i
h sén iguals i, per tant, rectes. Aix{ doncs, tota recta que talli a una altre i
passi pel pol d’aquesta és perpendicular a aquesta. Pero el reciproc també
és cert pel principi de reciprocitat de la Geometria Projectiva que afirma
que si una recta conté el pol d'una altra llavors aquesta conté el pol de la
primera.

Amb aix0 hem vist que, en aquest model, els angles no poden ser inter-
pretats com a angles de la Geometria Euclidiana, pero, en canvi, les rectes
st.

Ara hauriem de provar que es compleixen els cinc axiomes de la Geometria
Hiperbolica. Tot i que no és dificil provar-ho no ho farem ja que el nostre
objectiu és donar construccions explicites pel model del semipla de Poincaré.
De totes maneres, es pot trobar una exposicié més detallada del model, per
exemple, a [6].
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3.3.2. Model de l’hiperboloide. L’tultim model del pla hiperbolic que comen-
tarem és el de I'hiperboloide. Tal com ja hem comentat, aquest model no
és, com tots els vistos fins ara, un model del pla euclidia, siné que és de
I’espai euclidia en el que considerem una metrica diferent a ’euclidiana. La
metrica amb la que cal interpretar aquest model és la metrica de Minkowski.
Aquest model té importancia ja que és el que s’utilitza per estudiar la teoria
especial de la relativitat.

Els punts del model sén els punts que pertanyen a la part positiva de
I’hiperboloide de dos fulls donat per I'equacié 2 —y? — 22 — 1 = 0 (fig. 40)i
les rectes sén les branques de les hiperboles que resulten de la intersecci6 de
dels plans que passen per 'origen amb 'hiperboloide. Els angles coincideixen
amb els angles donats per la metrica. No estudiarem aquest model ja que
s’aparta de la idea d’aquest treball pero per a més informacié sobre el tema
es pot consultar, per exemple, [4].

Caldria comentar que aquests quatre models de la Geometria Hiperbolica
que hem presentat no son els tnics que podem trobar. També es pot provar
que existeixen aplicacions conformes, de variable complexa, que passen d’'un
model a un altre. L’exposicié i la demostracié d’aquest dos fets es pot trobar,
per exemple, a [2].
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