1. INTRODUCCIO

Nosaltres som dos alumnes que hem decidit fer el Treball de Recerca junts, i sobre els
Solids Platonics.

El motiu de formar aquesta parell a I'hora de realitzar aquest treball va ser perqué vam
tenir la sort de poder formar part del Programa Argd 2009, gracies al qual vam gaudir
d’una estada didactica a la Universitat Autobnoma de Barcelona durant 3 setmanes.
Aquesta estada repartia els estudiants en diferents tallers. Nosaltres vam formar part
d’un taller anomenat “Els Solids Platonics” portat a terme per un professor matematic,
Agusti Reventos, i un professor geoleg, Joan Francesc Piniella, els quals agraim la seva
col-laboracio.

L’estada ens va agradar molt, i com que no teniem clar encara de que fariem el Treball
de Recerca vam decidir fer-lo junts i sobre els Solids Platonics.

Els solids platonics son poliedres regulars. Aquests poliedres tenen unes
caracteristiques i unes propietats molt especials que no presenten cap més tipus de
cos geometric. Aquests preciosos cossos han estat molt valorats i estudiats, sobretot
en I'antiguitat, i se’ls ha atribuit tota mena de significats.

Aquests poliedres regulars, és a dir, poliedres formats per cares iguals (poligons
idéntics) i en els vértexs dels quals hi concorren el mateix nombre de vertexs, tot i que
pugui semblar quasi impossible, es poden trobar com a fruit de la naturalesa. Hi ha
rogues, minerals, molécules, virus i altres éssers vius que presenten I'estructura i la
forma d’aquests poliedres.

Nosaltres hem volgut enfocar el treball sobre aquests cossos regulars, en el seu paper
al llarg de la historia, ja que han influit en diversos camps com les matematiques,
mitologia, religid, etc. Amb Ila historia hem adjuntat algunes biografies de personatges
historics que han sigut influents ens els cossos regulars. En segon lloc hem volgut
introduir els solids primerament explicant breument els poliedres. Després es pot dir
que ja parlem Unicament dels nostres solids platonics. Demostrem perque només n’hi
ha 5 i descrivim la majoria de la seves propietats (curvatura, simetria, dualitat...).
També hem calculat arees i volums de cada solids. Finalment ens centrem en la
presencia d’aquests solids en la naturalesa i en la tecnologia i I'art.

Aquestes son les bases del nostre treball que hem redactat amb esforg i entusiasme i
gue hi ha a continuacio.



2. HISTORIA DELS SOLIDS PLATONICS

octaedre i Dins de les infinites formes poliédriques que
o, existeixen n’hi ha unes que, per les seves
%. simetries, han exercit sempre una gran
atraccié sobre els homes. Es tracta dels
poliedres regulars, les cares dels quals sén

poligons regulars iguals entre si i en els vertexs
dels quals concorren el mateix nombre de

tetraedre cares.

No se sap exactament a quina eépoca es van
arribar a coneixer els cinc poliedres regulars.
Es té constancia de que I'objecte més antic fet
per ’'home amb forma de dodecaedre és
atribuit a temps prepitagorics i hi ha una
tradicidé que assigna el coneixement dels 5
solids regulars als pitagorics. Altres
investigadors indiquen que el cub, el tetraedre
i el dodecaedre (els poliedres més simples, que s’obtenen unint 3 poligons en cada
vertex) pertanyen als pitagorics mentre que I'octaedre i d’icosaedre pertanyen a
Teetet. Se suposa que en époques anteriors als pitagorics aquests poliedres ja es
coneixien de manera aillada com a objectes fisics, que els pitagorics coneixien aquests
poliedres i només la construccio de tres d’ells (el cub, el tetraedre i el dodecaedre) i
gue va ser Teetet el primer que va formular una teoria general tal com es presenta al
llibre Xl dels Elements, donant la construccié geometrica dels cinc cossos i
demostrant que no en poden existir d’altres. En el llibre XlIl Els elements d’Euclides es
troba la relacié entre I'aresta del poliedre, el diametre de la esfera circumscrita i entre
les arestes de tots els poliedres. Es creu que el llibre Xlll no es deu a Euclides sino que
porta també el seu nom perqueé Euclides li va deixar un lloc en els seus Elements. | no
és del tot impossible que provingui completament de la ensenyanca de Teetet.

dodecaedre icosaedre

2.1 POLIEDRES EN EL NEOLITIC

Perd comencem des del principi. Com ja sabem els poliedres regulars sén solids limitats
pe identics poligons regulars, en els quals arriben a cada vertex el mateix nombre de
cares.

El significat simbolic, mistic i cosmic dels polied regulars es remunta als prinr
estadis de la Civilitzacio. Critchlow (1979) donaawproba que demostra que ja €
coneguts pal pobles neolitics i per les primeres culturedhigties europee

Solids regulars neolitics d’Escocia



1. Esfera tetraédrica neolitica (Keith CritchloTime Stands St).
2. Dodecaedre etrusc (500 aC. Lar-Museum. Mainz, Alemany
3. Icosaedreecoma (Rheinisches Landes-Museum. Bonn).

Segons Lawlor (1993), Gordon Plummer a la seva The Mathematics of the Cosn
Mind, afirma que la mistica hindu associa I'icosaedre Purusha la llavorimatge de
Brahma, el creador suprem, la imatge de I'’h cosmic, equivalent a I'antropocosn
de la tradici6 esoterica occidental, mentre quibdecaedre €s associat a Prakit
poder femeni de la creacio, la Mare Universafjuimta essencia de l'univers natul
En la mitologia hindd, Purusha i Pralsén la representacié mistica de la dua
geomeétrica entre I'icosaedre i el dodecaedre. Boghistoriadors de las Matematiq
(Eves, 1983; Kline, 1992) admeten que las antigidigzacions egipcies
babiloniques tenien coneixement del cub, tdre i octaedre i que agquest sabe
transmetria a Grecia a través dels viatges de Talgagores

2.2 PITAGORES | ELS POLIEDRES REGULARS

Els pitagorics estaven fascinats pels solids regulars, sobretot pel dodecaedre (degut a la
presencia de I'emblematic pentagon en les seves cares) que el relacionaven de forma
mistica amb el Cosmos i guardaven amb recel el secret de la seva Construccion, fins el
punt de crear la llegenda sobre la terrible fi de qui gosés divulgar els seus misteris
relatada entre altres autors per Jamblic (1991): «De Hipas diuen que va ser un dels
pitagorics que per haver divulgat per escrit per primera vegada l'esfera de dotze
pentagons (la construccio del dodecaedre inscrit en una esfera) va aparéeixer en el mar
per traidor». Aquest text recorda la descripcidé apocaliptica de molts escriptors, com
Colerus (1972) sobre la malediccié que va caure sobre Hipas de Metapont per haver
revelat I'aparicio de l'irracional. La analogia entre les dues llegendes avalaria la tesi de
qgue l'adveniment de la incomparabilitat hauria tingut lloc a través del pentagon de les
cares del dodecaedre, generador al tracar les diagonals de l'estrella pentagonal,
anomenada Pentagrama mistic, que era el simbol d’identificacié dels membres de la
secta pitagorica.

2 3PLATO | ELS POLIEDRES REGULARS

. El seu nom alternatiusolids platonicses deu a que Pla
(427-347 a.C.) els cita en el Timeu. Per ell, els elds
tltims de la materia s6n els poliedres regularsaagDést:
cossos elementals, Platdo considera només els lings
superficie. No fa cap al-lusié a la seva substancia, fi punt
de que s’ha pogut suscitar la pregunta de si agseststanci
era qualitativament diferent per cadascun d’elllga mateixe
per tots. Fos quina fos la seva interpretacio,uel gqueda cla
és que Platé dona molta mrimportancia a la forma quela
materia. A més de veure els poliedres regulars ¢es

3



superficies, considera que aquestes alhora esrmpsoen en triangles elementals (per
exemple, la descripcid que Platd dona en el Timeu dicosaedre és:«La tercera
especie esta formada per I'agrupament de 120 teargjementals, és a dir, per 12
angles solids, on cadascun esta compres entrargles plans equilaters, i té 20 bases
gue sbén 20 triangles equilaters»). Aquests trianglementals son triangles de dues
classes: isosceles i escalens, i representenestepts Ultims de 'univers. Per Plato el
triangle equilater esta format per 6 trianglesamgles escalens, que tenen un catet igual
a la meitat de la hipotenusa: el quadrat esta foqea quatre triangles rectangles
isosceles. Aixi, els triangles elementals del égtra, octaedre i icosaedre son triangles
de la segona classe, i m’hi ha 6 per cada caladed cub son triangles rectangles de la
primera classe, i n’hi ha 4 per cada cara.

Platd, com ja ho feien els pitagorics, considera lgs figures dels elements del foc,
terra, aigua i aire son els quatre poliedres regutatraedre, cub, icosaedre i octaedre
respectivament. La terra corresponia al cub, lmm&éomeés solida i menys mobil. El foc
al tetraedre, per ser la forma més aguda i méslinidhire i I'aigua corresponien a
I'octaedre i I'icosaedre respectivament. Platé egpaA laterra I'hi atribuim la forma
cubica. Perqué la terra és la més dificil de mderées 4 espécies i és de tots els cossos
la més tenac. O, entre els triangles que hem supd&aigen, la base formada per dos
costats iguals és naturalment més estable que daegta formada per dos costats
desiguals. | la superficie equilatera quadrangwamposta de dos equilaters és
necessariament mes estable, sigui en les seves gigdi en la seva totalitat, que una
superficie triangular. Com a consequeéencia, atribaguesta superficie a la terra ens
conformem en la versemblanca. De la mateixa mamgriduirem a laigua la figura
menys mobil de les que quedafad la més mobil i la figura intermedia aire. | el cos
més petit al foc, el més gran a l'aigua i I'intedna I'aire. | el més agut al foc, el segon
per aquest caracter a l'aire i el tercer a I'aighidi, entre totes aquestes figures, la que
té les bases més petites, ha de tenir forcosaraematuralesa més mobil: aquesta és
sempre la més afilada, la més aguda de totes mbétda més lleugera, ja que esta
composta del més petit nombre de les mateixes. pdetssegona ha de tenir el segon
rang en el que toca a aquestes mateixes propietktstercera, al tercer rang. En
consequencia, segons la recta logica, i segonsriemblanca, la figura solida de la
piramide és l'element i el germen del foc: la segosegons l'ordre del naixement,
diguem que és I'element de l'aire i |la tercerajeel’aigua».

2.4 EUCLIDES | EL LLIBRE XIlll DE ELSELEMENTS

Ja que Euclides es va formar en un ambient platmica Academia d’Atenes, deuria
patir la fascinacio i el deliri dels seus membreds pcinc poliedres regulars, per
incloure’ls com a climax final en é&ls ElementsDe fet Procle, en el seu comentari
senyala:

«Euclides era platonic, (...), va millorar els trelmlle Teetet, (...), es va proposar com
a objectiu final del conjunt dels seus Elementscdmstruccié dels cinc poliedres
regulars».

El tractament d’Euclides sobre els poliedres ragués especialment important per la
Historia de la Matematica perqué conté el primemgxe d’'un teorema fonamental de
classificacio. A Euclides no es troba (com a Platda definicié genérica de poliedre
regular, sind que els introdueix un per un amielaslefinicio.

La construccio pitagorica dels poliedres regulagoder ser una generalitzacié evident
a I'espai dels mosaics del pla ja que sembla gsiighgorics van descobrir que els
anics poligons regulars que podien recobrir un(@aforma de mosaic) son el triangle,
el quadrat i 'hexagon d’aquesta manera:



(

En efecte: si m poligons regulars de n costatscat@ixen en un punt, jque els angles
interiors d’'un poligon de n costats sumer-2)180°] (resultat atribuit a Pitagores)
verifica: m(n2)180°=360°, d’'on resulta I'equacio: n-2)=2n, les solucions de la qt
son: m=6, n=3 (triangles), m=4, n=4 (quadrats), m=® (hexagas)

Aquest estudi aplicat als mosaics pot ap-se als poliedres amb la necess
modificacido de que la concurrencia de m poligorpileas de n costats en un ver
déna un angle solid, de manera que la suma delssadgls poligons concurrents no
de ser més gran de 360°, és a dir-2180°n<360°

Els objectius dels Teoremes del Llibre Xl d'Edels és el de inscriure cadascun
poliedres regulars en una esfera, construccionsEmguides, amb una extraordina
habilitat geomeétrica, va obtenisuccessivament a les Proposicions Xlll—- XIII,17,
trobant la raé de l'aresta del solid al radi R aees$fera circumscrita, obtenint

seglents resultats:

JAVAY (
\VAY

POLIEDRE PROPOSICIO ARESTA
2
Tetraedre X11.13 §R\/€
Cub Xl1.14 RV2
2
Octaedre XI11.15 §R\/§
R
Dodecaedre XI1.16 g(\/l_—\@)
Icosaedre XI.17 R 10(5 \/5_
: 5 / ( )




B El llibre XIII de Els Elementsamb ell tota I'obra d'Euclide
arriba al seu estudi final a la dltima propositoXIil,18:

i «Construir els cinc poliedres regulars inscrits @mhateixe
T M esferai comprar les arestes de les cinc figw:

Euclides traca la figura seguent, prenent:

AB diametre de la esfera
AC = CB, AD = 2DB,
AH = AB, CL = KC.

| demostra, pas a pas, utilitzant nombroses projoosi
anteriors (en particular de $&ccié Aurepque

. AZ és l'aresta t del tetraedre
. BZ és l'aresta c del ¢
. BE és l'aresta o de 'octae
. MB és l'aresta i de l'icosae!
. NB és l'aresta d del dodecae

Sent la relacio entre elles:

. t? = (4/3) § = 2¢.

. o’ = (3/2) é.

. L'aresta i de l'icosaedre és major l'aresta d del dodecaedre.

La dltima proposicio d'Euclides acaba, també, amte@ema de classificacid de
poliedres.

La demostracié és similar a la dels mosaics pitagopero alhora s'ha de resoldre
inequacié amb nombres enters: la que re de la Proposicio XI,21:

m(n-2)180° . . \ . P
———— < 360°, si la concurréncia en un vertex és de m poligogslaes de r

n
costats.

Aquesta inequacio € equivalent &2)- (n-2)<4 que déna com a solucic
geometriques:

- peram=3

- n=3 (tetraedr:

- n=4 (cub)

- n=5(dodecaedrt
- per a m=4, n=3 (octaed
- per a m=5, n=3 (icosaedr



2.5 ELS POLIEDRES EN EL RENAIXEMENT

Els artistes matematics del Renaixement van mostrar un gran interes pels poliedres, per
un banda pels estudis platonics suggerits per la reaparicié d'alguns manuscrits en les
obres de Platé, i per una altra, degut a que aquests solids servien d'excel-lents models
en els estudis sobre Perspectiva (Pedoe, 1979).

L'estudi mes complert el va fer Piero della Frnacesca a la seva obra Libellus De Quinque
Corporibus Regularibus. A part dels topics d'Euclides sobre poliedres, en aquesta obra
es redescobreixen gradualment els anomenats solids arquimedians o poliedres
semirregulars. SOn tretze cossos que també es poden inscriure en una esfera amb
poligons de dos o tres tipus.

Piero della Francesca va ser un expert en relacionar els diferents poliedres; en va
obtenir uns a partir dels altres i els va inscriure successivament. D'aquesta manera, a
més del possible nombre de poligons regulars en el pla (infinits) i de poliedres regulars
en l'espai (només cinc) apareix una altra diferéncia significativa entre els dos tipus de
cossos: mentre que en el pla, el triangle, el quadrat i el pentagon, sén geométrica i
algebraicament independents els uns dels altres, els cinc solids regulars guarden entre
si intimes relacions estructurals. D'aquestes la més elemental és I'anomenada dualitat
o reciprocitat poliedrica segons la qual “el solid els vértex del qual son els centres de les
cares d'un platonics també és platonic ” i també “el solid determinats pels plans
tangents en els vertexs a la esfera circumscrita a un solid platonic també és platonic ”.
Un poliedre i el seu dual tenen el mateix nombre de costats o el nombre de cares d'un
és igual al nombre de vertex de l'altre.

Piero della Francesca va molt més enlla al realitzar un estudi molt complex de formes
de passar directa o indirectament d'uns solids a uns altres, vincualant de multiples
maneres els diferents poliedres, algunes de les quals sén estudiades per Ghyca (1983) i
per Lawor (1993). També a “Guillén” (1997) es pot trobar un estudi bastant detallat de
la interrelacié de solids platonics, a base de buscar de forma sistematica les possibls
inscripcions entre poliedres regulars disposats de tal forma que les simetries comunes
coincideixin (per exemple, com que el cub i I'octaedre tenen les mateixes simetries, es
podran inscriure em els mateixos poliedres i també es podran inscriure en ells els
mateixos poliedres). Particularment, al considerar els parell de poliedres que tenen
exactament la mateixa simetria, resulten ser parells de solids en que els vertex del
poliedre inscrit es troben al centre de les cares de l'altre poliedre, per tant, sén
anomenats poliedres duals.

Pacioli estudia la proporcié mutua de totes les superficies poliedriques regulars i la
inclusid progressiva de cadascun dels poliedres en el seglient, fins el punt de que el
dodecaedre els conté a tots.

Els treballs de Piero della Francesca i Luca Pacioli sobre poliedres van tenir una gran
incidéncia en la posterior Literatura matematica vinculada a I'Art, sobre tot la
desenvolupada per Direr a la seva obra de 1525 Underweysung der messung. Es tracta
d'una mena d'enciclopedia geométrica, redactada per un gran metre artista-geometra



format en l'encreuament de les tradicions practiques, artesanes, sabies, artistiques i
humanistes, que pretenia donar a la creacio artistica una base cientifico-geomeétrica.

Bona part del Llibre IV de l'obra de Diirer esta dedicada als poliedres regulars i
semirregulars. Per Direr els poliedres regulars son solids «que son iguals en tot, cares,
angles i costats, als que Euclides anomena “corpora regularia”. Ell en descriu cinc, no
poden ser altres que els que s'inscriuen totalment a una esfera». A continuacio, Direr
descriu, un per un, els cinc poliedres regulars, indica el nombre de cares, arestes i
vertex, i representa cadascun dels cossos pel seu desenvolupament en un pla i per dues
projeccions ortogonals sobre els plans horitzontal i vertical, el que, d'alguna manera, és
un antecedent de la Geometria Descriptiva de Monge.

Il-lustracions de Diirer sobre dels desenvolupaments plans i i les projeccions horitzontal i vertical de
I'icosaedre i el dodecaedre. (Primer apareix el pla totalment obert, i després tancat en planta i algada)

El desenvolupament de Direr permet reconstruir I'objecte poliedric en tres
dimensions: es retalla en el paper la xarxa formada per les cares i es plega al llarg de les
arestes de les cares contigiies. Es el mateix procediment utilitzat a I'escola per construir
els poliedres regulars. El llibre IV del Underweysung de Diirer continua amb I'estudi dels
poliedres arquimedians. Diirer presenta uns solids «que son tangents amb tots els seus
vértex a una esfera buida, encara que tenen cares desiguals», es conforma amb donar
els desenvolupament plans dels solids, després de descriure els seus elements
geometrics (cares, arestes i vertex). El que interessava a Diirer era la seva senzilla
construccio inspirat en els models de diverses col-leccions de poliedres construides per
Pacioli, que van circular per Italia coincidint amb I'estancia de Direr en aquest pais.

Quadre de J. de Barbari (1495) que representa a Luca Pacioli



Diirer acaba |'estudi dels poliedres amb el segilient text (Diirero, Akal, 2000, p.304):

«Si als cossos que s'acaben de fer se'ls treuen els seus vértex amb uns talls
nets i posteriorment es tornen a treure els vertex restants, es poden
realitzar diversos tipus de cossos».

En relaci6 amb aquestes paraules, Diirer va ser fascinat, a més, per una idea que
desenvolupa Pacioli en el capitol LV de La divina Proporcid(Pacioli, Akal, p.102):

«No em sembla convenient [...] estendre'm més sobre aquests cossos
[poliedres] doncs el seu desenvolupament tendeix fins a l'infinit pel continu i
successiu tall de l'angle solid, segons el qual es multipliquen les seves
diverses formes».

El Neoplatonisme renaixentista vigent, sota I'impuls de Marsili Ficino, beneficiaria la
idea d’origen platonic, segons la qual no sdn només cossis materials, sind també tota
criatura, per designi divi, estarien formats per combinacions poliedriques. A partit
d'aquesta idea es pot comprendre el gran interées que els artistes i tedrics
renaixentistes presentaven per |'estudi dels poliedres.

De fet, Diirer intentara, un cop rere altre, representar el cos huma i les seves posicions
en moviment, tancant els seus membres en cossos regulars o derivats d'ells; per aixo
estudia la forma de posar-los en perspectiva i de construir la seva ombra. A aixo se li
aplica el final del Underweysung, on es mostra com construir el dibuix en perspectiva
d'un cub amb la seva ombra, il-luminat i situat sobre un pla horitzontal.

A més, en diversos manuscrits de Direr s'han trobat intents de representacié en
perspectiva dels poliedres, el que tindra una gran influéncia en Perspectiva de I'Art del
Renaixement. A partir del Renaixement abunda la Literatura poliedrica i bona mostra
d'aixo sén les il-lustracions seglients on apareix el simbolisme poliedric, sobretot amb
models similars als de Leonardo:
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Mosaics de Fray Giovanni de
Verona (1520)
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2.6 COSMOGONIA POLIEDRICA DE KEPLER

=

La primera imatge és el
model cosmologic de
Kepler basat en els solids
platonics i inspirat en els
models de Leonardo.

La segona imatge és un
gravat de la obra de
Kepler Mysterium
Cosmographicum (1596).

Després de quasi 2000 anys des de Platd, Keplétl{1630) va construir una
cosmologia basada essencialment en els 5 solidéaregMolt abans de que descobris
les tres lleis que portaven el seu nom, en eMgsterium cosmographicupublicat el
1595, va determinar les distancies entre si deotbdges del sistema planetari i va
intentar reduir-les als cossos regulars alternaterd inscrits i circumscrits en esferes. A
meés a més va tracar paral-lelismes entre les patpielels planetes i les dels
corresponents cossos regulars. En I'época de Keplaés es coneixien sis planetes:
Mercuri, Venus, la Terra, Jupiter i Saturn. Mergqres hi ha infinits poligons regulars
nomeés existeixen cinc poliedres regulars. No psdiauna casualitat, la ma deéu
geometreno improvisa. Segons Koestler (1985), Kepler vaspemue els dos nhombre
estaven vinculats: hk ha només sis planetes perqué només hi ha citiedpes
regulars»> i déna una visio del sistema solar que consigrisolids platonics inscrits o
encaixats uns dins dels altres, relacionant elssrdé les esferes concentriques
circumscrites que intervenen en les orbites delsgies. Al creure que havia reconegut
I'esquelet invisible de I'Univers en aquestes esiras perfectes que sostenien les
esferes dels sis planetes, va anomenar la seviac@vel Misteri Cosmic. Dins de la
orbita o esfera de Saturn Kepler va inscriure um cdins d'aquest la esfera de Japiter
circumscrita a un tetraedre. Inscrita en aquessittar la esfera de Mart. Entre les
esferes de Mart i de la Terra hi havia el dodeageshitre la Terra i Venus l'icosaedre;
entre Venus i Mercuri I'octaedre. | en el centrdateels sistema I'Astre Rei, el Sol. La
Geometria pitagorica va permetre a Kepler albima imatge de la perfeccié del
Cosmos fruit del Creador a través de la Sagradam@em (Lawor, 1993). Les
minucioses mediacions astronomiques del seu angkcoldrahe va fer evolucionar el
pensament de Kepler, després de molts esfor¢dsléateals, fins al descobriment de
les famoses lleis planetaries.

Imatge 1. Representacido poliedrica
visual de la cosmogonia pitagorico-
platonica

Imatge 2. Poliedre estrellat de Kepler
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2.7 POLIEDRES EN TEMPS MODERNS

A finals del s. XIX I'estudi dels poliedres va rebre un nou impuls amb I'aplicacié de la
Teoria de Grups en el camp de les matematiques i la cristal-lografia, sobretot per part
de F. Klein, que a la seva obra L'lcosaedre i la Solucid de les Equiacions de Cinqué Grau,
estudia els grups de simetries dels poliedres regulars. Amb els resultats obtinguts es
permet explicar la dualitat entre I'octaedre i el cub aix0 com entre l'icosaedre i el
dodecaedre i en general situar la Teoria dels Solids Platonics ens una perspectiva
totalment nova.

Actualment l'estudi dels poliedres regulars, amincla seva bellesa i el seu misteri
continua enlluernant a moltes persones, i no n@néd camp de les matematiques, la
cristal-lografia o la topologia, siné també ernt.I'Ber exemple, molts artistes reconeguts
com George Hart, Dali, Escher o Gaudi han crediiatdgs universos poliédrics en les
seves obres.

l.‘..-.-.-.-._..-..- o

E-_-.--. e g = NN R R R R L N I

1. Segell de I'antiga Alemanya Oriental elusiu f(ﬂmula d’Eulerdels poliedres, emés en el
segon centenari de la mort del gran matematic

2. Imatge de I'iltim segell emés que representa arE8lgissa, 2007). Conté també la famosa
Férmula d’Eulerdels poliedres.
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2.8 A continuacio adjuntem unes breus biogrdfies de Platd, Pitagores, Kepler, Euler i
Euclides, que son els personatges que més han estat relacionats amb els solids
platonics.

2.8.1 PITAGORES

Pitagores de Samos (582 aC - 496 aC,) va ser un fildsof i matematic grec, molt conegut
pel Teorema de Pitagores, pel que és conegut com el "pare dels nombres".

Va néixer en l'illa de Samos. De molt jove ja va comencar a viatjar, i molt probablement
a I'india, on va rebre els seus estudis basics i va fundar la seva primera escola. Durant
aquests viatges va assimilar coneixements matematics, astronomics i religiosos

Per problemes politics es va mudar a Crotona, al sud d’Italia, on va fundar la seva
segona escola. Va fundar una societat secreta amb bases matematiques i filosofiques,
regida per una doctrina amb regles molt estrictes de conducta. En la seva escola la
conducta discriminatoria estava prohibida. El seu lema era “tot és nombre”

Eren vegetarians perque creien en la transmigracio de les animes i, per tant, no s'havia
gue sacrificar cap animal perqué podia ser la nova morada d'un amic mort. Pitagores
impartia dos tipus diferents d'ensenyanca: un per als membres de I'escola i I'altre per
la resta de comunitat ciutadana.

La purificacido de I'anima dels pitagorics s'aconseguia d'una banda amb un estricte
regim fisic i d'altra banda amb ritus que recorden als dels adoradors d'Orfeu i de
Dionis, pero les harmonies i misteris de la filosofia i de la matematica també eren parts
essencials d'aquest ritual.

Pitagores pot ser considerat la persona més influent de la historia universal, passa per
ser l'introductor de pesos i mesures, descobridor de la teoria musical, inventor de la
geometria i l'aritmetica teodrica; el primer a sostenir la forma esférica de la terra, a
parlar de "teoria" i de "filosofs", a postular el buit, a canalitzar el fervor religidés en
fervor intel-lectual, a usar el racionament i la definicid, a considerar que l'univers era
una obra només desxifrable per mitjans matematics.

A Pitagores de Samos i a Tales de Milet se'ls atribueix el comengament de la
sistematitzacid de la Matematica, iniciant els estudis de caire teoric, és a dir, les
demostracions basades en lemes i axiomes.
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2.8.2 PLATO
Els primer anys

Plato va néixer a Atenes (o a Egina, segons altres), probablement I'any 428 0 427 aC. La
seva familia pertanyia a l'aristocracia atenenca, que es reclamava descendent de Sold
per linia directa. El seu vertader nom era Aristocles, encara que va ser anomenat Platé
per l'amplada de la seva esquena, segons explica
Diogenes Laerci en la seva “Vida dels filosofs
il-lustres”. Els pares de Platd van ser Aristo i
Perictione, que van tenir dos fills més, Adimant i
Glaucod y unafilla, Potone.

A la mort del seu pare, sent Platd un nen, la seva
mare es va tornar a casa amb Pirilamp, amic de
Pericles, seguint I'educacié de Platd, pel que suposo
gue aquest hauria pogut haver rebut una ensenyanca
propia de les tradicions democratiques del régim de
Pericles.

Platd va rebre l'educacid propia d'un jove atenenc
ben situat, necessaria per dedicar-se de ple a la vida
politica, com corresponia a algu de la seva posicid. Segons Diogenes Laerco va arribar a
escriure poemes i tragedies, encara que no es pot assegurar. També va ser deixeble de
Cratil, tot i que tampoc es pot confirmar. La vocacid politica de Platd esta constatada
per les seves propies declaracions, en la coneguda carta VII; pero la seva realitzacio es
va veure frustrada per la participacié de dos parents seus, Carmides i Crities, en la
tirania imposada per Esparta després de la guerra del Peloponés, que va exercir una
repressio violenta contra els liders de la democracia. Tot i aix0 l'interés politic no
I'abandonara mai, i es veura reflectit en una de les seves millors obres, la Republica.

La influéncia de Socrates

A l'any 407, a l'edat de vint anys, coneix a Socrates, i queda admirat per la seva
personalitat i el seu discurs, admiracié que I'acompanyara tota la vida i que marcara el
cami filosofic de Platd. No és gaire probable que Platé mantingués una relacié molt
intensa amb el que va considerar el seu mestre, si entenem el terme relacié en el seu
sentit més personal; si que és veritat que en el seu sentit més teodric si que hi ha ser
aquesta relacid entre mestre i deixeble, i d'una intensitat que s'acosta a la
dependencia. Per0 també sobre la seva relaci6 amb Socrates hi ha posicions
contradictories. El que no fos present en la mort de Socrates fa pensar que no
pertanyia al cercle d'amic intims de Socrates; tot i aix0, sembla que si que es va oferir
com a aval de la multa que I'Assemblea imposaria a Socrates, abans de que cambiés la
seva decisi6 per la condemna a mort.

Primers viatges

A l'any 399, després de la mort de Socrates, Platd marxa d'Atenes i s'instal-la a Megara,
on residia el filosof Euclides que havia fundat una escola socratica en aquesta ciutat.
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Posteriorment sembla que va realitzar viatjes per Egipte i va esta a Cirene, anant
després a Italia on trobaria a Arquites de Tarento, qui dirigiria una societat pitagorica, i
amb qui va contraure amistat.

Convidat a la cort de Dionisi |, a Siracusa, es va fer amic de Did, que era cunyat de
Dionisi, i amb qui va concebre la idea de posar en marxa certes idees politiques sobre
el bon govern que requerien la col-laboracié de Dionisi. Sembla que les condicions de la
cort no eren les millor per emprendre aquests projectes, exercint Dionisi com a tira de
Siracusa; irritat per la franquesa de Platd, sembla que el va empresonar o el va fer
vendre com a esclau a Egina, fins que va ser rescatat per un ciutada que el va retornar a
Atenes.

LAcadémia

Un cop a Atenes, a I'any 388-387, va fundar la Academia. Nom que va rebre per trobar-
se prop del santuari dedicat a I'heroi Academos. Era una especie de Universitat en la
que s'estudiava tot tipus de creences, com les matematiques, la astronomia, o la fisica,
a més d'altres sabers filosofics. Sembla que tenia una organitzacié semblant al de les
escoles pitagoriques, el que va podia comportar un cert caracter secret o misterids de
les doctrines que s'ensenyaven alla. La Académia continuara ininterrompudament la
seva activitat al llarg dels segles, passant per diferent fases ideologiques, gins que
Justinia la tanca el 529 dC.

Obra
La obra de Platoé esta escrita en forma de dialegs i es divideix en quatre etapes:
1. Primers dialegs o dialegs socratics o de joventut. Es caracteritzen per les seves
preocupacions etiques. Estan totalment influits per Socrates.

2. Epoca de transicid. Aquesta fase es caracteritza també per qliestions politiques,
a més, apareix un primer esbds de la Teoria de la Reminiscéncia i tracta sobre la
filosofia del llenguatge. Destaquen: Gorgies, Mend, Eutidem, Hipies Menor,
Cratil, Hipies Major i Menexe.

3. Epoca de maduresa o dialegs critics. Platé introdueix explicitament la Teoria de
les Idees i desenvolupa més detalladament la reminiscencia. Igualment es tracta
de diferents mites. Destaquen: El banquet, Fedd. Republica i Fedre.

4. Dialeg de vellesa o dialegs critics. En aquesta fase revisa les idees anteriors i
introdueix temes sobre la naturalesa i la medicina. Destaquen: Teetet,
Parmenides, Sofista, Politic, Fileb, Timeu (on estudia els solids platonics), Crities,
Lleis i Epinomis.

La teoria més coneguda de Platé és la Teoria de les Idees, on es relacionen la Teoria del
coneixement, la de I'amor, la politica i I'educacié. Segons Platé el mén en que vivim
(mén sensible) és una copia del mén de les idees (mdn intel-ligible), que és la realitat
vertadera.

Platé deia que la realitat només es pot assolir amb la intel-ligencia no sensible,
intel-lectual. Cada idea és Unica i immutable, al contrari, les coses sén multiples i
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canviants. La contraposicid entre la realitat i el coneixement és descrita per Platé en el
Mite de la Caverna, segons el qual sén dos els nivells de realitat:

1. El mdn de les coses, de les aparences, de les ombres, que es perceben amb els
sentits. Aquest és el mén de la materia, compost d'objectes imperfectes i
subjectes en continua mutacid o canvi, creat per Demilirg a partir de la
perfeccid de les idees.

2. El mdn de les idees, de la llum, totalment immaterial, al qual s'arriba a través
del cami del coneixement. Es el mén de les formes ideals, perfectes i universals.

Ultims viatges

A l'any 369 emprén un viatge a Siracusa, convidat per Did, aquest cop a la cort de
Dionisi Il, fill de Dionisi |, amb l'objectiu de fer-se carrec de la seva educacid; pero els
resultats no van ser millor que amb el seu pare; després d'algunes dificultats (sembla
que estava en una situacid de semi-presd) aconsegueix abandonar Siracusa i tornar a
Atenes. Di6é també va haber de refugiar-se a Atenes per la enemistat que va sorgir amb
Dionisi I, on continuara I'amistat amb Platd. Uns anys després, el 361, i a peticié de
Dionisi Il, torna a fer un tercer viatge a Siracusa, fracassant igual que en les ocasions
anteriors, i tornant a Atenes a l'any 360 on va continuar les seves activitats a la
Academia, sent abatut progressivament per la decepcid i el pessimisme, el que es
reflexa en les se
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2.8.3 EUCLIDES

Euclides d'Alexandria (c. 365 — 275 aC) va ser un matematic grec, conegut actualment

¥ NS L
Hi ha 3 hipotesis diferents sobre aquest matematic:

com "el pare de la geometria". Va néixer a
Alexandria (Egipte) i va estudiar també a l'escola
d'Alexandria. Va ser el fundador de I'escola de
matematiques de la ciutat.

El seu treball més famds va ser els Elements,
considerat molts cops el llibre de text de més éxit
de la Historia. S'hi dedueixen les propietats dels
objectes geometrics i dels nombres naturals a
partir d'un petit conjunt d'axiomes. També va
escriure sobre perspectiva, seccions coniques,
geometria esférica i teoria de nombres.

1. Euclides va ser el personatge historic que va escriure Els Elements i la resta

d'obres atribuides a ell.

2. Euclides era lider d'un equip de matematics que treballaven a Alexandria. Tots
ells van contribuir a escriure les obres d'Euclides, firmant llibres amb el nom
d'Euclides en data anterior a la mort d'aquest.

3. Les obres completes d'Euclides en realitat van ser escrites per un equip de
matematics d'Alexandria que van prendre el nom d'Euclides del filosof Euclides
de Megara, que havia viscut uns cent anys abans.

Procle, que fou el darrer gran representant de la filosofia grega, va escriure cap a
mitjans del segle V dC -vuit segles després- un seguit de comentaris sobre el llibre |
dels Elements. Aquests comentaris han acabat resultant una font d'informacié molt
valuosa sobre la historia de les matematiques a l'antiga Grécia. Dels seus comentaris,
per exemple, sabem que Euclides va incorporar les aportacions d'Eudoxe en relacié a la
teoria de la proporcid, i de Teetet sobre els poliedres regulars.
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2.8.4 EULER

Leonhard Euler va néixer el 15 d’abril de 1707 a Basilea (suissa) i va morir el 1783 a
Sant Petersburg (Russia). Es un dels matematics més influents de tota la historia. Euler
va treballar practicament en totes les arees de les matematiques: geometria, calcul,
trigonometria, algebra, teoria de numeros, a més de fisica continua, teoria lunar altres
branques de la fisica. Es diu que és el
matematic amb més publicacions, només
comparable amb Gauss. El treball de recopilar
i publicar les seves obres va comencar al 1911
i s'han publicat 76 volums. El projecte inicial
era publicar-ne 72, i encara en queden per
publicar. En el seu casa té moltes obres de
gran importancia .

De ben petit el seu pare, que era un pastor
calvinista, ja |i va transmetre molts dels
coneixements matematics que havia estudiat,
entre altres temes, pero principalment
coneixements matematics. Desde petit va
estudiar a I'escola de Basilea on, precisament
no és on va adquirir la devocid per les matematiques, la va adquirir pel seu pare, i
metre anava a escola, llegia textos matematics pel seu compte i prenia classes
particulars. El seu pare el va enviar a la universitat de Basilea al 1720 a I'edat de 14
anys per prepara-I’ho pel ministeri. | ben aviat tindra professos de prestigi com Johann
Bernoulli. Euler va estudiar filosofia i teologia, que era el que volia el seu pare, que fos
pastor com ell, perdo no va trobar I'entusiasme en teologia, grec i hebreu que hi
trobava per les matematiques, el seu pare va acceptar que estudiés matematiques
influenciat pel professor del seu fill, Johann Bernoulli, que havia estudiat amb ell, a
més a més de ser amics.

Va acabar els estudis amb gran éxit fent publicacions comparatives amb altres filosofs,
i guanyant premis varis.

Euler va aconseguir entrar a la universitat de Sant Petersburg, i poc a poc va anant
ascendint fins

Arribar a director del departament de matematiques. Al 1734 es va casar amb la
Katharina Gsell, amb la qual va tenir tretze fills, dels quals només cinc va arribar a
I'edat adulta.

Al 1741 va acceptar un carrec a I’Academia de Berlin degut als problemes politics que
hi havia a Sant Petersburg, va residir vint-i-cinc anys a Berlin on va escriure més de 380
articles i on va publicar dos obres importants. També va escriure unes 200 cartes que
enviava a un princesa alemanya explicant-li molts dels seus coneixements, d'aquestes
cartes es va fer un llibre que va tenir molt exit perque Euler explicava les teories d'una
manera molt entenedora. Pero les coses es van complicar per Euler quan filosofs més
propers al rei que ell, anaven a la seva contra i molts cops Euler es veia obligat a
abandonar les discussions que tenia amb Voltaire, per la seva incapacitat en retorica i
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metafisica. Finalment Euler va ser obligat a deixar |I'Académia Berlin per ser una
persona poc sofisticada.

Al 1735 va patir una febre casi letal, i al 1738 es va quedar sec de I'ull dret i més tard
de l'esquerra per cataractes, pero aix0 no va significar impediment perquée tenia una
gran memoria i podia dir de boca moltes formules, com recitar el llibre la Eneida de
Virgili sense dubtar ni un moment.

La situacio a Russia havia millorat amb |'ascens de Catalina la Gran, per tant el 1766
Euler va acceptar una invitacié per tornar a la Acadéemia de San Petersburg per passar
alla la resta de la seva vida. La segona etapa a Russia, va estar marcada per la tragedia:
un incendi a San Petersburg al 1771 el va fer perdre la casa i casi la vida, i al 1773 va
morir la seva dona. Euler es va tornar a casar tres anys més tard .Al 1783 mort a causa
d'un ictus.
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2.8.5 KEPLER

Kepler (1517-1630 Alemanya),va ser un astronom i matematic molt important,
sobretot per la seva cosmologia

Kepler estava tant seduit per la cosmogonia pitagorico-
platonica, que va pensar en una cosmologia basada en els
cinc poliedre regulars. En aquella época només es
coneixien sis planetes, Mercuri, Venus, la Terra, Mart,
Jupiter i Saturn, per tant va relacionar-los rapidament, ell
com a bon geometra no creia en la casualitat i pensava
que el Deu geometra no improvisa. Per tant pensava que
"hi ha sis planetes perqué hi ha cinc poliedres regulars" i
dona una visié al sistema solar que consisteix en solids
platonics inscrits, encaixats un dins |'altre, relacionant els
radis de les esferes concentrica circumscrites, les quals
intervenen amb les orbites dels planetes. Va intentar demostrar aquesta teoria amb
calculs matematica pero no ho va aconseguir. Per aixo va buscar una altre explicacio, i
va fer les tres lleis de Kepler:

1- Els planetes giren descrivint el-lipses, on el sol ocupa un dels seus centres.

2- Els planetes en el seu recorregut, escombra arees iguals en temps iguals.

3- El quadrat del periode del moviment al voltant del sol de qualsevol planeta, és
directament proporcional al cub de la distancia mitjana al sol.

T = periode d’un planeta

T?=K-R?

R = distancia mitjana al Sol

També va relacionar els solids amb els elements naturals primaris d'Empédocles. Va
deduir que el tetraedre és el solid amb menys volum, i I'icosaedre el major. Essent les
relacions superficie-volum qualitats de sequedat i humitat, com que el foc és el més
sec i I'aigua el més humit, el tetraedre representa el foc i l'icosaedre I'aigua. El cub, al
ser el més estable es associat amb la terra. L'octaedre com que al agafar-lo per els dos
vertex oposats es pot fer girar facilment, considera que te la inestabilitat de I'aire.
Finalment el dodecaedre es associat amb l'univers perquée té dotze cares com dotze
signes del zodiac.

Ell va ser el primer que va incloure els poliedres estrellats en la actualitat, tant en la
ciencia com en l'art.
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3. ELS POLIEDRES

3.1 DEFINICIO | PARTS

La paraula poliedre deriva del grec moAvedpov (moAug, polys: "molts" i &pov,
édron:"cara"), és a dir, “moltes cares”.

En matematiques no hi ha una definicié Unica de poliedre, perd la que hem cregut més
general i encertada és la seglient:

“Un poliedre és la unié d'un nombre finit de poligons en l'espai, que es troben per
parelles en els seus costats”, en altres paraules, cadascun dels costat de cadascun
d'aquests poligons coincideix exactament amb un costat d'un altre poligon. Els poligons
formen una superficie que delimita una zona solida de l'espai: en aquest cas per
poliedre s'entén aquest solid i no només els poligons que delimiten la seva superficie.

En altres llibres la definicié de “poliedre” va acompanyada d'altres hipotesis tecniques
afegides per excloure alguns casos considerats erronis. Aixi, per exemple, es defineix
“superficie poliedrica”com un nombre finit de poligons a I'espai de tal manera que:

1. la interseccid de les dues cares és buida o és una aresta o un vertex,

2. cada aresta pertany precisament a dues cares

3. dues cares adjacents no son coplanaries,

4. fixat un vértex v i dues cares f,g incidents a v, existeix una cadena de cares
C1,...,C2 que conté vtalquef=Cq,g=C,iCjésadjacentaC;, 1 peracadai.

Respectivament, aquests suposits estan dissenyats per impedir que:

1. dues cares s'intersequin a l'interior (cosa que en canvi s'ha d'acceptar si es
volen considerar poliedres alguns com els poliedres de Kepler-Poinsot),

2. una aresta pertanyi a 4, 6 o més cares, com en la unié de dos poliedres que
s'intersequen en una aresta,

3. dues cares se superposin, o que existeixin arestes "falses" amb angle diedre de
180°,

4. un vértex v que pertanyi localment a 2 o0 més objectes diferents, com en la unid
de dos poliedres que s'intersequen en un Unic vertex.

El poliedre, com hem dit, esta format per poligons. Podem parlar de 3 elements
fonamentals que formen el poliedre:

CARES

Les cares cadascun dels poligons que formen el poliedre. Cada cara o cada poligon pot
tenir formes molt diverses, o bé ser congruents (és a dir iguals tret de translacions,
rotacions i simetries), també poden tenir sempre el mateix nombre de costats, sense
ser congruents, o poden tenir un nombre de costats variable.2

ARESTES
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Els costats de les cares sén les arestes del poliedre, per definicid, una aresta pertany,
alhora, a dues cares. Un poliedre pot tenir arestes de longitud constant (és a dir, iguals)
o variable.1

VERTEXS

Els vertexs de les cares (és a dir, els extrems dels poligons) sén els vértexs del poliedre.
Cada vertex pertany almenys a 3 cares diferents. El nombre n de cares a les quals
pertany també és igual al nombre d'arestes que toca.0

Els véertex adjacents d'un poliedre fan referéncia als dos vertex que sén extrems
comuns d'una aresta; les arestes adjacents del poliedre sdn les que tenen un vertex en
comu; les cares adjacents del poliedre sén les que tenen una aresta en comd.
Cadascuna de les tres relacions d'adjacéncia entre els vertex, les arestes i les cares d'un
poliedre és una relacid simétrica.

També hi ha tres relacions d'incidéncia, s'anomenen incidents
- unvertexila aresta de la qual el vertex n'és extrem
- unvertexiuna cara de la qual el vertex en forma part
- una aresta i una cara de la qual I'aresta n'és un costat

Les dues cares que toquen una aresta formen un angle diedre que pot variar d'aresta a
aresta, o bé pot tenir un valor constant en alguns poliedres.

Els angles poliédrics estan formats per tres o més cares del poliedre o tenen un vertex
comu.

Les diagonals d'un poliedre sén les arestes que uneixen dos vertex no pertinents a la
mateixa cara.

Els poliedres es poden classificar de moltes maneres diferents com per exemple:

- poliedres regulars

- deltaedres

- poliedres arquimedians
- prismes

- antiprismes

- piramides

- (etc.)
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3.2 CARACTERISTICA D’EULER

La caracteristica d’Euler és basicament una férmula matematica. Es una invariant
topologica que ens diu que qualsevol poliedre homeomorf a una esfera (un tor o

derivats no) compleix una norma que generalment es denota per x:
x=C+V-A
On: -x = caracteristica d’Euler.
-C= nombre de cares que té el poliedre.
-V=nombre de vertex que té el poliedre.

-A= nombre de arestes que té el poliedre.

Comprovem-ho:

cares + vertex - arestes
Tetraedre 4 + 4 - 6
Cub 6 + 8 - 12
Octaedre 8 + 6 - 12
Dodecaedre 12 + 20 - 30
Icosaedre 20 + 12 - 30
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3.3 GRAFS

Els grafs son, basicament, eines matematiques que permeten expressar d’'una forma
visualment molt senzilla i efectiva les relacions que es donen entre elements de molt
diversa indole. Sén una representacid d’objectes on alguns parells dels objectes estan
connectats per enllagos.

Més concretament, un graf és un parell G=(V,A), on V és un conjunt finit no buit (als
elements del qual anomenem vertexs o també nodes o punts) y A és una familia finita
de parells no ordenats de vertexs de V (als elements del qual anomenem arestes, arcs
o linies).

Si a = {u, v} és una aresta de G escriurem només a = uv, i direm que “a” uneix els
[

vertexs “u” i “v” o que “u” i “v” sén extrems de “a”. Una aresta a=uu s’anomena /oop.
Una aresta que apareix repetida a A es diu aresta multiple.

En molts llibres i textos anomenen graf al que aqui es denomina graf simple,
permetent la preséncia d’arestes multiples en els multigrafs i de loops ens els
pseudografs.

Un graf complet és un graf simple en qual tot parell de vertexs esta unit per una
aresta.

Un graf G=(V,A) s’Tanomena bipartit si existeix una particié de V, V= XUY, tal que cada
aresta de G uneix un vértex de X amb un altre de Y.

Dos grafs G=(V,A) i G’=(V’,A’) sén isomorfs si existeix una bijeccié f:V->V’ que conserva
la adjacéncia. (Es a dir, ¥ u,veV, “u” i “v” sén adjacents en G < f(u) i f(v) sén adjacents
en G')

Un subgraf de G=(V,A) és un altre graf H=(V’,A’) tal que V'SV i A’CA. Si V'=V es diu que
H és un subgraf generador.

Els grafs tenen moltissimes propietats, algunes de les quals son les seglients:

- Adjaceéncia: dues arestes son adjacents si tenen un vértex en comu, i dos
vertexs son adjacents si una aresta els uneix.

- Incidéncia: una aresta és incident a un vertex si aguesta l'uneix a un altre.

- Graf trivial: el grafs amb només un vertex i cap aresta. Un graf amb només
vertexs i cap aresta es coneix com a graf degenerat. El graf amb cap vertex i cap
aresta s'anomena graf nul o graf buit.
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- Ponderacié: correspon a una funcié que a cada aresta |li associa un valor (cost,
pes, longitud...), per augmentar I'expressivitat del model. Aixo s’utilitza molt en
problemes d’optimitzacio, com el del cami més curt.

- Etiquetat: distincié que es fa als vertexs i/o arestes mitjancant una marca que
els fa univocament diferenciables de la resta.

Tot i que un graf sembla una estructura molt elemental, hi ha moltissimes propietats
dels grafs I'estudi dels quals ha donat lloc a una completa teoria matematica: la teoria
dels grafs.

Va ser Leonhard Euler qui va idear els grafs com una manera molt potent i elegant de
resoldre el problema dels ponts de Kénigsberg.

La ciutat de Konigsberg, avui Kaliningrad, es troba a la llera del Mar Baltic, en territori
Rus i a uns 50 km de la frontera amb Polonia. En aquesta ciutat s'uneixen dos rius,
formant unailla en la seva confluéncia. Set ponts unien les diferents parts de la ciutat.
Al segle XVIII es va fer popular el passatemps de descobrir si era possible creuar els set
ponts de la ciutat passant només un sol cop per cadascun d'ells.

Aquest problema es pot resoldre mitjangant un estudi de tots els possibles itineraris,
pero les matematiques s'interessen en buscar una solucié senzilla i valida per tots els
possibles mapes de ciutats, i inclis d'objectes més generals.

Els ponts de Kénigsberg

El 1736, el matematic suis Leonhard Euler va publicar “Solutio Problematis ad
Geometriam Situs Pertinentis”, un article en el que es resolia el problema en el cas
general. Aquest estudi és considerat com el naixement de la Teoria de Grafs, utilitzada
actualment en multiples aplicacions, i també una de les primeres aparicions d'una
“nova geometria” en la que tenen més importancia les propietats estructurals d'un
objecte que les seves mesures.

La idea d'Euler va ser considerar quatre punts, que es volia comunicar, i els famosos
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ponts com a trajectories entre aquests punts. Com a resultat d'aixo, el mapa de
Konigsberg pot ser reduit al seglient grafic:

Un grafic, és una figura les linies o corbes (marges) del qual connecten punts o vertexs.
En conseqliencia, la trajectoria dels ponts de Konigsberg pot ser reformulada com un
grafic en el qual els marges sén remuntats un sol cop.

Per cadascun dels vertexs del grafic, I'ordre dels nombres de cadascun d’ells correspon
al marge que el correspon. La figura de sota mostra el grafic del problema dels ponts
de Konigsberg, amb I'ordre dels nombres dels vértexs. Euler va intentar resoldre el
problema de la trajectoria dels ponts substituint les arees terrestres per vertexs i i els
ponts per arcs (marges). En la figura de sota, els punts vermells representen les arees
terrestres de Konigsberg i les corbes negres els ponts.

En funcid de la ubicacié de cada vertex i dels marges que els connecten, Euler no va
poder trobar una solucid al problema. Només es podria solucionar si els vertexs
poguessin ser connectats amb marges parells, ja que aix0 implicaria entrar i sortir a
través dels mateixos vertexs pels quals s'arriba. Alternativament, dos vertexs poden
estar connectats per un nombre imparell de marges que serien l'inici i el final de la
trajectoria.
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Podem observar que el problema es pot reformular. El grafic de la
dreta té 4 vertexs i 7 marges. El vertexs representen les quatre
parts en que els rius separen la ciutat, i els set marges
representen els ponts. Es possible recérrer el grafic sense passar
dos cops pel mateix marge? O dit d'una forma més familiar: es
possible dibuixar el grafic sense aixecar el llapis del paper i sense
passar dos cops pel mateix marge?

La resposta d'Euler es molt simple. Suposem que és possible realitzar el dibuix sense
aixecar el llapis del paper. Quan el dibuixem, en cada vertex intermig que atravessem
entrarem per un marge i sortirem per un altre diferent. El nombre de marges que
convergeixen amb cada vertex de grafic, exceptuant els vertexs inicial i final del dibuix,
ha de ser parell. Si anomenem valéncia de cada vértex al nombre de marges que
convergeixen amb ell, és a dir 'ordre del vertex, el que s'ha dit anteriorment significa
que per que el problema es pugui solucionar és necessari que en el grafic hi hagi com a
molt dos vertexs de valéncia o ordre imparell. En el cas del grafic de Konigsberg els
guatre vertexs tenen valéncia imparella, aixi que el problema no té solucid.

Demostrar que aquesta condicidé és no només necessaria, siné també suficient, no és
facil. Si a aix0 hi afegim el fet de que en tot grafic el nombre de marges amb valéncia
imparella és parell s'arriba ala conclusié dels grafics que es poden dibuixar sense
aixecar el llapis del paper i sense passar dos cops pel mateix marge:

. Si un grafic no té vértexs de valéncia imparella, llavors es pot dibuixar. A més, es
pot dibuixar comencant des de qualsevol vertex i el dibuix sera “tancat” en el
sentit de que acaba en el mateix vertex pel que s'ha comencat. A aquests grafics
se'ls anomena eulerians.

. Si un grafic té exactament dos vertexs de valencia imparella, llavors es pot
dibuixar, perd sempre sera necessari comencar en un d'ells i acabar en l'altre.

. Si un grafic té tres o més vertexs de valencia imparella no es podra dibuixar.

També en el camp matematic de la teoria dels grafs, podem parlar dels camins de
Hamilton. Si en el problema d'Euler només es podia passar un sol cop per cada aresta o
marge, en els camins de Hamilton passa una cosa similar perd amb els vértexs. Un cami
hamiltonia en un graf, és un cami (successié d'arestes adjacents) que passa per tots les
vertexs del graf un sol cop. Si a més a més I'tltim vertex visitat és adjacent al primer,
aquest cami s'anomena cicle hamiltonia. Un gaf que conté un cicle hamiltonia
s'anomena graf hamiltonia.

Va sorgir el nom de camins i cicles hamiltonians després que William Rowan Hamilton,
inventor del joc de Hamilton, llancés una joguina que consistia en trobar un cicle
hamiltonia en les arestes d'un graf d'un dodecaedre.

No hi ha cap teoria que regeixi unes normes per a l'existencia o inexisténcia de camins
hamiltonians en un graf, pero si que podem saber en alguns casos quan no n'hi podem
trobar, a base d’haver observat aquests circuits:
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. Si un graf (G) té un vertex de valéncia 1, logicament
sabem que no pot ser hamiltonia.

. Si un graf conté un nombre imparell de vertexs amb
valencia parella, també sabem que aquell
graf nosera hamiltonia.

Clcle Hamiltonia
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4. ELS SOLIDS PLATONICS

4.1 DEFINICIO DE SOLID PLATONIC

Ja hem parlat dels solids, pero encara no hem donat una definicié precisa d’aquests
cossos. Veiem certes caracteristiques comunes, com que cadascun dels solids només
té un tipus de poligon com a cara. Aixi doncs, d’entre tots els poliedres que ens podem
imaginar, es diu per definicié que un solid platonic és un poliedre regular. Per entendre
de manera exacte que és la regularitat a I’espai recordem la definicié en el pla. En dues
dimensions els poligons son regulars si tots els seus angles sén iguals entre si i tots els
costats son també iguals entre si. L'equivalent a aguesta segona condicid en I'espai
seria que totes les cares del poliedre regular siguin iguals entre si. A més, en el pla tots
els poligons regulars son convexos, propietat que hem d’imposar en tres dimensions.
Necessitem una condicié una mica més forta, imposem que els poligons a més d’iguals
entre si, siguin regulars. Un poliedre regular es tot aquell poliedre convex en el que:

« Totes les cares son poligons regulars iguals.

» Entots els vertexs concorren el mateix nombre de cares i d’ arestes.
« Totes les arestes tenen la mateixa longitud.

« Tots els angles diedres que formen las cares entre si son iguales.

« Tots els seus vertexs son convexos a los del icosaedre.

De solids platonics n’hi ha cinc, i son els seglients:

tetraedre cub octaedre dodecaedre icosaedre

Solids
platonics
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4.2 DEMOSTRACIO

Per demostrar que només existeixen cinc solids platonics, ens ajudarem de la
caracteristica d’Euler, el que ens deia la caracteristica d’Euler era:

C+V—-A=2
On:
C = nombre de cares que té el poliedre
V = nombre de vertex que té el poliedre

A = nombre d'arestesque te el poliedre

Si sabem que un poliedre regular té tots els vertex iguals, es a dir, que a cada vertex hi
arriben el mateix nombre de cares i arestes, podem deduir que:

m = 2A
Aillem la Vi ens queda:
2A
V=—
m
| també:
Cn=2A
Aillem la Ci ens queda:
2A
C=—
n

On:
m = nombre d'arestesque arriben a cada vertex

n = nombre de costats de la cara que formen el pliedre

Ara apliguem les equacions que em trobat a la caracteristica d'Euler:

C+V—-A=2
24 24
—+=—-A=
n
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1 1 1
2A(—+———>=2
n m 2

1 1 1
A(-+——-)=z
n m 2

Ara es pot observar que perqué aquesta equacio sigui possible es s'ha de complir:

1+1 >0
n m 2
Per tant:
1 1 1
n m 2

Ara el que hem de fer és substituir n, i aixi també trobarem m:

Comencem pern = 3.

W] =
+
3|~
Vv
Wl N| -

3|~
Vv
N| =
[

1>1
m 6

Ara el gue podem fer és provar per quins valors de m es compleix aquesta igualtat:

-m=3
1 S 1
3 6
Correcte
-m =4
1 S 1
4 6
Correcte
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1>1
5 6
Correcte
-m=26
1>1
6 6

No es compleix laigualtat

Compleixen els requisitspern = 3; m = 3, m =4, m =5, que son el tetraedre,

I'octaedre i I'icosaedre.

Aran = 4:

\%

SR
Bl N =

YIS

g
\Y
N =
[

1>1
m 4

Ara el que podem fer és provar per quins valors de m es compleix aquesta igualtat:

-m=3

T
Vv
YIS
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Correcte

YIS
YIS

No es compleix laigualtat

Compleixen els requisits pern = 4; m = 3, que és el cub.

Aran = 5:

V

SR
Al, N -

ul] =
+

3lr
\Y
N| =
I

>
m 10

Ara el que podem fer és provar per quins valors de m es compleix aquesta igualtat:

-m=3
1> 3
3 10
Correcte
-m=4
1> 3
4 10

No es compleix la igualtat

Compleixen els requisits pern = 5; m = 3, que és el dodecaedre.



4.3 CURBATURA

o = suma dels angles en el vertex

il

o =4a
Per tant la curvatura en aquest vertex és 2mr — o .
Ara ho aplicarem als poliedres regulars. Nosaltres coneixem que:
VQ2r —o0) =4n
V = nombre de vértx del poliedre

Comprovem-ho:

Cub
V=8
m
*=3
T
=23
VQ2r —o0) =4n

8(2n—3g) = 47

16m — 12w = 4m

A = 41
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Octaedre

V=6
o = 4.60°
o = 240°
_411
9773
VQ2r —o0) =4n
6(271——):411
12m — 8w = 4m
4m = 4m

Per tant podem dir que la curvatura dels solids platonics és 4.

Demostracié

Ara demostrarem que I'afirmacié que hem donat per sabuda és verag.

Nosaltres tenim:
V(2mr —0) =4n

| com hem vist en la caracteristica d’Euler C + V — A = 2(C = nombre de cares,V =
nombre de vértex, A = nombre d'arestes), per tant.

VQ2r—o0) =2n(C+V —A)

Ara podem simplificar i trobar Vo, perque si, V = nombre de vértx del poliedre, i
o = suma dels angles en el vertex, per tan, Vo és la suma de tots els angles del poliedre.
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2Ven —Vo =2Cm + 2Vm — 2Am
—Vo =2Cr - 2An
—Vo =2n(C - A)
Vo =2n(A—-C)
Ara demostrarem que 2t(A — C), ésigual a Vo.
21(A - C)
2Am — 2Cm

Ara podem substituir 24, per, Cn.
(n = nombre de costats del poligon que forma el poliedre)

Aquest dibuix ens pot ajudar a entendre aquesta igualtat:

2A=Cn
En el cas del cub:

A=12

24 =24
C=6
n=4

Cn=64

Cn =24
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Ara que ja ho em comprovat ja podem substituir:
Cnmt — 2Crn
Cn—-2)m

Si coneixem que (n — 2)m, és igual a la suma dels angles de un poligon, i ho multipliquem pel
nombre de cares, ja ho tenim.

Ara demostrarem que (n — 2)m és igual a la suma dels angles de un poligon:

Amb aquesta imatge, el que podem veure és que, si restem |’angle dels vertex del poligon a un
angle pla, ens queden uns angles, que sumats, creen un gir complet, es a dir un gir de 2m. Per
escriure I'equacié, farem servir n, en comptes de sumatori.

n(m—a) =2n
Ara desenvoluparem:
nw—na = 21

Al desenvolupar I'equacié hem trobat, na, que ja és el que busquem, perque si

n = nombre de costats del poligon que forma el poliedre, n també és el nombre de
vertex del poligon, que multiplicat per I'angle és igual a la suma dels angles de un poligon. Ara
només hem d’aillar na:

—na = 2w —nmn
—na =m(2—n)
na =mn(n—2)

Ara ja podem dir que un poligon de n costats, la suma dels angles del poligon és m(n — 2).

Ara si que podem dir amb seguretat que la curvatura és 41 .
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4.4 PLANS DE SIMETRIA

Weyl (1952) indica els dos significats amb els que es fa servir el terme simetria en el
llenguatge quotidia; en un sentit en el que simeétric significa alguna cosa semblant a
“ben proporcionat, ben equilibrat”, i en el que la simetria denota aquesta espeécie de
concordanga entre varies parts, per la qual aquestes s’integren en un tot; i un altre
significat que ve de la imatge de l'equilibri: simetria bilateral, simetria de la dreta i
I'esquerra, tant patent en la estructura dels animals superior i del cos huma en
especial. «Aquesta simetria bilateral, en contrast amb la nocié vaga de simetria en el
significat del primer cas, és un concepte estrictament geometric i absolutament precis.
Un cos, una configuracio espacial és simetric respecte a un pla donat E si es transforma
en ell mateix per reflexié a E. (...) Una figura té simetria rotacional al voltant d’un eix /
si es transforma en ella mateixa per totes les rotacions al voltant de /. (...) La simetria
bilateral apareix aixi com el primer cas d’'un concepte geometric de simetria que es
refereix a operacions com reflexions i rotacions» (Weyl (1952) pp.15-16 de la trad.
Castellana).

En el nostre cas utilitzarem el terme de simetria en el sentit que Weyl precisa com a
configuracio espacial simétrica respecte a un pla o al voltant d’un eix.

Un pla de simetria és un mirall. Un pla de simetria d’'un poliedre és un mirall que un
tros del poliedre el reflexa exactament en l'altre tros. Un poliedre és simetric respecte
a un pla donat E si es transforma en ell mateix per reflexio de E.

Un eix de rotacio d’un poliedre és una recta que si es fa girar el poliedre al voltant
d’aquesta, abans de donar una volta completa el poliedre presenta el mateix aspecte
gue a la posicid inicial.

El cub

Si observem un cub i imaginem que el tallem per un pla paral-lel a un parell de cares
oposades que passa pels punts mitjans d’arestes, es pot veure que una de les parts que
s’obté és la imatge que tornaria el mirall de I’altra.

Clarament hi haura 3 d’aquests plans. Si es canvia del cub als plans i es fa servir la idea
de simetria, es podria raonar: els plans passaran per dues cares del cub, com que el
cub té 6 cares, llavors hi haura 3 d’aquests plans.

Aquests 3 plans permeten descriure el cub; les seves cares, vértexs i arestes estan
disposats de manera que, si es repenja sobre qualsevol de les seves cares, el que hi ha
a dalt esta a baix, disposat de la mateixa manera; el que hi ha al davant esta al darrera;
el que hi ha a I'esquerra esta a la dreta. Tots els vertexs del cub poden generar-se a
partir d’un d’ells; el vertex escollit es reflexa en els tres plans de simetria, plans
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perpendiculars dos a dos; també es reflecteixen les imatges que es van obtenint; es
generen aixi tots els vertexs del cub a partir d’'un d’ells.

La figura 3.1(b) mostra aquests tres plans de simetria del cub. Quan els prolonguem
fins que interseccionen amb I'esfera circumscrita al cub, obtenim el que anomenem
cercles maxims. A la figura 3.1(c) es mostra la disposicié en I'espai del cercles maxims
corresponentsa-assoghadynlans Ao it aicalea

<
YN
. Y

El cub té altres plans de simetria. Si ens fixem en una cara, per exemple en la cara que
gueda a sobre un cop col-locat el cub, I’"heréncia del pla condueix a uns altres dos plans
de simetria, un per cada diagonal del quadrat. Aquests plans passen per diagonals de
cares oposades. De les cares que queden davant i darrere (un cop col-locat el cub
repenjat sobre una cara) apareixen uns altres dos plans, i de les cares que queden a
I’'esquerai a la dreta uns altres dos.

Aquests plans es poden descriure a partir de les diagonals de les cares poliedre, de les
arestes, etc; i a partir d’aqui es pot determinar el nombre de plans:

- Els plans passen per diagonals de cares oposades. Donat que el cub té 3 parells
de cares oposades i que per cada parell de cares tenim 2 parells de diagonals,
en total es tenen 6 parells de diagonals, i per tant 6 plans de simetria d’aquest
tipus.

- Els plans passen per un parell d’arestes oposades (dues arestes sdn oposades
quan el pla que formen passa pel centre del poliedre). Com que el cub té 6
parells d’arestes, tindrem 6 d’aquests plans.

En la figura 3.2(b) es mostra la disposicio en |’espai dels cercles maxims corresponents
a aquests 6 plans de simetria.

] E\\

S|
1
1
1
\
'
1
1
k —— -

b - —

1
}_—-—.-
1
]
1
|
[}

Figura 3.2

38



Els 9 plans de simetria del cub es podrien haver separat de la seglient manera:

Quan es passa del pla a I'espai desplacant un poligon per obtenir un prisma recte (el
cub és un cas especial de prisma) els eixos de simetria del poligon es converteixen en
plans de simetria del prima corresponent. Aixi, es tenen 4 plans de simetria del cub,
gue es mostren en la figura 3.3(a), els corresponents als eixos de simetria del quadrat.

Quan es passa del poligon al prima recte apareix un nou pla de simetria,m paral-lel a

les dues bases del prima obtingut. [figura 3.3(b)]
A més al passar del quadrat al cub apareixen 4 nous plans, que es mostren en la figura
3.3(c), un per cada costat del quadrat. Es més dificil imaginar aquests plans de simetria
gue els ja descrits perque el tall es fa a I'espai i no son talls vertical o horitzontals (se
suposa que el cub esta repenjat en una de les seves cares), el que dificulta imaginar si
un tros del cub es reflecteix o no exactament a I'altre tros.

' - \ |
T T T } :
| Jafdl : 5' ;
I 1 ) [ A
/17 7 ,)-_"- ,x— 4 1’,k
-,
< 1
, . ) N :
| 'a-—- - T i ]
T H ]
: : L LDy [N
=k - e =] F s
I,}_— — ,f’ II' "
(a) (b) )
Figura 3.3
L'octaedre

Per I'octaedre també hi haura dos tipus de plans de simetria:

- Plans paral-lels a parells de cares oposades
- Plans que passen per parells d’arestes oposades

Quan es tracta ed verificar si és cert o no el que s’ha suposat, una manera de
descobrir-ho és buscar alguns plans de simetria de I'octaedre i mirar a veure si poden
identificar-se d’aquesta manera.

En la figura 3.4(a) es mostren alguns dels plans de simetria de I'octaedre.

Els plans de simetria de 'octaedre també es poden classificar de diferents formes. Una
d’elles és la segiient:

- Hi ha plans perpendiculars al segment que uneix parells de vértexs oposats (dos
vertexs son oposats si la recta que els uneix passa pel centre del poliedre). Si
I’octaedre es considera com una doble piramide, aquests plans separes les dues
piramides. Es tenen 3 d’aquests plans, ja que I'octaedre té 3 parells de vertexs
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oposats. També es poden descriure a partir de les arestes; aquests plans passen
per quatre arestes de I'octaedre.

Figura 3.4

Com que en el cub, aquests plans permeten descriure el poliedre; les cares, vertexs i
arestes de I'octaedre estan disposats de manera que si es recolza sobre qualsevol dels
seus vertexs com en la figura 3.4(a), el que hi ha a sobre esta a sota, disposat de la
mateixa manera; el que hi ha al davant esta al darrera, i el que hi ha a I'esquerra esta a

la dreta.

- Hi ha plans de simetria que passen per punts mitjans de parells d’arestes
oposades. Aquests plans, a més, passen per vertexs oposats. Té 6 plans de
simetria d’aquesta classe, ja que té 6 parells d’arestes oposades.

La figura 3.4(b) mostra I'armadura del model de les simetries de I'octaedre.

El cub i 'octaedre. Els plans de simetria. Les seves relacions i esferes

Els plans de simetria del cub o I'octaedre descomponen la superficies de I'esfera
circumscrita en una xarxa de 48 triangles esférics iguals. Ambdds poliedres tenen el
mateix nombre de plans i, el que és més interessant, la disposicié d’aquests plans en
I’espai és exactament la mateixa en els dos casos.

El cub i 'octaedre poden inscriure’s en una esfera, i inclus es pot inscriure I'octaedre
en el cub i a linrevés: els vertex de I'un es trobaran en els centres de les cares de
Ialtre i les arestes es creuaran perpendicularment en el punt mitja. (Un cop observat
que el cub i I'octaedre es poden inscriure d’aquesta manera, si a més comparem la
forma d’identificar els plans de simetria en cada poliedre BEmentre que en el cub
s’identifiquen els plans per les cares, en |'octaedre s’identifiquen pels vertexs; mentre
qgue en cub s’identifiquen per arestes en l'octaedre es consideren punts mitjans
d’arestesl podriem predir també, sense necessitat de construir el model, que la
posicié relativa en I'espai dels plans de simetria dels dos poliedre és exactament la
mateixa).
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Ara bé, el cub es pot inscriure en l'octaedre de la manera indicada, i es pot
circumscriure una esfera al cub, que esta inscrita en I'octaedre. A més a més es pot
circumscriure una esfera a I'octaedre. Llavors podem deduir que es pot circumscriure i
inscriure una esfera a l'octaedre. Raonant de la mateixa manera, pero inscrivint
I'octaedre en el cub, s’arriba a que també es pot inscriure i circumscriure una esfera al
cub.

El tetraedre, cub i octaedre, els seus plans de simetria i esferes.

Per determinar els plans de simetria del tetraedre, poques coses es mantenen dels
casos anterior. El tetraedre no té cares oposades ni vértexs oposats.

Un dels seus plans de simetria conté una de les seves arestes i passa pel punt mitja de
I'altre, com es mostra a la figura 3.5(a). A més, els 6 plans de simetria del tetraedre son

d’aquesta classe.

La figura 3.5(b) mostra I'armadura del model de les simetries d’aquest poliedre.

(a) (b)
Figura 3.5

Si es construeix el model de la figura 3.5(b) es pot deduir que també es podra
circumscriure una esfera al tetraedre i que es podra inscriure un tetraedre en una altre
tetraedre: els vertexs d’'un es trobaran ens els centres de les cares de [l'altre.
D’aquestes dues observacions, i raonant de la mateixa manera que en el cub i
I'octaedre, es podra deduir que es pot inscriure i circumscriure una esfera al tetraedre.
Si ara es compara aquest model Cde les simetries del tetraedre] amb el corresponent
per el cub o I'octaedre hem de destacar que els 6 plans de simetria del cub o
I'octaedre; els que s’han separat com d’una classe.
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El dodecaedre i l'icosaedre. Plans de simetria i esferes

El dodecaedre i I'icosaedre, igual que el cub i I'octaedre, verifiquen que el nombre de
cares i de vertexs estan intercanviats i el seu nombre d’arestes coincideix. Cal pensar,
doncs, que tindran el mateix nombre de plans de simetria i, el que és més important,
gue la posicio relativa d’aquests plans en I'espai sera exactament la mateixa.

Efectivament, el dodecaedre i I'icosaedre tenen plans de simetria que passen per un
parell d’arestes oposades i tallen pel punt mitja a un altre parell d’arestes oposades.
Per suposat tenen 15 plans de simetria, un per cada parell d’arestes oposades (figura
3.6(a). La posicio relativa diagquests plans en I'espai es mostra en la figura 3.6(b).

Figura 3.6

Si es construeix el model de la figura 3.6(b), les observacions i conclusions relatives a
inscripcions que poden establir-se son analogues a les trobades pel cub i I'octaedre:

- En cada vertex del dodecaedre hi arriben 3 plans i en cada vertexs de
I'icosaedre hi arriben 5 d’aquests plans. El model suggereix que aquests dos
poliedres poden inscriure’s en una esfera i que es podra inscriure el
dodecaedre en l'icosaedre i a I'inrevés. D’aquests resultats es pot deduir que es
podra inscriure i circumscriure una esfera a aquests poliedres. A 'icosaedre se li
pot circumscriure una esfera. Si, per una altra part, partim del dodecaedre,
s’obtenen els mateixos resultats que per I'icosaedre.

- El model té 3 plans de simetria que sén perpendiculars dos a dos, com passava
en el model de les simetries del cub i 'octaedre.
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PLANS DE SIMETRIA DELS SOLIDS PLATONICS

Posicio relativa en I'espai

Tetraedre

Cub i octaedre

Dodecaedre i icosaedre

Descripcio dels plans de simetria en funcié del
poliedre i nombre de plans

e que sén que Que passen per
q 3 perpendicu- que passen per parells
passen per | que son
lars al passen per punts d’arestes
3 una aresta | paral-lels . .
Poliedre ] segment parells mitjans de oposades i
i el punt a parells . ,
o que uneix d’arestes parells tallen pel punt
mitja de cares ) =
& It parells de oposades d’arestes | mitja a un altre
una altra
vertexs oposades | parell d’arestes
Tetraedre 6
Cub 3 6
Octaedre 3 6
Dodecaedre 15
Icosaedre 15
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4.5 EIXOS DE ROTACIO | ORDE D’AQUESTS EIXOS

El cub i I'octaedre. Eixos de rotacid i plans de simetria. Orde de rotacid dels eixos

Un eix de rotacid del cub és el que passa pels centres de cares oposades. L'orde

......

També es podria dir de la seglient manera: el cub presenta 4 vegades el mateix

aspecte quan es fa girar una volta completa al voltant d’aquest eix. L'orde d’aquests

eixos en aquest poliedre coincideix amb el nombre de costats del poligon de les cares

del cub. Hi ha 3 eixos d’aquest tipus, un per cada parell de cares oposades del cub.

Cadascun és perpendicular a un pla de simetria paral-lel a parells de cares oposades.
[figura 3.7]

Figura 3.7

Figura 3.8

Com que les cares del cub es
corresponen amb els vértexs de
I'octaedre, es pot pensar que aquests
eixos es correspondran en |'octaedre
amb els eixos que passen per vertexs
oposats. Efectivament, I'octaedre té 3
eixos d’orde 4, un per cada parell de
vertexs  oposats. Cadascun  és
perpendicular a un pla de simetria de
I’octaedre. [figura 3.7]. En aquests girs
I’orde de rotacio coincideix amb I'orde
dels vertexs del solid.

Hi ha un altre tipus d’eixos de rotacio,
gue passen per vertexs oposats del
cub. El corresponent a I'octaedre passa
per centres de cares. En els dos casos
hi ha 4 d’aquests eixos i son d’orde 3.
[figura 3.8]

De nou, l'orde de rotacid coincideix
amb el nombre de costats del poligon
de les cares, si I'eix passa pels centres
de les cares, o amb 'orde dels vertexs,
si 'eix passa per vertexs oposats.
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Aquests eixos de rotacido no son perpendiculars a cap pla de simetria. Tot i aix0, els
plans perpendiculars als eixos de rotacié d’orde 3 del cub i I'octaedre tallen a aquests
solids en seccions que sén hexagons regulars. [figura 3.9]. Aixi, donat que en el cub o
I'octaedre es tenen 4 d’aquests eixos, en cadascun d’aquests poliedres es tindran 4
possibles seccions hexagonals regulars.

Figura 3.9

Hi ha un tercer tipus d’eixos de rotacié que passen per punts mitjans d’arestes
oposades. Aquests eixos de rotacid son d’orde 2. Cadascun d’ells també és
perpendicular a un pla de simetria, que en el cub passa per parells d’arestes oposades,
i en I'octaedre per punts mitjans de parells d’arestes oposades.

Fins ara hem descrit els eixos de rotacidé a partir del poliedre corresponent i es hem
fixat en si la seccid perpendicular a I'eix era o no pla de simetria del poliedre. Ara
tractarem de relacionar plans i eixos d’una manera que reflecteixi millor la posicid
relativa dels eixos respecte els plans. Quan es coneixen els plans de simetria d’'un
poliedre es tenen també determinats alguns eixos de rotacié i el seu orde.
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Si en el model dels cercles maxims dels plans de simetria d’aquests poliedres

s’afegeixen tots els eixos de rotacid, és possible establir que:

- Els eixos de rotacid passen sempre pels vertexs dels triangles en que s’ha
descompost el poliedre esferic o I'esfera circumscrita.

- Enles rectes on es tallen plans de simetria hi ha un eix de rotacié. Tots els eixos
de rotacid es troben al menys en dos plans de simetria.

- L'orde de rotacido d’aquests eixos coincideix amb en nombre de plans de

simetria que es tallen en aquest eix, nombre que coincideix amb el de plans
gue passen pel vertex del triangle esferic per el que passa I'eix.

El dodecaedre i 'icosaedre. Eixos de rotacid i plans de simetria. Orde de rotacid dels

eixos

Si ara tenim en compte les conclusions establides pel cub i I'octaedre, tindrem
determinats pels altres poliedres platonics els eixos de rotacié que provenen de la
interseccié de plans de simetria i, a més a més, la seva posicio relativa en |'espai; on es
tallen els plans de simetria hi ha un eix de rotacié. Aquests eixos passen també pels
vertexs dels triangles en que siha descompost el poliedre esféeric. L'orde de rotacid
d’aquests eixos coincideix amb el nombre de plans de simetria que es tallen en aquest
eix. Només faltara veure si aquests poliedre poden tenir altres eixos de rotacio.

Si el que volem és descriure els eixos de rotacié del dodecaedre i I'icosaedre a partir
del poliedre convé recopilar les observacions i resultats que s’han obtingut en el cub o
I'octaedre perque, probablement, pels poliedre que estem estudiant ara, només sera
necessari fer alguna modificacio.

| de fet, el dodecaedre i I'icosaedre tenen els tres tipus d’eixos de rotacid determinats

en el cub i 'octaedre:

- Eixos de rotacio d’orde 5, que passen pels centres de les cares del dodecaedre
0 per vertexs oposats de l'icosaedre. [figura 3.11(a)]. En cadascun d’aquests
poliedre hi ha 6 eixos d’aquests. El pla perpendicular a cadascun d’ells talla al
dodecaedre o a l'icosaedre en una seccié decagon regular que no és pla de
simetria del poliedre corresponent.

- Eixos de rotacié d’orde 3, que passen pels centres de les cares de |'icosaedre i
per vertexs oposats del dodecaedre. [figura 3.11(a)]. El pla perpendicular a
cadascun d’aquests 10 eixos talla el dodecaedre en hexagons regulars, igual
gue els plans corresponents tallaven al cub i a l'octaedre. Tot i aixo, al
considerar l'icosaedre, aquests plans el tallen en un dodecagon no regular;
encara que els seus costats tenen la mateixa longitud, els angles sén diferents.

- 15 eixos de rotacid d’orde 2 [figura 3.11(a)[J], que passen per punts mitjans
d’arestes oposades i sén perpendiculars a plans de simetria del poliedre.
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Com pot observar-se hi ha alguna variant respecte als resultats obtinguts en el cub i
I’octaedre, relatius a la seccié perpendicular als eixos de rotacio.

Si en el que ens fixem és en com es tallen els eixos de rotacié d’aquests poliedre i
comparem aquest model amb el dels eixos de rotacid del cub i I'octaedre, es pot

observar:

- Els 4 eixos de rotacié d’orde 3 de cub i 'octaedre estan disposats exactament
de la mateixa manera que 4 eixos de rotacido d’orde 3 del dodecaedre i
I'icosaedre.

- Els 3 eixos de rotacié d’orde 4 del cub i 'octaedre estan disposats exactament
de la mateixa manera que 3 eixos de rotacido d’orde 2 del dodecaedre i
I'icosaedre.

El tetraedre. Eixos de rotacid i plans de simetria. Orde de rotacid d’aquests eixos

Per descriure els eixos de rotacié del tetraedre a partir de poliedre, com que aquest no
té cares oposades ni vertexs oposats, no es podran aplicar directament tots els
resultats obtinguts en els poliedres anteriors.

El tetraedre també té eixos de rotacié d’orde 2 que passen per punts mitjans d’arestes;
3 en total. Les seccions perpendiculars a aquests 3 eixos sén quadrats que no
corresponen a plans de simetria del tetraedre, pero que el divideixen en dues parts
iguals. Figura 3.11(b). Té també eixos d’orde 3. Aquests eixos passen per un vertex del
tetraedre i el centre de la cara oposada. Figura 3.11(b). Les seccions perpendiculars
son triangles equilaters, que tampoc son plans de simetria del poliedre.

Quan es compara la posicié en 'espai dels eixos de rotacié del tetraedre amb la dels

del cub, poden notar-se que els 7 eixos de rotacid del tetraedre es tallen exactament
de la mateixa manera que els 7 eixos de rotacié del cub. El resultat es podia haver
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previst ja que s’ha vist que aixo passava també pels plans de simetria i se sap que els

eixos de rotacid dels solids platonics provenen de la interseccié de plans de simetria.

EIXOS DE ROTACIO | ORDE DELS EIXOS

En les rectes on es tallen dos plans de simetria hi ha un eix de rotacid.
L'orde de rotacid d’aquests eixos és igual al nombre de plans que es tallen

en aquest eix.

Poliedre Eixos d’orde 2 Eixos d’orde 3 Eixos d’orde 4 Eixos d’orde 5
Tetraedre 3 perpendiculars | 4 perpendiculars
a seccions a seccions
guadrades triangles
equilaters
Cub 6 4 f
Perpendiculars a | Perpendiculars a | Perpendiculars a
P. de Simetria seccions P. de Simetria
hexagonals
Octaedre 6 4 3
Dodecaedre 15 10 6
Perpendicularsa | Perpendiculars Perpendiculars a
P. de Simetria seccions seccions
hexagonals dodecagon no
T regular o regular
dodecagon T
Icosaedre 15 10 (] 6
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4.6 RELACIONS ENTRE POLIEDRES
4.6.1Dualitat

Hi ha parells de poliedres regulars que comparteixen totes les simetries i per tant els
podem col-locar de manera que el model resultant també les conservi. Si els observem
veiem que es compleix:

- Per cada vertex del poliedre inscrit apareix una cara del poliedre circumscrit
(poliedre que queda a I'exterior), perpendicular a I'eix de rotacié que passa per
aquell vertex.

- Cada vertex del poliedre circumscrit es correspon amb una cara del poliedre
inicial, perpendicular a I’eix de rotacidé que passa per aquell vertex.

- Per cada aresta del poliedre inscrit apareix una aresta en el solid circumscrit.
Aquestes es creuen perpendicularment i I'eix de rotacid que passa pels punts
mitjans de les arestes del poliedre inscrit ho é també del circumscrit, i alhora
passa pels punts mitjans de les arestes d’aquest.

- El nombre de costats de les cars d’un solid coincideix amb I'orde dels vértexs de
I’altre solid.

Els poliedre que estan interrelacionats d’aquesta manera se’ls anomena duals o
reciprocs.

D’aquesta idea de poliedres duals es dedueix que ens aquests poligons s’intercanviara
el nombre de cares i de vertexs i el nombre d’arestes coincidira. A més a més els
vertexs es correspondran amb els centres de les cares i el seu orde sera igual al
nombre de costats del poligon de les cares.

Els solids platonics es poden agrupar de la manera seglient: el cub i I'octaedre sén
duals, el dodecaedre i I'icosaedre sén duals.

El tetraedre és el dual d’ell mateix. El tetraedres també es poden col-locar de manera
gue es mantinguin les seves simetries; que cada vertexs es correspongui amb una cara
perpendicular a I'eix de rotacid que passa per aquest vertex; que les arestes es creuin
perpendicularment. En el tetraedre el nombre de cares i de vertexs s’intercanvia i
I'orde dels seus vertexs coincideix amb el nombre de costats del poligon de les seves
cares.
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4.6.2 El model dels 5 poliedres regulars convexos

Donat que els poliedres regulars s’inscriuen de varies formes, ens podem plantejar el
problema d’inscriure els 5 poliedres regulars els uns en els altres de manera que es
mantinguin algunes simetries.

Es pot comengar construint un cub. En ell, per donar-li rigidesa, se li introdueix un
tetraedre. El model resultant té les simetries del tetraedre. En aquest tetraedre se li
introdueix un octaedre, resultant al final un model de les mateixes simetries que
I’anterior.

El cub, amb els solids inscrits en ell, s'introdueix en un dodecaedre. El model resultant
te 4 eixos de rotacié d’orde 3 i 3 d’orde 2. | finalment es pot introduir el dodecaedre en
un icosaedre.

Aquest model de gran rigidesa, amb els 5 poliedres regulars inscrits els uns en els
altres.

Si es vol construir aguest model, un cop escollides les mides de l'aresta «a» per
construir el cub, s’han de determinar les dimensions de les arestes dels altres
poliedres.

Aguestes mesures es poden obtenir per la relacid que hi ha entre les arestes dels
poliedres corresponents. L’aresta del tetraedre és la diagonal del quadrat de les cares
del cub, la de 'octaedre és la meitat que la del tetraedre, la del cub és la diagonal del
pentagon de les cares del dodecaedre i la longitud de l'aresta del dodecaedre
coincideix amb la distancia entre els centres de 2 cares veines de I'icosaedre.

cub tetraedre octaedre dodecaedre | icosaedre
Longitud —
& a avZ V2| alt5-1) | 144
aresta 2 2

Els 5 solids platonics inscrits de forma successiva cadascun
dins d’un altre
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4.6.3 Un altre model dels poliedres platonics duals: formes compostes

Un altre model dels poliedres platonics duals: formes compostes

Si en el model d’un poliedre inscrit en el seu duals es va augmentant la mida del
poliedre inscrit, les arestes d’aquest es converteixen en arestes paral-leles que es van
apropant a les arestes del poliedre circumscrit. Arribara un moment en que les arestes
es tallaran.

La figura 5.10 mostra col-locats d’aquesta forma I'octaedre i el cub, el dodecaedre i
I'icosaedre i els dos tetraedres.

Aquesta és una col-locacié dels poliedres duals molt interessant. Les arestes dels
poliedres es tallen perpendicularment en el punt mitja, les arestes que bisequen a les
d’una cara es tallen en un vertex del poliedre dual, i les que bisequen a les que
concorren en un vertex formen una cara del dual. A més, en els poliedres platonics
I'estudi del solid interseccid i el solid que els conté proporciona gran activitat
matematica: els solids implicats estan molt interrelacionats.

Estrella octangular

Quan dos tetraedres es col-loquen com en la imatge de sota, les arestes dels dos
tetraedre es tallen en el punt mitja, i s’obté I'estrella octangular, la forma composta
més senzilla.

A partir de la figura es pot deduir que la forma del solid interseccid dels dos tetraedres
és l'octaedre i que el solid que conté I'estrella octangular (el solid embolcall) és el cub.
Una forma de raonar que el cub ocupa aquesta funcié pot ser:

- Les dues diagonals de cada cara del solid embolcall son les arestes dels
tetraedre. Aquestes son iguals, es tallen en el punt mitja i son perpendiculars.
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Com que els poligons que tenen diagonals que compleixen aquestes propietats
son els quadrats, les cares del solid embolcall sén quadrats.

- Cada dues diagonals formen una cara i tenim 12 diagonals (les arestes dels
tetraedres), i llavors el solid embolcall té 6 cares.

- Com que cada cara del solid embolcall té 4 arestes i cada aresta es conta dos
cops perque pertany a dues cares, el nombre d’arestes del poliedre embolcall
és 12.

- Els vertexs i I'orde dels vertexs coincideixen amb els dels solids que formen el
compost. Aixi doncs, el solid embolcall té 8 vertexs d’orde 3

Una forma de raonar que el solid interseccid és 'octaedre és la segilient:

- Les cantonades de cadascun dels tetraedres interseccionen amb les cares de
Ialtre en un triangle equilater. Aixi el nombre de cares del solid interseccid és la
suma dels vertexs dels dos tetraedres.

- Per cada vertexs dels tetraedre apareixen 3 arestes, perd cada aresta es conta
dos cops. Per tant, el solid interseccié té 12 arestes.

- Per cada vertexs dels tetraedres apareixen 3 vertexs, pero cada vertexs es
conta 4 cops. Aixi, el solid interseccio té 6 vertexs d’orde quatre.

El cub i 'octaedre. El dodecaedre i I'icosaedre

Figura 5.13

El solid embolcall del cub i lI'octaedre, o del dodecaedre i l'icosaedre, és el
rombedodecaedre o el triacontraedre rombic respectivament. [figura 5.13].
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Ara raonarem que les caracteristiques dels solids embolcall d’aquestes formes

compostes coincideixen amb les del rombedodecaedre o triacontraedre rombic.

Les arestes del cub i 'octaedre, i del dodecaedre i I'icosaedre, sén les diagonals
de les cares del solid embolcall. Aixi doncs, les diagonals es tallen en el punt
mitja perpendicularment, perd no sén iguals. Donat que el quadrilater amb
aquestes propietats és un rombe, les cares del solid embolcall en tots dos casos
sén rombes.

Cada dues diagonals formen una cara, com que en la primera forma hi ha 24
diagonals (les arestes del cub i de 'octaedre) i en el segona 60 (les arestes de
dodecaedre i I'icosaedre), els solids embolcall tenen 12 i 30 cares
respectivament.

L'orde dels vertexs coincideix amb I'orde dels vertexs dels solids que formen el
compost.

La figura 5.14 mostra els solids embolcall: el rombedodecaedre i el triacontraedre

rombic.

P

Figura 5.14

El cuboctaedre i I'icosidodecaedre

Al solid interseccid del cub i I'octaedre de 'anomena cuboctaedre i al solid interseccio

del dodecaedre i I'icosaedre, icosidodecaedre. Aquests solids es mostren en la figura

5.15 respectivament.

Figura 5.15

a) cuboctaedre b) icosidodecaedre
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De manera analoga a com s’han determinat les caracteristiques del poliedre
intersecciod de I'estrella octangular, a partir dels poliedre que formen el solid compost,
es poden determinar les caracteristiques d’aquests poliedres.

- Les cantonades del cub interseccionen amb les cares de I'octaedre en un
triangle equilater, i les cantonades del dodecaedre interseccionen amb les
cares del cub en un quadrat. Aixi, el solid interseccid té 8 cares triangulars i 6
cares quadrades. De la mateixa manera s’obté que el solid interseccido del
dodecaedre i I'icosaedre té 20 cares que son triangles equilaters i 12 que sdn
pentagons regulars.

- Per cada vertexs del cub apareixen 3 arestes, i per cada vertexs de |'octaedre 4,
pero cada aresta es conta dues vegades. Per tant, el solid interseccié de la
forma composta del cub i I'octaedre té 24 arestes i el dodecaedre i I'icosaedre
en té 60.

- Per cada vertexs del cub apareixen 3 vertexs, i per cada vertexs de I'octaedre
n’apareixen 4, perd cada vertexs es conta 4 cops. Aixi, el solid interseccié de la
forma composta del dodecaedre i I'icosaedre té 30 vertexs d’orde 4.

Els poliedres interseccio i els embolcall

El solid interseccid i el solid embolcall sédn duals. Les cares del solid interseccid es
corresponen amb els vertexs de I'embolcall i a I'inrevés; per cada aresta d’un d’aquests
solids hi ha una aresta de I'altre, i ambdues es creuen perpendicularment; 'orde dels
vertexs d’un solid coincideix amb el nombre de costats de les cares corresponents de
I'altre solid.

Els poliedres interseccid i el solid compost

Els solids compostos anteriors es poden obtenir afegint piramides a totes les cares del
poliedre interseccio. Per |'octaedre, aquestes piramides sén tetraedres iguals; per el
cuboctaedre i I'icosidodecaedre sén de dues classes, que corresponen a les piramides
que s’afegeixen a cadascun dels poliedres platonics que componen cada forma
composta.

També es poden obtenir prolongant els plans de les cares de |'octaedre, cuboctaedre i
de l'icosidodecaedre respectivament.
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4.6.4 Relacions entre el tetraedre, el cub i I’octaedre

Podem incloure el tetraedre dins d’un cub, els quatre vertex son comuns a quatre dels vuit
vertex del cub, i les sis arestes son sis de les dotze diagonals.

Queda de les seglient manera:

Com hem pogut veure només hem utilitzat la meitat dels vertex i les diagonals, per tant encara
hi podem incloure un altre tetraedre, i queda de la seglient manera:

Aquesta estrella de vuit puntes formada per dos tetraedres s'anomena estrella octangular

Al tracar les totes les diagonals, trobem el centre de les cares, per tant, com hem vist abans, el
cub era dual amb I'octaedre, per tant, la part comuna dels tetraedres forma un octaedre com
el seglient, per veureu amb més claredat, podem veure el segiient dibuix en que els tetraedres
estan dibuixats amb quatre tetraedres separats:
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Com hem vist, a partir de dos tetraedres podem obtenir un octaedre, i si sabem que I'octaedre
conté seccions quadrades, podem deduir que el tetraedre també.

Per comencgar introduim el tetraedre i I'octaedre dins del cub:

A

Com podem veure I'octaedre té els seus vertex al punt mitg de les arestes del tetraedre, per
tant ja hem trobat la seccid quadrada del tetraedre. En el segiints dibuixos es mostra un
tetraedre amb una projeccid similar a la anterior amb una de les seves tres seccions
guadrades, i un altre també amb una de les seves tres seccions quadrades, perdo amb una
projeccio a la que estem avituats, amb un dels seus triangles pla a terra :

Per veureu més clar, fixemnos en els dubuixos seguents, en la que es mostren tetraedres vistos
per una perspectiva similar, i cada un d’ells amb una seccié quadrada diferent:
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Ara tots junts:

Agquest dibuix ens ajuda a veure que podem crear un octaedre a partir de tres quadrats.

'

57



4.6.5 Els tres triangles auris

Si agafem tres triangles auris i els distribuim de la segent manera:

L
>

Podem trobar-hi tots els solids platonics.

Si tracem totes les linies que van de vertex a vertex, trobem l'icosaedre:

| ara a partir de I'icosaedre, podem trobar el dodecaedre, perqué com hem vist, eren duals.

També hi podem trobar el cub, introduint els tres rectangles auris a dins el cub.

Per tant si i tenim el cub, per les relacions que hem vist abans també i podem trobar el

tetraedre i 'octaedre.
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Perd no només hi ha aquesta manera:
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4

Relacions entre el dodecaedre el cub i el tetraedre

Com es pot veure en el dibuix podem trobar el cub a dins el dodecaedre, i també el tetraedre
dins del dodecaedre.
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4.7 ELS GRAFS EN ELS SOLIDS PLATONICS

Només hi ha un poliedre regular el qual es puguin resseguir totes les seves arestes
passant només un sol cop per cadascuna d’elles, I'octaedre. Com que en cada vertex i
concorren 4 arestes, el poliedre es pot dibuixar comengant per qualsevol dels vertex a

I’atzar.

Logicament, es pot resseguir I'estructura de cada solid platonic passant un sol cop per
cada vertex.
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4.8 ELS SOLIDS PLATONICS NO NOMES SON SOLIDS PLATONICS

Els poliedres es poden classificar de moltes maneres, ara en direm algunes i veurem on més
podem trobar els solids platonics:

4.8.1 Poliedres regulars

Els poliedres regulars sén aquells que tenen tots els poligons sén iguals, i en el vertex hi
concorren el mateix nombre de cares. Tant si sdn convexes com concaus. De convexes n’hi ha
cinc que soén; tetraedre, cub, octaedre, dodecaedre i icosaedre. De concaus n’hi ha quatre, els
va definir Kepler,també s’anomenen solids Kepler-Pointsot.

Els poliedres regulars convexes son tots els solids platonics.

4.8.2 Poliedres semiregulars

Els poliedres semiregulars son aquells que tenen tots els poligons regulars, perdo no
necessariament el mateix, i en el vertex hi concorren el mateix nombre de cares. Els va
anomenar Arquimedes i els va classificar en 13 solids, 11 es poden obtenir truncant els
poliedres regulars convexes, i els altres dos sén els prismes i antiprismes, que sén dos grups
infinits.
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Aqui els tenim.

LOGEE

Els dos poliedres marcats amb un asterisc sén el prisma i antiprismE.

En aquet cas no hi trobarem cap solid platonic perque sén solids truncats dels platonics(en els
prismes i antiprismes si, ara ho veiem).

4.8.2.1 Prismes

Els prismes sén poliedres amb dos poligons paral-lels anomenats directrius, que donen nom al
poliedre, units per tants paral-lelograms com costats té el poligon directriu. Els va definir
Kepler, pero ell uneix els poligons directrius amb quadrats. Podem trobar infinits prismes.

En aquest cas I"nic solid platonic que compleix aquestes condicions és el cub.
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4.8.2.2 Antiprismes

Els antiprismes sén poliedres amb dos poligons regulars iguals, paral-lels entre si, anomenats
cupules, units per triangles equilaters, de forma que cada triangle conté una aresta de una
cuspide i un vertex de I'altre,hi ha el doble de triangles que costats té la cipula.

Antiprisme hexagonal

En aquest grup hi trobem un solid platonic, que és I'octaedre. Pero I'icosaedre també es pot
considerar antiprisma, si ens hi fixem podem veure que es distingeixen dos cuspides, perd que
no son poligons regulars, sind que sén cupules formades per cinc triangles equilaters.

Antiprisma pentagonal Icosaedre

Octaedre
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4.8.3 Deltaedres

Els deltaedres son poliedres formats Unicament per triangles equilaters, sense la necessitat de
gue tingui tots els vertex iguals. De convexes n’hi trobem vuit, en canvi de concaus infinits. El
nom de deltaedres els hi be de la lletra de I'abecedari grec, A (delta), perqué és un triangle.

Deltaedres convexes

Deltaedres concaus

A els deltaedres hi troben tres solids platonics, el tetraedre , 'octaedre i I'icosaedre.
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4.8.4 Tassel-lacions en I'espai

Un conjunt de figures iguals que es repeteixen periodicament, es a dir, seguint un patro, que
cobreix I'espai completament sense forats ni superposicions.

il

Els paral-lelepipedes sén un bon exemple.

En aquest cas hi trobem el cub i el dodecaedre,
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3.9 CALCULS EN ELS SOLIDS PLATONICS

TETRAEDRE

Definicid
Poligons que el formen Triangles
Nombre de cares 4
Nombre d’arestes 6
Nombre de vertex 4

Nombre d’arestes que concorren al vertex i

nombre de cares que concorren al vertex

Dualitat Autodual

Aresta segons radi

Si ens donen el radi del cercle circumscrit en el tetraedre, el que farem per trobar els radi sera
introduir-lo a dins un cub, i veiem que |'aresta del tetraedre és una diagonal del cub, per tant
primer calcularem I’aresta del cub i a partir d’aqui calcularem I'aresta del tetraedre.
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Per trobar-ho podem aplicar Pitagores en 3 dimensions:

h2=c?+c?+c¢? 2R?*=a+a?+a? 2R = ’3ac2 2R = a3

a. =—

V3

Ara hem trobat 'aresta del cub i per tant ara ja només hem de trobar la del tetraedre, que com

hem vist, era la diagonal del cub, per fer-ho podem aplicar Pitagores:
h? = c2 + ¢?

2 _ 2 2
Qtetraedre” = Qcub + QAcub

ar = ’2 as’> a, = a2

Ara podem substituir:

at=aC\/§ at=f/—§\/§ at=¥

Area segons I'aresta

El que farem per trobar la I'area total sera trobar I'area de un triangle i multiplicar-ho pel
nombre de cares del tetraedre, que en sén quatre:

L'area d’un triangle és:
_ base.al¢ada
=
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La base la coneixem, només em de trobar I'algada, per trobar-la podem dividir el triangle
equilater en dos triangles rectangles i per trigonometria ho podrem trobar.

Si coneixem:

)

. catet oposat
sin = ——
hipotenusa

Podem trobar:
catet oposat = hipotenusa.sin

Ara substituim:

base.alcada 2 . 2
A= A=——2  A=22s2 A=
2 2 2 1

Ara hem de multiplicar-ho pel nombre de cares que té el tetraedre que sén quatre:

area total = 4.area del tiangle

69



Volum segons l'aresta

Per trobar el volum del tetraedre podem aplicar la formula de una piramide perque el
tetraedre és una piramide de base triangular. Si sabem que la formula de una piramide és:

1
v, = 3 alcada.area base

L'area de la base ja la tenim I'Unic que ens falta és |'al¢cada:

Per trobar-la hem de utilitzar el triangle marcat en blau clar al tetraedre i aplicar Pitagores per
trobar I'algada (h), pero en el triangle hi ha dues incognites, I’algcada (h), i I'altre catet.

Per trobar el catet farem servir trigonometria en el triangle marcat en vermell al tetraedre,
gue és com el seglient(ara, a la incognita que li anomenaven catet, per calcular-la
I’'anomenarem hipotenusa, perqué n’és la del triangle) :

catet contigu

cosinus = —

hipotenusa

30° 3

cos =—

2

V3 /, , a 3 , 2a . 2
— =——-+"= hjpotenusa = - +—  hipotenusa = — hipotenusa = —
2 hipotenusa p 2 2 p 23 p V3

Ara ja podem aplicar Pitagores:
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c2+c2=h?

a® = h? 4 ¢? a2=h2+(.%)2 h= [a?—(

Ara ja podem aplicar la formula de la piramide:

1
V, = §.al(;ada. area base

1 2\/_ 4 3a2\/_
Vt -
3’

2\/_61

V3 [2a?
V, = — Vt_—

12 3 12

_ @V

712
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cuB

Definicié
Poligons que el formen Quadrats
Nombre de cares 6
Nombre d’arestes 8
Nombre de vertex 8
Nombre de cares que concorren al vertex
i nombre d’arestes que concorren al 3
vertex
Dualitat Dualitat amb I'ortoedre

Aresta segons radi

Si ens donen el radi del cercle circumscrit en el tetraedre podem aplicar Pitagores en

3D:

h? =¢% + ¢ + ¢?
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2R? = a? 4+ a? + a? 2R = +/3a? 2R = a3

&l =

Area segons 'aresta

El que farem per trobar la I'area total sera trobar I'area de un quadrat i multiplicar-ho
pel nombre de cares del cub, que en sén sis:

L'area d’un quadrat és:

A = base.algcada

Com que ho tenim tot només hem d’aplicar la formula.
A = aresta.aresta
A=a?
Ara hem de multiplicar-ho pel nombre de cares que té el cub que sén sis:

area total = 6.area del quadrat
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Volum segons I'aresta

Per trobar el volum del només hem d’aplicar la formula del cub, que és:

V. = amplada.al¢ada.profonditat
V. = aresta®
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OCTAEDRE

Definicid
Poligons que el formen Triangles
Nombre de cares 8
Nombre d’arestes 12
Nombre de vértex 6
Nombre de cares que concorren al vertex i 4
nombre d’arestes que concorren al vértex
Dualitat Amb el cub

Aresta segons radi

Si agafem una seccio, qualsevol, que contingui els quatre vértex podem veure que es forma un
guadrat con el dibuixat. | ara podem aplicar el teorema del sinus en el triangle que es forma
amb els radis.
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Si coneixem que :

A B B B C
sina sinb sinc

sin90° =1
V2
inase = Y2
sin45 >
Ara substituim:
a__ R q = R
1 ¥z T2
2 2
2R
a=—
V2

Area segons I'aresta

Per trobar I'area només hem de multiplicar I'area d’un triangle per el nombre de cares de
I'octaedre. Com que 'area del triangle ja I’'hem trobat quan feéiem el tetraedre, només I’'hem
de multiplicar per 8.

a2 V3
Atriangle = 1
a? /3
Aoctaeare = 8 ( 4 >

Aoctaedre = Zaz\/g
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Volum segons l'aresta

Per trobar el volum dividirem I'octaedre en dos piramides de base quadrada i en trobarem el
volum mitjangant la formula del volum d’una piramide, que és:

1
|4 =§ .h.base

Per trobar I'area de la base, com que és quadrada només hem d’aplicar la férmula:
A = base.algada
A= a?

Per trobar I'alcada podem aplicar Pitagores, perqué coneixem aresta i el radi segons I'aresta el
podem trobar aillant-lo de la formula trobada a I'apartat aresta segons radi.

La formula era:

2R
a=—
V2
avV2 = 2R
av?2
R @2
2

Ara apliqguem Pitagores:

R R R P
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h_a
)

Ara ja podem substituir a la formula de la piramide:

1
Vp=§.h.base

Com que hem dividit I'octaedre en dos piramides de base quadrada iguals, hem de multiplicar
el volum que hem trobat per dos.

V, =2V,
1,1
o=2\34 |3
3
a
Vo=?\/§
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DODECAEDRE

Poligons que el formen pentagons
Nombre de cares 12
Nombre d’arestes 30
Nombre de vértex 20
Nombre de cares que concorren al vertex i 3
nombre d’arestes que concorren al vértex
Dualitat icosaedre

Aresta segons radi

Per trobar I'aresta el que utilitzarem sera I'esquelet d'un vertex, el vertex A.




L'esquelet de A sén els tres vertex B, Ci D, que formen un pla perpendicular amb el radi
de la circumferencia circumscrita, AO, que en determina el centre O..

Ara si fem que Aisigui el punt diametralment oposat a A sobre I'esfera circumscrita,
se'ns forma el segiient triangle:

I aquest triangle el podem resoldre amb el teorema del catet.
Aquest teorema ens diu que:

AB  AA,
A0, AB

ABZ = AA]_ . AOZ

Si coneixem que
AB = aresta = a
AA; = 2radi = 2R

Ja podem substituir:
a’? = 2R.A0,

Ara hem de trobar A0,:
Per trobar-ho aplicarem Pitagores:

AB? = B0, + A0,?
A BO,, 'anomenarem 1,

A02 == -\[ABZ - 1'22
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Primer trobarem el radi segons I'aresta i després ja aillarem l'aresta:

a? = 2R.\JAB? — 1,2

Ara hem de trobar r,, i per fer-ho ens fixarem en el pla que formaven BCD

y

Com que és un triangle equilater, sabem que els seus angles sén de 602

V3
cos30° = >

catet contigu
€0Ss X= ——
hipotenusa

= T, =

V3  BC/2 BC
2 T, V3

| ara, tenim que BC és la diagonal d'un pentagon, i les diagonals del pentagon dividides
per un dels seus costats és igual al nombre d'or:

BC 1++5
CA 2
Per tant,
BC 1++5
a 2
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1++/5
= a

Ara substituim a r,

_ BC BC = 1+y5 . 1+2\/g
T, = N =—a 1n= NG
1++5
r, = ‘a
2 2\/§
Ara ja podem substituir la férmula del radi
2 aZ
R=———_ R=
2jat=r’ 2 az_(1+\/§'a)
2V3
_ a a
’ , 1445 , 1+2\/_+5
2 [a*(1—( 23 1 ( 2\/— 12
\/_
R=——ro R=—
2 ,12—1—2\/3—5 ,6 245 2 ,3— 5 24/3—
12 12 6
R = av6  2Y3+V5 R = 2a+/18+6V5 R = 2a/18+6V5

2345 2345 . [(3_\/5)(3%/5) " 4J9-5

N TTER I W TR

Ara podem trobar I’aresta:

a R4
R=7 /18+6\/§ a=—

18 + 61/5

Area segons aresta:
Si sabem que la férmula per trobar I'area d'un pentagon és
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perimetre - apotema 5a - apotema
- 2 A= 2

Només ens falta I'apotema, i per trobar-la dividirem el pentagon en 5 triangles iguals,

com aquest:

360° 180°-72°
— 720 — 540 tg o= Catet opos.at
2 2 Catet contigu
La54s apotema
g% = a/2
a
apotema = tg54° - >
Ara ja podem substituir:
5a - tgh4° -% 532
A=———==— tg54°
2 P

Ara ho multiplicarem pels costats que té el dodecaedre, que en sén 20:
5a?
A, =20 (T . tg54°>
A; = 25a? tg54°
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Volum segons aresta

Per trobar el volum farem que el dodecaedre estigui format per 12 piramides, i la
formula del volum d'una piramide és: V = g - alcada - base
La base ja la tenim i I'algada la podem trobar si ens fixem en el dibuix seglient:

RZ=r?+h?
h=+R?—r?

Només hem de trobar r perqué el radi ja I'nem trobat al calcular I'aresta segons el radi.
Per fer-ho dividirem el pentagon en cinc triangles iguals, i trobarem el radi del
pentagon pel teorema del sinus:

o

A B B B C
sina sinb sinc
a T _a- sin54°
sin72°  sin54° r= sin72°

Per tant: h = J% 18 + 6@ _ a;_;::;itt’
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Ara ja podem substituir a la formula de la piramide:

1
V= 3 alcada - base

V_l a 18 + 6VE a - sin54°5a? (o540
=32 sin72° 4 ©

85



ICOSAEDRE

Poligons que el formen .
gons g triangles
Nombre de cares
20
Nombre d’arestes
30
Nombre de vertex
12
Nombre de cares que concorren al vertex i
nombre d’arestes que concorren al vértex 5
Dualitat
dodecaedre

Aresta segons radi
Per trobar I'aresta farem servir I'esquelet de l'icosaedre, que son tres rectangles auris
Com podem veure el radi és la meitat de la diagonal, per tant:
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Per tant, aplicant Pitagores ho podem trobar:
h? =c? +¢?

2R?=a? (¢ -a)?

2R?=a? - @?-a?

2R?
7
4+ |2R? \V2R2 +| R?
a= |— a = a=
® 1++/5 145
2

Area segons aresta

Per trobar I'area només hem de multiplicar I'area d’un triangle per el nombre de cares de
I'icosaedre. Com que I'area del triangle ja I’hem trobat quan feiem el tetraedre, només I’hem
de multiplicar per 20, que son el nombre de cares que té I'icosaedre.

a? V3
Atriangle = T
a’ 3
Aicosaedre = 20( 4 >

Aicosaedre = 5a2\/§

Volum segons aresta:

Per trobar el volum dividirem d’icosaedre en 12 piramides iguals i aplicar la formula de
la piramide:

1
V= 3 alcada - base

Ara per trobar I'algada en hem de fixar en el triangle vermell i aplicar Pitagores:
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h? =c? 4+ ¢c?

R? = h? +r?

h=+R?+r2

Ara hem de trobar r i ho farem per trigonometria:

oc—CC 30° =
coS X= A cos =

\/§_a/2
2 r

a

5 2a a
r = — r = — = —

V3 2V3 V3

2

Per trobar el R podem utilitzar la mateixa férmula que hem utilitzat per trobar |'aresta
segons el radi.
2R?=a? (¢ -a)?

Ara ja podem substituir:
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Ara ja podem substituir a la formula de la piramide:

1
V= 3 alcada - base

\Y

Ara ho multipliquem per 20:
\Y
Vicosaedre

Demostracié de I'esquelet de 'icosaedre

Hem vist que per fer els calculs a l'icosaedre hem utilitzat un esquelet format per tres
rectangles les auris, ara demostrarem que es cert que amb aquesta formacio de tres rectangles
auris, podem obtenir I'icosaedre. Per fer-ho ens ajudarem d’aquest dibuix:

_—
4
4
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El que hem de fer és calcular X,Y i Z per després poder calcular que la recta AB, és igual a

I'aresta:

Per calcular X, Y i Z ens basarem en les proporcions auries, com a costats 1 = aresta, per tant

I'altre costat ha de ser ¢ = 1,61809.

2

Y =—

2

X_l

T2
p—1
7=—

2

Ara que hem trobat X, Y i Z podem aplicar Pitagores en 3D, per demostrar que la recta AB és

igual a 'aresta, es a dir 1.
h? =c? +c?+¢?

AB =Y2 + X2 4 72
S ORORC=]
AB_\](Z) +(3) +(75

1 2
(z) =025

-1 2
(‘pT) =~ 0,09549

AB = ,/0,6545 + 0,25 + 0,09549

AB =1
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3.4 ELS SOLIDS PLATONICS EN LA NATURA

No sembla que unes figures tan particulars. Especials i Uniques com sén els solids platonics
puguin ser alguna cosa massa comuna a la naturalesa, tot i aix0, la natura sembla tenir una
especial predilecciéd per adoptar formes que ens resulten boniques, o aquest és el cas dels
solids platonics.

Tetraedre

El mineral rep el nom de tetraedrita perque apareix en la natura formant tetraedres més o
menys regulars.

El tetraedre apareix a la natura a algunes molecules d’enllag covalent, la més comu és la del
meta
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cub i octaedre

pirita:

La pirita és una roca metamorfica que cristal-litza en forma de cubs. Per tant el seu aspecte és
el d’'una roca cubica, amb cares sovint estriades. A vegades també es troba en forma
d’octaedres o piritoedres.

fluorita:

Es sol presentar amb forma de cristalls d’habit cibic molt ben formats, freqlientment massives
compenetracions de cubs. Las altres formes en que podem trobar la fluorita sén rares, encara
que poden es poden obtenir octaedres per exfoliacid.

Magnetita:
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La magnetita és un mineral de ferro que pot presentar-se
a la naturalesa en forma de cristalls octaédrics

També hi ha éssers vius amb forma de poliedre regular, per exemple un tipus de protozous
anomenats radiolaris tenen forma de cub, octaedre, dodecaedre, icosaedre... i de fet el nom
cientific que reben incorpora el respectiu poliedre del que

reben la forma.

i Phaeodaria, — Zebeltrablinge

Dodecaedre:
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L’estructura que forma I’hidrat de meta te forma dodecaédrica. Els cercles blaus representen
molecules d’aigua i el taronja una molécula de meta. Aixi, podem veure un tetraedre (molécula
de meta) inscrit dins un dodecaedre (format per molécules d’aigua i cristall de gel Barestes del
dodecaedrel).

La pirita, no només es trova formant cristal cubics i octaedrics, a vegades també la podem
trovar en forma dodecedrica:
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Icosaedre:

També molts virus com el de I'herpes o el de la SIDA tenen forma d’icosaedre. Aquests virus
estan compostos por unitats basiques de proteines, que s'uneixen en forma d’icosaedre per

ser una estructura molt eficient.

virus del SIDA
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5. ELS SOLIDS PLATONICS EN LA
TECNOLOGIA | L’ART

En la tecnologia apareixen cada dia més els solids platonics. Un exemple es troba en
meteorologia. En detriment de la usual malla de latitud i longitud utilitzada per les
prediccions, hi ha en els models meteorologics un creixent interés per malles amb
forma d’icosaedre. Aquests poliedres es fan servir també en I'oci. Serveix per fer daus,
el més comu és el cubic, pero totes les altres formes s’utilitzen per a jocs de rol.

Els solids platonics, sens dubte, han aparegut en gran quantitat de quadres de molts
artistes diferents. Quan hi va haver la major vinculacioé entre els solids i I'art va ser
probablement al Renaixement. Amb l'interés per estudiar els sabers antics, reneixen
les matematiques, i una de les primeres obres va ser la de els Elements d’Euclides. Els
artistes van comencar a utilitzar poliedres regulars com a eina per desenvolupar
determinats aspecte de la perspectiva. Aquest és el cas d’alguns pintors com Paolo
Uccello (1397- 1475), o Piero della Francesca (1410-1492). Fray Luca Bartolomeo
Pacioli (1445-1514), matematic italia precursor de la probabilitat i comptabilitat, va fer
varies publicacions entre les quals destacava De divina proportione de 1509. El
principal tema del llibre és la proporcié Aurea i la seva aplicacié a la arquitectura. El
tercer volum és una traduccié dels escrits en llati de Piero
della Francesca sobre els “cinc solids regulars” en el que no
mencionava al vertader autor, motiu pel qual no es van
atribuir aquests treballs al seu vertader autor. Una altra de
les coses més importants d’aquesta obra és la incorporacié
de dibuixos sobre solids platonics de Leonardo da Vinci, que
rebia classes de matematiques de Pacioli. Per a cada figura
donava una versid solida i una altra de buida, basada en
figures de fusta. A part de solids platonics, Leonardo dibuixa
la primera imatge d’'un rombicuboctaedre (figura de la
dreta).
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El 1495 Jacopo de Barbari pinta a Luca
Pacioli. Apareix de nou un
rombicuboctaedre, en aquest cristal-li i
omplert fins a la meitat amb aigua. En el
guadre, Pacioli apareix resolent el
problema de geometria d’Euclides i a la
seva dreta es mostra un petit dodecaedre.

Practicament contemporanis, del 1520, sén
els mosaics de Fray Giovanni, en els que inclou poliedres molt variats en fustes de
diferents tons. A sota, en el dibuix de I'esquerre, apareix un poliedre creat a base de
triangles. No és cap dels solids pero és un icosidodecaedre, al qual se li han substituit
les seves cares pentagonals per triangles que formen un altre nou vertex. En el quadro
central apareix de nou el poliedre, dibuixat ja per Da Vinci, que tracta d’assemblar-se a
una esfera, acompanyat d’un icosaedre i un icosaedre truncat. En el de la dreta apareix
de nou l'icosidodecaedre modificat, junt amb un cub modificat pel mateix procediment,

i un cubooctaedre.
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No només artistes italians van dibuixar aquestes figures, I'escola alemanya va tenir
artistes que van utilitzar estructures polieédriques. Direr inclou estranys solids com
elements secundaris en alguns dels seus quadres.. Pero qui vertaderament destaca en
I’escola alemanya és l'orfebre Wentzel Jamnitzer (1508-1585), considerat un dels
millors i més creatius artistes de poliedres de la historia. El seu llibre Perspectiva
Corporum Regularium esta carregat de dissenys geometrics. En les imatges de sota
s'aprecia que l'icosidodecaedre de l'esquerra segueix l|'estética dels poliedres ja
dibuixat per da Vinci, pero la figura de la dreta és totalment nova, representa un
icosaedre (les arestes que uneixen els vértexs amb forma d’estrella de tres puntes) i un
dodecaedre (les arestes de les estrelles de 5 puntes) units.
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En les figures seglients veiem I'estil caracteristic de Jamnitzer amb els seus vertexs en
forma d’estrella. A I'esquerra tenim un triacontaedre rombic. El dibuix de sota és la
figura de I'icosaedre, de nou amb els vertexs estrellats. Les puntes de cadascuna de les
estrelles son els vertexs d’un dodecaedre, que no esta dibuixat explicitament, perd que
l'autor insinua. Per ultim, a l'interior de l'icosaedre es troba el gran dodecaedre
estrellat.

A poc a poc els quadres amb figures de solids van anar perdent importancia a quedar
practicament oblidats en el mdén de I'art. Va ser Escher qui amb la seva imaginacio i
originalitat va salvar els solids platonics per incorporar-los un en innovadors quadres.

Maurits Cornelis Escher (1898-1972) va ser un conegut artista grafic alemany que
s'inspirava en les matematiques per fer molts dels seus treballs. L’apassionaven
sobretot les tessel-lacions en el pla, les successions infinites o creat objectes
impossibles basats en solids platonics o d’algun altre tipus. El seu primer treball en el
que va incloure un solid platonic probablement va ser la seva litografia Reptils (1943):
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El dodecaedre, al que s’associava en la antiguitat 'univers, serveix en el quadre al
reptil com un grad més alt en la seva evolucié pel quadre. Quan arriba a dalt I'animal
rebufa victorids, al trobar-se a sobre d’una de les figures més perfectes de les
matematiques.

També entre els seus treballs amb successions que es fan infinitament petites, o que
presentaven forcades perspectives que ens mostren punts de fuga, trobem quadres
relacionats amb els solids platonics. En Tres plans que s’intersequen els vertexs de la
interseccid formen un tetraedre regular. A més en el centre, on es tallen els tres plans,
es distingeix perfectament un octaedre.

Entre les obres de la seva etapa de creacio
d’objectes impossibles apareixen molts
poliedres. La major part dels cops es tracta de
cubs impossibles, com en el quadre Belvedere
(1958), en el que construeix un edifici
impossible. Aquest edifici consta de dues
plantes rectangulars, situades en direccions
perpendiculars, i la manera d’aconseguir
aquest efecte és canviar les arestes que
haurien d’unir cadascuna de les parts
separades per columnes, que sén cubs. A més
a més, a sota apareix un home assentat en un
banc amb un petit cub impossible.

Tot i que el que és més comu sigui utilitzar
cubs falsos, també utilitza el triangle de
Penrose. En la litografia Cascada de 1961,
Escher basa I'edifici en aquest impossible
triangle donant la sensacio d’estar davant un
edifici la relacié dels pisos del qual recorda a
un tetraedre, pero que definitivament no és
res més que una cosa impossible. A més a més a la part superior de la torre Esquerra
apareix un solid com element decoratiu. Es tracta de tres cubs intersecats. A la dreta
passa el mateix, només que aquesta vegades es tracta d’octaedres.
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Tot i aix0, la seva etapa més centrada en els poliedres, és entre 1948 i 1954, quan
dibuixa varis quadrats centrats totalment en aquest tema, on els poliedres apareixen
com a element principal i no com alguna cosa només decorativa. A Planetoide doble i
Planetoide tetraédric, utilitza tetraedres que creen estranys planetes, en el primer sén
dos que s’intersequen pels centres de les arestes i en el segon només un que déna lloc
a dos mons distorsionats.

En altres litografies fetes entre 1950 i 1952, inclou la figura del dodecaedre estrellat. A
Gravetat (a sota a l'esquerra) surten del dodecaedre estrellat reptils d’'una forma
bastant caotica. A Ordre i caos el dodecaedre estrellat esta parcialment dins d’una
esfera, i representen I'ordre, per oposicio als cristalls trencats del voltant.
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Pero potser el treball més complet d’Escher, pel que fa a poliedres, sigui la xilografia
Estrelles (1948). La figura principal és una gran estrella, composta per 3 octaedres buits
units, a l'interior dels quals s’agafen camaleons. A part d’aquesta figura veiem que
totes les estrelles del fons sén poliedres. Hi ha varis tetraedre, octaedres, icosaedres,
cubs, pero entre elles hi ha un seguit de figures encara més significatives:

1. Cub interseccionat amb octaedre
2. Dos tetraedres buits intersecats
3. Rombedodecaedre

4. Rombicuboctedre

5. Icositetraedre deltoidal
6. Cuboctaedre

7. Dos cubs intersecats

8. Tres octaedres units com I'estrella principal
9. Dos tetraedres

10. Dos cubs buits units per un vertex
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5. CONCLUSIONS

Aqui acaba el nostre treball. La veritat és que ens sentim prou satisfets i sincerament

una mica alleujats d’haver-lo acabat. Ens a portat molta feina i no hem sabut repartir-
la bé, i com sol passar, se’ns ha caigut el temps a sobre i hem hagut de correr a I'Gltim
moment. Pero bé, aquest ha sigut el resultat.

No podem treure conclusions deductives del nostre treball, perd el que si que podem
dir és que els solids platonics sén Increibles. Ni quan vam comencar el treball, que ja
haviem realitzat I'’estada amb el Programa Argd, no ens imaginavem que se’n
poguessin dir tantes coses d’aquests cossos, i les que no hem citat ja que sind el nostre
treball no acabaria mai.

Aquesta, ha sigut una experiéncia que creiem que ens sera molt util de cara al futur. El
treball de recerca és una cosa molt diferent al Credit de Sintesi. Aqui no ens han donat
cap informacid, ni hem seguit cap mena de pauta donada. Podem dir realment que és
el “nostre” treball. Ha sigut més dificil del que ens pensavem organitzar i trobar tota la
informacié necessaria. Hem fet molt Us d’Internet, ja que no hem trobat ni un llibre
gue s’especialitzés Unicament ens els Solids Platonics. Hem extret també forca
informacié d’un parell de llibres de la biblioteca de la UAB que, la veritat, ens han
servit de gran ajut.

Ens agradaria haver-nos pogut organitzar millor el temps per poder completar una
mica més el treball, pero tot i aixi creiem que ens n’hem sortit prou bé.

El que recordarem, i suposem que durant forces anys, és que els Solids Platonics sén
un cossos increibles, especials i sobretot molt bonics.

Volem agrair a diverses persones el seu ajut i col-laboracid. En primer lloc a I’Agusti
Reventds i a en Joan Francesc Piniella perque si no fos per ells el tema d’aquest treball
no se’ns hauria ni passat pel cap, també els volem agrair les classes i el temps que van
dedicar-nos a la UAB i el seu bon tracte. En segon lloc volem agrair a en Marti Prats la
seva paciéncia i el temps que ens ha dedicat a nosaltres. | per Ultim volem citar als
nostres pares i amics que ens han encoratjat a seguir endavant fins a I'dltim moment i
ens han donat la confianca i el recolzament en moments de nerviosisme i estrés.

Aquest treball és el resultat i el fruit d’aguest mig any, i que hem intentat fer el millor
gue hem pogut tot i no estar gaire organitzats.

Esperem que hagis enteés el que son els Solids platonics i les seves propietats, i que
t’hagi interessat el mon del la geometria i les matematiques que hem enfocat en el
treball amb molt d’esforg. Gracies per dedicar aquest temps als nostres Solids
Platonics.
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