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Résumé. De la présentation de Wajnryb du mapping class group M, , nous déduisons que
Hy(My,1) est monogene dés que g > 4. © 1999 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

An elementary computation of Hy(My1,Z) for g > 4

Abstract.  From Wajnryb’s presentation of the mapping class group we deduce that Ho (Mg 1)
is monogenic for ¢ > 4. © 1999 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Nous désignerons par 4, la surface compacte orientée de genre g, avec r composantes de bord
et par M, , le « mapping class group » constitué des classes d’isotopie des difféomorphismes qui
préservent I’orientation de X, . et qui se restreignent a I'identité sur %, . Dans tout le texte les
groupes d’homologie sont a coefficients dans Z ; par ailleurs, les courbes ne sont pas supposées
orientées. L’objet de cette Note est de donner une démonstration trés élémentaire du résultat suivant
di a Harer pour g > 5 [2].

THEOREME 1

Ho(Mg1) @ Z pour g > 4.

Soit ¢ € Hy(Z x Z) ~ Z un générateur. La donnée de deux éléments g et h d’un groupe G qui
commutent, équivaut 2 la donnée d’un morphisme p,p : Z x Z — G. Posons {g,h} = pg r«(t). Si
on se donne trois éléments g, h, k, ol g commute avec h et k, on a {g,hk} = {g,h} + {g,k}.

Le lemme suivant constitue la clef de notre calcul :

LEMME 1. — Si s et t sont deux twists de M, portés par des courbes non séparantes disjointes
S, T, alors ces twists commutent et {s,t} = 0 dans Hyo(My ) dés que g > 4.

Note présentée par Etienne Gays.
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Pour la démonstration nous avons besoin de la relation de la lanterne due a Johnson [3] (cf. figure 1)
et du lemme 2. Soit Sy une sphére privée de quatre disques et M 4 son « mapping class group ».
Désignons les composantes de bord par Cy,...,Cs, le twist le long d’une courbe parallele au bord
C; par 7; et par 7;; le twist le long d’une courbe C;; qui entoure C; et C; (cf. figure 1). On a alors
la relation suivante, dite relation de la lanterne :

ToT1 7273 = T12 T13 T23-

Figure 1. — Configuration de la lanterne.

LEMME 2 (voir [2]). — Pour g > 3 et v quelconque, le groupe M . est parfait.

Démonstration du lemme 2. — Rappelons brievement la démonstration de Harer [2]. Dehn a montré
que le groupe M, . est engendré par les twists de Dehn le long des courbes closes simples. En
utilisant la relation de la lanterne (cf. figure 2), on montre que pour g > 2 les courbes qui sont de plus
non séparantes suffisent. Or, M, . agit transitivement sur les courbes closes simples non séparantes
et, si C et D sont deux telles courbes et A un difféomorphisme tel que C = h(D) alors les twists c¢ et
d portés par ces courbes sont conjugués par h. Il s’ensuit que H; (M, ) est engendré par la classe du
twist le long d’une seule courbe non-séparante. Désignons par ¢ la classe d’un tel twist. Pour g > 3
on peut trouver sept courbes non séparantes dans la configuration de la lanterne, la relation de la
lanterne impose £* = ¢3 et donc H;(M,,) = 0. O

Démonstration du lemme 1. — Coupons la surface le long de la courbe non séparante S pour obtenir
une surface X,_; 3. Comme g —1 > 3, le twist ¢, qui peut étre vu comme un difféomorphisme
de ¥g_1 3, est un produit de commutateurs ¢ = [] j[ fj»g;]. Par construction on a un plongement
canonique Y,_13 — X, 1 qui induit un morphisme M,_; 3 — M, ;. Les f; et les g; s’écrivent
comme un produit de twists portés par des courbes, toutes non séparantes, tracées sur X, 13, en
particulier ces courbes sont disjointes de S et ces twists commutent donc avec s, par conséquent les
f; et les g; commutent avec s. Il en résulte :

(ou1) = {s. 118021}

2

= Z {3’ [fjvgj]}
= Z{S,fj} + {S,Qj} - {S,fj} - {S’gj}

=0. O
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Un calcul de Hy(M,1,7Z)

Si on se donne une présentation 1 — R — F — G — 1 d’un groupe G, avec F' libre, la formule
de Hopf nous dit que Ho(G) ~ RN [F, F]/[R, F]. Comme RN [F, F|/[R, F] est un sous-groupe du
groupe abélien R/[R, F), si R est normalement engendré par un nombre fini d’éléments r;, toute
classe de Hy(G) est représentée dans F' par un mot de la forme ], 7;**. Plus précisément, si F' est un
groupe libre sur un ensemble E, un mot w écrit au moyen des r; représente une classe d’homologie
si et seulement si pour tout élément e € E' la somme des exposants de e dans w est nulle. Dans [5],
Wajnryb donne une présentation finie de Mg, :

THEOREME 2. — Le mapping class group M, est engendré par les 2g + 1 twists de Dehn le long
des courbes de la figure 2.

Figure 2. — Générateurs.

Les relations sont de trois types :
1. les tresses : si deux courbes sont disjointes, les générateurs correspondants commutent, si elles se
coupent en un point, on a la relation vy = nyn, que nous désignerons par T, ,, ;
2. une relation C de chaine :

(cz a1 c1)* = b(6b),

ot Bb = (az Co 01 C% a1 Cy az)_lb(az Co Q1 C% ay Ca az) N
3. une relation de lanterne :

(u a1 C202C3 ag)'lv(u a3 C2 Q2 C3 a3)61 CyC3 = bt2 btz_l(tl tz)b(tl tz)_l,

ti=ajc1cpa1, t2 =azc2c302

et
u= (03 as t2)b(C3 asg tz)_l, v = (Cl ay C2 az)b(cl aj Co (12)_1.

Dans ce qui suit, L désignera I’élément
(’U, a1 C209Cs ag)—l'u(u a3 C2Qa2Cs a3)c1 C2 Cg(th bt;l(tl t2)b(t1 tz)_l)_l,
C 'élément (¢ a1 ¢1)*(8b)~1b71, et T, , la relation de tresse zyxy ™'z~ 'y~'. Le sous-groupe normal

engendré par ces éléments et par les relations de commutation est le groupe des relations de M ;
attaché a cette présentation.
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Toute classe d’homologie est donc représentée par un mot de la forme :

L gne s H Tr: T Tz

b,az Ciy@i ™ Ai,Ci41 7 Cq,ag
1<i<g-1

oll £ est un mot écrit au moyen des relations de commutation.
PROPOSITION 1. — Tout élément de Ho( My 1), pour g > 4, est représenté dans RN [F, F) par un
mot de la forme M™, o n est un entier et

M = L—lO CTb_18 T6 T2 TS T—lO

az T C1,a; Ta,cz TC2,a2 T a2,C3’

Démonstration. — Pour chacun des éléments e de la partie génératrice décrite dans le théoréme 2
nous désignerons par e* : F' — Z le morphisme qui vaut 1 sur e et 0 sur les autres éléments. Par le
lemme 1 toutes les classes d’homologie induites par les relations de commutation sont nulles et donc
les classes de Hy(AM, 1) sont représentées par des mots M de la forme :

rrecretrs [ 1w, T, 0

g
b,ag Ci,aj; @i, Cit1 Cg,ag?
1<i<g—1

tels que, de plus, pour tout e on ait e*(M ) = 0. Comme a4 n’apparait que dans la relation T, a, la
condition a;(x) = 0 impose n, = 0, le méme argument s’applique alors a ¢, puis a,_;... et s’arréte
pour cz qui, lui, apparait également dans C et L.

Le représentant est réduit a L"> C*c I's [ Tri, T™ Les conditions sur les 6 générateurs

b,az ) Ci @y T Ai,Cip1”
1<i<2

restants a1, ag, c1, C2, c3, b se traduisent par un syst®me matriciel de rang 6 :

1 0 0 0 0 -1 o\ /[™
1 4 0 -1 1 0 o]}]|"
1 4 1 0 0 0o off™
0 4 -1 1 0 o0 of|™]|="
0 0 0 0 -1 1 —-1]|™
2 -2 0 0 0 o 1/\™
ns

Le noyau de I'application Z7 — Z° est isomorphe 2 Z, engendré par I’élément
[-10,1,6,2,8,—10, -18]. O

Il en résulte que Hy(M, ;) est un groupe monogéne engendré par M. D’apres [4] le groupe
H?(M,,1) n’est pas nul et la suite exacte des coefficients universels montre que Hy(M, 1) est non
nul et sans torsion, il est donc isomorphe 2 Z. O
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