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Resum

Presentem, de manera independent, una generalitzacié de les construc-
cions amb regle i compas per altres conjunts d’eines, i estudiem quins
poligons regulars sén construibles amb aquests conjunts. En el cas classic
del regle i compas, desenvolupem i completem els arguments de Gauss
per entendre els passos previs de la prova del Teorema de Gauss-Wantzel.
Estudiem quins son els poligons construibles amb regle i compas de puntes,
regle marcat, regle i p-sectors, i regle marcat i compas. En aquesta darrera
construccié, també parlem de quins problemes de construccions encara
estan oberts i veiem altres recentment resolts.

Abstract

We present, in an independent way, a generalization of ruler and
compass constructions for other sets of tools, and we study which regular
polygons are constructible with these sets. In the classic case of ruler
and compass, we develop and complete Gauss’ arguments to understand
the previous steps in the proof of the Gauss-Wantzel theorem. We study
which are the constructible polygons with ruler and dividers, marked ruler,
ruler and p-sectors, and marked ruler and compass. In the latter one, we
also talk about what construction problems are still open and see others
recently solved.
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1 Introduccid

La construccié de poligons regulars amb regle i compas ha captivat les matema-
tiques durant segles. Els matematics de I'antiga Grécia sabien construir amb
aquestes eines el triangle, el quadrat i el pentagon regular, aixi com construir
un poligon amb el doble de costats que un ja donat. Sorgia aleshores la segiient
pregunta classica: quins poligons regulars sén construibles amb regle i compas.
En Vany 1798 Gauss va donar a Disquisitiones arithmeticae una condicié de
suficiéncia per garantir quan un poligon és construible on també va afegir que
era la condicié de necessitat, malgrat que mai no ho va provar. Quaranta anys
després, Wantzel va provar la condicié restant, provant I’anomenat teorema de
Gauss-Wantzel i posant un punt final al problema de la construccié de poligons
regulars amb regle i compas. No obstant aixo, la mateixa pregunta es podia fer
per construccions amb altres conjunts d’eines de dibuix, com ara el compas de
puntes o el regle marcat.

En aquest treball mirarem quins poligons regulars séon construibles més enlla
del regle i compas, és a dir, amb altres conjunts d’eines. La gran majoria de les
construccions de les quals parlarem en el treball estan préviament descrites en
Geometric Constructions de Martin, una de les principals referencies d’aquest
treball. Nosaltres ens centrarem, pero, en la part de construccions de poligons
regulars.

Tot i que un treball d’aquestes caracteristiques no demana resultats originals,
s’ha volgut explicar gran part del treball de manera independent, amb definicions
i resultats propis i provant resultats que s’enunciaven sense prova. Part d’aquest
treball consisteix en una generalitzacié de construccions geometriques i del
problema de la construccié dels poligons regulars, que s’han creat de manera
original a partir d’una col-lecci6 de referéncies. Aixo ha fet que 'aveng sigui
més lent, perd ha proporcionat un punt de vista molt més interessant en I’ambit
matematic que una simple recopilacié de teoremes.

Després d’una introduccié sobre les construccions amb regle i compas, donem
en la Secci6 3 una generalitzacié d’aquestes, que com hem dit, és una part
original del treball. Parlarem dels punts construibles i fixarem hipotesis sobre
aquestes construccions de manera que puguem enfocar el problema des d’un
punt algebraic, mitjancant teoria d’extensions algebraiques de cossos i de Galois.
Les Seccions 4 i 5 consistiran en una generalitzaci6, també original, de la teoria
de Gauss, amb la finalitat d’entendre-la i proporcionar demostracions, utilitzant
una teoria més moderna, d’aquells resultats que Gauss no provava.

Aquests resultats ens permetran explicitar quines condicions han de complir
un conjunt d’eines per tal de garantir quan un poligon regular és construible o no,
i donarem una prova del teorema de Gauss-Wantzel (Secci6 6), seguint els passos
que explicava Gauss, que sera una demostracié alternativa (pero equivalent) a la
popularment utilitzada. Amb aquesta prova donem importancia al valor historic
dels resultats de Gauss, i 'incloem en comptes de I'actual, que és més directa,
ja que es considera que és un resultat conegut, habitual d'una assignatura de
teoria de Galois.

En el treball també parlarem d’algunes construccions que sén equivalents a
les construccions amb regle i compas, pero que a priori no ho semblen, com ara
les construccions amb compas (Seccié 7). Aquesta seccidé motivara preguntar-nos
si existeix un conjunt d’eines que ens permet construir tot poligon construible,
pero que no ens permeti construir tot punt construible amb regle i compas. En la
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Seccié 8 veurem que les construccions amb regle i compas de puntes compleixen
aquestes hipotesis.

A més parlarem de construccions més potents que les construccions amb regle
i compas, com per exemple, les construccions amb regle marcat (Secci6 9), que
ens permetra construir més punts i poligons regulars que amb regle i compas.
Parlarem de les construccions amb regle marcat i compas (Seccié 10), on encara
hi ha poligons regulars que no se saben si sén o no construibles amb aquestes
eines. Comentarem també la construccié de 'hendecagon regular, un resultat
provat recentment en 2014, i acabarem el treball fent un comentari final de les
construccions amb p-sectors (Secci6 11).

2 Les construccions de I’antiga Grecia

La recta i la circumferéncia van ser les primeres linies, en un sentit ample, mai
construides pels humans. A I'antic Egipte, els experts en geometria utilitzaven
cordes per construir aquestes linies sobre el terra: estiraven una corda entre
dos punts per construir una recta, i feien girar un punt respecte a un altre que
estava fix per construir una circumferéncia [7]. Aquestes dues corbes, la recta
i la circumferéncia, segueixen definint i estant molt presents en la geometria
euclidiana, la geometria definida a partir dels postulats dels Flements d’Euclides,
basats en rectes i circumferéncies. Per aquest treball ens interessara recordar els
primers tres postulats d’Euclides [5]:

I. Es possible unir dos punts per un segment rectilini.
II. Es possible allargar continuament qualsevol segment rectilini.

III. Es possible descriure una circumferéncia amb qualsevol centre i qualsevol
radi.

Malgrat els nombrosos instruments que existeixen per construir una multitud
de construccions geometriques, els gedmetres teorics segueixen utilitzant dos
instruments senzills, el regle i compas, que els permeten dibuixar rectes i circum-
ferencies. Com ja és ben sabut, quan s’utilitzen els mots regle i compds, no ens
estem referint al regle i al compas que tots hem tingut, sind a uns instruments
teorics directament relacionats amb els postulats d’Euclides.

El regle d’Euclides és de longitud infinita i sense marques, que no permet
marcar ni mesurar cap distancia, pero si dibuixar un segment entre dos punts,
i estendre qualsevol segment de manera indefinida. Veiem que els dos primers
postulats d’Euclides ens diuen qué es pot fer amb aquest regle. D’altra banda,
el tercer postulat ens diu quines construccions es poden realitzar amb el compas:
es podran construir circumferéncies centrades en qualsevol punt i que passen per
qualsevol altre, perd no es podra transportar distancies directament.

Amb aquestes eines es poden realitzar totes les construccions que es realitzen a
partir dels primers tres postulats d’Euclides, que inclouen totes les construccions
descrites en aquests primers sis llibres dels Elements [5, 9]. En només el primer
llibre ja tenim construccions geometriques elementals com la biseccié d’un angle
(1.9), la biseccié d’un segment (1.10), la construccié d’una recta perpendicular
(I.11 1 I.12) i la construcci6 de rectes paral-leles (1.31).

La construccié de poligons regulars també va interessar a grecs com Euclides.
Les construccions amb regle i compas del triangle equilater, del quadrat, del
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pentagon i del pentadecagon regular apareixen al quart llibre dels Elements.
A més, com sabien bisecar ’angle, també podien construir un poligon amb el
doble nombre de costats. En resum, els grecs sabien construir qualsevol poligon
regular amb 3-2% 4-2% 5-2% 0 15- 2% nombre de costas (per qualsevol a > 0),
incloent-hi ’hexagon, 'octagon i el decagon regulars, entre altres.

Els grecs no van poder donar construccions amb regle i compas per la resta de
poligons regulars, ni tan sols van poder provar si realment eren o no construibles.
La construccié dels poligons regulars de 7, 9, 11, 13 i 17 costats s’afegien als
tres problemes classics no resolts pels grecs sobre les construccions amb regle i
compas:

1. La quadratura del cercle: Donat un cercle, es pot construir un quadrat de la
mateixa area?

2. La triseccié de I’angle: Donat un angle, es pot dividir en tres parts iguals?

3. La duplicacié del cub: Donat un cub, es pot construir un altre que tingui el
doble d’area que el primer?

Tots aquests problemes van romandre sense resposta fins al final del segle
XVIII, quan un jove i desconegut Gauss va donar una condicié de suficiencia
per garantir quan un poligon regular és construible amb regle i compas. Gauss
també va conjecturar que la mateixa condici6 era necessaria, pero mai va publicar
cap demostracid, i no va ser fins quaranta anys després quan Wantzel la va
proporcionar.

La demostracié d’aquest resultat, conegut actualment com el teorema de
Gauss-Wantzel, partia d’una altra reinterpretaci6 de les construccions amb regle
i compas, que era inimaginable pels grecs de 'antiguitat. Gauss i Wantzel van
adonar-se que les construccions amb regle i compas s’associaven a unes certes
extensions algebraiques de cossos. Abans de veure el teorema donarem una
definicié formal de les diverses construccions amb regle i compas.

Definicié 2.1 (Punt construible amb regle i compas). En el pla de coordenades
cartesianes R?, diem que un punt P és construible amb regle i compas, o
simplement, construible, si és I'dltim terme P, d’una successi6 finita de punts:
P_1,Py,Py,...,P,,on Py =(0,0)1 Py =(1,0) sén els punts base i on P; per
tot 7 > 0 és un dels segiients:

i) El punt d’interseccié de dues rectes secants formades per punts previs a P;
en la successié.

ii) Un dels punts d’interseccié d’una recta formada per punts previs a P; en la
successié i d’una circumferencia centrada i que passa per punts previs a P;
en la successio.

iii) Un dels punts d’intersecci6 de dues circumferéncies diferents centrades i que
passen per punts previs a P; en la successié.

La idea darrere les construccions amb regle i compas consisteix a estudiar
quin és el conjunt de les coordenades dels punts construibles amb regle i compas.
En la segiient seccié generalitzarem aquestes construccions, i comentarem més
endavant els resultats importants que es dedueixen. No obstant aixo, presentem
ara el teorema de Gauss-Wantzel:
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Teorema 2.2 (Teorema de Gauss-Wantzel). Sigui n > 3. Aleshores, el poligon
reqular de n costats és construible amb regle i compads si i només sin = 2%y - - - pg
amb a >0 ipy,...,px primers de Fermat diferents.

Els primers de Fermat es defineixen com els primers de la forma F,, = 22" +1.
En realitat la demostracié és valida per qualsevol primer de la forma 2™ + 1,
pero Fermat es va adonar, ja en temps de Gauss [6], que tots els primers senars
de la forma 2™ + 1 havien de ser necessariament de la forma 22" + 1. Actualment
només es coneixen 5 primers de Fermat:

Fy=3, Fi=5 Fy=17, F3=257 i Fy= 65537,

i se sap que els nombres F, per 5 < n < 30 no sén primers. També es pensa que
no n’hi ha cap més, pero la pregunta encara segueix oberta. Aquest teorema
donava la resposta a la pregunta que es formulaven els grecs, obtenint que
I’heptagon, el nonagon i I’hendecagon regulars no sén construibles, perd que en
canvi I’heptadecagon si.

3 Una generalitzacié dels punts construibles

Generalitzarem les construccions amb regle i compas de manera que ens serveixin
per a qualsevol eina de dibuix (regle, compas, regle marcat, n-sector d’angles...)
suposant unes hipotesis basiques. Donats uns punts del pla cartesia R?, podrem
realitzar certes construccions sobre el pla definides per la natura d’aquestes
eines: és a dir, quan parlem de construccions amb regle, podrem construir la
recta entre dos punts, mentre que quan parlem de construccions amb bisector,
podrem bisecar tot angle donat. Aquesta interpretacié esta relacionada amb
els punts construibles del pla R? per cada eina (o conjunt d’eines). Donat un
conjunt de punts base, podem construir més punts mitjancant construccions
elementals donades per aquestes eines, per exemple, direm que un punt és
construible amb regle si és el punt d’interseccié de dues rectes formades per
punts préviament construits, i que un punt és construible amb compas si és un
dels punts d’interseccié de dues circumferencies.

La idea fonamental darrere de tota construccié és d’estudiar els punts que
sén construibles amb el conjunt d’eines, i no altres corbes associades, com ara
les rectes o circumferéncies. Donarem una definicié formal i abstracta dels punts
construibles amb un conjunt d’eines, pero sempre s’haura de tindre en compte
la idea intuitiva darrere d’aquesta definicio.

Definicié 3.1 (Punts construibles). Anomenem conjunt d’eines a un conjunt
d’aplicacions fi,..., f, tals que f; : (R?)™ — P*(R?) on m; € N i P*(R?)
denota el conjunt de parts finites de R?. A més, associem a cada conjunt d’eines
un conjunt finit de punts {P_;, P_j41,..., P_1, Py} C R? anomenats punts base
a partir dels quals podrem construir la resta de punts. Denotarem al conjunt
d’eines com &.

Direm que P és un punt construible amb &, o simplement un punt de &,
si és "iltim punt d’una successié finita {P_;, P_j41,...,P—1, Po, P1,..., Py} de
punts de R? tal que Py per tot k > 0 és un element de f;(Q1, ..., Qm,) per un
cert j iuns certs Q1,...,Qm;, que sén punts previs a Py en la successio.
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Veiem un exemple d’aquesta definicié amb les construccions amb regle, on es
construeixen nous punts mitjangant la interseccié de rectes secants. Per tant,
podrem definir les construccions amb regle com I'aplicaci6 f; : (R?)* — P*(R?)

de manera que f;(A4, B,C, D) equivalgui al punt d’interseccié de les rectes j@

i , si aquestes sén secants, o al conjunt buit sind. Fixem-nos que aquesta
aplicacié no és més que una formalitzacié de la idea intuitiva de les construccions
amb regle.

Definim també les rectes i circumferéncies construibles amb &, o, simplement,
de &. Direm que una recta del pla cartesid és de & si la recta passa per dos
punts diferents de &, i direm que una circumferéncia del pla cartesia és de & si
esta centrada i que passa per punts diferents de &. S’ha de notar que aquestes
nocions sén un concepte teoric i que necessariament no s’han de poder dibuixar
o construir fisicament amb les eines de &, és a dir, amb aquesta definici6 tindra
sentit parlar de rectes de compas malgrat que no es poden dibuixar rectes amb
compas. Per tant, s’ha de tindre en compte que quan diem que construim una
recta o circumferéncia, generalment estem donant una definici6 teorica, i no pas
una definicié fisica.

En aquest treball, per garantir bons resultats suposarem unes quantes hi-
potesis basiques sobre les construccions i els punts de &, i desenvoluparem la
teoria a partir d’aquestes hipotesis, en comptes de la definicié precedent. Re-
cordem que els punts construibles seran punts del pla cartesia R? i per tant els
escriurem també com (p, ¢) per p, ¢ € R. Les construccions amb & amb les quals
treballarem compliran aquestes tres hipotesis

I. Els punts (0,0), (1,0) i (0,1) sén de &.
II. El punt d’interseccié de dues rectes secants de & és un punt de &.

ITI. La recta perpendicular a una recta de & i que passa per un punt de & és

de &.

Remarquem que existeixen construccions que no compleixen aquestes hipote-
sis, notablement, les construccions amb compas oxidat, del qual no parlarem en
aquest treball, perd que es pot trobar a [12, Ch. 7].

Algunes de les conseqiiéncies directes de les hipotesis sén que els eixos
d’abscisses i ordenades sén rectes de &, i que tota recta paral-lela a una recta de
& 1 que passa per un punt de & és de & (s’obté mitjangant la construccié de
dues perpendiculars). A més, construint perpendiculars als eixos obtenim que
(p,q) és de & siinoméssi (p,0)i(0,q) ho son; i construint rectes paral-leles a
la recta que passa per (0,1) i (1,0), obtenim que per tot p € R, (p,0) és de & si
i només si (0,p) ho és.

Ens interessara saber quins valors prendran les coordenades dels punts de
&. Direm que un nombre x € R és construible amb &, o simplement de &, si el
punt (z,0) és de &, (on recordem que z,y sén de & si i només si (z,y) és un
punt de &). Ens agradara poder extreure resultats sobre el conjunt de nombres
de &, que denotarem E. En el segiient teorema veurem que F serd un cos si &
compleix les hipotesis anteriors, i d’aquesta manera podrem arribar a resultats
sobre la construccié de poligons regulars mitjangant la teoria d’extensions de
COSSOS.

Teorema 3.2. El conjunt de nombres de &, on & compleiz les hipotesis prévies,
€s un cos.
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Demostracié. Sabem que 0,1 € E per la hipotesi I sobre &. Veurem que E és
tancat per la suma, resta, multiplicaci6 i divisié6 per un nombre diferent de 0.
D’aquesta manera obtindrem que E és un cos.

Q C Q C

19} B A D o) D B A
(a) Suma (b) Resta

Siguin a,b € E, veiem que a + b € E. Seguirem la construccié que es mostra
en la figura (a). Tenim que A = (a,0), B = (b,0) i @ = (0,1) sén punts de
&, i per tant C = (b, 1) també ho és. Construim la recta que passa per Q i A,
i construim la recta paral-lela a aquesta que passa per C. Aleshores, el punt
d’interseccié d’aquesta darrera recta amb ’eix d’abscisses és D = (a + b,0), i
per tant a +b € E. Veure que a — b € F donats a,b € E resulta analeg: només
haurem de construir la recta que passa per C i A i construir la paral-lela a
aquesta que passa per (), tal com es veu en la figura (b).

C
B ab

0 b
| P A

(c) Multiplicacié (d) Divisié

Siguin a,b € F, veiem que ab € E. Com abans, seguirem la construccié que
es mostra en la figura (¢). Com a,b € E, A = (a,0), B = (0,b), P = (1,0) i
C = (1,b) s6n punts de &. Construim la perpendicular a ’eix d’abscisses que
passa per A i la recta que passa per l'origen O i C, i veiem que es tallen en el
punt F = (a,ab), i per tant, ab € E. El fet que la segona coordenada de F' és
|AF| = ab és conseqiiencia del teorema de Tales, ja que
b |AF|

|PC|  |AF)|
Lt g et - = AF| = ab.
0P| |OA\<:>1 ; < |AF| = ab

Seguint la construcci6 de la figura (d) de forma analoga, obtenim que § € E
per b # 0. O

Deduim directament del teorema que es pot bisecar tot segment, ja que
donats A = (a,b) i C = (c,d), el punt que biseca el segment AC és (4F¢, bd),
Notem que el Teorema 3.2 no és cert si les hipotesis sobre & no es compleixen,
com podem comprovar amb el conjunt de nombres construibles amb compas
oxidat a [12, Ch. 7].

Recordem ara que el cos més petit de caracteristica 0 és Q i per tant Q C

E C R. En conseqiiéncia, tenim que E sempre és un cos real i per tant ordenat.
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Tots els cossos amb els quals treballarem en les segiients pagines seran cossos
de caracteristica 0, i per tant extensions de Q. La majoria també seran reals
(K C R), i per aix0, en aquests casos tindra sentit parlar del subconjunt de
nombres positius de K que denotarem com K'. Donada una extensié de
cossos K C L, denotem el grau de l'extensié com [L : K]. Quan lextensié
és algebraica i simple, és a dir, quan existeix un nombre algebraic « tal que
L = K(«), tenim que el grau de l’extensi6 correspon al grau del polinomi monic
p(z) irreductible en K[z] (I’anell de polinomis amb coeficients a K) tal que
p(a) = 0, que denotem Irr(a, K)[z]. Si K C K(a) és una extensi6é de grau N,
aleshores {1,a,a2,--- ,aN "1} és una K-base per K(a).

Anomenem torre de cossos sobre Ky a les extensions iterades sobre K, és a
dir, a una successi6é de cossos tals que Ky C K7 C --- C K,,. Recordem que la
férmula de les torres ens donara una manera d’expressar el grau de Ky C K,, en
funcié de les extensions intermediaries:

[Kn : Ko} = [Kn : Kn—l][Kn—l . Kn_g] cee [Kl : Ko]

Com les rectes i circumferéncies de & sén rectes i circumferencies del pla
cartesid, les podem escriure com {(X,Y) | aX +bY =c} i {(X,Y) | (X —d)? +
(Y —€)? = f2} respectivament, per uns certs coeficients a, b, c,d, e, f € R. Més
especificament,

Proposicié 3.3. Les equacions de tota recta i circumferéncia de & es poden
expressar de manera que els seus coeficients estiguin en funcio de les coordenades
dels punts de & que defineizen la recta i circumferéncia.

Demostracié. Donat A = (a,b) i C = (¢,d) dos punts diferents de &. Aleshores,
lequacié de la recta que passa per Ai Césr={(X,Y)|(b—d)x+ (c—a)y=
¢b — da}, i la circumferéncia centrada a A i que passa per C és {(X,Y) |
(X —a)?2+ (Y —b)? = (a—c)?> + (b—d)?}, d’on es dedueix I'enunciat. O

A més, com E és un cos, obtenim que aquests coeficients sempre sén a E.

Com sabem, els grecs no van poder dir quines condicions s’havien de complir
per poder construir un poligon regular de n costats. Demostrar-ho geomeétrica-
ment no és gens facil, pero si passem al mén de ’algebra, obtindrem resultats
més senzills. La idea darrere la demostracié del teorema de Gauss-Wantzel, i
per generalitzacié, darrere de les construccions per quasi qualsevol altre conjunt
d’eines, s’amaga en la segiient observacié.

Si P = (x,y) és un punt de &, aleshores, per definicid, existeix una successié
finita de punts P_;, P_i41,...,P_1, Py, P1,..., P, tal que P = P,, esta definit
en funcié dels anteriors. En general, si per tot k, K és el minim cos que conté
totes les coordenades dels punts P_;, P_j41,...,P_1, Py, P, ..., Px, aleshores
podrem dir que

[anl(xay) : anl] < N

per un cert N € N, que no depen dels punts de la successié. En conseqiiencia,
com la cota no depén de n ni del punt, si P, = (x, yx) per k > 0 aleshores

[Kr—1(zr,yx) s Kg1] <N

i recursivament tindrem que [K,, : Kp] sera producte de primers més petits o
iguals a N.
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Sera important poder calcular N per les diferents construccions de les quals
parlem; per exemple tindrem que N = 1 per les construccions amb regle, N = 2
per les de regle i compas i N = 4 per les de regle marcat. Trobar aquests valors
ens permetra dir quins reals sén a F i quins no, en particular, tot nombre de E
haura de ser un element d’un cos K,, C R tal que existeixi una torre de cossos

KiCK,C---CK,

tal que [K;41 : K;] < N per tot i.

Veiem com podem utilitzar aquest fet amb un dels exemples més senzills que
tenim: els punts construibles amb regle, que equival quan N = 1. Formalment,
la definicié de punt de regle no sera massa diferent de la de punt construible
amb regle i compas (2.1), perd només acceptarem punts en la successié sota el
punt i) de la definicié, i haurem de partir de quatre punts base que no formen
un paral-lelogram: (1,0), (2,0), (0,1) i (0,2).

Teorema 3.4. El conjunt dels nombres de regle és Q.

Demostracié. Comencem comentant que les construccions amb regle compleixen
les hipotesis I, IT i ITI. Les primeres dues hipotesis les podem deduir de la definicio
de punt de regle, pero la demostracié que es pot construir tota perpendicular
només amb regle no és tan senzilla. Martin ens dona una construccié en el seu
llibre [12, Th. 4.14], que aqui no inclourem. Per tant, el conjunt de punts E de
regle és un cos Q C F.

Veurem que tot punt de regle té coordenades racionals. Per definicié, si
P = (z,y) és un punt de &, aleshores existeix una successié finita de punts
P _3,P5, ..., P, tal que P = P, és el punt d’interseccié de dues rectes formades
per punts previs a P en la successié. Siguin r = {(X,Y) | aX +bY = ¢}
is={(X)Y) | dX 4+ eY = f} aquestes dues rectes, que sabem que tenen
coeficients en K,,_; per la Proposicié 3.3. Aleshores tenim que

ax+by=c i dr+ey=f,

(z,y) = (bf_ce Cd_af)

i aillant ens dona

bd — ae’ bd — ae
que s6n valors ben definits, ja que bd — ae = 0 implicaria que les dues rectes son
paral-leles o coincidents. D’aquesta manera obtenim que

[Kn : Kn—l} = [Kn—1($,y) : Kn—l] =1,
i recursivament,
Fixem-nos que els coeficients dels punts base sén racionals, és a dir, Ky = Q,

i per tant K; = Q per tot k. Per tant, el conjunt de punts de regle és Q i tot
punt té coordenades racionals. O

Com a conseqiiéncia, tenim que les hipotesis I, IT i ITII de & equivalen a les
dues segiients

I*. Els punts (1,0), (2,0), (0,1) i (0,2) sén de &.
II*. El punt d’interseccié de dues rectes secants de & és un punt de &.

Notem que podriem haver substituit les hipotesis I, IT i ITI per aquestes, pero
es considera que I’equivaléncia no és trivial i que les primeres son més intuitives.
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4 La divisié de ’angle

Per entendre la construccié de poligons regulars haurem d’entendre primer la
divisié de ’angle amb les eines que tenim.

Donats tres punts A, P, B diferents, podem definir al pla cartesia I’angle
Z(A, P,B) com l'angle entre les semirectes PA i PB (amb P com a veértex),
mesurat en radians de ﬁl a ﬁ en sentit antihorari. Ens fixem que Z(A’, P, B) =
Z(A, P, B) per qualsevol punt A’ # P en la semirecta P—1>4 i analogament el mateix

resultat per tot punt de PB. Denotarem la mesura d’un angle Z(A, P, B) com
0 = |Z(A, P, B)|, mesurat en radians. Com els angles de 0 i  + 27k radians sén
equivalents per tot k € Z, donarem sempre a 6 el valor corresponent de (0, 27].

Donats dos punts de & diferents, P i A, direm que ’angle amb vertex P i que
forma un angle de ¢ radians (on 6 € (0,27]) amb la semirecta PA és construible
amb & si existeix un punt B de & tal que |Z(A, P, B)| = 0. Direm que un
angle de & es pot n-secar (n > 2) si es poden construir (n — 1) rectes de & que
divideixin ’angle en n parts iguals.

En particular, podrem construir un angle amb vertex a ’origen i que forma
un angle § amb el semieix positiu d’abscisses si el punt (cos(6),sin(6)) és de &.
No obstant aixo, el reciproc no és cert, ja que per exemple podem construir
I'angle de 7 amb regle, pero el punt (cos(%),sin(F)) = (47 g) no és de regle
(3.4). Si suposem aquesta quarta hipotesi sobre &, que ens permetra traslladar
distancies en el pla cartesia, el reciproc sera cert:

IV. Donada una recta de & que passa per un punt P de &, aleshores el punt Q
sobre la recta és de & si i només si la distancia entre P i Q, |PQ)|, és a Et.

Com hem comentat, les construccions amb regle no compleixen aquesta
hipotesi, i es pot veure que amb regle i compas si que la compleix (utilitzant
el compas i la translacié de segments mitjangant paral-leles). En la Seccié 8
introduirem unes construccions equivalents a només complir les hipotesis I, II,
IIT i IV. Sota la hipotesi IV tindrem aquest resultat:

Proposicié 4.1. Suposem que & compleiz la hipotesi IV. Siguin P, A punts dife-
rents de & i 0 € (0,2x], aleshores existeix un punt B de & tal que |Z(A, P, B)| = 6
si i només si cos(),sin(f) € E.

Demostracio. Els casos on 8 = 7,27 sén clars. Denotem la recta r = ](?Zl, per
la resta de casos. En totes dues implicacions seguirem la figura de sota, que
corresponent a quan 6 € (0, 5.

Suposem primer que cos(6),sin(f) € E, aleshores |cos(f)], |sin(0)| € ET, i,
per la hipotesi IV, podem construir el punt ) sobre la recta r a distancia |cos(9)|

10
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de P (que estara sobre la semirecta PA si cos(f) > 0, i sobre laltra semirecta si
cos(f) < 0). Després construim la recta perpendicular a r per @ i de la mateixa
manera construim el punt S a distancia [sin(f)| de @ sobre la perpendicular
(tenint en compte el signe com abans). Aix{ obtenim un punt S de & tal que
|Z(A, P,S)| =6.

Veiem ara ’altra implicacié. Com 6 és un angle de &, existeix una recta s
de & que talla la recta r en el punt P formant un angle . Construim el punt
S sobre s a distancia 1 de P (utilitzant la hipotesi IV), i construim la recta
perpendicular a r que passa per S, que talla r en un punt (. La distancia
entre P i @ és |cos(f)|, mentre que la distancia entre Q i S és |sin(@)|, per tant
|cos(6)], |sin(8)| € E per la hipotesi IV. Finalment, com E és un cos, obtenim
que cos(d),sin(0) € E. O

Aquest resultat no és necessariament cert si la hipotesi IV no es compleix.
Com hem comentat, les construccions amb regle ens proporcionen un contrae-
xemple. Ens fixem llavors que si & compleix la hipotesi IV, aleshores

(cos(£),sin(£)), (cos(22),sin(2%)),..., (cos((n — 1)£),sin((n — 1)£))

sén de & si i només si podem n-secar I'angle 6. Aquesta equivaléncia sera
necessaria per a la construccié dels poligons regulars, i per tant, a partir d’ara
considerarem que & sempre compleix la hipotesi IV, no obstant aixo, cal remarcar
sense aquesta hipotesi, tindrem I'angle 6 de & del tipus Z((1,0), (0,0), B) es pot
n-secar si els punts anteriors sén de &. Comentem també que el cas on 6 = 21
consisteix en la divisié de la circumferéncia unitat en n parts iguals.

A continuacié parlarem del calcul d’aquests punts des d’un punt de vista
algebraic.

Lema 4.2. Siguin K un cos, n € N i 6 € [0,27]. Suposem que cos(%),sin(%
9),sin(m%) € K per tot m € Z.

n

) €
K, aleshores cos(m

Demostracio. Esta clar que enunciat és cert per m = 0. Recordem les segiients
dues expressions sobre suma d’angles,

sin(a £ ) = sin(«) cos(5) £ cos(a) sin(B)
cos(a £ ) = cos(a) cos(B) F sin(a) sin(B).

(4

Denotem « = ~ i suposem que cos(a) i sin(a) sén a K, aleshores

sin(2a) = sin((1+ 1)a) = 2sin(a) cos(w)
cos(2a) = cos((1 + 1)) = cos?() — sin®(a)

i per tant, cos(2a) i sin(2a) s6n a K. Recursivament, obtenim que

sin(ma) = sin((m — 1)) cos(a) + cos((m — 1)) sin(a)

cos(ma) = cos((m — 1)a) cos(a) — sin((m — 1)e) sin(«)

i per tant cos(ma), sin(ma) € K per tot m € NU {0}, i finalment, com cos i sin
sén funcions parell i senar, respectivament, obtenim que el resultat és cert per
tot m € Z. O

11
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Per tant, donat un angle 6 de &, tenim que cos(e) sm( ) € E siinomés
si angle es pot n-secar. Ens agradara poder simplificar aquest resultat en
p-seccions per tot p primer divisor de n, per tant, introduim aquest resultat

Proposicié 4.3. Siguin K un cos in =ab € N ona ib sén coprimers entre ells.
Aleshores, cos(£),sin(£) € K si i només si cos(£),sin(£),cos(%),sin(%) € K.
be)

Demostracié. Suposant que cos(£),sin(£) € K, aleshores cos(22) = cos(£) i

cos(“e) = cos( b) (i les expressions equivalents pel sin) sén a K, pel Lema 4.2.
Veiem l’altra implicacié. Com n = ab on a i b sén coprimers tenim que

1 B
M)

n

=2
a

per certs «, 8 € Z no nuls. Pel Lema 4.2, com cos(e) sin(e) cos(%),sin(%) €K,
(%) e

tenim que cos(22),sin(22), COS(BO) sin(2%) € K. Aleshores

sin(2) = sin(22) cos(2%) + cos(22) sin(2?) € K,
cos(%) = cos(%e)cos(%e) - bln(%e) sin(%) € K. O
Corol-lari 4.4. Siguin K un cos, 6 € [0,27] in = p{* ...pp* la descomposz'cio’ de

n en primers, aleshores sin(£),cos(£) € K si i només si sm(pa ), cos( )€K

per tot 1.

En conseqiiéncia, obtenim que un angle de & es pot n-secar si i només si es
pot p*-secar per cada primer en multiplicitat maxima p® que divideix n. A més,
resulta evident que si podem p-secar els angles de &, aleshores també els podem
pPF-secar, per tot k; pero el reciproc no és cert. L’tnica informacié addicional
que podem aportar al tema és la Proposicié 4.6, que ens diu que per p-secar un
angle hem de resoldre com a maxim un polinomi de grau p.

Si recordem que R? = C, podrem fer una relacié entre els punts del pla
cartesia i els nombres complexos. Recordem que tot complex es pot escriure de
la forma z = a +ib amb a,b € R o z = re! amb r > 01 6 € (0,27], i per tant
tenim podem definir la relacié coneguda z ~ (a,b) = (r cos(#),rsin(f)) entre el
pla complex i cartesia. Els segiients resultats ens determinen també una relacié
entre el pla complex i el cartesia en termes d’extensions de cossos. Mencionem
que aquests resultats sén de construccié propia.

Lema 4.5. Siguin z,w € C amb z = a+1ib i w = c+id, a,b,c,d € R, tals
que |z, |w|* € Q i tal que Q(z) C Q(w) sigui una extensié finita de cossos.
Aleshores Q(a,b) C Q(c,d) és també una extensié finita de cossos que compleix

[Q(w) : Q(2)] = e[Q(c, d) = Q(a, b)],
one=2siieQw)\Q(z), ie=1 altrament.

Demostracié. Considerem lextensié de cossos Q(a,b) C Q(a,b,i) i veiem que

Q(a, b,i) = Q(z,1), ja que
a= 1<Z+|Z|2>€@(21) i b—l_(z |Z|2>€Q(21)

2 2i z

iz =a+ib € Q(a,b,i) (laigualtat també és certa quan z = 0). Per tant, tenim que
Q(a,b) C Q(z,1) = Q(a, b,1) és una extensi6 de grau 2, perque Irr(i, Q(a, b))[x] =

12
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22 + 1, ja que Q(a,b) C R. De manera analoga, obtenim que Q(c,d) C Q(w, i)
és una extensi6é de grau 2. A més, com Q(z) C Q(w) és una extensié finita,
existeixen n € Niag,...,a, € Q tals que z = ag + aqw + - - - + a,w™, i igualant
les parts reals i imaginaries de z, obtenim que Q(a,b) C Q(c,d). Aleshores, per
la férmula de les torres,

[Q(w, i) : Q(c, d)][Q(c, d) : Qa,b)] = [Q(w, i) : Q(z,1)][Q(z,1) : Q(a, )],

d’on obtenim que [Q(c¢,d) : Q(a,b)] = [Q(w,i) : Q(z,i)]. Considerem ara les
extensions de cossos Q(z) C Q(z, 1) i Q(w) C Q(w, i) que sabem que tenen grau
2 com a maxim. Més especificament, Q(z) C
En

i € Q(z) (i andlogament per Q(w) C Q(w,1)).
i€ Q(w), i per tant,
[Q(z,1) : Q(2)]

[Q(w, 1) : Q(w)]
val 2 si i només si i€ Q(w)\Q(z), 11 en la resta de casos. En conclusid, per la
férmula de les torres,

[Q(w, 1) : Q(z,D][Q(2,1) : Q(2)] = [Q(w, 1) : Qw)][Q(w) : Q(2)];

i aillant obtenim el resultat que buscavem:

[Q(w) : Q(2)] = £[Q(c, d) : Q(a, b)]. H

Q(z,1) té grau 1 si i només si
ns fixem que sii € Q(z) aleshores

E =

Proposicié 4.6. Siguin p un primer i 6 € (0,2x]. Aleshores, Q(e'?) C Q(e%) i
Q(cos(8),sin(d)) C @(cos(%),sin(%)) son extensions de cossos tals que

Q) : Q)] = ¢ [Qcos(?). sin(2)) : Qcos(8), sin(0))] < p

one=2sii€ @(e%)\@(ei("), i € = 1 altrament. En particular, si [(@(e%) :
Q(e'?)] és senar, aleshores ¢ = 1.

Demostracié. Tenim que e’ ésuna arrel de 2P —el? € Q(e!%)[z], per tant, 'exten-
si6 Q(el?) C Q(e%) esta ben definida i [Q(e%) : Q(e'?)] < p. Aleshores obtenim
la resta de 'enunciat del Lema 4.5, ja que totes les hipotesis es compleixen. La
darrera observaci6 és conseqiiencia del fet que € | [Q(e%) : Q(el?)). O

Aix0 ens diu que per p-secar un angle es necessita resoldre un polinomi de
grau com a maxim p, i aquest resultat no és millorable en general, és a dir,
existeixen casos on el grau del polinomi sera p, com veurem a la Proposicié 5.3.

5 La construccié de poligons regulars

Ara comencem a presentar la teoria que hi ha darrere de les construccions dels
poligons construibles amb &. En aquesta secci6 introduirem i donarem sentit
als resultats importants del Disquisitiones arithmeticae sobre la construccié de
poligons regulars. Definim a continuacié els poligons construibles amb &. Notem
que per convenci6 “ser construible” implica “ser regular”.

13
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Definicié 5.1 (Poligon construible amb &). Sigui n > 3. Direm que el poligon
regular de n costats és construible amb &, si tots els vertexs del poligon regular
de n costats inscrit en la circumferéncia unitat i amb vertex (1,0) sén punts

de &.

Recordem quins sén els vertexs del poligon regular de n costats inscrit en la
circumferéncia unitat i amb veértex (1,0). Si pensem en el pla cartesia com el
pla complex, només haurem de veure que podem construir les arrels n-ésimes de
la unitat, les solucions de ™ — 1 = 0, és a dir,

2mi 2mi 1) 2mi
Lew 25, ... e D%

Aix0 ens diu que els punts que formen els vertexs del poligon regular de n
costats sén

(1,0), (cos(%”),sin(%’r)), cee (cos((n — 1)7”) sin((n — 1)27”))

que té sentit per les observacions de la Seccié 4, ja que la construccié d’un
poligon regular de & equival a la n-seccié de 2m. Per observacions d’aquesta
seccid, si & compleix la hipotesi IV, aleshores ser construible implica que tot
poligon regular inscrit en qualsevol circumferéncia de & i amb vértex en un punt
qualsevol de &, té la resta de vértexs en &.

Recordem ara algunes propletats fonamentals de les arrels n-esimes de la
unitat. S’acostuma a denotar £ = e’ , ja que d’aquesta manera podem escriure
totes les arrels del polinomi com {1,&,£2,..., "1} (no obstant aixo, a vegades
utilitzarem ¢ per referir-nos a qualsevol arrel diferent d’1). Esta clar que
{1,&,€2,...,¢" 1} amb el producte complex usual és un grup isomorf a Z,, el
grup ciclic d’ordre n, i que £ = 1 per tota arrel n-esima de la unitat. Per tant
resulta adient anomenar primitiva a les arrels n-ésimes tals que n és el menor
natural tal que £" = 1, ja que d’aquesta manera obtenim que {¢* | k € N} =
{1,6,€2,...,€" 1} siinomés si € és una arrel n-ésima primitiva de la unitat, és
a dir, una arrel primitiva de la unitat genera la resta. També recordarem que el
polinomi z" — 1 =0 descompon com (x — 1)(z" L+ 2" 24+ 2%+ +1),i
que P71+ 2P=2 + ... 4 22 4 1 + 1 és irreductible quan p és primer.

Ja hem vist pel Lema 4.2 que només haurem de veure si COS(27T) sm( )e E
per afirmar que el poligon regular de n costat és construible. A conseqiiéncia del
Corol-lari 4.4, tenim que

Corol-lari 5.2. Sigui n > 3 tal que n = p{* ...pp* sigui la seva descomposicio
en primers. Aleshores, el poligon regular de n costats és de & si i només si els
poligons regulars de p?j costats, per tot j, sén de &.

21
o)
en funci6 de sm(Q;T) cos(2X ). Gauss a Disquisitiones arithmeticae ens explica

Ara ens interessara poder trobar una manera de calcular sm(i”) cos(=%

que donat qualsevol primer p, 005(%2) i sm(i—Q) es poden obtenir de co&(%) i

sin( 2“) mitjancant la resolucié d’una equacié de grau p; i de forma recursiva,

cos( 27T) i sm(i”) es poden obtenir dels mateixos valors mitjangant la resolucié de
k— i equacions de grau p. Gauss va més enlla i ens afirma que no hi ha manera
d’evitar aquestes resolucions [0, art. 336]. Donem una demostracié alternativa i

original d’aquest fet:

14
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Proposicié 5.3. Siguin p un primer i k > 1 un enter. Aleshores,
[Q(cos(p,%%),sin(pf%)) : Q(cos(;—g),sin(i—g))] =p

excepte quan p* =2, on el grau de Uextensid val 1.

27i 2mi

Demostracié. Denotem ¢ = er**T obtenint que £ = er* . Calculem prime-
rament el grau de extensié [Q(&) : Q(£P)]. Ens fixem que £ és arrel de
aP — &P € Q(&P)[x], i per tant [Q(E) : Q(&P)] < p. Tenim que un polinomi
del tipus 2P — a € KJz], on K cos, és irreductible si a no és una poténcia
p-ésima a K [11, Thm 9.1]. En aquest cas, com sabem que £P no és una poténcia
p-esima de cap element de Q(&?), el polinomi és irreductible, i concloem que
[Q(E) : Q(&P)] = p. Per tant, per la Proposicié 4.6 tenim que

[Q(cos(}%),sin(p%il)) : Q(cos(2%),sin(2F))] = [Q(©) : Q(e?)] _P

pe P € €

on € = 1 quan p és senar. En canvi, quan p = 2, tindrem que i € Q(&P) per tot
k> 1, i per tant i € Q(¢£)\Q(&P) si i només si k = 1. Es a dir, ¢ = 1 per tot
valor p* excepte quan p* = 2, on ¢ = 2, d’on obtenim l’enunciat. O

Per tant, el problema sobre la construccié dels poligons regulars es redueix
al calcul de cos(%’r) i sin(%”) per tot p primer divisor de n. Per un argument
parell a la proposicié anterior tenim que

Proposicié 5.4. Sigui p un primer. Aleshores,
[Q(cos(%ﬂ),sm(%)) :Q=p-1

Demostracio. Obtenim de la Proposicié 4.6 que quan 6§ = 27

2mi

[Q(cos(%”),sin(%”)) :Q] = [Q(e™ ) : Q),

ja que i ¢ Q(ezgi) per tot p, i sabem que [Q(ezgi) : Q] = p—1, ja que
Irr(e%,@)[x]:xp’1+~~+x+1. O

A continuacié parlarem del fet que va permetre a Gauss resoldre el problema
de la construcci6 dels poligons regulars amb regle i compas. Aquesta part de la
teoria de Gauss és llarga i complexa, i intentarem donar sentit a la segiient cita
que dona cap al final del seu treball.

La divisi6é del cercle complet en p parts requereix, 1r, la divisié del
cercle complet en p — 1 parts; 2n, la divisié d’un altre arc en p — 1
parts, que pot ser construit tan bon punt com la primera divisio
estigui feta; 3r, 'extraccié d’una arrel quadrada i es pot mostrar que
sempre és /p’. [0, art. 360]

Abans de poder donar la demostracié d’aquest fet haurem de recordar alguns
fets més sobre les arrels n-ésimes de la unitat. Primer de tot, tenim les segiients
igualtats:

Proposicié 5.5. Sigui 25{“) la suma de totes les arrels n-ésimes de la unitat a

la k-ésima poténcia, aleshores

s _ )7 si k=0 (mod n)
|0 sing
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2mi

Demostracio. Sigui £ = e , aleshores tenim que

D R Y LI

I
Py
o~

o
)
<.

Si £F # 1, tenim que

e L L |
E,(lk) _ Z(gk)z _ : _(ik) _ = —0,
=0

ja que (¢€F)" = 1, mentre que PO quan £ = 1, és a dir, si i només si
k=0 (mod n). O

Donem uns quants fets més sobre les arrels p-ésimes de la unitat quan p és
primer. Aqui tindrem que totes les arrels p-ésimes excepte 1 son primitives. De
la Proposici6 5.4 obtenim que l'extensié Q C Q(¢) és de grau p — 1, d’on es
dedueixen fets com que {1,£,&2,...,6P71} és una Q-base de Q(&).

Recordem també el concepte d’arrel primitiva modul p. S’anomena arrel
primitiva modul p a tot element a € {0,...,p — 1} tal que p — 1 és el minim
exponent que compleix a?~! = 1 (mod p). En particular, si a és una arrel
primitiva modul p, tindrem que a,a?,a,...,a?"! sén tots congruents modul p
a nombres diferents, i per tant podrem establir una correspondéncia un a un
entre els conjunts {1,...,p — 1} 1 {a,...,a?~t}. Recordem que si £ és una arrel
p-esima primitiva de la unitat, £* = £7 si i només si o = # (mod p), i per tant

& ey =g, ey,

on els elements es troben en un ordre diferent en els conjunts, pero en bijeccio.

Veiem a continuacié un lema que ens servira per entendre la cita de Gauss.
La demostracié es basa en la suma de nombres de Dirichlet, perd donarem una
demostracié original més directa.

Lema 5.6. Siguin p un primer, £ una arrel p-ésima primitiva de la unitat i
a una arrel primitiva modul p, i denotem totes les arrels (p — 1)-ésimes de la

unitat per n; = e Definim
2 _9 P2
ty =&+t F e 4o el

per tot j € {0,...,p—2}. Aleshores to = —1 i [t;| = \/p per a tot j # 0, on |t;]
denota el modul de t;.

Demostracié. Quan j =0, n; =1, i per tant

p—2 p—1
I N !
m=0 n=1

Veiem ara l'altra part. Per definicié de modul tenim que |t;|* = ¢;t;, i per
tant,
p—2 p—2

p—2 p—2 , , IV
2= myre Zon;”’aa’” =y et e
m’/=

n=0 n=0m'=0

16



5 LA CONSTRUCCIO DE POLIGONS REGULARS Alex Miranda Pascual

icoma®=aP i n5 = r]f quan a = 8 (mod p — 1), aix0 equival a

p—2 p—2 p—2 p—2 p—2 p—2

nm€a7n+n_an _ nmé_(am_l)an o nm 5(awz_l)an
E:E:] _E:E:J _§:7§: :
n=0m=0 n=0m=0 m=0 n=0

Ens fixem que Zf;% £a™=1a" & ]a suma de totes les arrels n-ésimes menys
1 ala (a™ — 1)-ésima potencia, i per tant, per la Proposici6 5.5, tenim que

oy -1 sino

p—2 som o —
Zf(amfl)an tl-1= Ez(,amfl) 1= {p —1 sia™ =1 (mod p)

Ens fixem que I'tnic valor de m € {0,...,p — 2} tal que la suma anterior
dona p — 1 és m = 0, per tant, substituint aquests valors obtenim que

p—2

} 1 sij=0
t 2 = —1)n° — mo__ —1) - Z(J) 1) =
t;|" = (p — 1)n; mZ::an (p—1)— (5,2, - 1) b sing
i per tant |t;| = \/p per j # 0. O

Amb aquest lema podrem demostrar el segilient teorema, que esta lligat
directament amb la cita de Gauss. No seguirem directament la prova de Gauss
en Disquisitiones arithmeticae, pero farem una adaptacié bastant fidel a la que
Lagrange dona en [10, Nota XIII-XIV].

Teorema 5.7. Sigui p un primer senar. Aleshores podrem construir les arrels
de P —1 =0 si podem (p — 1)-secar tot angle i \/p" € E.

Demostracio. Sigui & una arrel p-ésima primitiva de la unitat i a una arrel
primitivazmédul p-, Recordem que, aleshores, les arrels de 27 — 1 = 0 sén
1,£,€%,&%,...,&% . Si multipliquem cada terme de la successié anterior per
f“k (mantenint l'ordre), obtindrem la mateixa successi6 en el mateix ordre pero
comencgant per §ak, és a dir, obtenim

aP—2 k+p—2

(€97 gata gate® L gat ey = (g0 et e T e e,

Siguin ¢; per tot j tals com els hem definit al Lema 5.6. Aleshores, escollint
un valor j i elevant ¢; a p — 1, obtenim que

Tp =271 = fo(&) + mifr(€) + 2 (&) + - + 182 fpea(§)

on fi(§) = A+ B+ Ci&+ -+ Plf‘“k2 per uns certs A;, B;, ..., P; enters,
ja que nf 1 =11i¢ =1. Fixem-nos que donat qualsevol k, tenim que

2 k+p—2 paP 2
ity = nfe et it o PR

—k —k _ - —
=€ T TR e R

p—k—1

. — — . -2
i com (nft;)P~t = 71 = T, obtenim que fi(§) = fi(¢") = - = fi(¢”)
per tot ¢, per I'observacié anterior. Aleshores, per independeéncia lineal de
{£,€2,...,¢6P71} obtenim B; = C; = --- = P; i per tant

fi6) = Ai+ BiE+ Gt + -+ P
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= A+ By + €7+ 467
=Ai+Bi(§+&E +--+ &7
:AZ_BZ;

ja que Ez(jl) = 0. En conclusié, per tot i, f;(£) és un enter que no depén de &,
i per tant T} només depén de n;. Fixem-nos que no importa quina arrel n; de
2P~1 — 1 = 0 agafem, per tant, els mateixos resultats de t; i T; sén certs per tot
Jj. Sumant tots els termes ¢; obtenim

S = (- De 4 By 452,60 4 5O = (e
§=0
i per tant,
¢ = to+ - +itp2 _ 1+t +- -+l
p—1 p—1 '
Calculem ara les imatges de T per l'arrel (p—1)-ésima per j € {1,...,p—2}.
Fixem-nos que les imatges sén

i(0;+27k)
per k € {0,...,p — 2}, i una d’elles sempre és t; per construccié. Ens fixem
pel Lema 5.6 que totes tenen el mateix modul, »-y/7; = |»3/T; | = |t;] = /P
Com podem (p — 1)-secar tot angle i \/p’ € I, per hipotesi, tenim que tots els
valors anteriors sén construibles, inclosos t; per tot j, i per tant £ és construible.
Com £ és primitiva, obtenim que tota arrel de x? — 1 = 0 és construible. O

D’aquesta manera, recordant la relaci6 entre el pla C i R? i el fet que per un
cert k;

i(0,+2mk;)

HGAELLE] Ot2rk;
tj= ryrje r1 = »yfrycos(7 el

) +iryr; sm(%),

obtenim aquest resultat:

Teorema 5.8. Sigui p un primer senar. Aleshores, el poligon reqular de p
costats és de & si podem (p — 1)-secar qualsevol angle amb & i \/p" € E.

Resumint els calculs realitzats en aquesta seccié, quan & compleix les hipotesis
I, IT i III, tenim per definicié que el poligon regular de n costats és construible
amb & si i només si cos(2F) i sin(2F) sén a E. A més, sabem que el calcul de
cos(22) i sin(2X) consisteix en el calcul de cos(i”) i sm( ) per p els primers
amb maxim exponent que divideixen n. Per les Proposmlons .31 5.4 tenim que
per trobar cos( 2”) i sm( 7 ) haurem de resoldre una equaci6 de graup—1ia—1
extensions de grau p (quan p és senar). El Teorema 5.8 ens dona una manera
equivalent de calcular cos(2”) i Sln(2”): només es necessita poder (p — 1)-secar i
construir /p.

Acabem la seccié comentant quins poligons regulars sén de regle

Teorema 5.9. El quadrat és l'unic poligon construible amb regle.

Demostracié. Sabem que un poligon regular de n costats és construible amb
regle si i només si cos(2 ), sm( %) € Q. LYinic n > 3 que compleix aquesta
propietat és n = 4, tal com dedulm de les Proposicions 5.3 i 5.4, i per tant el
quadrat és 'inic poligon construible amb regle. O
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6 El teorema de Gauss-Wantzel

Donem en aquesta seccié una prova del Teorema de Gauss-Wantzel que utilitza
els resultats de la Seccié 5 i per tant és una prova basada en els resultats que
Gauss va assumir. No obstant aixo, s’ha de comentar que la prova és equivalent
a l'actualment utilitzada.

No és dificil veure que els punts de regle i compas compleixen les hipotesis I,
II, IIT i IV que hem mencionat en les Seccions 3 i 4: clarament, per definicié de
punt construible amb regle i compas (2.1) tenim que es compleixen I i II, Euclides
mostra III en els Elements (I.11 i 1.12), i IV es pot provar amb el compas i la
translacié de segments mitjangant paral-leles. Per tant, el conjunt de punts de
regle i compas és un cos i el denotarem com E (en referéncia a Euclides [12]).

Sabem que E inclou nombres algebraics no racionals, en particular, \/z' € E
per tot x € ET. Provem aquest fet: construim la circumferéncia centrada en

x+1

l'origen de radi 5=, > 0, i construim la perpendicular a I’eix d’abscisses que

passa per P = (£71,0), tal com veiem en la imatge inferior. Sigui A = (%71, h)

el punt d’interseccié de la perpendicular i la circumfereéncia que cau en el semipla
positiu (h > 0). Calculem el valor de h: seguint el dibuix de sota, obtenim pel
teorema de Pitagores que 1+ h? = o2, 22 + h?2 =32 ia? + 42 = (x +1)?, d’'on
es dedueix que h = \/z". Per tant /z € E per tot z € E*.

Per definicio, si P és un punt de regle i compas, aleshores existeix una successié
finita de punts P_q, Py, P1,..., P, tal que P = P, és el punt d’intersecci6é de
dues rectes, dues circumferéncies o una recta i circumferéncia formades per punts
previs a P en la successié. Sabem que aquestes rectes i circumferéncies tenen
coeficients en el minim cos K,,_1 que conté les coordenades dels punts previs a
P en la successié, per la Proposicié 3.3. Ens centrarem a calcular les extensions
K, 1 C K, quan el punt P és la interseccié d’una recta i circumferencia, ja
que, la interseccié de dues circumferencies es pot reduir a la interseccié d’una
recta i circumferéncia, i la interseccié de dues rectes ens dona K, 1 = K, pel
Teorema 3.4. Sigui P = (z,y) un punt d’intersecci6 de la recta aX +bY =cila
circumferéncia (X — d)? 4+ (Y —e)? = f2 amb coeficients en K,,_;1. Igualant les
dues equacions obtenim que la coordenada y del punt satisfa

(@™ e—by) —d)* + (y —e)* = f*
és a dir, compleix una equacié de grau 2, i aleshores tenim que
[Kn-1(z): Kp—1] = [Kn-1(y) : Kp—1] < 2.
ja que = a~(c — by) (en cas que a = 0, aillarem b en comptes i obtindrem

el mateix resultat). Per tant, recursivament, obtenim que x € E compleix
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[Q(x) : Q] = 2" per un cert r, seguint 'argument que haviem donat en la
Seccio 3.

Es diu que una extensi6 de cossos és euclidiana si és del tipus K C K(+y/a')
ona€ KTi,a ¢K,ésadirsi és de grau 2, i per tant, tenim que tot element
de [E es troba en una torre de cossos sobre QQ on cada extensié és euclidiana.
Podem anomenar 2-torre a aquest tipus de torre. Com /7" € E per tot z € ET,
E és el minim cos euclidia. Aquest fet ens donara el segiient teorema

Teorema 6.1. Sigui x € R. Aleshores, tenim que x € E si i només si [Q(z) :
Q] = 2" per algun r > 0.

Wantzel [14] va ser el primer a donar una prova rigorosa d’aquest resultat, que
és clau per afirmar quins poligons no sén construibles amb regle i compas. Donem
ara una prova del teorema de Gauss-Wantzel utilitzant el teorema anterior i els
resultats de les Seccions 4 i 5.

Teorema 6.2 (Teorema de Gauss-Wantzel). Sigui n > 3. Aleshores, el poligon
reqular de n costats és construible amb regle i compas si i només sin = 2%y - - - py,
amba >0 1p,...,p, primers de Fermat diferents.

Demostracio. La Proposici6 4.6 i el Teorema 6.1 ens diuen que podem bisecar tot
angle amb regle i compas, pero alhora també ens diu que no podrem generalment
n-secar angles per n > 2 (recordem que ja sabiem que podiem bisecar tot angle
donat per Euclides 1.9). De les Proposicions 5.3 i 5.4 obtenim

[Q(cos(i—g),sin(%)) :Ql=p*"p—-1)

quan p és senar, i pel Teorema 6.1 deduim que el poligon de p® costats és
construible si i només si p*~!(p — 1) és una poténcia de dos, que ocorre només
quan a =1 i p és un primer de Fermat (és a dir, tot primer tal que p — 1 = 2").

Per tant, tenim que els unics poligons regulars de p® costats que sén constru-
ibles amb regle i compas sén aquells on p® és una poténcia de 2 o un primer de
Fermat amb multiplicitat 1. Pel Corol-lari 5.2 obtenim ’enunciat. O

Aquest resultat també es pot obtenir a partir del Teorema 5.8, que deia que
tot poligon regular de p costats amb p primer senar és construible si podem
(p—1)-secar angles i /p" € E (que és cert en ser E euclidia). Amb regle i compas
només podem bisecar angles per tant només poden construir els poligons de p
costats quan p és de Fermat.

Acabem la seccié amb una nota. Es pot provar la irresolubilitat dels tres
problemes classics dels grecs (la triseccié de tot angle, la duplicacié del cub i la
quadratura del cercle) a conseqiiéncia del Teorema 6.1. Aquests problemes estan
directament vinculats en el calcul del grau de les extensions de Q(cos(f)) C
Q(cos(g)) per tot 6, Q € Q(¥/2) i Q C Q(), i per tant seran resolubles si i
només si el grau de I'extensié és una poteéncia de 2. No és dificil veure que la
primera extensié té grau 1 o 3 (depenent del valor de 6) i la segona grau 3,
provant que els problemes no sén resolubles amb regle i compas. Com en temps
de Wantzel no es coneixia si 7 era algebraic o no, la prova de la irresolubilitat
de I'altim problema va romandre oberta fins a 'any 1882, quan Lindemann va
provar que 7 és efectivament transcendent i per tant que [Q(7) : Q] = oo [1].
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7 Els teoremes de Mohr-Mascheroni i Poncelet-
Steiner

En aquesta seccié parlarem de dos teoremes importants sobre unes construccions
a priori més febles que les construccions amb regle i compas (en el sentit que
el conjunt de punts construibles és un subconjunt dels punts construibles amb
regle i compas), perd que ens permeten construir el mateix conjunt de punts.

Obviament, tant el regle com el compas ens permeten dibuixar formes ge-
ometriques tiniques: no podrem pas dibuixar una recta sense el regle, ni una
circumferéncia sense el compas, i per tant semblaria estrany que una de les dues
eines classiques no fos necessaria per construir tots els punts de regle i compas,
no obstant aixo, tots els punts de regle i compas es poden construir només amb
compas. Introduim el nostre primer teorema, on la definicié de punt construible
amb compas és idéntica a la Definici6 2.1, pero on tots els punts sén construits
sota el punt iii)

Teorema 7.1 (Teorema de Mohr-Mascheroni). Un punt és de compds si i només
st és de regle i compds.

La demostracié consisteix a veure que els punts d’interseccié de dues rectes de
compas i d’una recta i circumferéncia de compas séon de compas. No demostrarem
aquest teorema en aquest treball; la prova no és massa dificil d’entendre, pero és
llarga i les construccions substitutories sén complexes. Podrem trobar aquesta
demostraci6 a [9, Ch. 8] i [12, Ch. 3].

Com hem vist en el Teorema 3.4 no podrem construir tot punt de regle
i compas amb només regle. Ens preguntem, perd, quantes vegades com a
maxim hem d’utilitzar el compas per tal que puguem construir tots els punts
de regle i compas. La resposta és igual d’elegant que el teorema de Mohr-
Mascheroni: només es necessita utilitzar el compas un cop per dibuixar una
Unica circumferéncia. Per comoditat es considera la circumferéncia de radi 1
centrada a ’origen, pero podem escollir qualsevol altra circumferencia construible
amb regle. Anomenem regle i circumferéncia a aquest conjunt d’eines, on els
punts es construeixen mitjancant interseccié de rectes, i la interseccié de rectes
amb la circumferéncia unitat de radi centrada a l’origen.

Teorema 7.2 (Teorema de Poncelet-Steiner). Un punt és de regle i circumfe-
réncia si i només si és de regle i compads.

Demostracio. Ho farem veient que el conjunt £ de nombres de regle i circumfe-
réncia és E. Com coneixem els cossos de nombres de regle i els de regle i compas,
deduim que E és un cos tal que Q C E C E.

Veiem que per tot 2 € E tal que |z| < 1 tenim que 1 — 22 € E, i ho farem
amb ajuda de la imatge inferior, que correspon al cas quan x < 0.
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Construim la perpendicular a l'eix d’abscisses que passa per B = (z,0) i
definim A com el punt d’interseccié de la perpendicular i la circumferéncia unitat
que cau en el semipla positiu (que existeix, ja que |z| < 1). Pel teorema de
Pitagores, A = (z,v1 — z2) i per tant 1 — 22 € E. Aleshores tenim per tot
x € E1 que

2 2! 2
r+1 rz—1 z+1 r—1
x¢<2>(2> 2 <x+1>6’

ja que |§—j&| < 1. Per tant, F és euclidia i £ = E. O

8 Construccions amb regle i compas de puntes

En aquesta seccié parlarem de les construccions amb un conjunt nou d’eines, el
regle i compas de puntes, i ampliarem la teoria que ens dona Martin a Geometric
constructions per poder dir quins sén els poligons construibles amb regle i
compas. El compas de puntes ens permetra transportar distancies entre dos
punts construibles del pla cartesia. Aquesta és la funcié que té el compas de
puntes fisic, una eina que serveix per marcar distancies, utilitzat freqiientment
en navegacié. Donem la definicié formal dels punts construibles amb regle i
compas de puntes de [12, Def. 5.1], on ens fixem que el conjunt de punts base
esta format per quatre punts que no formen un paral-lelogram:

Definicié 8.1 (Punt construible amb regle i compas de puntes). En el pla
de coordenades cartesianes R?, diem que un punt P és construible amb regle
i compas de puntes si és I'altim terme P, d’una successié finita de punts:
P_37P_27P_1,P07P1,...,Pn, on P_3 == (1,0), P_Q == (2,0), P_1 == (071) i
Py = (0,2) s6n els punts base i on P; per tot ¢ > 0 és un dels segiients

i) El punt d’interseccié de dues rectes secants formades per punts previs a P;
en la successié.

ii) Un dels punts P sobre la recta AB tal que |[AP| =|CD| on A, B,C, D s6n
punts previs a P; en la successié i A # B.

I, com sempre, tindrem les definicions de recta, circumferéncia i de nombre
construible amb regle i compas de puntes. Denotem el conjunt de nombres
construibles amb regle i compas de puntes com P, denotat amb una P de
Pitagores, per motius que es faran més clars més endavant.

Ens fixem que el punt i) de la definicié correspon a les construccions amb
regle, per tant, tot punt de regle és un punt de regle i compas, i P és un cos. Per
altra banda, el punt ii) de la definicié ens diu que podem transportar distancies.
Aquesta propietat és en realitat equivalent a la hipotesi IV que hem donat a
la Seccié 4. Aquest fet ens diu que els punts de regle i compas de puntes sén
també punts de regle i compas, ja que el regle i compas compleixen IV, i més
generalment, totes les propietats que veurem sobre les construccions amb regle i
compas de puntes seran certes per tot conjunt d’eines que compleix les hipotesis
I, 11, IIT i IV.

Estudiem el grau de 'extensié de les construccions amb regle i compas de
puntes. Sigui P un punt de regle i compas de puntes, que per definicié és I'altim
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punt d’una successié finita de punts P_3, P_o,..., P,. Siguin K; els minims
cossos que contenen les coordenades dels punts P_3, P_o,..., P,. Pel Teorema
3.4 tenim que la interseccié de dues rectes no ens proporciona nous punts del
cos, per tant només haurem de veure les construccions sota el punt ii) de la
definicié. Utilitzant la notacié del punt ii) de la definicid, siguin A = (a,b) i
B=(a+d,b+V) (ona,a b € K, 1) els punts col-lineals amb P, tenim que
per tant P = (a + ea’,b+ €b’) per un cert . Com la distancia |AP| ha de ser
igual a |CD| = v/¢? + d? per certs ¢,d € K,,_1, obtenim que

Ve +d = |AP| = |e| /a2 + b2

d’on obtenim dos punts P que compleixen les propietats en funci6 del signe de €,
que té sentit perqué tenim sempre dos punts a distancia |CD| de A sobre cada
recta. Tenim que

VE T P VE L P
P=|a+td , b+
/CL'2 + b2 a'? + b2
que esta ben definit, ja que A # B implica que Va2 + 02 # 0. Com a, o, b,

V,cidsémde K, 1, tenim que K,, = K,,_1(V/c2 +d?, Va2 +b2). Aixd ens
dona un tipus d’extensié molt particular.

Definicié 8.2 (Extensié pitagorica). Diem que una extensié K C L és pitagorica
siL=K((a?+b?)onabe Kiva?+b?* ¢ K,iqueuna Ko C K,, és una
extensié pitagorica iterada sobre K si existeix una torre de cossos Ko C K1 C
.-+ C K, pitagorica, és a dir, una torre on cada extensié intermedia és pitagorica.

Per definici, tenim que Pextensié K, 1 C K, _1(v/c2 +d?, Va2 +b?) és
o bé una igualtat (quan v/c2 +d?, Va2 + b2 € K, _1) o bé és una extensi6
pitagorica iterada, i per tant podem concloure que tot nombre de IP esta en una
extensio pitagorica iterada sobre Q. El reciproc també és cert, ja que construint
el punt P sobre 'eix d’abscisses tal que |OP| = |OA| on O és l'origeni A = (a,b),
obtenim que P = (va? 4+ b%,0) i per tant va? 4+ b?> € P; que ens diu que la
suma de dos quadrats de P és un quadrat de P. A més tenim que la suma de m
quadrats de P és sempre un quadrat, ja que a? + b% + ¢ = a? + (Vb2 + c2)? és
la suma de dos quadrats de P, i de forma recursiva obtenim el resultat. Diem
que un cos que compleix aquesta propietat és pitagoric, i per tant tenim que P
és el minim cos pitagoric sobre Q.

Com tota extensié pitagorica és euclidiana tenim que Q C P C E. Veurem a
continuacié que P # E, que és un resultat no trivial que ens requerira demostrar
uns quants resultats previs. Comencem veient alguns exemples de nombres
irracionals de PP:

Proposicié 8.3. Sigui x € QT, aleshores \/z € P.

Demostracio. Provem-ho primer per tot n € N per induccié sobre n. Quan
n = 1, tenim que v1 = 1 € Q C P. Suposem que és cert per n — 1 i ho
demostrem per n. Per la hipotesi d’induccié tenim que vn —1 € P, i com el
cos és pitagoric, tenim

\/12+(\/n71)2 =V1+n—-1=+vn cP
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En conclusid, com P és un cos, per tot racional x > 0 existeixen p,q € N tals

que
\/Ez\/?::/ﬁjeﬂ”. 0O

Els segiients lemes ens permetran arribar a un € E que no és a P. Com
hem comentat abans, els cossos que introduim seran de caracteristica 0 i per
tant extensions de Q.

Lema 8.4. Siguin x,y,a elements d’un cos K tals que \/a' & K, aleshores tenim
que T +y+/a’ és suma de quadrats de K(+\/a') si i només si x — y\/a és suma
de quadrats de K(+/a').

Demostracid. Si x + y+/a és suma de quadrats de K (1/a’), aleshores existeixen
T1,Y1---,Tn,Yn € K tals que

n

r+yya = Z(ﬂii +yiva)? = 2(9312 +ay; + 2zy,1/a)
i=1

i=1
=) (@ +ay}) + ) 2wya
i=1 i=1

Com /a ¢ K, {1,/a’} és una K-base de K(1/a), d’on deduim que

n

n
x:Z(forayf) i y:ZQxiyi.
i=1

=1

En conclusié veiem que
n n n
r—yVa = (¢ +ayl) =Y 2miyiVa =) (i —yiva)’
i=1 i=1 i=1

és una suma de quadrats. La implicacié cap a I’esquerra es fa de manera analoga
canviant el signe de y. O

Lema 8.5. Sigui K C K(a) una extensié de cossos pitagorica, aleshores si
x € K és una suma de quadrats de K(«), x és suma de quadrats de K.

Demostracié. Per definicié d’extensié pitagorica, tenim que o = va? + b2 amb
a,be Kiaé¢ K. Com a ¢ K, {1,a} és una K-base de K(«), i com x és suma
de quadrats de K(«), tenim que

n

T = Z(% + yia)z

i=1
amb x1,y1...,%n, yn € K. Desenvolupant els quadrats obtenim que

n n n

Z(ml +ya)? = Z(ch + oy 4 2xy50) = Z(mf +a®y?) + Z 2xy;0,
i=1

i=1 i=1 i=1
mentre que per independencia lineal tenim

n n

r=> (27 +a’y}) = (a7 + (a® + b*)y})

i=1 i=1

icom x1,Y1...,%n,Yn,a,b € K, x és suma de quadrats en K. O
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Aplicant successivament aquest lema arribem a que

Corol-lari 8.6. Sigui K C L una extensio pitagorica iterada, aleshores si x € K
és una suma de quadrats de L, x és suma de quadrats en K.

En conseqiiencia, tot element x d’una extensié pitagorica iterada és suma
de quadrats en el primer cos de la torre en que apareix o és impossible que
sigui una suma de quadrats en cossos superiors. Per tant, com tot x € P viu en
una extensié pitagorica iterada sobre Q, x és o bé una suma de quadrats dins
I'extensié en qué primer apareix o no ho és en cap, ni tan sols a P. Aixo ens
permet provar la segiient proposicid

Proposicié 8.7. Siguin z,y,a € Q amb a positiu tal que \/a' ¢ Q. Aleshores,

VT +yva €P siinoméssi \Jr—ya €P.

Demostracié. Suposem que \/x + y+/a € P, per tant, per ’'observaci6 anterior,
com x+y+/a és un quadrat, s’ha de poder escriure com a suma de quadrats d’una
extensio pitagorica iterada Q(avy, ..., ay) (on ajr1 = v/a? + b7 ¢ Q(au, ..., ;)
amb a;, b; € Q(a,...,q;) per tot 7). Definim la segiient torre de cossos

QVa)=K¢CK C---CK,CR

de manera que, per tot i, K;y1 = K; si oy € K; i K;v1 = K;(oy) si no.
Fixem-nos que en aquest darrer cas K; C K;11 és una extensié pitagorica, i
aleshores Ky C K, és una extensié pitagorica iterada (o Ky = K,). Com
Q(a1,-..,a,) C Ky, z+y+/a sescriu com a suma de quadrats de K, per tant,
el Corol-lari 8.6, z + y+/a’ s’escriu com suma de quadrats de Ky = Q(/a). En
conseqiiéncia, pel Lema 8.4, x — y+/a és també suma de quadrats de Q(+/a’).
Com +/a € P per la Proposicié 8.3, Q(y/a’) C P, i en conclusié, z — y+/a’
és suma de quadrats de P i per tant \/x — y+v/a’ € P. El reciproc és immediat
canviant el signe de y. O

Aquest resultat ens permetra construir elements de E que no séon a P, com
veiem en la segiient proposicié:

Proposicié 8.8. Sigui n > 1 un natural no quadrat, aleshores temim que
V141 ique ¢Yn’ no sén de P.

Demostracié. Com n no és un quadrat, tenim que y/n’ ¢ Q, per tant, per la
Proposici6 8.7, tenim que y/1+ /7 € P siinomés si \/1—+/n € P, perd

clarament /1 — y/n" ¢ P, ja que no és real (/n' > 1).
Per altra banda, deduim que /n’ ¢ P. Si /n" € P, aleshores

I+ ()2 =1+ vn eP,
ja que PP és un cos pitagoric, arribant a contradiccié. O

Per tant, tenim que P # E, ja que y/1+ /n i /n sén a E per tot n € Q.
Aix0 ens diu que hi ha punts de regle i compas que no sén de regle i compas
de puntes, no obstant aixo, tot poligon construible amb regle i compas sera
construible amb regle i compas de puntes. Per provar aquest resultat només ens
falta veure que podem bisecar amb regle i compas de puntes:
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Proposicié 8.9. Podem bisecar tot angle donat amb regle i compds de puntes.

Demostracié. Sigui Z(A, P, B), amb A, P, B punts de regle i compas de pun-
tes, ’angle que ens demanen bisecar. Esta clar que podem bisecar ’angle si
|Z(A, P,B)| =0 = 7,27, ja que podem construir la perpendicular a una recta i
estendre una semirecta. Fixem-nos també que podem bisecar I’angle 6 si i només
si podem bisecar 27 — 6, per tant només ens cal provar el resultat per 6 € (0, 7).

En la resta de casos, seguim la figura de sobre, sigui r la semirecta P—jzl is
la semirecta ﬁ i construim els punts R i S a una distancia 1 de P sobre r i s,
respectivament. A continuacié, construim la recta r’ paral-lela a r que passa per
R ila recta s’ paral-lela a s que passa per S. Les rectes es tallen en el punt Q, i
per tant obtenim que la recta que passa per P i @) biseca 'angle Z(A, P,B). O

Teorema 8.10. Sigui n > 3. Aleshores, el poligon reqular de n costats és
construible amb regle i compas de puntes si i només si és construible amb regle i
compas.

Demostracio. Clarament, com P C [E, tenim que els tnics candidats a poligons
construibles amb regle i compas de puntes sén els poligons construibles amb
regle i compas. Per conseqiiéncia del Teorema 5.8, tenim que tots aquests sén
construibles amb regle i compas de puntes, ja que \/p" € P per tot primer (8.3) i
podem bisecar tot angle amb regle i compas de puntes (8.9). O

Cal comentar, més enlla d’aquest resultat, que Martin ens demostra que les
construccions amb regle i compas de puntes sén les mateixes que les construccions
amb regle i bisector d’angles (’eina que ens permet bisecar tot angle) [12, Thm.
5.4]. Per tant, tindre un bisector o un compas de puntes, a més del regle, és
equivalent a que es compleixi la hipotesi IV.

9 Construccions amb regle marcat

En aquesta seccié parlarem de les construccions amb regle marcat, unes cons-
truccions que ens permetran construir més punts que amb regle i compas [13].
Obtindrem el teorema de Pierpont, un resultat analeg al teorema de Gauss-
Wantzel pero per construccions amb regle marcat.

26



9 CONSTRUCCIONS AMB REGLE MARCAT Alex Miranda Pascual

Introduim el regle marcat, que, a més de per-
metre’ns fer totes les construccions amb regle, ens
permetra construir els punts R i S a distancia 1
si sén col-lineals amb un punt P de regle marcat i
estan sobre dues rectes [ i m de regle marcat. Aques-
ta nova construccié és una classe de construccions
anomenades neusis, que consisteixen a col-locar un
segment de longitud a, anomenada el diastema, en-
tre dues corbes donades (I i m), de manera que el | -
segment (o la seva extensid) passa a través d’un Mo
punt donat P, tal com es veu en la figura 1. Aques-
ta distancia a, que equival a 1 en el nostre cas, és Figura 1: Construccié
la distancia entre les “marques” del regle marcat. amb neusis [1]
Fixem-nos en la figura que la neusis esta lligada
amb fer girar el regle (amb P com centre de rotaci6) fins a trobar la distancia
entre les dues corbes tal que estiguin a la distancia a. Aquesta és la definicid
precisa que es dona a [12, Ch. 9]. Definim formalment els punts construibles
amb regle marcat com

a
{Dia-
sfema)

Definicié 9.1 (Punt construible amb regle marcat). En el pla de coordenades
cartesianes R?, diem que un punt P és construible amb regle marcat si és
Iiltim terme d’una successié finita P_s, P_1, Py, P1,..., Py, on P_s = (0,0),
P_; =(1,0) i Py = (0,1) s6n els punts base i on P; per tot ¢ > 0 és un dels
seglients punts:

i) El punt d’interseccié de dues rectes secants formades per punts previs a P;
en la successio.

ii) Els punts R o S a una unitat de distancia i col-lineals amb un punt previ a
P; en la successio, tals que R i S estan sobre rectes diferents formades per
punts previs a P; en la successio.

A més, assumirem les mateixes definicions per regle, circumferéncia i nombre
de regle marcat que hem donat al llarg del treball.

Comencem veient que tots els punts de regle sén de regle marcat, i per tant,
tenim que el conjunt de nombres de regle marcat és un cos, que denotarem V,
per motius que veurem més endavant.

Interpretem el punt ii) de la definici6, que correspon a la neusis entre dues
rectes. Seguint la figura de sota, siguin R i S els punts que s’obtenen (a distancia
1), 7 i s les rectes que passen sobre cada respectiu punt i A el punt col-lineal als
anteriors.

Per definici6, donat P un punt de regle marcat, existeix una successié finita
de punts P_o, P_1, Py, P1,..., P, tal que P = P, s’obté per un dels casos de
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la Definicié 9.1. Per la Proposicié 3.3, sabem que els coeficients de les rectes
estan en el minim cos K que conté les coordenades dels punts previs a P en
la successio. Sabem que la interseccié de dues rectes no ens proporciona nous
punts del cos (3.4), per tant haurem de centrar-nos en la segona construccié de
la definicié.

Siguin R = (z,y) i S = (2, w), com la figura d’abans, els dos punts que estan
a una unitat de distancia, A = (a,b) amb a,b € K el punt col-lineal amb els
anteriors, i r i s les rectes amb coeficients a K que passen, respectivament, per R i
S. Sabem que l'equaci6 de la recta r és o bé de la forma {(X,Y) | Y =m/X +n'}
o bé {(X,Y) | X =m'}, i similarment de lade s és {(X,Y) |Y =mX +n} o
{(X,Y) | X =m}, amb m/;m,n’,n € K.

Estudiarem el grau de 'extensié K C K(x,y), és a dir, de les coordenades
de R. Com A, R1i S sén col-lineals, es compleix

(x—2)(b-y) = (y —w)(a—x),
icom R i S estan a una unitat de distancia:
(=2 +@y-w?=1,
aleshores, multiplicant la segona per (b — y)? i substituint-hi la primera obtenim
(y—w)’(a—2)* +(y —w)*(b-y)?* = (b -y

Separarem casos en funcié dels pendents de les rectes r i s. Centrem-nos
en el cas quan s és horitzontal, és a dir, quan s = {(X,Y) | Y = n} amb
neKiS = (z,w) = (z,n) onn € K. Substituint 'equacié de la recta
r={(X,Y)|Y =m'X 4+ n’}, obtenim

(m'z4+n" —n)?(a—2)+ (mz+n —n)2b-—m'z—n)?=b-mz—n')?

i per tant x és solucié d’un polinomi de grau com a molt 4 amb coeficients a
K, per tant [K(z,y) : K] < 4. Analogament, quan la recta r és vertical, tenim
que y és també solucié d’un polinomi de grau com a maxim 4. El cas quan s és
vertical és parell a aquest.

Parlem ara del cas quan s = {(X,Y) | Y = mX + n}. La transformacié
lineal sobre el pla cartesia (X,Y) — (X — mY, mX +Y) transforma la recta s
en una recta horitzontal, és a dir, en la recta

¢ = {(X,Y) | mX +Y = m(X —mY) +n} = {(X,Y) ‘ Y= H"mQ}

i anomenant x’,3’, 2/, w’ les imatges respectives de x,y, z, w sota aquesta trans-
formacio lineal, obtenim que

(@' =2 —y) = —w)(a =),
ique

(' =2V + (y —w')? = ((Jc —my) — (z — mw))2 + ((m:c +y) — (mz+ w))2
= (= 2)” +m?(y —w)® = 2m(z — y)(z — w)+
+mi(z = 2)2 + (y — w)® + 2m(z — y)(z — w)
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=14+m?)((z—2)°+y—w)?) =1+m’

i per tant estem en les mateixes condicions que quan s és horitzontal, ja que
1+ m? € K, i per tant, obtenim que el grau de I'extensié K C K (z,y) per tot
punt és com a molt 4.

Ara que hem trobat una cota pels graus de les extensions, ens preguntem
quines construccions addicionals podem fer. Comencem veient que amb regle
marcat podem construir tot punt de regle i circumferencia que hem introduit
a la Secci6 7. Si P és un punt de regle i circumferéncia, aleshores existeix una
successié finita de punts tal que P és construible a partir dels altres. Suposem
que P s’ha obtingut per la interseccié d’una recta r i la circumferencia unitat.
Veiem que P i O = (0,0) compleixen les hipotesis del punt ii) de la definicié de
punt construible amb regle marcat (9.1): P i O estan a distancia 1, sén col-lineals
amb O (és un punt base i res ens impedeix considerar el mateix punt), i cada
punt passa per una recta construida per punts previs a la successié: P passa per
la recta r, que esta formada per punts previs a la successid, i O passa per un
eix (que sempre podem escollir que no sigui la recta r). En conclusid, tot punt
de regle i circumferéncia és de regle marcat, i pel Teorema de Poncelet-Steiner
(7.2), obtenim que E CV C R.

Diem que un cos K és vietd, anomenat aixi per Francgois Viete (conegut
també com a Vieta), si és tancat per Parrel ctibica i per triseccid, és a dir, si
per tot x € K, /2" € K, i si per tot cos(f) € K, cos(%) € K. Es pot demostrar
que V és un cos vietd, perd no ho veurem en aquest treball ([12, Th. 9.3-9.6] i
[8] proporcionen demostracions). Es més, en realitat V és el minim cos vieta, i
per tant, denotem aquest cos amb una V de Vieta, com es deduira de la segilient
proposicié:

Proposicié 9.2. Sigui x € R. Aleshores, x € V si i només si existeiz una torre
de cossos

Q=K¢CK,C---CK,

tal que x € K, CR i [K;41: K;] <4 per tot i. En aquest cas direm que K, és
una 2-3-4-torre real sobre Q.

Demostracié. Comencem veient la implicacié cap a la dreta (=>). Per definicio,
tenim que z € V si i només si (z,0) és construible amb regle marcat. Si
P_o,P_1,Py, P,...,P, és la successi6 de punts tals que P, = (z,0) i K}, el
minim cos que conté les coordenades de Py i els punts anteriors, aleshores per
raonament anterior trobem una torre de cossos Ko C K; C --- C K, tals que
[Ki+1 : K;] < 4 per tot i. Finalment, per construccié dels cossos de la torre,
tenim que Ko =Q iz € K,, CR.

Veiem ara la implicaci6 cap a 'esquerra (<=). Si z € Q, tenim directament
que z € V, i per tant podem assumir que 1 < [K;41 : K;] <4 per tot i. Veurem
que K; C V per tot i per induccié. En el cas i = 0 tenim que Ko = Q C V.
Suposem K; C Vi vegem que K;11 C V. Com 1 < [K;11 : K;] < 4, existeix
un element o € K;41 tal que K; 1 = K;(«a) i tal que Irr(o, K;)[z] és de grau
[Kit+1 : K;]. Per tant, a és arrel d’un polinomi de grau 2, 3 o 4 amb coeficients
en K; CV.

Per entendre el final de la resolucié s’han de recordar les equacions de Cardano
per la resolucié de polinomis de grau 3, i la resolucié de polinomis de grau 4,
que sempre es pot reduir al calcul de polinomis de grau menor. Sabem que
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podem resoldre polinomis de grau 2, ja que en particular, V és euclidia i a és
real, mentre que la resolucié de grau polinomis de grau 3 requerira només poder
construir arrels ciibiques i trisecar I'angle, que es poden realitzar, ja que V és
vietd [12, Th. 9.3]. O

D’aquesta prova obtenim que V és el minim cos tal que conté tota arrel real
d’un polinomi de grau 2, 3 o 4 amb coeficients racionals. El resultat també es
pot millorar només demanant que [K;; : K;] < 3, és a dir, que K,, sigui una
2-3-torre real sobre Q. En efecte, si [K;41 : K;] = 4, aleshores K;; = K;(f) on
B és arrel d’un polinomi de grau 4, i per tant podem substituir K; 1 pel cos de
real descomposicié de Irr(8, K;)[z], que es pot escriure com una 2-3-torre real
sobre K;, ja que [ es pot expressar mitjancant arrels quadrades i cibiques [2, p.
161-162]. Com a conseqiiéncia obtenim el segiient resultat:

Corol-lari 9.3. Six €V, aleshores [Q(x) : Q] = 2"3° per alguns r,s > 0.

Demostracio. Per la Proposicié 9.2, tenim una extensi6é de cossos
QCKiC--CK,CR
onx € K, i[K;41: K;] <4 per tot i. Per la férmula de les torres tenim que
(K, :Q|=[Ky: Ky_1] - [Ka: K1][K7 : Q]

i com cada extensi6 és de grau 1, 2, 3 0 4 = 22, tenim que [K,, : Q] = 2r' 3¢’ per
uns certs ', s’ > 0. Com Q C Q(z) C K, aleshores [Q(x) : Q] divideix [K,, : Q]
ipertant [Q(z) : Q] =2"3° per r <1’'is <. O

Amb el resultat anterior ja podriem demostrar el Teorema de Pierpont amb
una prova similar a la que donem a la Seccid 6.

Els resultats que introduirem a continuacié consistiran a trobar per quins
n el grau de Dextensié Q C Q(cos(2X)) és un miltiple de 2 i 3. Recordem que
haviem reduit la pregunta sobre la construccié de poligons regulars a veure que
cos(%’r) i sin(%’r) sén elements del cos de nombres construibles, perd en aquest
cas, tenim que cos(2) € V si i només si sin(2%) € V, ja que V és un cos euclidia
i cos?(0) + sin?(#) = 1 per tot 0 € [0, 27].

Sera necessari recordar també alguns resultats de la teoria de Galois. Definim
el grup de Galois d’una extensi6 de cossos algebraica K C L com

Gal(E/x) = {f € Aut(L) | flxc = id},

i sabem que |Gal(Z/K)| < [L : K]. Diem que una extensié de cossos algebraica
K C L és de Galois si és una extensi6 separable (si a € L, aleshores Irr(a, K)[x]
no té arrels multiples a L) i normal (si « € L, aleshores totes les arrels de
Irr(o, K)[z] sén a L). Silextensié K C L és de Galois, aleshores |Gal(ZL/k)| =
[L : K] i podrem aplicar el teorema fonamental de la teoria de Galois finita, que
ens dona una correspondéncia un a un entre el reticle de cossos intermedis de
Pextensié K C L i el reticle de subgrups de Gal(L/K). Més precisament, F' és
un cos intermedi de Uextensié, K C F C L, tal que [F : K] = n, si i només si
existeix un subgrup H = Gal(Z/F) de Gal(L/k) d’index n, i a més tenim que
I'extensié K C F és normal si i només si H és un subgrup normal.

En el nostre cas, com treballem amb extensions sobre cossos de caracteristica
0, tenim que tota extensi6 algebraica és separable, i per tant sera de Galois si i
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només si és normal. Donada £ una arrel n-ésima primitiva de la unitat, tenim
que Vextensié Q C Q(§) és de Galois, ja que les arrels del polinomi Irr(&, Q)[x]
son potencies de £, i per tant a Q(¢). El grup de Galois d’aquesta extensié és
isomorf a Z, el grup d’elements invertibles de Z,,, que és un grup abelia d’ordre
d(n), on ¢ és la funcié ¢ d’Euler. Coneixent aquests fets podem demostrar els
segiients resultats.

Lema 9.4. Siguin n > 3. Aleshores,

¢(n) = 2[Q(cos(2)) : Q].

2mi

Demostracio. Sigui & = e™» , aleshores

27i

2cos(277’):§+§7:e% +e

i per tant [Q(cos(2%)) : Q] = [Q(£ 4 &) : Q]. Considerem l'extensié de cossos
QCQE+E)C Q(&). Pels fets anteriors, com & és una arrel n-ésima de la unitat,
tenim que

[Q(¢) : Q] = |Gal(®)/n)| = |Z| = ¢(n).

Calculem ara [Q(¢) : Q(& + £)], que equival al grau de Trr(¢, Q(€ + €))[z].
Tenim que p(z) = 2% — (£ +&)z+1 € Q(&)[z] és un polinomi amb arrels € i £, que
s6n complexes no reals per tot n > 3. Aleshores, com Trr(&, Q(€ + €))[z] | p(x)
i Q€ +¢) C R, tenim que Irr(¢,Q(€ 4 €))[z] = p(z) de grau 2. Per tant,
[Q(€) : Q(& + €)] = 2 i substituint aquestes igualtats en la férmula de les torres

per 'extensié obtenim que

[Q(€) : Q] = [Q(&) : QE+ONQE+6) : Q] <= ¢(n) =2(Q(E+€): Q. O

Proposicié 9.5. Sigui n > 3. Un poligon regular de n costats és construible
amb regle marcat si i només si ¢p(n) = 2"+13% per certs r, s > 0.

Demostracio. Sabem que un poligon regular de n costats és construible amb

.. 4, . = 27i .
regle marcat si i només si 2cos(22) =£+¢ € Von¢ =en . Pel Lema 9.4 tenim
que

p(n) =2[QE+¢) : Q.

Si el poligon de n costats és construible amb regle marcat, tenim que £+ € V,

i per tant, pel Corol-lari 9.3, [Q(€ + &) : Q] = 2"3% per 7,5 > 0, i en conclusié
o) = 200 +8): Q) =2 28" =201y

Veiem ara Daltra implicacié. Com el grup Z; = Gal(Q¢€)/q) és abelia, tenim
que tot subgrup és normal, i en particular, pel teorema fonamental de la teoria de
Galois finita, extensié Q C Q(& + &) és normal i per tant de Galois. Aleshores,
per hipotesi

|Gal(U+9/g)| = [Q(6+ &) : Q] = @ =2"3°

Per tant, tenim que G = Gal(Q(¢+€)/q) és un grup abelia d’ordre 2"3°%. Pel
teorema de classificacié de grups abelians finits tenim que

GgZQT'l X"'XZQW Xngl X"'Xngl
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on 7;,5; € Nsén tals que ry +---+7rp, =ris; +---+ 5 =s. Per tant, G és
resoluble de la forma

{ld}=Go<G1<---<4Grys=G

tal que Gi+1/G; és d’ordre 2 si i < r i d’ordre 3 sind, i per tant, pel teorema
fonamental de la teoria de Galois finita, tenim que existeix una torre de cossos

Q:KT+SCKT+S—1 CCKOZQ(f‘i'g) (*)

on [K;: Kiy1]=3sii>7ri[K;: Ki1] = 2 sind, (ja que el teorema inverteix
Pordre de les inclusions). Aleshores, per la Proposici6 9.2, tenim que £ +£ € V i
per tant el poligon de n costats és construible amb regle marcat. O

Ara només ens faltara estudiar quins naturals n compleixen que ¢(n) = 2"+13°
per certs 7, s > 0. També es dedueix d’aquesta prova que un poligon és construible
amb regle i compas si i només si ¢(n) = 2" per un cert r > 0. De la mateixa
forma que tenim una classe de primers (els primers de Fermat) associats als
poligons construibles amb regle i compas, tenim uns altres associats als poligons
construibles amb regle marcat, anomenats primers de Pierpont.

Definicié 9.6 (Primer de Pierpont). Direm que un primer és de Pierpont si és
de la forma 2"3° + 1 amb r,s > 0.

A diferéncia dels primers de Fermat dels quals només se’n coneixen cinc,
tenim que existeixen milers de primers de Pierpont (es creu que n’hi ha infinit,
pero el resultat encara no s’ha provat). Els primers de Pierpont que sén més
petits de 100 sén 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 37, 73 i 97. Fixem-nos també que tot
primer de Fermat és també un primer de Pierpont.

Proposicié 9.7. Sigui n > 3. Aleshores ¢(n) = 2"T13% per r,s > 0 si i només
sin és de la forma

n=23"py - pi
ona,b>013<py <--- < p son primers de Pierpont diferents.

Demostracié. Sabem que tot nombre n > 3 es pot escriure de manera tinica com

_ Ta Tq

on ¢ < --- < @ sébn primers i r4, > 0 per tot i. Usant propietats de la funcié ¢
d’Euler, obtenim que ¢(n) sota aquesta expressié és

d(n) = (™) - d(q,")
= q;"lil((h -1)--- q;ql_l((n -1)
g g =) (g — 1),

Veiem en particular que ¢(n) = 2"+13% per certs r,s > 0 si i només si les
poténcies dels primers diferents de 2 i 3 s6n 11 si (¢; — 1) sén productes de
poténcies de 21 3 (o sén 1). Es a dir, si i només si n és de la forma

_ S
=4a;

n=2"3"p; - pp

on p; sén primers diferents dos a dos tals que p; — 1 = or' 3¢’ per certs ', s’ > 0,
és a dir, primers de Pierpont diferents, arribant d’aquesta manera al resultat
que voliem veure. O
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Obtenim a conseqiiencia de les Proposicions 9.5 1 9.7 el teorema de Pierpont:

Teorema 9.8 (Teorema de Pierpont). Sigui n > 3. Aleshores els segiients
enunciats son equivalents:

1. El poligon reqular de n costats és construible amb regle marcat.
2. ¢(n) = 271135 per certs r,s > 0.
3. n =23, ---pr amb a,b >0 ipy,...,pp primers de Pierpont diferents.

Amb aquest teorema podem provar que poligons regulars com ’heptagon i
nonagon sén construibles amb regle marcat. Tenim que el poligon amb menys
nombre de costats que no és construible amb regle marcat és I’hendecagon, ja
que ¢(11) =2 5.

Per acabar la seccié fem uns comentaris sobre la triseccié de I'angle. Hem
deduit que el regle marcat ens permet trisecar tot angle, és a dir, tot punt
construible amb regle, compas i trisector d’angles és un punt construible amb
regle marcat; perd el reciproc no és cert. Gleason [3] estudia directament les
construccions amb regle, compas i trisector d’angles i dedueix que z és un nombre
de regle, compas i trisector si i només si existeix una torre de cossos

Q=K¢CK,C---CK,

tal que z € K,, CR i K; C K;41 és una extensié normal de grau 3 o menor per
tot i. Veiem que es tracta d’una extensi6é de cossos quasi idéntica a la que hem
vist, pero on imposem que les extensions sén sempre normals. El cos de punts de
regle, compas i trisector, que podem denotar T, és euclidia, ja que tota extensio
real de grau 2 és normal, pero no és vieta perque no és tancat per arrel cibica:
per exemple, 'extensié Q C Q(4/2°) no és una extensié normal, ja que el cos de
descomposicié de Trr({/2', Q)[z] no és real. No obstant aixd, tenim el teorema de
Gleason (on destaquem la similitud amb el Teorema 8.10).

Teorema 9.9 (Teorema de Gleason). Un poligon és construible amb regle marcat
st 1 només st és construible amb regle, compas i trisector d’angles.

No resulta dificil provar aquest teorema a partir dels resultats que hem vist,
és més, la prova és identica on I'tinic detall que caldria comentar és que tota
extensio en la torre de cossos (x) dins la prova de la Proposicié 9.5 és normal, que
és una conseqiiéncia immediata de ’aplicacié que hem fet del teorema fonamental
de la teoria de Galois finita en la demostracio.

10 Construccions amb regle marcat i compas

A continuacié fem un comentari sobre les construccions amb regle marcat i
compas. Com el nom indica, aquestes construccions ens permetran fer totes les
construccions permeses amb regle i compas, i regle marcat, a més de fer neusis
entre dues circumferéncies i una recta i circumferencia. No entrarem massa en
estudiar quins sén els polinomis corresponents a aquestes construccions amb
neusis, perd donarem els resultats finals. Seguint les notacions de les pagines
previes i de Geometric Constructions, denotem M al cos de nombres construibles
amb regle marcat i compas. Baragar [2] ens demostra el segiient resultat
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Teorema 10.1. Sigui x € M. Aleshores existeiz una torre de cossos
Q=Ko CKi1C---CK,

tal que x € K, CR i [K;y1 : K;] <6 per tot i. A més es dedueix directament
que [Q(z) : Q] = 2735 per alguns r,s,t > 0.

La complexitat dels polinomis que s’obtenen a partir de les construccions i el
fet que els polinomis de grau 5 i 6 no sén necessariament resolubles per radicals
ens porten moltes dificultats per estudiar quins sén els punts de regle marcat
i compas. No obstant aixo, el teorema ens dona molts resultats sobre quins
nombres algebraics no sén de regle marcat i compas: per exemple, tenim que
V2 ¢ M, ja que requereix la resolucié d’un polinomi de grau 7.

Recordem que déiem que un poligon regular de n costats és construible amb
regle marcat i compas si i només si cos(2%) € M, (ja que cos(2%) € M si i
només si sin(%’r) € M). Per tant, pel Lema 9.4 i Teorema 10.1, deduim que si el
poligon regular de n costats és construible amb regle marcat i compas, aleshores
necessariament 2, 3 i 5 sén els unics divisors primers de ¢(n). A més, com
podem garantir que tots els poligons construibles amb regle marcat també sén

construibles amb regle marcat i compas, tenim que
Proposicié 10.2. Sigui n > 3. Aleshores

1. 802 i3 son els dnics primers divisors de ¢(n), aleshores el poligon regular
de n costats és construible amb regle marcat i compas.

2. Si ¢(n) és divisible per un primer diferent de 2, 3 i 5, aleshores el poligon
reqular de n costats no és construible amb regle marcat i compas.

Obtenim que el poligon regular de 23 costats és el poligon regular amb
menys costats que sabem que no és construible amb regle marcat i compas
(¢(23) = 2-11). En canvi, si 5 divideix ¢(n) i no té més divisors primers a
part de 2 i 3, no tindrem prou informacié per garantir si és possible construir
el poligon regular de n costats. El nombre més petit que compleix aquesta
propietat és 11 (¢(11) = 2-5), és a dir, ’hendecagon és el poligon més petit que
no podem garantir si és construible amb la proposicié que hem donat.

Molt recentment, en ’any 2014, Benjamin i Snyder van aconseguir provar
que I’hendecagon regular és construible amb regle marcat i compas. La seva
demostracié es basa a estudiar un conjunt de construccions més senzilles que
les de regle marcat i compas, que s’anomenen construccions amb regle marcat ©
compds restringides, que consistia a considerar només les construccions propies
del regle i compas i del regle marcat, juntament amb la neusis entre una recta
i circumferéncia. Van poder provar que I’hendecagon era construible donant
forma als polinomis sota aquestes construccions [3].

11 Construccions amb regle i p-sectors
Fem un comentari final sobre la funcié ¢ d’Euler, que ens pot donar una idea

més general de quins poligons sén construibles amb un cert conjunt d’eines.
El valor ¢(n) esta directament relacionat amb el grau de les extensions Q C
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Q(cos(22),sin(2)) i per tant també amb la construccié del poligon regular de
n costats. En efecte, de la Proposicié 5.3 obtenim que
[Q(cos(28),sin(2)) : Q] =p* 1 (p — 1) = ¢(»*)
quan p # 2, i a més per la proposicié 4.3, quan n = ab i a,b sén coprimers tenim
que
Q(cos(32),sin(2x)) = Q(cos(2%), sin(2X), cos(2F), sin(3F))
i de la mateixa manera, ¢p(n) = ¢(a)p(b).

En conseqiiencia, deduim del Teorema 5.7 que podem construir el poligon
regular de n costats si el nostre conjunt d’eines, a més de contenir el regle i
compas, permet p-secar i construir \/p’ per tot primer p divisor de ¢(n) [3, 12].
Recordem que si el conjunt d’eines conté el regle, aleshores les hipotesis I, IT i T11
es compleixen, i si conté el compas de puntes, aleshores compleix la hipotesi IV,
i /p sempre sera construible (8.3). Obtenim d’aquesta manera aquest teorema:

Teorema 11.1. Siguin n > 3 ¢ & un conjunt d’eines que compleix les hipotesis
I, II, IIT i IV. Aleshores, el poligon regular de n costats és construible amb & si
podem p-secar angles per tot primer p divisor de ¢(n).

Per tant, per tot poligon regular existeix un conjunt d’eines que ens permeten
construir el poligon. Per exemple, podrem construir el poligon de 23 costats amb
regle, compas i 11-sector d’angles, ja que ¢(23) = 2 - 11; i és cert que també és
construible amb regle, compas i 23-sector d’angles, pero aquest resultat permet
treballar amb p-sectors més petits, un resultat gens trivial, ja que no podem
descompondre totes les 23-seccions en funcié de p-seccions més petites. Més
precisament, com ¢(n) sempre és parell per n > 3, i les construccions amb regle
i bisector compleixen la hipotesi IV, obtenim del teorema que el poligon regular
de n costats és construible amb regle i tot p-sectors per cada p divisor de ¢(n).

12 Taula de poligons construibles

Acabem el treball donant una taula dels poligons construibles de menys de 100
costats

3 4 5 6 7 8 9 10
1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 4 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 8 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Construibles amb regle i compas coneguts pels grecs
Construibles amb regle i compas provats per Gauss
Construibles amb regle marcat

Construibles amb regle marcat i compas

Desconeguts si sén construibles amb regle marcat i compas
No construibles amb regle marcat i compas
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