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Notacions

-

k. cos perfecte de caracteristica O o caracteristica p > 0 (a
vegades p # 2).

=
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Notacions

. .

k. cos perfecte de caracteristica O o caracteristica p > 0 (a
vegades p # 2).

El cos k£ sera normalment un cos de nombres.

Corba C': Corba geometricament connexa, llisa i projectiva
sobre el cos k.
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Si el genere és 2, és hiperel-liptica?

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat — p.



Com és una corba "tipica" de genereg?

o .

Si el genere és 0, €s una recta, o una conica, 0 ...?
Si el genere és 1, és una cubica?
Si el genere és 2, és hiperel-liptica?

Si el genere és 3, és una quartica?

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat — p.



Com és una corba "tipica" de genereg?

o .

Si el genere és 0, €s una recta, o una conica, 0 ...?
Si el genere és 1, és una cubica?

Si el genere és 2, és hiperel-liptica?

Si el genere és 3, és una quartica?

| si el genere és 47
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Com és una corba "tipica" de genereg?

o .

Si el genere és 0, €s una recta, o una conica, 0 ...?
Si el genere és 1, és una cubica?

Si el genere és 2, és hiperel-liptica?

Si el genere és 3, és una quartica?

| si el genere és 47

| si el genere és 5, 6, etc... ?
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Genere O

-

Tota corba C de genere 0 sobre un cos és isomorfa a una
conica: i.e. d’equacio

=

a X’ +bY?’+cZ2=0
per certs a, b, c € k.

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat — p.



Genere O

-

Tota corba C de genere 0 sobre un cos és isomorfa a una
conica: i.e. d’equacio

=

a X’ +bY?’+cZ2=0
per certs a, b, c € k.
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Genere O

-

Tota corba C de genere 0 sobre un cos és isomorfa a una
conica: i.e. d’equacio

=

a X’ +bY?’+cZ2=0
per certs a, b, c € k.

Si C(k) # 0, aleshores C =~ P!,

Si C té un k-divisor de grau senar, aleshores C = P!,
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Divisors | morfismes aP”.

-

Sigui C' una corba de genere g, i D un divisor k-racional de
grau d, amb fibrat de linia associat O(D).

=

Denotem per
L(D):={f:C —P'|div(f)+ D >0}
Teorema de Riemann-Roch (R-R):

dim L(D) +dim L(K — D) =degD — g+ 1
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Divisors | morfismes aP”.

o .

Sigui C' una corba de genere g, i D un divisor k-racional de
grau d, amb fibrat de linia associat O(D).

Denotem per
L(D) :={f:C —P' | div(f)+ D >0}
Teorema de Riemann-Roch (R-R):
dim L(D) +dim L(K — D) =degD — g+ 1

Donat un divisor efectiu k-racional D de grau > g + 1, tenim
que dim L(D) > 1 (R.R.).
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Divisors | morfismes aP”.

-

Sigui C' una corba de genere g, i D un divisor k-racional de
grau d, amb fibrat de linia associat O(D).

=

Denotem per
L(D) :={f:C —P' | div(f)+ D >0}
Teorema de Riemann-Roch (R-R):
dim L(D) +dim L(K — D) =degD — g+ 1

Donat un divisor efectiu k-racional D de grau > g + 1, tenim
que dim L(D) > 1 (R.R.).

Un divisor efectiu k-racional D tal que ¢ := dim L(D) > 1 ens
Ldetermina un morfisme f: C — Pt—1, J
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Genere 0: Perque?

-

Tota corba C de genere O té algun divisor k-racional de
grau 2: un divisor anticanonic — K.

=
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Genere 0: Perque?
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grau 2: un divisor anticanonic — K.
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(Recordem que deg(K) = 2¢g — 2, on g es el genere de la
corba C'.)
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Genere 0: Perque?

-

Tota corba C de genere O té algun divisor k-racional de
grau 2: un divisor anticanonic — K.

(Recordem que deg(K) = 2¢g — 2, on g es el genere de la
corba C'.)

R-R ens diu que L(—K) = 3. A més és molt ample.

Per tant, D ens determina una immersié a P2 com a una
corba de grau 2.
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Genere 0: Perque?

-

Tota corba C de genere O té algun divisor k-racional de
grau 2: un divisor anticanonic — K.

(Recordem que deg(K) = 2¢g — 2, on g es el genere de la
corba C'.)

R-R ens diu que L(—K) = 3. A més és molt ample.

Per tant, D ens determina una immersié a P2 com a una
corba de grau 2.

Si tinguéssim un divisor de grau 1, ens donaria un
morfisme de grau 1 a P'.

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat — p.



Genere 1

-

Tota corba C de genere 1 amb un punt k-racional P és
Isomorfa a una corba el-liptica en forma de Weierstrass.

=
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Genere 1

-

Tota corba C de genere 1 amb un punt k-racional P és
Isomorfa a una corba el-liptica en forma de Weierstrass.

=

(El divisor 2P té grau 2, i ens dona el morfisme de grau 2 a
Pl)
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Genere 1

-

Tota corba C de genere 1 amb un punt k-racional P és
Isomorfa a una corba el-liptica en forma de Weierstrass.

=

(El divisor 2P té grau 2, i ens dona el morfisme de grau 2 a
Pl)

Donat un cos de nombres k£ qualsevol 1 unn > 2, hi ha
infinites corbes de genere 1 amb gonalitat n sobre k.
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Gonalitat

-

Donada una corba C de genere g sobre un cos %, la
gonalitat sobre k de C, v(C), és el minim grau d’un

morfisme f : C — P,

=
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Gonalitat

- .

Donada una corba C de genere g sobre un cos %, la
gonalitat sobre k de C, v(C), és el minim grau d’un

morfisme f : C — P,

(Compte: Hi ha qui defineix la gonalitat com la gonalitat a la
clausura algebraica.
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Gonalitat

- .

Donada una corba C de genere g sobre un cos %, la
gonalitat sobre k de C, v(C), és el minim grau d’un

morfisme f : C — P,

(Compte: Hi ha qui defineix la gonalitat com la gonalitat a la
clausura algebraica.

També n’hi ha que sols ho defineixen per a corbes amb
g>1.)
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Gonalitat: Exemples

-

® g=0Implica~;, <2

® ¢g=0idDdivisordegraulsiinomeéessi~y, =1
® g=1iC(k)# 0 implica v = 2.

® . =21g>2, diem que C és hiperel-liptica.
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© o o 0o o

Gonalitat: Exemples

g =0Implica v, <2

g = 013D divisor de grau 1 si i nomes si v, = 1
g=11C(k) # 0 implica v = 2.

v = 2 1¢g > 2, diem que C es hiperel-liptica.

i =31 g > 2, diem que C és trigonal.

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes

-

de g énere alt: Gonalitat —p.



Genere 2

-

Tota corba C de genere 2 sobre un cos k té gonalitat 2
sobre k.

=



Genere 2

-

Tota corba C de genere 2 sobre un cos k té gonalitat 2
sobre k.

=

Tota corba de genere 2 és hiperel-liptica, donada per un
model pla (singular) amb una equacio de la forma

amb deg(p(z)) = 6.

o -
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Genere 2

o .

Tota corba C de genere 2 sobre un cos k té gonalitat 2
sobre k.

Tota corba de genere 2 és hiperel-liptica, donada per un
model pla (singular) amb una equacio de la forma

amb deg(p(z)) = 6.

(En general, una corba hiperel-liptica de genere ¢ €s de la
forma anterior amb deg(p(x)) = 29 + 2.)

o -
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Genere 2: Perque?

-

Tota corba C de genere 2 sobre un cos £ té un divisor
racional de grau 2: el canonic K.

=
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Genere 2: Perque?

-

Tota corba C de genere 2 sobre un cos £ té un divisor
racional de grau 2: el canonic K.

=

R-R ens diu que dim L(K) = g = 2.

o -
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Genere 2: Perque?

-

Tota corba C de genere 2 sobre un cos £ té un divisor
racional de grau 2: el canonic K.

=

R-R ens diu que dim L(K) = g = 2.

Obtenim un morfisme ¢ : C — P9~1 = P! de grau 2.
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Genere 3

-

Tota corba C de genere 3 és



Genere 3

-

Tota corba C de genere 3 és o hiperel-liptica o quartica a
P2,

=



Genere 3

-

Tota corba C' de genere 3 és 0 geometricament
hiperel-liptica o quartica a P?.

=
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Genere 3

-

Tota corba C' de genere 3 és 0 geometricament
hiperel-liptica o quartica a P?.
Exemple.

2 2

= —x°—1

C : y2 5 }CAS
z¢= x°+1

té un morfisme de grau 2 a la conica d’equacio
22 42 = 1,

gue no te punts a Q. Te genere 3 i no és hiperel-liptica
sobre Q.

o -
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Mes sobre corbes hipereliptiques

-

Tota corba C hiperel-liptica sobre & té un Unic morfisme
de grau 2 a P'.

=



Mes sobre corbes hipereliptiques

-

Tota corba C hiperel-liptica sobre & té un Unic morfisme
de grau 2 a P'.

=

El morfisme ¢ : C — P9~ associat al feix canonic K és la
composicio de » amb el morfisme de Veronese

v : P! — P9~ donat per

vig)=[1:xz:2%: - 2971,

o -
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Mes sobre corbes hipereliptiques

fTota corba C hiperel-liptica sobre £ té un Gnic morfisme T
de grau 2 a P'.

El morfisme ¢ : C — P9~ associat al feix canonic K és la
composicio de » amb el morfisme de Veronese

v : P! — P9~ donat per
vig)=[1:xz:2%: - 2971,
Demostracio: Preneu com a base del feix w els diferencials
dz 4 . ,mg_ld—x

—, L/, .
Y Y Y

o -
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Mes sobre corbes hipereliptiques Il

-

Teorema (Mestre) T
Tota corba C sobre un cos k, de genere parell, i

hiperel-liptica sobre la clausura algebraica de &, és
hiperel-liptica sobre k.



Mes sobre corbes hipereliptiques Il
-

Teorema (Mestre) T
Tota corba C sobre un cos k, de genere parell, i

hiperel-liptica sobre la clausura algebraica de &, és
hiperel-liptica sobre k.

Demostracio:
La imatge del morfisme ¢ : C — P9~ associat al feix
canonic K és una corba de genere0igrau g —1a P91,
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Mes sobre corbes hipereliptiques Il
-

Teorema (Mestre)

Tota corba C sobre un cos k, de genere parell, i
hiperel-liptica sobre la clausura algebraica de &, és
hiperel-liptica sobre k.

=

Demostracio:
La imatge del morfisme ¢ : C — P9~ associat al feix

canonic K és una corba de genere0igrau g —1a P91,

Qualsevol seccio hiperplana ens dona un divisor k-racional
de grau g — 1, senat.
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Mes sobre corbes hipereliptiques Il

-

Sigui £ un cos en gue no tota conica te punts. Per a tot ¢ T
senar, hi ha corbes C sobre k, de genere g, hiperel-liptiques
sobre la clausura algebraica de k, 1 no sobre k.

o -
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Mes sobre corbes hipereliptiques Il

-

Sigui £ un cos en gue no tota conica te punts. Per a tot ¢ T
senar, hi ha corbes C sobre k, de genere g, hiperel-liptiques
sobre la clausura algebraica de k, 1 no sobre k.

Exemple. Prenem una conica sense punts a k£ donada per

y? = p(z), deg p(x) = 2. Prenem un polinomi ¢(x) amb

degqg(x) =g (0 g+ 1), amb p(x)q(x) sense arrels repetides.
Considerem

c: ggg}m.

o -
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Mes sobre corbes hipereliptiques Il

-

Sigui £ un cos en gue no tota conica te punts. Per a tot ¢ T
senar, hi ha corbes C sobre k, de genere g, hiperel-liptiques
sobre la clausura algebraica de k, 1 no sobre k.

Exemple. Prenem una conica sense punts a k£ donada per

y? = p(x), degp(z) = 2. Prenem un polinomi ¢(x) amb
degq(z) =g (0 g + 1), amb p(x)q(x) sense arrels repetides.
Considerem

c: ggg}m.

Observeu que tenim dos morfismes a corbes
hiperel-liptiques donades per H; : y? = q(z) |
Hs : y? = p(x)q(x). ES pot veure que Jac C ~ Jac Hy x Jac Ho.
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Genere 3: Perque?

- .

Proposicio

Sigui C una corba de genere ¢ > 2 i no geometricament
hiperel-liptica. Aleshores el morfisme ¢ : ¢ — P9~ és una
iImmersio (la immersid canonica), i la seva imatge €s una
corba de grau 2g — 2.

o -
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Genere 3: Perque?

-

Proposicio

Sigui C una corba de genere ¢ > 2 i no geometricament
hiperel-liptica. Aleshores el morfisme ¢ : ¢ — P9~ és una
iImmersio (la immersid canonica), i la seva imatge €s una
corba de grau 2g — 2.

=

Dit d’'una altre manera, el feix canonic K és molt ample si |
nomes si C' no és geometricament hiperel-liptica

o -
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Genere 3: Perque?

-

Proposicio

Sigui C una corba de genere ¢ > 2 i no geometricament
hiperel-liptica. Aleshores el morfisme ¢ : ¢ — P9~ és una
iImmersio (la immersid canonica), i la seva imatge €s una
corba de grau 2g — 2.

=

Dit d’'una altre manera, el feix canonic K és molt ample si |
nomes si C' no és geometricament hiperel-liptica

En el cas ¢ = 3, obtenim que C és aleshores una quartica a
P2,

o -
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Genere 3 |1 gonalitat

-

C' una corba de genere 3.



Genere 3 |1 gonalitat
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C hiperel-liptica < ~ = 2



Genere 3 |1 gonalitat

-

C' una corba de genere 3.
C hiperel-liptica < ~ = 2

C geometricament hiperel-liptica = v =4



Genere 3 |1 gonalitat

-

C' una corba de genere 3.

C hiperel-liptica & v =2

C geometricament hiperel-liptica = v =4
C quartica plana. Aleshores

Ck)#0 < ~v=3.
Sino,v=4

o -
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Genere 4

-

Sigui C' una corba de genere g = 4. Aleshores



Genere 4

-

Sigui C' una corba de genere g = 4. Aleshores

C' és hiperel-liptica o

o -
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Genere 4

-

Sigui C' una corba de genere g = 4. Aleshores
C' és hiperel-liptica o

o(C) C P? és la interseccié d’'una quadrica i una cubica.

o -
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Genere 4

-

Sigui C' una corba de genere g = 4. Aleshores
C' és hiperel-liptica o
o(C) C P? és la interseccié d’'una quadrica i una cubica.

Exemple:
vt 420 =t
y3 + xyz +zt? = x2? + y22

o -
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Genere 4

-

Sigui C' una corba de genere g = 4. Aleshores
C' és hiperel-liptica o
o(C) C P? és la interseccié d'una quadrica i una cubica.

Exemple:
vt 420 =t
Y3+ zy? 4 at? = 22 + y2?

Exercici: C' té morfismes de grau 2 a les corbes el-liptiques
donades per

L V=t t+ltr+liP=2>+2+1. J
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Teoremes

-

Teorema (Max Noether)

Sigui C' una corba de genere g > 2, no hiperel-liptica.
Aleshores ¢(C) esta dins de (g — 2)(¢g — 3)/2 quartiques
iIndependents.

=

o -
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Teoremes

-

Teorema (Max Noether)

Sigui C' una corba de genere g > 2, no hiperel-liptica.
Aleshores ¢(C) esta dins de (g — 2)(¢g — 3)/2 quartiques
iIndependents.

=

Teorema (Enrigues-Babbage 1 Petri)
Sigui C una corba de genere g > 2, no hiperel-liptica.
Aleshores ¢(C) és la interseccio de quartiques i cubiques.

o -
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Teoremes

o .

Teorema (Max Noether)

Sigui C' una corba de genere g > 2, no hiperel-liptica.
Aleshores ¢(C) esta dins de (g — 2)(¢g — 3)/2 quartiques
iIndependents.

Teorema (Enrigues-Babbage 1 Petri)
Sigui C una corba de genere g > 2, no hiperel-liptica.
Aleshores ¢(C) és la interseccio de quartiques i cubiques.

A mes, ¢(C') és la interseccid de quartiques si i nomes si no
és ni trigonal ni una quintica plana.

o -
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Genere 4 | Gonalitat

-

Sigui C' una corba de genere g = 4 sobre un cos k.
Aleshores

=



Genere 4 | Gonalitat
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Sigui C' una corba de genere g = 4 sobre un cos k.
Aleshores

=

v(C) =2 & v(C) = 2 < és hiperel-liptica.



Genere 4 | Gonalitat

-
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Sigui C' una corba de genere g = 4 sobre un cos k.
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Genere 4 | Gonalitat

o .

Sigui C' una corba de genere g = 4 sobre un cos k.
Aleshores

v(C) =2 & v(C) = 2 < és hiperel-liptica.
v(C) = 3 < no és hiperel-liptica.
v(C) <6

Si C(k) # 0, aleshores +(C) < 4.

ntroducci 6 a la aritm ética de les ¢ enere alt: Gonalitat —p. ~



Genere 4 | Gonalitat
=

Sigui C' una corba de genere g = 4 sobre un cos k.
Aleshores

=

v(C) =2 & v(C) = 2 < és hiperel-liptica.

v(C) = 3 < no és hiperel-liptica.
7(C) <6

Si C(k) # 0, aleshores +(C) < 4.

Hi ha exemples de cossos k | corbes C sobre £ amb
g(C)=41~(C)=1iperi=23,4,6.

ntroducci 6 a la aritm ética de enere alt: Gonalitat —p. ?
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Genere 5

-

Sigui C' una corba de genere g = 5 sobre un cos k.
Aleshores

=

v(C) = 2 < és geometricament hiperel-liptica.

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z



Genere 5

o .

Sigui C' una corba de genere g = 5 sobre un cos k.
Aleshores

v(C) = 2 < és geometricament hiperel-liptica.

v(C) = 3 < ¢(C) és interseccid de 3 quadriques i 2
cUbiques a P*.

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z



Genere 5

-

Sigui C' una corba de genere g = 5 sobre un cos k.
Aleshores

v(C) = 2 < és geometricament hiperel-liptica.

v(C) = 3 < ¢(C) és interseccid de 3 quadriques i 2
cUbiques a P*.

v(C) = 4 < ¢(C) és interseccié de 3 quadriques a P*.

o -
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Genere 5

-

Sigui C' una corba de genere g = 5 sobre un cos k.
Aleshores

v(C) = 2 < és geometricament hiperel-liptica.

v(C) = 3 < ¢(C) és interseccid de 3 quadriques i 2
cUbiques a P*.

v(C) = 4 < ¢(C) és interseccié de 3 quadriques a P*.

El cas trigonal no és intersecciéo completa.

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z
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( 2
2x0

)
5x0

2
\ 92

— 3z
— bOx
—10x

Exemple: La segient corba té genere 5 i gonalitat 4

2
1
2
1

2
1

=

+—x%::0,
+—x§::0, c P’
+ 29 =0,
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fExemple: La seglient corba té genere 5 i gonalitat 4: T

( 208 — 3x% + a5 =0,
C: < 5x(2)— 6x%+x§:(), c P’

| 925 —1027 + 21 =0,

Podeu comprovar que té 5 morfismes diferents a les corbes
el-liptiques,

Ey =1680G2, £ = 20160BG2, Ey; = 960H2 , E3 = 840H2
and F, = 360E2.

| que la jacobiana és isogena al seu producte.

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z
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-

Exemple: La corba donada amb una equacio plana
singular, té génere 5 i gonalitat 3: X° + XY3Z + Z° = 0.

=

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z



Genere 5. Exemples

-

Exemple: La corba donada amb una equacio plana
singular, té génere 5 i gonalitat 3: X° + XY3Z + Z° = 0.

=

La imatge de la immersio canonica és

L1X2 = XT3
L1L3 = LoL4
. 2 4
o(C) T5 = Tox4 > C P

rir + x5 +xgr: =0

rory + 23r3 +ay =0 )

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z
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Teoremes de Gonalitat

-

k cos. C' una corba sobre k, de genere g > 1 1 gonalitat ~.

=

® ~(C) <29—2iesdona laigualtat.

® SiC(k)# 0, aleshores v(C) < g i es ddna la igualtat.

® Sik =k, aleshores v(C VTJ i hi ha exemples per

) <
tots els valors intermedis > 2
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Teoremes de Gonalitat

o .

k cos. C' una corba sobre k, de genere g > 1 1 gonalitat ~.

® ~(C) <29—2iesdona laigualtat.

® SiC(k)# 0, aleshores v(C) < g i es ddna la igualtat.

® Sik =k, aleshores v(C VTJ i hi ha exemples per

) <
tots els valors intermedis > 2

® Sif:C — C'"ésun morfisme no constant £-definit,
aleshores v(C) < deg(f)(C") 1v(C") <~(C).

ntroducci 6 a la aritm ética de les ¢ enere alt: Gonalitat —p. 2
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k cos. C' una corba sobre k, de genere g > 1 1 gonalitat ~.
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de Green).



Com calcular (cotes per) la gonalitat?
- o

k cos. C' una corba sobre k, de genere g > 1 1 gonalitat ~.
Calculant v(C) < v via "metodes cohomologics" (conjectura
de Green).

Es una generalitzacio dels metodes utilitzant la forma

canonica per saber si és hiperel-liptica o trigonal (o quintica
plana)

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. Z
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k cos FINIT. C' una corba sobre &, de genere g > 11
gonalitat ~.

Calculant 1C'(k).

Si tenim un morfisme f: C — P! de grau d, aleshores

1C(k) < dfP' (k) = d(k + 1)



Com calcular (cotes per) la gonalitat? |

o .

k cos FINIT. C' una corba sobre &, de genere g > 11
gonalitat ~.

Calculant 1C'(k).

Si tenim un morfisme f: C — P! de grau d, aleshores
1C(k) < dfP' (k) = d(k + 1)

Per tant
1C' (k)

i+ 1

Y 2

ntroducci 6 a la aritm ética de les ¢ ere alt: Gonalitat —p. ~
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Com calcular (cotes per) la gonalitat? Il

-

k cos GLOBAL . C una corba sobre k, de genere g > 1| T
gonalitat ~.

Calculant §C(k,,), on k, és el cos residual a un primer de
bona reduccio.

AiX0 es degut a que

| 1C(ky)
= Bk + 1

v(Ck) = v(Ck,)
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L/k una extensio de cossos. C una corba sobre k, de
genere g > 1, 1v(Cy) =~

Suposem C(k) # 0.

Aleshores
(v(CL) — 1) > ~(Cy)



Com calcular (cotes per) la gonalitat? I\

- .

L/k una extensio de cossos. C una corba sobre k, de
genere g > 1, 1v(Cy) =~

Suposem C(k) # 0.

Aleshores
(v(CL) — 1) > ~(Cy)

Degut principalment a la desigualtat de
Casnelnuovo-Severi.

ntroducci 6 a la aritm ética de les ¢ ere alt: Gonalitat —p. ~



Com calcular (cotes per) la gonalitat? I\

- .

L/k una extensio de cossos. C una corba sobre k, de
genere g > 1, 1v(Cy) =~

Suposem C(k) # 0.

Aleshores
(v(CL) — 1) > ~(Cy)

Degut principalment a la desigualtat de
Casnelnuovo-Severi.

Combinat amb els anteriors podem obtenir cotes inferiors
de la gonalitat sobre gualsevol cos, i es especialment util
per a "corbes modulars".

ntroducci 6 a la aritm ética de les ere alt: Gonalitat —p. ~
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Sigui Xo(N) — X un morfisme dominant definit sobre Q,
amb X una corba de genere g > 2. Sigui p un primer gue
no divideixi N. Aleshores

=



Exemple: corbes modulars

o .

Sigui Xo(N) — X un morfisme dominant definit sobre Q,
amb X una corba de genere g > 2. Sigui p un primer gue
no divideixi N. Aleshores

X té bona reduccid a p, I, comptant "punts supersingulars”,
tenim que

(p—1)(g —1) <4X(Fp)



Exemple: corbes modulars

o .

Sigui Xo(N) — X un morfisme dominant definit sobre Q,
amb X una corba de genere g > 2. Sigui p un primer gue
no divideixi N. Aleshores

X té bona reduccid a p, I, comptant "punts supersingulars”,
tenim que

(p—1(g—1) <gX(Fp)
Per tant

v(Xq) = v(XF,) > v(Xr,) >
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gonalitat ~.

=
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k cos de nombres. C' una corba sobre k, de genere g |
gonalitat ~.
Definim els punts de grau d de C' som el conjunt

=

Cy(k) = {P e C() | [k(P): k] = d}.



Aritmetica | Gonalitat

-

k cos de nombres. C' una corba sobre k, de genere g |
gonalitat ~.
Definim els punts de grau d de C' som el conjunt

Cy(k) = {P e C() | [k(P): k] = d}.

Podem definir una aplicacio d-a-1 de Cy(k) al producte
simétric 9 (k) donada per

P — Z a(P).
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Aritmetica | Gonalitat Il

-

Teorema (Frey, Abramovich, Harris)
Si v > 2d, aleshores C,;(k) és finit.

ldea demostracid: Considerem I'aplicacié "suma"

CD — Jac(C)

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. :



Aritmetica | Gonalitat Il
-

Teorema (Frey, Abramovich, Harris)
Si v > 2d, aleshores C,;(k) és finit.

ldea demostracid: Considerem I'aplicacié "suma"
CD — Jac(C)

Com que v > d), podem veure gue l'aplicacio és injectiva a
nivell dels punts k-racionals. Denotem (com és habitual) la
imatge de C(9 (k) per W (C)(k).

o -

Introducci 6 a la aritm ética de les corbes de g énere alt: Gonalitat —p. 3



Aritmetica | Gonalitat Il

-

Teorema (Frey, Abramovich, Harris) T
Si v > 2d, aleshores C,;(k) és finit.

ldea demostracid: Considerem I'aplicacié "suma"

CD — Jac(C)

Com que v > d), podem veure gue l'aplicacio és injectiva a
nivell dels punts k-racionals. Denotem (com és habitual) la
imatge de C(9 (k) per W (C)(k).

El punt clau es veure que ~ > 2d implica que W, (C')(k) no
conté cap traslladat d’'una subvarietat abeliana.

o -
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Aritmetica | Gonalitat Il

-

Teorema (Frey, Abramovich, Harris)
Si v > 2d, aleshores C,;(k) és finit.

ldea demostracid: Considerem I'aplicacié "suma"

CD — Jac(C)

Com que v > d), podem veure gue l'aplicacio és injectiva a
nivell dels punts k-racionals. Denotem (com és habitual) la
imatge de C(9 (k) per W (C)(k).

El punt clau es veure que ~ > 2d implica que W, (C')(k) no
conté cap traslladat d’una subvarietat abeliana.

Finalment, pel teorema de Faltings (Mordell generalitat),

deduim que Wy(C)(K), i, per tant, C¥ (k) és finit.

o -
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