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Uniformització p-àdica de
corbes de Shimura

Introducció

Les idees per investigar la versió p-àdica de la uniformització clàssica
(sobre C) de les corbes van començar amb el treball de John Tate [Tat71]
del 1962 (treball que no va ser publicat fins el 1971), en què va veure que
les corbes el.ĺıptiques sobre un cos p-àdic amb reducció multiplicativa split
poden ser uniformitzades anaĺıticament pel grup multiplicatiu si s’utilitza
una noció adequada de geometria anaĺıtica p-àdica, la geometria anaĺıtica
ŕıgida. D’altra banda, les corbes el.ĺıptiques amb bona reducció no po-
den en principi ser p-àdicament uniformitzades, ja que són simplement
connexes (com a varietats ŕıgides anaĺıtiques).

El 1972, David Mumford [Mum72] va aconseguir estendre el resultat de
Tate a les corbes de gènere més gran que 1. Com en el cas complex, l’espai
uniformitzador passa a ser el “semiplà superior de Poincaré p-àdic”, i el
“grup fonamental” ja no és un grup abelià discret sinó un cert subgrup del
grup de les matrius 2 × 2. D’altra banda, com en el cas de les corbes el-
ĺıptiques, no totes les corbes poden ser p-àdicament uniformitzades: sols les
que tenen reducció “totalment degenerada split”, anomenades actualment
corbes de Mumford. De fet, Mumford no va utilitzar el llenguatge de la
geometria ŕıgida anaĺıtica, sinó el llenguatge equivalent de la geometria
formal; posteriorment L. Gerritzen i M. van der Put [GvdP80] van traduir
aquests resultats a la geometria ŕıgida anaĺıtica i van estendre els resultats
a qualsevol cos complet respecte a un valor absolut no arquimedià.

El 1976, I. V. Čerednik [Che] va observar que les corbes de Shimura
amb discriminant multiple de p són de fet corbes de Mumford (sobre una
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certa extensió finita de Qp), i va construir expĺıcitament (en funció de
l’àlgebra de quaternions) aquesta uniformització. El mateix any 1976,
V. G. Drinfeld [Dri76] va aclarir i millorar aquests resultats de Čerednik
dotant d’una interpretació de moduli al semiplà superior de Poincaré p-
àdic. A la vegada va donar una formulació de la uniformització p-àdica
però ara sobre Qp perfectament anàloga a la uniformització complexa.

En aquesta xerrada farem una breu ullada a tots aquests resultats,
des de les corbes de Mumford i la seva uniformització ŕıgida anaĺıtica,
el semiplà superior de Poincaré p-àdic i formal juntament amb la seva
interpretació de moduli, i, finalment, la uniformització de les corbes de
Shimura.

3.1 Corbes de Mumford

Sigui K un cos complet respecte a una valoració discreta, i sigui C = K̂
la completació de la clausura algebraica de K. Sigui R l’anell d’enters de
K, k el cos residual de R, π un uniformitzant de R i | | el valor absolut
de K i la seva extensió a C.

3.1.1 Definició. Una corba X sobre R amb fibra genèrica llisa i projectiva
s’anomena estable si és pròpia i plana sobre R i la seva fibra sobre k
és geomètricament redüıda, connexa, amb singularitats que siguin punts
dobles ordinaris i tal que cada component racional interseca les altres en
com a mı́nim tres punts (fet que implica que el gènere de X és mes gran
que 1).

Una corba estable X sobre R té reducció totalment degenerada split si
totes les components de (la normalització de) la seva reducció són isomorfes
a P1 i tots els punts dobles són k-racionals.

Finalment, si X és una corba irreductible, llisa i projectiva sobre K,
direm que és una corba de Mumford si té un model estable X sobre R amb
reducció totalment degenerada split.

Les corbes de Mumford són l’equivalent a les corbes el.ĺıptiques de Tate
per a gènere més gran que 1.

3.1.2 Teorema. Sigui X una corba irreductible, llisa i projectiva sobre
K. Si X és una corba de Mumford, aleshores

1. La jacobiana Jac(X) té reducció tòrica split, o sigui que la reducció
de la component connexa del model de Néron és isomorfa a Gm

g.
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2. La jacobiana Jac(X) és isomorfa com a varietat ŕıgida anaĺıtica a
Gm

g mòdul una xarxa.

3. Si ℓ és un nombre primer diferent de la caracteŕıstica de k, aleshores
el primer grup de cohomologia étale verifica que

dimQℓ
H1(Xet,Qℓ)(1)

GK = g,

on GK és el grup de Galois absolut de K, i (1) és el twist de Tate
(o sigui és el producte tensorial amb Qℓ(1) := (limµℓn(K̄))⊗Qℓ).

A més a més, totes les condicions anteriors són equivalents.

La demostració d’aquest teorema es basa en diversos resultats: que les
corbes de Mumford verifiquen 1 és conseqüència de la seva uniformització
no arquimediana i es pot consultar el llibre de Gerritzen i Van der Put
[GvdP80] o bé els articles de Bosch i Lütkebohmert [BL85] i [BL84]; que
2 i 3 són equivalents a 1 és una conseqüència de la uniformització ŕıgida
anaĺıtica de les varietats abelianes (vegeu per exemple l’article de Bosch i
Lütkebohmert [BL91]).

3.1.3 Exemple. Les corbes X0(p), on p és un nombre primer, són corbes
de Mumford sobre Qp2 , l’única extensió quadràtica no ramificada de Qp.
No ho són sobre Qp ja que les singularitats de la seva reducció (per a un
model adequat) estan definides sobre Fp2 doncs es corresponen a corbes
el.ĺıptiques supersingulars que estan definides sobre Fp2 .

El nostre objectiu és veure que les corbes de Mumford tenen una unifor-
mització ŕıgida anaĺıtica similar a la uniformització complexa. Abans cal
que definim l’objecte que jugarà el paper del semiplà superior de Poincaré.

3.2 El semiplà superior no arquimedià

Com abans, sigui K un cos complet respecte a una valoració discreta,

i sigui C = K̂ la completació de la clausura algebraica de K. Sigui R
l’anell d’enters de K, k el cos residual de R que suposarem finit, π un
uniformitzant de R i | | el valor absolut de K i la seva extensió a C.
Molts dels resultats d’aquesta secció són vàlids amb lleugers canvis si el
cos residual no és finit (vegeu la remarca 3.2.9)

3.2.1 Definició. El semiplà superior no arquimedià (associat a K) és el
conjunt Ω := P1C(C) \P1K(K) = C \K, amb l’estructura de varietat ŕıgida
anaĺıtica sobre K que definirem seguidament.
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3.2.2 Observació. L’anàleg arquimedià de Ω és l’espai Ω := P1C \ P1R;
aquest espai és no connex i per això agafem normalment el semiplà supe-
rior. En el cas no-arquimedià Ω és connex, i per tant ens hem de quedar
amb tot Ω.

Per poder definir una estructura de varietat ŕıgida anaĺıtica a Ω hem
d’estudiar primer l’arbre de PGL(2,K), també anomenat arbre de Bruhat-
Tits.

Anomenarem xarxa de K2 un sub-R-mòdul lliure de K2 de rang 2. Di-
rem que dues xarxes M1 i M2 són (homotèticament) equivalents si existeix
un λ ∈ K tal que M2 = λM1. Designarem amb la notació [M ] les classes
mòdul homotècia de xarxes en K2.

El graf T de PGL(2,K) bé definit aleshores per les dades següents:

(i) Els vèrtexs de T són les classes mòdul homotècia de xarxes de K2.

(ii) Dos vèrtexs s i s′ estan units per una aresta si i només si existeixen
M1 ∈ s i M2 ∈ s′ tals que πM2  M1  M2, o, equivalentment,
M1/M2

∼= k.

3.2.3 Proposició. El graf T és un arbre. Fixat un vèrtex s, tenim una
correspondència entre el conjunt d’arestes amb origen s i els punts de
P1k(k).

3.2.4 Exemple. Suposem que K = Qp amb p = 2. Aleshores cada vèrtex
de l’arbre T té tres arestes que surten d’ell, i és infinit (però localment
finit). Vegeu el dibuix 3.1.

3.2.5 Observació. El grup PGL(2,K) actua de manera natural en T de
la manera següent: si A és una matriu de GL(2,K), aleshores

(i) Per a tot vèrtex [M ] de T , A[M ] := [AM ].

(ii) Si tenim dos vèrtexs s i s′ units per una aresta [s, s′], aleshores
A[s, s′] := [As,As′].

És senzill comprovar que aquesta acció esta ben definida.

Finalment observem que els “punts limit” de l’arbre T són els punts
de P1K(K).

3.2.6 Observació. Definim semiĺınea de T les successions infinites de
vèrtexs {sn} sense repetició tal que si està connectada a a si−1 per a tot
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Figura 3.1: Arbre T per a Q2.

i. Aleshores el conjunt de semiĺınees de T (amb la relació d’equivalència
natural) és correspon de manera natural als punts de P1K(K).

En efecte, només hem de prendre un representant Mi de si per a cada i
i considerar el subespai

∩
i Mi⊗RK ⊂ K2; aquest subespai ens determina

el punt buscat.

Per definir una estructura d’espai ŕıgid anaĺıtic a Ω el que farem serà
identificar T amb el graf dual de la reducció d’un cert model formal de
Ω sobre R. Recordem que els espais ŕıgids anaĺıtics són sempre la “fibra
genèrica” de esquemes formals (sota unes certes condicions de finitud). En
general no tenim un model formal canònic d’un espai ŕıgid anaĺıtic; en el
nostre cas, però, en construirem un.

Observem que donar una xarxa M de K2 mòdul homotècia és equiva-
lent a donar un esquema X sobre R isomorf a la recta projectiva P1R amb
fibra genèrica P1K ,

P(M) := Proj(Sym(HomR(M,R))).

Els punts R-racionals de P(M) és corresponen aleshores als morfismes com
a R-mòdulsM → R. Tenim que dues xarxesM iM ′ són equivalents mòdul
homotècia si i només si l’isomorfisme canònic entre les fibres genèriques de
P(M) i P(M ′) puja a un isomorfisme entre P(M) i P(M ′).
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Ara, donada una aresta [s, s′] de T , escollim M ∈ s i M ′ ∈ s′ tal que
πM  M ′  M . Tenim que el morfismes exhaustius M → M/M ′ ∼= k
i M ′ → M ′/πM ∼= k ens determinen punts p ∈ P(M) i p′ ∈ P(M ′).
Considerem l’esclatament (blowing up) Bp(P(M)) de P(M) en el punt p i
igualment Bp′(P(M ′)); aquests dos esquemes són canònicament isomorfs i
el designarem mitjançant P(M,M ′).

3.2.7 Observació. La fibra en k de l’esquema P(M,M ′) és isomorfa a
dues rectes projectives que es tallen en un punt.

3.2.8 Observació. Es pot donar una descripció més expĺıcita de P(M,M ′)
de la següent forma: si escollim com abans M ∈ s i M ′ ∈ s′ tal que
πM  M ′  M i prenem e0, e1 una base de M tal que e0, πe1 sigui una
base de M ′, aleshores tenim que

P(M) ∼= Proj(R[X0, X1]))

P(M ′) ∼= Proj(R[Y0, Y1])

P(M,M ′) ∼= la clausura de Y0X1 − πX0Y1 = 0 a

Proj(R[X0Y0, X0Y1, X1Y0, X1Y1]),

on Xi : M → R donats per Xi(ej) = δij , i Yi : M → R donats per
Yi(e0) = δi0 i Yi(πe1) = δi1.

Ara, donat un vèrtex s de T , sigui Ωs l’esquema P(M) \ P(M)(k) i Ω̂s

la completació de Ωs al llarg de la fibra tancada. I, donada una aresta
[s, s′] designarem mitjançant Ω[s,s′] l’esquema P(M,M ′) menys els seus

punts k-racionals i mitjançant Ω̂[s,s′] la seva completació al llarg de la
fibra tancada.

Tenim que els esquemes formals Ω̂s i Ω̂s′ són de manera natural subes-

quemes formals oberts de Ω̂[s,s′]. Això ens permet d’anar enganxant els

diferents esquemes formals Ω̂[s,s′] per a totes les arestes de T fins a obtenir

l’esquema formal Ω̂.

3.2.9 Remarca. De fet aquest procediment no el podem fer a menys que
l’arbre T sigui localment finit, o sigui que a cada vèrtex li arriben sols un
nombre finit d’arestes. Per exemple, si el cos residual k és finit, aleshores
T és localment finit.

En el cas que el nostre cos residual no és finit, l’únic que podem aconse-
guir és construir un espai superior no arquimedià per a qualsevol subarbre
localment finit.
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3.2.10 Observació. La fibra especial de Ω̂ és l’arbre de rectes projectives
sobre k intersecant-se en el punts k-racionals. El seu graf associat és T (o

sigui que T és el graf dual de la fibra especial de Ω̂).

Finalment ens cal veure que la fibra genèrica de Ω̂ es pot identificar
amb Ω. En fer-ho obtindrem de pas un recobriment per oberts afinoides
de Ω que ens definirà la seva estructura ŕıgida anaĺıtica.

Comencem per identificar qui és la fibra genèrica de Ω̂s i de Ω̂[s,s′].

3.2.11 Lema. La fibra genèrica de Ω̂s és isomorfa al subconjunt de C

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ 1} \
∪

a ∈ R
mod πR

{ξ ∈ C | |ξ − a| ≤ 1}

3.2.12 Lema. La fibra genèrica de Ω̂[s,s′] és isomorfa al subconjunt de C

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ 1} \
∪

a ∈ R
mod πR

{ξ ∈ C | |ξ − a| < 1}

\
∪

b ∈ πR
mod π2R

{ξ ∈ C | |ξ − a| < |π|}

on la fibra genèrica de Ω̂s s’identifica amb el conjunt definit al lema ante-
rior i la fibra genèrica de Ω̂s′ s’identifica amb

{ξ ∈ C | |ξ| ≤ |π|} \
∪

b ∈ πR
mod π2R

{ξ ∈ C | |ξ − a| < |π|}.

La demostració d’aquests lemes és senzilla; per demostrar el segon cal
identificar P(M,M ′) amb l’esclatament Bp(P(M)) de P(M) en el punt
p : M → M/M ′ ∼= k. Vegeu el dibuix 3.2 del obert del lema anterior en el
cas K = Q2.

Tampoc és dif́ıcil de comprovar que cadascun d’aquests conjunts són
varietats ŕıgides anaĺıtiques afinoides. Podeu consultar per exemple l’excel-
lent article de Boutot i Carayol [BC].

Ara s’han d’identificar aquest conjunts amb subconjunts de Ω. És clar

que només és necessari fer-ho per a la fibra genèrica de Ω̂[s,s′].
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1 02

Obert associat a s’

Obert associat a s

Obert associat a ]s,s’[

Figura 3.2: Fibra genèrica de Ω̂[s,s′] per a Q2.
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Escollim com abans M ∈ s i M ′ ∈ s′ tal que πM  M ′  M i prenem
e1, e2 una base de M tal que e1, πe2 sigui una base de M ′. Aleshores
e1 = (e11, e

2
1) ∈ K2 i e2 = (e12, e

2
2) ∈ K2, i podem identificar Ω amb C \K

mitjançant l’aplicació que a cada [a : b] ∈ Ω = P1C \ P1K li associa

Ω −→ C \K
[a : b] 7−→ ae11+be21

ae12+be22

Utilitzem aquest morfisme per identificar la fibra genèrica de Ω̂[s,s′] amb
un subconjunt de Ω.

3.2.13 Proposició. La construcció anterior ens dona un recobriment de
Ω per a varietats ŕıgides anaĺıtiques afinoides que ens determina una es-
tructura de varietat ŕıgida anaĺıtica sobre K de Ω.

La reducció d’aquesta varietat respecte a aquest recobriment és el graf
infinit de rectes projectives que es tallen en els seus punts k-racionals.

La demostració d’aquest fet és estàndard. Per a reduccions de varie-
tats ŕıgides anaĺıtiques respecte a recobriments podeu consultar el llibre
[BGR84] o bé el llibre [GvdP80].

3.3 Uniformització de corbes de Mumford

Situem-nos a partir d’ara en el cas que K és una extensió finita de Qp;
aquest és, de fet, el cas que necessitem per estudiar les corbes de Shimura
i ens simplificarà alguns dels resultats. La teoria general es pot consultar
per exemple en el llibre [GvdP80] o bé de forma molt resumida en l’article
[Sch00].

La resultat de Mumford és basa a associar a cada corba de Mumford
X ùtal com les hem definit en la primera seccióù un cert subgroup Γ de
PGL(2,K) i demostrar que X és de fet isomorfa a Γ\Ω′, per a una certa
subvarietat anaĺıtica ŕıgida de Ω.

La idea és senzilla: considerem el graf associat a la reducció de X (si es
vol el graf dual de la reducció deX) i el seu recobriment universalG. Es pot
veure que el recobriment universal és de fet un subarbre (localment finit)
T ′ de l’arbre T de Bruhat-Tits. El grup de transformacions Γ d’aquest
recobriment universal és el grup buscat. Observeu que és un grup lliure
amb g generadors, on g és el nombre de “llaços” del graf. Constrüım
aleshores el subespai Ω′ := ΩT ′ de Ω associat a T ′ (vegeu la remarca
3.2.9).
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Tenim aleshores un morfisme recobridor de la reducció de Ω′ a la re-
ducció de X amb grup de transformacions Γ. Aquest morfisme puja a
un morfisme d’esquemes formals de Ω̂′ a la completació formal respecte
la fibra especial del model de X escollit, que ens dona un isomorfisme
entre aquesta completació formal i Γ\Ω̂′ Finalment aquest Γ es pot identi-
ficar amb un subgrup de PGL(2,K), grup de transformacions de la recta
projectiva sobre K.

3.3.1 Definicions. Un subgrup Γ de PGL(2,K) diem que es un subgrup
de Schottky si és discret, lliure de torsió i lliure amb dos o més generadors.

Donat un subgrup de Schottky Γ, sigui ΣΓ és conjunt de punts de P1K
que són fixes per algun element de Γ diferent de l’identitat. Tenim que
ΣΓ ⊂ P1(K) i que és infinit (ja que Γ té dos o més generadors).

Ara, donat un subconjunt infinit Σ ⊂ P1(K), definim el subgraf TΣ de
T que té com a vèrtexs

V er(TΣ) := {[s(x0, x1, x2)] | (x0, x1, x2) ∈ Σ3},

on [s((x0, x1, x2))] és l’únic vèrtex de T intersecció de les tres semilinees
associades a cada un dels xi (vegeu 3.2.6), i com a arestes totes les arestes
entre els vèrtexs donats.

Finalment, denotem per ΩΓ el subespai ŕıgid anaĺıtic de Ω associat a
l’arbre TΣ per a Σ = ΣΓ, i per Ω̂Γ el subesquema formal de Ω associat.

El següent teorema va ser demostrat per David Mumford [Mum72].

3.3.2 Teorema. (Mumford) Sigui K una extensió finita de Qp amb
anell d’enters R. Aleshores,

(i) Donat Γ un grup de Schottky de PGL(2,K) existeix una corba estable
XΓ sobre R amb reducció totalment degenerada split tal que la seva
completació formal respecte a la fibra especial és isomorfa a Γ\Ω̂Γ.

(ii) Donada una corba estable X sobre R amb reducció totalment dege-
nerada split existeix un subgrup de Schottky Γ de PGL(2,K) i un
isomorfisme entre X i XΓ.

Del teorema es dedueix fàcilment la següent versió ŕıgida anaĺıtica.

3.3.3 Teorema. Sigui K una extensió finita de Qp. Aleshores

(i) Donat Γ un grup de Schottky de PGL(2,K) existeix una corba de
Mumford XΓ sobre K que és isomorfa a Γ\ΩΓ com a varietat ŕıgida
anaĺıtica.
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(ii) Donada una corba de Mumford X sobre K existeix un subgrup de
Schottky Γ de PGL(2,K) i un isomorfisme entre X i XΓ.

Per a veure una generalització a cossos complets respecte un valor ab-
solut no arquimedià podeu consultar [GvdP80].

3.3.4 Exemple. Ja hem dit que les corbes X0(p), on p és un nombre
primer, són corbes de Mumford sobre Qp2 , l’única extensió quadràtica no
ramificada de Qp. No es coneix, però, una interpretació aritmètica del
subgrup de Schottky associat.

3.4 El teorema de Čerednik-Drinfeld

Recordem primer alguna notació per a les corbes de Shimura.

3.4.1 Notació. Sigui B una àlgebra de quaternions indefinida de discri-
minant D > 1, i sigui N ≥ 1 un nombre enter coprimer amb D. Fixem
O(D,N) un ordre d’Eichler de conductor N a B, i O(D) un ordre ma-
ximal. Sigui X(D,N) la corba de Shimura associada a O(D,N) (vegeu
l’exposició 2). Sabem, gràcies a Shimura, que X(D,N) té un model pro-
jectiu i de tipus finit a Z[1/N ], interpretant-la com lla corba associada a
un cert problema de moduli.

3.4.2 Notació. Sigui Cp la completació de la clausura algebraica de Qp.

Si K és una extensió finita de Qp, desiganarem mitjançant ΩK el se-
miplà superior no-arquimedià associat a K; o sigui,

ΩK := P1Cp
(Cp) \ P1K(K),

amb l’estructura d’espai ŕıgid anaĺıtic definida a la secció 3.2. Per a sim-
plificar la notació, quan K = Qp utilitzarem Ω.

Igualment Ω̂K i Ω̂ seran els esquemes formals associats.

Finalment, designarem per Qp2 a l’extensió quadràtica no ramificada
de Qp.

Fixem p un primer que divideixi D (i no divideixi N), i considerem
X(D,N) sobre Qp i sobre Zp. El teorema de Čerednik-Drinfeld ens diu
que X(D,N) és de fet una corba de Mumford sobre Qp2 , i a més ens
determina quin grup de Schottky hem de prendre. De fet, el teorema
ens dona també una mena d’uniformització de X(D,N) sobre Qp: és la
torçada del quocient d’una corba de Mumford.
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La idea bàsica prové de la següent construcció de Čerednik, anomenada
l’intercanvi d’invariants locals.

3.4.3 Definició. Sigui B una àlgebra de quaternions indefinida de dis-
criminant D > 1, i p un nombre primer dividint p. Aleshores l’àlgebra
de quaternions B(p) obtinguda a partir de B intercanviant els invariants
locals p i ∞ és l’àlgebra de quaternions definida amb discriminant D/p.

3.4.4 Lema. Sigui O(D,N)(p) un ordre d’Eichler de conductor N a B(p).
Sigui

Γ̃ := O(D,N)(p)[1/p]∗ ⊂ (B(p) ⊗Qp)
∗ ∼= GL(2,Qp)

i
Γ̃+ = {γ ∈ Γ̃ | vp(det(γ)) ∼= 0 mod 2}

Aleshores, la imatge Γ+ de Γ̃+ dins de PGL(2,Qp2) és un subgrup de
Schottky.

Observem que Γ, la imatge de Γ̃ a dins de PGL(2,Qp), no és un grup
de Shottky, ja que no és lliure de torsió. Tot i aix́ı podem considerar Γ\Ω,
que és una corba però no és X(D,N). Per obtenir X(D,N) ens cal fer
una construcció una mica més elaborada.

Sigui Zp∞ l’anell de Witt de la clausura algebraica de Fp (o l’anell
d’enters de la maxima extensió no ramificada de Qp). Considerem l’acció
de Γ a Zp∞ donada a través del Frobenius:

γ(λ) = Frobn(γ)(λ)

∀λ ∈ Zp∞ i ∀γ ∈ Γ, on n(γ) := vp(det(γ)) i Frob és el Frobenius de Zp∞ .

Podem fer operar aix́ı Γ a Ω̂⊗̂Zp∞ , que considerem com a esquema
formal sobre Zp. Tenim aleshores el teorema següent.

3.4.5 Teorema. (Čerednik-Drinfeld) La completació formal respecte
a la fibra especial de la corba X(D,N) sobre Zp és canònicament isomorfa
a l’esquema formal

Γ\
(
Ω̂⊗̂Zp∞

)
Aquest teorema de fet es pot explicitar una mica més. Tenim que

l’acció de Γ a Ω factoritza a través de Γ+, d’on

Γ+\
(
Ω⊗̂Zp∞

) ∼= (Γ+\Ω) ⊗̂Zp2

3.4.6 Corol.lari. X(D,N) ⊗ Qp2 ∼= Γ+\ΩQp2
com a varietats ŕıgides

anaĺıtiques sobre Qp2 .
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Finalment podem veure que de fet la corba de Shimura X(D,N) és
una torçada de Γ+\Ω.

3.4.7 Corol.lari. Si designem W := Γ/Γ+, aleshores W és un grup d’or-
dre 2, generat per w operant a ΩQp2

via el Frobenius, i tenim

X(D,N) ∼= W\
(
Γ+\ΩQp2

)
.

Aquests dos corol.laris són conseqüències més o menys directes del teo-
rema. Per donar una idea de com es demostra aquest teorema necessitem
veure la interpretació de moduli que dóna Drinfeld del semiplà superior
formal.

Ens podem preguntar com es que hem de fer el procés d’intercanviar
invariants locals. Un idea sobre aquest fet ens la pot donar la següent
proposició, conseqüència dels resultats de Serre i Tate sobre varietats abe-
lianes sobre cossos finits.

3.4.8 Proposició. Hi ha una única classe mòdul isogènia de parelles (A, i),
on A és una superf́ıcie abeliana sobre k := Fp i

i : O(D) ↪→ Endk(A)

és una acció de O(D) a A. A més, A és isògena al producte de dues corbes
el.ĺıptiques supersingulars.

Finalment, tenim un isomorfisme natural entre B(p) i

EndO(D)((A, i))⊗Q

.

Com hem dit, la demostració de Drinfeld del teorema anterior es basa
en una interpretació del semiplà superior p-àdic com a espai de moduli:
és essencialment l’espai de moduli dels grups formals de pes 4 amb acció
quaterniònica amb certes condicions de rigidificació. O sigui, els grups
formals que es comporten com el grup formal associat a la varietat abeliana
determinada en la proposició anterior. Aquest és el pas més dif́ıcil de la
demostració, on s’utilitzen tècniques de Grups formals i de mòduls de
Dieudonné (vegeu l’article [BC] per a una exposició més detallada).

3.4.9 Teorema. (Drinfeld) Sigui A una superf́ıcie abeliana sobre Fp amb
acció de O(D). Sigui Φ el grup formal associat a A.

Donada una Zp∞-àlgebra B on p és nilpotent, designem per F (B) el
conjunt de classes d’isomorfisme de parelles (X, ρ) on X és un esquema
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formal sobre B de dimensió dos i alçada 4 amb acció de O(D,N) i ρ és
una quasi-isogènia d’alçada 0

ρ : ΦB/pB → XB/pB .

Aleshores el functor F és representat per l’esquema formal sobre Zp∞

donat per Ω̂⊗̂Zp∞
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