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Introduccio

Objectiu

L’objectiu de la geometria rigida analitica és desenvolupar una “geometria”
sobre un cos complet respecte un valor absolut no arquimedia de tal manera
que:

1. Tota varietat algebraica V' (o, més en general, tot esquema localment
de tipus finit) tingui una tunica varietat analitica V%" associada. A
més, si V' és connexa (regular, reduida, separada, etc.), la seva varietat
analitica associada V" també és connexa (regular, reduida, separada,
etc.).

2. Donada la varietat analitica (A™)%", les funcions "regulars” siguin les
series de potencies amb n variables i coeficients a K, convergents a tot
K™ A més, els “polidiscs” siguin oberts de (A™)*"

3. Donada una varietat projectiva V', les subvarietats analitiques de V"
siguin algebraiques (teorema de Chow), o, més en general, tinguem un
teorema GAGA (el mateix amb morfismes finits).

Motivacid

La motivaci6 inicial (de J. Tate a 4) per a construir aquesta geometria era
la de donar un sentit geomeétric a afirmacié: donat ¢ € K* amb |¢| < 1, el
grup K*/q” és el grup de K-racionals d’una corba elliptica (amb reducci6
multiplicativa split si el valor absolut de K és discret). El resultat que
un arriba és que la corba analitica rigida G,,/¢” (que sols té sentit en la
geometria analitica) és isomorfa (analiticament) a una corba elliptica.

La nostra motivacio sera: poder aplicar tecniques de la geometria analitica
per a construir recobriments de Galois algebraics de P*.



Problema

Posem-nos per comoditat al cas en que K = K. Aleshores A! hauria de ser
com a conjunt igual a K i podem considerar la topologia donada per el valor
absolut. Aleshores:

Problema 1 K és totalment disconnex. De fet dues boles obertes B(a,r) =
{r e K ||x—a|l <r} o bé estan una dins de laltre o bé son disjuntes.

Problema 2 Una funcié f de K hauria de ser analitica si i només si ho és
en cada obert d’un recobriment de K. Pero tant les boles “obertes” B(a,r)
com les boles “tancades” B(a,r) son obertes a K! Podem per tant prendre
el recobriment per oberts K = B(0,1)| |(K \ B(0,1)) ¢ considerar la funcid

forom { 0 <

si|z] >1

que €s localment analitica pero no globalment analitica (segons la nostra
definicié anterior).

Idea naif

Seguim en el cas K = K. Direm obert admissible tant sols a I'unié disjunta
de policilindres, o sigui d’oberts de la forma

n

B(a,r)\ (|| B(ai,rs))

i=1

(dits també oberts estandard), observant que 1'unié (no necessariament dis-
junta) d’oberts admissibles no és (en general) admissible, pero l'interseccié
finita si que ho és. Definim ara recobriment admissible com un recobriment
finit per oberts admissibles. Amb aquesta definicié és pot provar que una
funcié de K a K és analitica (i.e. donada per una serie de potencies) si i
només si és analitica localment en cada obert d’un recobriment admissible.

Compte! Els oberts estandard sén base de la topologia de K. Aixi
que el que volem és construir una mena de topologia on 'unié d’oberts
no sigui necessariament un obert, pero on haguem de dir que vol dir reco-
brir per oberts. Aix0 és exactament el que fa el concepte de topologia de
Grothendieck.

El metode per a construir els espais analitics rigids és similar al de la
teoria d’esquemes: primer estudiarem les algebres de funcions (anomenades
afinoides), després els hi assignarem un conjunt (varietats afinoides), després



definirem obert (admissible) en aquest conjunt i un feix d’anells estructural.
Finalment els espais analitics rigids seran els G-espais localment anellats tals
que localment siguin afinoides. Seguirem el metode explicat en el llibre 1.

1 Algebres afinoides

Comencem recordant la definicié de cos complet per un valor absolut no
arquimedia (o valor absolut ultrametric).

Definicié 1 Direm que un cos K té un valor absolut no arquimedia si exis-
teiz una aplicacio | | : K — R>q tal que

(a) || =0« 2 =0.
(b) |zy| = |z| ly| per a tot x,y € K.
(c) |z +y| < max{|z|, |y|} per a tot x,y € K.

Direm que és complet respecte a | | si tota série de Cauchy a K és convergent.

Exemples 2 Fxemples de cossos complets respecte a un valor absolut son

Qp, Cp = @p (la completacio de la clausura algebraica de Q),

k((t)) = {i aiti i NeZ , a; € k}
>N

(el cos de séries de Laurent amb coeficients a un cos k qualsevol), i en ge-
neral qualsevol cos de fraccions d’un anell de valoracié discreta complet, les
seves extensions finites i la completacio de la seva clausura algebraica.

Per a la resta d’aquestes notes K sempre denotara un cos complet res-
pecte a un valor absolut no arquimedia.

Definicié 3 L’anell de series estrictament convergents sobre K amb n in-
determinades (o algebra de Tate) és per definicid

Tp=Tn(K)=K(X1,..., Xp) :={)_ a,X"; a,€ Ki lim |a,|=0}

[v]—o0
1450

on hem fet servir la notacic X = (X1,...,Xp), v = (11,...,vn) € Z",
=i+ Fvy i XV =X X



Observem que T, és el subanell de I’anell de series formals amb coeficients
a K format per les séries convergents a tota la bola unitat B" := {z €
K™ ||z]| <1}, on |[(z1,...,zy)| := m?x{m,}

Definim, per a tot element f = > a, X" € T,, la seva norma com a
|||l := max{a,}. Es una comprovacié immediata que ens déna una norma
v

no arquimediana a T,, estenent el valor absolut de K.
Propietats 4 (i) T,, és una dalgebra de Banach (i.e. és completa).
(ii) T, és noetheria, factorial i Jacobson.

(iii) Tots els ideals de T,, son tancats i tot homomorfisme de K -algebres de
T,, a T,, és continu.

Definirem ara el que seran els anells de funcions de les varietats afinoides.

Definicié 5 Una K-algebra de Banach s’anomena afinoide si existeix un
n € N ¢ un epimorfisme de K-algebres (continu) f : T, — A. En altres
paraules, les K-algebres afinoides son els quocients de T, respecte a un ideal
(tancat).

Propietats 6 (i) Tota K-algebra afinoide és noetheriana i Jacobson.

(ii) Tot ideal d’una K-algebra afinoide és tancat i el seu quocient és una
K-algebra afinoide.

(i4i) La suma directa de K-algebres afinoides és una K-algebra afinoide.

(iv) Si A i B son K-algebres afinoides, aleshores el completat del producte
tensorial, AQx B, també ho és.

Exemples 7 Sigui A una K-dalgebra afinoide.
(1) A(X) i A(X, X 1) sén K-algebres afinoides per a X una indeterminada.

(2) Si denotem per f = (fi,...,fm) 1 9= (91,.-.,9n) on fi i gj son ele-
ments de K, aleshores
A<f7g_1> = A<X’ Y>/(X - fa gY - 1)

és una K-algebra afinoide.

(8) Si tenim que f1,..., fm @ g generen l'ideal total de A (i.e. no tenen
zeros en comi), aleshores

].;1’”.7f;n> = A<X17-~7Xn>/(gX1 _flw--ngn_fn)

és una K-algebra afinoide.

Al



2 Varietats afinoides

De la mateixa manera que les varietats afins (classiques) sén, com a conjunts,
els espectres primers de les K-algebres de tipus finit, les varietats afinoides
sén com a conjunts els espectres maximals de les K-algebres afinoides.

Podem comencar observant que si el cos K és algebraicament tancat
aleshores el espectre maximal de T, esta en correspondencia bijectiva de
manera natural amb els punts de la bola unitat B™, i per tant podem con-
siderar T,, com a funcions de B™. Aquest resultat és degut a un “teorema
dels zeros de Hilbert” que en el nostre context es dedueix del fet que T,, és
Jacobson.

En general podem considerar T,, com a funcions sobre Max(T,,) (que és
isomorfa al quocient de B"(K) respecte a ’accié del grup de Galois absolut
de K) amb valors a K, definint, per a tot ideal maximal m i tota f € T,,
f(m) com la imatge de f en T,,/m, que és una extensié algebraica finita de
K.

Donada una algebra afinoide A denotarem per Sp(A) el seu espectre
maximal. Entendrem que un morfisme entre Sp(A) i Sp(A’) és sempre el
morfisme induit per un morfisme de K-algebres de A’ a A (esta ben definit
doncs A i A’ sén Jacobson!).

El segiient pas és definir que entendrem per obert a Sp(A). Una opci6 que
podem prendre és definir obert com a obert Zariski; pero és clar que aquesta
opcié no és la que ens interessa, doncs per a la bola unitat de dimensié 1
sols obtindriem els complementaris dels conjunts finits. La segona opcio és
definir-los via una certa propietat universal.

Definicié 8 Un subdomini (o subconjunt) afinoide de Sp(A) és el subcon-
Junt imatge d’un morfisme injectiu ¢ : Sp(A’) < Sp(A) tal que verifica: per
a tota dalgebra afinoide i tot morfisme 1 : Sp(B) — Sp(A) amb imatge dins
de limatge de ¢, existeiz un unic morfisme ¢’ : Sp(B) — Sp(A’) tal que
Y=0¢oy,

¢

Sp(4") = Sp(4)
N1y
3 Sp(B)

Exercici 9 Comproveu que l’analeg en la teoria d’esquemes afins de la
propietat universal de la definicio anterior ens caracteritza els oberts afins
d’un esquema afi.



Exemple 10 Sigui X = Sp(A) una varietat afinoide, i considerem funcions

g, f1,---, fn € A sense zeros comuns, i.e. generant lideal total. Anome-
narem
/ S f .
X(;) = X(;,...,;n) ={zeX; |filr)]l<l|g(x)|, i=1,...,n}.

Els subconjunts de X d’aquesta forma els anomenarem dominis racionals.
Aleshores X(g) és la imatge del morfisme natural Sp(A<£>) — Sp(4).

Exercici 11 Definiu el dominis de Laurent X (f,g~') d’una manera andloga
als dominis racionals © comproveu que son la imatge del morfisme natural
de SpA(f,g~') a SpA, i que verifiquen la propietat universal. Finalment
proveu que els dominis de Laurent son dominis racionals.

Propietats 12 (i) La interseccid de dos subdominis afinoides (racionals)
és un subdomini afinoide (racional), donat per Sp(Bi) N Sp(B2) =
Sp(B1®4By) si

Sp(B1) <= Sp(A) = Sp(B1).

(i) La unid disjunta de dos subdominis afinoides (racionals) és un subdo-
mini afinoide (racional), donat per Sp(B1) U Sp(B2) = Sp(B1 & Ba2).

(111) Si Sp(A”) < Sp(A’) i Sp(A’) — Sp(A) sén subdominis afinoides
(racionals), aleshores Sp(A”) < Sp(A) donat per la composicié també
ho és.

(iv) L’antiimatge d’un subdomini afinoide (racional) per un morfisme de
varietats afinoides és un subdomini afinoide (racional).

De fet els subdominis racionals sén a la practica els subconjunts afinoides
que hem de considerar: tots els dominis afinoides sén unié finita de dominis
racionals (compte que no és cert que la unié finita de racionals sigui sempre
afinoide!).

Per acabar podem veure com a exemple el cas de la bola unitat:

Exemple 13 Tot subconjunt afinoide de B' és unid disjunta de subconjunts
de la forma

Bla.r)\ (|| Blas.r)) = B! (X;a, (X;m)_l,..., <Xr_na”>_l> .

i=1

Com ja hem vist no és cert en general que la unié de subconjunts afi-
noides (ni tant sols si és finita) és afinoide. El nostre objectiu és definir una
“topologia” on aquests siguin els oberts. Per aixo necessitem el concepte de
topologia de Grothendieck.



3 G-espais topologics

Definicié 14 Una topologia de Grothendieck (o G-topologia) en un conjunt
X consisteix a donar

(a) Un familia S de subconjunts de X, anomenats oberts admissibles.

(b) PeracadaU € S, un conjunt de recobriments Cov(U) de U per elements
de S anomenats recobriments admissibles (i.e. U = (U;) € Cov(U) ha
de satisfer que tots els U; son de S i que |JU; = U ).

Aquestes dades han de satisfer que

(i) UyVeS=UNVeSs.

(ii)) U e S = {U} € Cou(U).

(1)) Sid € Cov(U) iU,V € S ambV C U, aleshoresd NV € Cou(V).
(iv) SiU; € Cov(U;) i (U;) € Cov(U), aleshores | JU; € Cov(U).

He posat aqui sols la definicié de topologia de Grothendieck on els oberts
son subconjunts de X. Existeix una definicié molt més general que no
usarem perd que la majoria ja en coneixeu exemples (la topologia étale, la
topologia fpqc, etc.. sobre un esquema).

El concepte de topologia de Grothendieck esta perfectament ajustat a
poder definir que és un feix F; un functor que assigna a cada obert ad-
missible un grup (anell, etc...) i que verifica una certa propietat respecte
els recobriments: Per a tot obert admissible U i tot recobriment admissible

{U;} de U el diagrama

FU) = [[Fw) = ][Fwinyy)
i 12
és exacte, on les fletxes sén les induides per les restriccions.

Direm ara que una parella (X, Ox), on X es un conjunt amb una topolo-
gia de Grothendieck i Ox és un feix d’anells sobre X, és un G-espai localment
anellat si, per a tot x € X, 'anell

Ox gz = %1_ 0(X),
U
on U recorre els oberts admissibles que contenen a z, és un anell local.
Definim la categoria de G-espais localment anellats com la categoria per al



qual els morfismes sén parelles (¢,) : (X,0x) — (Y,0y),on ¢: X - Y
és un morfisme continu de G-espais topologics i ¢ : Oy — ¢.Ox és un
morfisme de feixos d’anells sobre Y tal que el morfisme induit

VYot Oy pz) — Ox

és un morfisme local (i.e. envia 'ideal maximal a 'ideal maximal) per a tot
x € X. Recordem que el feix ¢.Ox és el que envia a tot V obert admissible
de Y Panell Ox (¢~ 1(V)).

Donada una algebra afinoide A, definim ara la segiient G-topologia a X =
Sp(A): el oberts admissibles sén els subconjunts afinoides; els recobriments
admissibles sén els recobriments finits formats per subconjunts afinoides.
Aquesta topologia ’anomenarem topologia debil de X. Una altre opcid, que
és la seguida en el llibre 2, és definir la topologia debil amb dominis racionals
enlloc de dominis afinoides; les topologies obtingudes son pero equivalents.

Finalment, definim el pre-feix Ox com el que assigna a cada obert afi-
noide Sp(A’) < Sp(A) la algebra A’.

Teorema 15 (d’aciclicitat de Tate) Ox és un feiz.
Tenim aleshores

Proposicié 16 Donada una k-algebra afinoide A, la parella (X = Sp(A4), Ox)
és un G-espai localment anellat. El functor que assigna a cada k-algebra afi-
noide aquest G-espai localment anellat és plenament fidel.

De fet la topologia debil que em introduit no és “prou bona” doncs no
es comporta bé respecte recobriments: sabent la G-topologia de cada obert
d’un recobriment admissible no determinem la G-topologia del espai total.
Per a obtenir la G-topologia forta que és a la practica la que utilitzarem
necessitem engrandir lleugerament la nostra G-topologia.

Direm que un G-topologia es comporta bé respecte els recobriments si
verifica:

(GO) 01 X sén oberts admissibles de X.

(G1) Si V' és un subconjunt d’un obert admissible U tal que existeix un
recobriment per oberts admissibles {U;} de U que verifiquen que VNU;
es admissible per a tot i, aleshores V' és admissible.

(G2) Si {U;} és un recobriment d’un obert admissible U tal que tots els U;
sén admissibles i hi ha un refinament admissible de {U;}, aleshores
{U;} és admissible.



Aquestes condicions sén necessaries per assegurar que la G-topologia en
X ve determinada per la G-topologia d’un recobriment admissible de X. Per
aconseguir que la G-topologia de les varietats afinoides verifiqui les condi-
cions (G1) i (G2) utilitzem un procediment per “engrandir” G-topologies
que ens déna una G-topologia determinada per la debil i que anomenarem
la G-topologia forta (o G-topologia) de les varietats afinoides. Aquesta G-
topologia és més fina que la topologia debil, té com a base d’oberts els
subdominis afinoides i tots els seus recobriments admeten un refinament
per recobriments finits de subdominis afinoides. A més el feix Ox per a la
topologia debil exten de manera uinica a un feix per a la topologia forta, que
denotarem igualment per Ox. A més verifica:

Lema 17 (i) Sigui X una varietat afinoide. Aleshores tota unid finita
de subdominis afinoides és un obert admissible (per a la G-topologia
forta), i tot recobriment finit per a subdominis afinoides d’un subcon-
Junt d’aquest tipus és admissible.

(ii) Per a tot element f € A, és admissible tota unio finita d’oberts del tipus
{zeX; |flo) <1}, {zeX; |fx)|>1}, {zeX; |f(z)] >0}

Com a conseqiiencia podem veure que tot obert Zariski és un obert ad-
missible per a la G-topologia, i que tot recobriment per oberts Zariski és
un recobriment admissible (recordem que les algebres afinoides sén noethe-
rianes).

Ara, amb aquesta G-topologia s’ha d’anar molt en compte: per exemple,
si X = B!, les boles obertes i tancades i els seus complementaris sén oberts
admissibles, pero no és cert que el recobriment format per una bola oberta
i el seu complementari sigui admissible.

Observem que amb aquesta topologia ja hem solucionat els dos problemes
mencionats al principi: els nostres espais ja no sén totalment disconexos: de
fet tenim que una varietat afinoide és connexa (respecte a la G-topologia)
si ho és respecte a la topologia de Zariski. I el teorema d’aciclicitat de Tate
ens resol el problema 2.

4 Varietats analitiques rigides

Podem ara imitar el que es fa amb la teoria d’esquemes definint una varietat
analitica rigida com un espai topologic (de Grothendieck) localment anellat
tal que localment és unié de varietats afinoides.



Definicié 18 Una varietat analitica rigida sobre K és un G-espai localment
anellat (X, Ox) sobre K tal que:

(i) La G-topologia de X wverifica (G0), (G1) i (G2).

(1) X admet un recobriment admissible {U;} tal que (U;, Oxy,) €s una
varietat afinoide per a tota .

Usant aquesta definicié tenim per exemple que podem construir K-
varietats analitiques enganxant varietats afinoides mitjancant interseccions
prescrites (com en el cas dels esquemes), i podem definir els morfismes
analitics localment.

Proposicié 19 Donades X; varietats analitiques juntament amb subvari-
etats obertes X;; C X; i isomorfismes @;j : X;; ~ Xj;, verificant que

(i) wij o pji = id, Xy = Xi i @y = id.

(it) El morfisme pi; indueiz morfismes pi; + Xij N Xy — XN X5 tal que
Pijl = Piji © PLilj -

existeiz una Unica varietat analitica (fora d’isomorfisme) construida engan-
zant les varietats X; via la identificacio de X;; amb Xj;.

Observem que la unicitat és deguda al fet que les nostres varietats veri-
fiquen (GO0), (G1) i (G2) (aquest és el motiu principal pel qual hem hagut
d’“engrandir” la nostra topologia debil).

També tenim productes fibrats, feixos coherents, immersions tancades,
morfismes finits, morfismes separats, morfismes propis, etc.

Exemple 20 L’espai afi A". La idea per “construir” l’espai afi com a va-
rietat afinoide €s recobrir-lo per boles tancades centrades en el zero amb radi
creizent. Prenem m € K amb valor absolut ¢ := |7| > 1 i considerem A; la
k-algebra de les séries convergents en la bola de radi ¢ i centre 0 a K™, i.e.

A= K(n ' Xy,...,m'X,,)

Tenim una inclusié natural de Ajy1 dins A; que ens identifica Sp(A;) com
a subdomini afinoide de Sp(A;t+1). Fem servir aquestes inclusions per “en-
ganzar” les varietats afinoides Sp(A4;) i l’espai analitic obtingut ’anomena-
rem (A™)* o A™ quan quedi clar que ens estem referint a l’espai afi com a
espai analitic.

10



Exemple 21 L’espai projectiu P™. La idea és recobrir-lo per n + 1 copies
de la bola unitat B"™. Prenem

CO Cn
§ = k Tyeeey T 5
* Sp( <Ci Cz>>

considerant (j/(; com a indeterminades si j # i i com a 1 st j = i. Ara,
per a tota i i j definim X;; com el subdomini racional de X; que “inverteiz”

Ci/Gi, o sigui
G\

Identifiquem X;; amb Xj; a través de lisomorfisme natural, i enganzem les
varietats X; mitjancant aquestes identificacions.

Exemple 22 Els tors analitics. Sigui ¢ € K*, 0 < |q| < 1, i considerem
el G-espai topologic quocient G /q%, on G el prenem com la subvarietat
oberta Zariski de Al obtinguda traient-ne lorigen, i on ¢% denota el subgrup
de K* generat per q i actuant a Gy, per “multiplicacié”. Si considerem els
subdominis racionals de B! donats per

Xi={oeB g <l <t} . Xo={reB|lgf <|al<1}.

podem veure facilment que el morfisme quocient ens els identifica amb un
recobriment per oberts admissibles de G®™/q” que sén varietats afinoides,
1 per tant ens el doten d’una estructura de varietat analitica. Aquesta va-
rietat €s de fet l’analificacié d’una corba elliptica, la corba de Tate. Nota
historica: article original de Tate on es desenvolupa l'analisi rigida tenia
com a objectiu donar un sentit “geométric” a G,,/q”.

Utilitzant la mateixa idea que en el primer exemple podem definir una
estructura de varietat analitica a qualsevol varietat afi (o en general tot
K-esquema afi de tipus finit, i.e. ’espectre d’'una K-algebra finitament ge-
nerada). Utilitzant després que els oberts Zariski sén oberts admissibles
per la G-topologia analitica podem construir tota varietat algebraica ( o
en general tot K-esquema localment de tipus finit) com a varietat analitica
recobrint-la per varietats afins. Es pot veure facilment reduint-nos al cas de
I’espai afi que tot morfisme com a esquemes ens déna un morfisme com a
varietats analitiques. Aixi tenim que

Teorema 23 La correspondéncia X ~» X descrita a dalt ens dona un
functor

{K -esquemes localment de tipus finit} ~ {K-varietats analitiques rigides} .

11



A més és verifica que si un esquema localment de tipus finit és connex (re-
gular, reduit, separat, etc.), la seva analificacid és també connexa (regular,
reduida, separada, etc.).

Finalment, tenim també un teorema GAGA com en el cas de la relacié
entre varietats analitiques sobre C i varietats algebraiques.

Teorema 24 (i) Sigui X una varietat projectiva i sigui f : Z — X" un
morfisme finit entre dues varietats analitiques. Aleshores existeix una
varietat projectiva Y i un morfisme finit g : Y — X de manera que
Yo 7§ gin > f,

(ii) Siguin X 1Y dues varietats projectives i sigui f : X — Y un
morfisme com a varietats analitiques. Aleshores existeir un morfisme
d’esquemes g : X — 'Y tal que ¢°" = f.

La demostracié d’aquest teorema (vegeu 3) és analoga a la demostraci6
del teorema GAGA donada per Serre. De fet també es certa la versié de
Grothendieck utilitzant esquemes propis enlloc d’esquemes projectius.

Com a conseqiiencia tenim el teorema de Chow.

Corollari 25 Sigui X una varietat projectiva i sigui V- un subconjunt analitic
de X i.e. el subconjunt format localment pels zeros d’un ideal. Aleshores
V' és lanalificacio d’un subesquema tancat de X.

Finalment mencionarem que hi ha una relacié molt estreta (observada
per primer cop per Raynaud) entre la geometria rigida analitica i la geome-
tria formal sobre ’anell de valoraci6 del cos K.
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