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Com és ben sabut, darrerament Catalunya
s’esta plantejant la possibilitat d’esdevenir un
estat independent. Per tal de saber si els ca-
talans ho volem realment aixi, convindria fer
un referendum. La pregunta més senzilla seria
obviament la segiient:

Pregunta 1. Vol que Catalunya esdevin-
gui un estat independent? Si o no.

En altres paraules, aquesta pregunta demana
de pronunciar-se per una de les dues opcions
segilients:

Opcié A: Esdevenir un estat independent;

Opcié N: No esdevenir un estat indepen-
dent.

Pero el passat 12 de desembre de 2013 les for-
macions politiques favorables a consultar 1’opi-
nié dels catalans van pactar una pregunta una
mica més complexa. Segons la corresponent
nota de premsa de la Presidencia de la Genera-
litat de Catalunya, es tracta d’ “una pregunta
amb dos apartats”, a saber:

Pregunta 2. Vol que Catalunya esdevin-
gui un Estat? Siono; En cas de resposta
afirmativa, vol que aquest Estat sigui in-
dependent? Si o no.

Aquest plantejament equival a una pregunta
amb un sol apartat perd amb tres opcions de
resposta:
Opcié A: Esdevenir un estat independent;
Opcié B: Esdevenir un estat, perd no in-
dependent;
Opcié C: No esdevenir un estat.

Concretament, 'opcié A correspon a respon-
dre afirmativament als dos apartats de la pre-
gunta 2 (resposta “si-si”), 'opcié B correspon
a respondre afirmativament al primer apartat

i negativament al segon (resposta “si-no”), i
I'opcié C correspon a respondre negativament
al primer apartat (resposta “no”). Aixi doncs,
I'tinica diferencia respecte al plantejament de
la pregunta 1 és que 'opcié N esta dividida en
dues parts, B i C.

El problema és que quan es plantegen més de
dues opcions de vegades no esta gens clar qui-
na és la decisié collectiva més encertada. En
particular, si cada individu es limita a indicar
la seva opcié més preferida, aleshores 1'opcid
més votada pot ser al mateix temps la més in-
desitjada. Per exemple, si tenim tres opcions
A, B, C, que obtenen respectivament el 40%,
25%, 35% dels vots, podria ser que els votants
que es pronuncien per B i els que es pronuncien
per C, que totalitzen un 60%, estiguessin tots
ells d’acord que l'opcid A és la pitjor possible.
Dit d’una altra manera, si es plantegés una vo-
tacio entre A i no-A, aleshores podria guanyar
no-A. Per tant, el procediment d’elegir 1’opcid
més votada pot donar resultats realment ina-
dequats.

D’aquest problema en parlaven ja els autors
grecs i llatins de 'antiguitat. Alguns d’ells dei-
xen constancia de diversos casos reals del seu
temps en que també es va dubtar entre plan-
tejar dues opcions o bé dividir una d’elles en
dues parts i considerar per tant tres opcions.
D’una situacié semblant a la que hem assenya-
lat en el paragraf precedent en deien el proble-
ma dels set jutges (que haurien donat a A, B, C
respectivament 3,2, 2 vots) i aquest problema
I’arriben a qualificar d’ “insoluble”. Entre els
autors que van parlar d’aquestes coses hi ha
Polibi, Cicerd, Quintilia, Plini el Jove, Gelli i
Heliodor d’Emesa.
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Per suposat, el problema desapareix quan
una de les opcions aconsegueix una majoria
absoluta, és a dir, un nombre de vots superior
al 50%. Pero tot sovint no sera aquest el cas,
de manera que cal un criteri més general.

D’aquesta qiiestié se’'n van ocupar a l’edat
mitjana en Ramon Llull i en Nicolau de Cusa.!

D’entrada, és obvi que per poder resoldre
el problema que hem apuntat cal que els vo-
tants donin més informacié que no solament
la seva opcié més preferida. En relacié amb
aixo, en Ramon Llull proposava que el votants
es pronunciessin sobre cada parella d’alternati-
ves. Una altra possibilitat, com proposava en
Nicolau de Cusa, és que cada votant expres-
si un ordre de preferéncia (que no és més que
una manera especial de pronunciar-se sobre ca-
da parella d’alternatives).

En qualsevol cas, una cosa és la manera de
votar i una altra la manera en que es proces-
saran els vots per tal d’arribar a una decisio
collectiva. Tot sovint s’especifica la primera
part pero no la segona, com si la segona es de-
duis automaticament de la primera. Pero no és
pas aixi; amb més de dues opcions, en general
hi ha diversos procediments raonables els quals
poden donar resultats diferents.

Des del punt de vista de les comparacions o
enfrontaments per parelles a ’estil del Ramon
Llull, el problema no és tan diferent d’una com-
peticio esportiva. Els competidors sén aqui les
diverses opcions de les quals en volem escollir
una. Donades dues opcions, X iY, s’entén que
X guanya Y si els votants que prefereixen X a Y
superen en nombre als que prefereixen Y a X.
Fins i tot podem prendre la quantitat de vo-
tants que prefereixen X a Y com a mesura de
l'aceptacié que té X davant de Y. En general
també hi pot haver empats, pero aqui farem
cas omis d’aquesta possibilitat per tal d’anar
al gra.

Wegi’s M. Drton, G. Higele, F. Pukelsheim,
W. Reif, 2001-09: The Augsburg Web Edition of Llull’s
Electoral Writings (http://www.math.uni-augsburg.
de/stochastik/11ull/) i les referéncies alli contingu-
des.

En un dels seus escrits, Llull proposava un
procediment d’eliminacié successiva: Comen-
cem per dues opcions concretes, i mirem quina
d’elles guanya a l'altra. La perdedora és eli-
minada i la guanyadora passa a ser compara-
da amb una tercera opcié. Repetim aquesta
operaci6 fins esgotar totes les opcions. La que
resti al final és declarada guanyadora de tota
la competicié, que en el nostre cas correspon
a dir que resulta adoptada com a decisié col-
lectiva. El lector dificilment se sorprendra si
diem que en general el resultat final pot de-
pendre de l'ordre en que siguin considerades
les diverses opcions.

En altres escrits, Llull havia proposat un al-
tre criteri més global que té en compte tots els
enfrontaments per parelles: Aquesta proposta
consisteix en adoptar com a decisid collectiva
l'opcié que guanya un nombre més gran d’al-
ternatives. Més concretament, Llull feia una
taula de tots els enfrontaments, en cada cel-
la marcava amb un punt 'opcié guanyadora, i
després comptava quants punts havia obtingut
cada opcié. Com es pot veure, és molt similar
al que es fa per determinar el guanyador de la
lliga de futbol.

En canvi, Nicolau de Cusa proposava un pro-
cediment que equival a adoptar com a decisié
collectiva 'opcié que obté un valor més gran
en sumar les quantitats de votants que prefe-
reixen aquesta opcié a cadascuna de les altres.
En la lliga de futbol, seria similar a utilitzar la
diferencia de gols com a criteri basic per deter-
minar el campié.

En el segle XVIII, poc abans de la Revo-
lucié Francesa, el procediment de Nicolau de
Cusa va ser proposat de nou per Jean-Charles
de Borda, i Condorcet va fer una contrapro-
posta molt relacionada amb el criteri global de
Ramon Llull.

Quan només hi ha dues opcions, aquests
procediments son tots ells equivalents. Tan-
mateix, amb més de dues opcions poden donar
resultats diferents. Davant d’aix0, s’imposa de
definir amb precisié quines propietats volem
que tingui el procediment de decisié i d’ana-
litzar amb rigor els diferents procediments
possibles per veure si les compleixen o no. Tot
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plegat déna lloc a una disciplina que es coneix
com a teoria de leleccid social.

En particular, una de les condicions que
convé demanar és el segiient principi de
magjoria: Si una majoria absoluta de votants
posen una mateixa opcié en primer lloc,
llavors aquesta opcié ha de ser adoptada com
a decisié collectiva. Aixo porta a descartar
el procediment de Cusa i Borda, ja que és
facil trobar exemples on incompleix aquesta
condicié. En canvi, els dos procediments de
Llull la compleixen sempre.

Hi ha situacions especials en que el proble-
ma és menys complicat. Segons com es miri,
la pregunta 2 es trobaria en una d’aquestes
situacions menys complicades. En efecte, és
bastant raonable creure que els partidaris de
Popcié A (estat independent) prefereixen B
(estat no independent) abans que C (no estat);
i que, similarment, els partidaris de C preferei-
xen B abans que A. En altres paraules, estem
suposant que les preferencies de cadasci sén
sempre coherents amb l'ordre A-B-C, el qual
reflecteix el diferent grau d’independentisme o
unionisme de cada opcid.

Doncs bé, quan hi ha una coherencia
d’aquesta mena entre les preferéencies i un
ordre concret —en aquest cas A-B-C—
aleshores el problema esdevé més tractable.
En efecte, aleshores els dos procediments de
Llull donen sempre el mateix resultat (en par-
ticular, el resultat final del procediment
d’eliminacié successiva no depen de 1’ordre
en queé es considerin les diferents opcions);
a més, l'opcié que resulta escollida guanya
aleshores a totes i cadascuna de les altres
en els enfrontaments per parelles. Per ser
exactes, aix0 val a condicié que el nombre
de votants sigui senar, la qual cosa evita
certes possibilitats d’empat; per simplificar
Iexposicié, en el que segueix mantindrem
aquesta suposicié d’'un nombre senar de
votants.

D’altra banda, sota la hipotesi que estem

2X. Mora, 2010: Votar, no tan facil com sem-
bla, pero podriem fer-ho millor! http://mat.uab.cat/
matmat/PDFv2010/v2010n01.pdf

considerant de coherencia de les preferéncies
amb l'ordre A-B-C, el resultat d’aplicar els
procediments de Llull també es pot obtenir
facilment a partir de la llista que especifica
simplement 1’opcié més preferida de cada
Concretament, n’hi ha prou amb
arranjar aquesta llista en l'ordre A-B-C
i seleccionar l'opcié que llavors ocupa la
posicié central, la qual opcié es coneix com
a mediana. Per exemple, si hi hagués només
7 votants i les seves opcions més preferides
fossin respectivament ACBACAA, aleshores
la llista ordenada seria AAAABCC i per
tant la mediana seria A. En la practica,
la informacié sobre les opcions més prefe-
rides dels votants facilment vindra donada
mitjancant els corresponents percentatges.
En tal cas, per a determinar I'opcié mediana
n’hi ha prou amb calcular els corresponents
percentatges acumulats i veure en quina opcid
se supera el 50%. Per exemple, si tenim
A 40%, B 25%, C 35%, la mediana és B, ja que
40% < 50% < 40% + 25%.

Totes aquestes consideracions es generalit-
zen facilment a un nombre arbitrari d’opcions.
Els arguments precedents sén deguts a 1’econo-
mista escoces Duncan Black, que els va presen-
tar el 1948. Tanmateix, la regla de la mediana
ja havia estat proposada el 1907 per Sir Fran-
cis Galton, i encara abans, el 1625 i 1642, pel
jurista holandes Hugo de Groot.

votant.

Tornant a la pregunta 2 sobre el futur de Ca-
talunya, ja hem dit que és raonable creure que
les preferéncies dels votants son coherents amb
l'ordre A-B-C. En la mesura que sigui efecti-
vament aizri, correspondria, per tant, adoptar
com a decisid collectiva la que determini la re-
gla de la mediana: Segons hem vist, aquesta
regla selecciona 'opcié A sempre que aquesta
sigui la més preferida per a una majoria abso-
luta de votants. El mateix val per a I'opcié C.
En qualsevol altre cas, pero, el resultat és ’op-
cié B, encara que ella per si sola no comptés
amb una majoria absoluta. Es de notar que
aix0 no perjudica pas l'opcié A en compara-
ci6 amb la pregunta 1, on per guanyar també
necessita una majoria absoluta.
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Tanmateix, hom pot posar en dubte la va-
lidesa de la hipotesi de coheréncia de les pre-
ferencies amb 'ordre A-B- C. En efecte, també
es pot entendre que hi hagi qui prefereixi evitar
les mitges tintes, de manera que el seu ordre
de preferencia siguii A>C>B o C> A > B.
Aix0 ens deixa en la situacié general on no n’hi
ha prou amb conéizer la quantitat de partidaris
de cada opcié. Pero aquesta és I'tinica infor-
macié que pot proporcionar la pregunta 2 en
la manera que esta formulada. Aixi doncs, si
cap opcid obté una majoria absoluta, aleshores
ens trobem davant del problema que els autors
classics consideraven insoluble. T si tanquem
els ulls i apliquem de tota manera la regla de
la mediana, aleshores estem afavorint més del
compte 'opcid intermedia B.
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