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Aquests dies se sent a parlar molt del nombre de reproduccié R d’una
epidemia. Tot sovint es parla de Ry en lloc de R, pero en les condicions que
ens interessen és essencialment el mateix. El que importa és que per a aturar
una epidemia cal mantenir R per sota de 1, la qual cosa vol dir unes mesures
adequades per a evitar suficientment els contagis; altrament, I’epidemia creix
sense aturador. Davant d’aixo és essencial mesurar aquest parametre a partir
de les dades existents. Tanmateix, facilment ens trobem amb discrepancies
importants. Per exemple, segons un informe del Ministerio de Sanidad [16]
el dia 1 de maig a Catalunya teniem un valor de 0,69. En canvi, segons
El Pais [8], el valor a Catalunya en la mateixa data era aproximadament 1.
I uns altres calculs que presentem més avall donarien un valor de 'ordre de 2.
Com pot ser que hi hagi aquestes divergencies? Quin és el valor correcte?

1 Definicions i primeres reflexions

Comencem per la definici6. El nombre de reproduccio R és el nombre mitja
de casos nous a que dona lloc per contagi directe cada cas existent. Noti’s
que no es diu res del moment en que apareguin aquests casos nous. No es
tracta, doncs, d'una ‘taxa’ temporal —casos per unitat de temps— siné que
compten per igual tots els casos que tenen un mateix precursor immediat,
independentment de quan es produeixen. Es per aixo que R no té unitats
i es parla d’aquest parametre com a ‘nombre’, o ‘ratio’, o ‘factor’; pero no
‘taxa’. En lloc de ‘nombre de reproduccié’ en podem dir també ‘factor de
multiplicacié’. D’altra banda, tot i que no sigui una taxa temporal, el valor
de R pot variar amb el temps, a conseqiiencia de variacions en les condicions
que faciliten o dificulten els contagis.

Pel que fa a Ry, que es coneix com a nombre basic de reproduccid, en
principi es refereix al cas particular d’una possible epidemia que esta co-
menc¢ant amb un nombre d’infectats molt petit en comparacié amb tota la
poblacié (la qual cosa valdria també ara, que la poblacié infectada no arriba
a I'1%). D’altra banda, la denominacié R, també acostuma a suposar unes



condicions ‘naturals’ en relacié amb el contagi, que no és el cas quan s’han
adoptat mesures per a prevenir-lo.

D’on poden provenir, doncs, les discrepancies en el valor de R? A con-
tinuacié considerem diferents possibilitats, no necessariament independents
entre elles.

(1) La primera és que entenem per un cas de la malaltia. Considerem
només els casos greus? O potser només els que han estat confirmats per una
determinada prova de diagnostic? Incluim també els sospitosos? Potser hem
de considerar també els asimptomatics? Potser no és tan estrany que, segons
quin criteri adoptem en aquest punt, obtinguem valors diferents de R.

(2) Davant la possibilitat d’infecciosos asimptomatics, o amb simptomes
lleus, certament és natural fer campanyes generalitzades de proves de di-
agnostic. Tanmateix, aixo complica les coses, ja que llavors cal distingir
entre els casos que apareixen com a “nous” a causa d’estar fent proves, i els
que son realment “nous” per la dinamica de la malaltia. Si confonem les dues
coses, llavors podem obtenir uns valors de R més alts del compte.

(3) D’altra banda, tot i que R no sigui una taxa temporal, les dades
si que estan distribuides en el temps. Per tant, a I’hora d’estimar el valor
de R a partir de les dades és poc menys que inevitable fer alguna hipotesi
sobre el mecanisme de propagacié de la malaltia al llarg del temps, que pot
ser molt variat. Vegi’s, per exemple, [5]. Aixd també pot ser una font de
discrepancies. Dins d’aquest apartat també hi podem incloure el punt de
vista de [3, 7], que prescindeix del mecanisme pero requereix una hipotesi
sobre el temps que media entre un cas i els que deriven directament d’ell.

2 Sobre les dades

En el cas de Catalunya, tenim les dades que publica cada dia al vespre el
Departament de Salut de la Generalitat [12] i les que publica al mati del dia
segiient el Ministerio de Sanidad [14]. Tot i que se suposa que les segones
provenen de les primeres, els valors sén diferents, a causa d’una diferent
definici6é de ‘cas’. Com es veura més avall (figures 2, 3 1 11) aix0 resulta
en diferencies importants en l’estimacié del valor de R; en particular, de
vegades passa que unes dades donen R < 1 i les altres R > 1.



De tant en tant, les dades presenten unes irregularitats que cal tenir
en compte. Com ara que la xifra acumulada d’un dia sigui inferior a la
del dia anterior. Aixo ha passat un parell de vegades degut a un canvi
de criteri en la definicié de ‘cas’. FEn tals situacions, I'Instituto de Salud
Carlos IIT (ISCIII) [14] —que és l'entitat que serveix les dades al Ministerio
de Sanidad— procura revisar tot 1'historial d’acord amb el nou criteri, la
qual cosa facilita 1’analisi.

De vegades també s’hi revisa la data dels esdeveniments —casos, altes,
morts— que han estat notificats amb retard. En particular, la Comunidad
de Madrid revisa sistematicament les dades de dies anteriors a fi de col-locar
cada cas confirmat en la data en que es va prendre la mostra o es va obtenir
el resultat de la prova.

Malgrat aquestes revisions, es mantenen certs patrons setmanals que evi-
dencien uns retards sistematics associats amb els caps de setmana. Vegi’s,
per exemple, la figura 1 de [13], la qual reproduim a continuacié. Davant
d’aix0 es fa molt convenient sotmetre les dades a una primera operacié de
mitjanes mobils de 7 dies, la qual cosa és forga habitual a la literatura: el va-
lor del dia t el substituim per la mitjana dels valors dels dies t — 3, ..., t + 3;
aixo per a cada t i cada tipus de dades (casos, altes i morts). Noti’s, pero,
que a conseqiiencia de fer aquestes mitjanes, els resultats més recents que
podem donar no sén d’avui, siné de fa 4 dies.
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Figura 1: “Casos diarios confirmados de COVID-19 por fecha de notificacién,
diagnéstico e inicio de sintomas. 23.04.2020 (datos consolidados a las 21:00 horas
del 22.04.2020)” [13)].



3 Estimacié basada en el model SIR

En principi, I’evolucié del nombre de casos de COVID-19 s’hauria de poder
modelar, si més no aproximadament, mitjancant les equacions diferencials
que van introduir William O. Kermack i Anderson G. MacKendrick el 1927
i que actualment es coneixen com a model SIR [1, 4].

Aquest model considera les segiients variables d’estat (per evitar que R
tingui dos significats diferents, la tercera variable ’'anomeno X en lloc de R,
tal com es fa també a [2]):

S nombre de persones susceptibles de contraure la malaltia,

I nombre de persones que tenen la malaltia (encara que no es manifesti)
i la poden transmetre,

X mnombre de persones que han passat la malaltia (altes o morts) i ja
no la poden transmetre.

Aquestes variables varien amb el temps d’acord amb les segiients equacions
diferencials, on el producte .S I modela la velocitat amb que apareixen nous
infectats, i el producte v I modela la velocitat amb que els infectats deixen
de ser-ho:

ds/dt = — BS1, (1)
dr/dt = BSI-~vI = (BS-)1, (2)
dX/dt = ~I. (3)

Noti’s que d(S + I + X)/dt = 0, de manera que el total N := S+ 1+ X es
manté constant.

El nombre de reproduccié R esta relacionat amb els parametres 5 i v de
la manera segiient (vegi’s, per exemple, [1, p.353]):

R = pS/y. (4)
Noti’s que la desigualtat R > 1 és exactament equivalent a S — v > 0,

i per tant a dI/dt > 0. (Per cert, 3S — ~ és la taxa temporal de creixement
del nombre de casos actius).

Segons es dedueix de les equacions (1)—(3), els parametres 5 i v es poden
estimar a partir de les dades de la manera segiient:

55 _ d(I+IX)/dt7 )
- dXI/dt7 )

1 per tant,



drl
R =1+ —. 7
e (7)
Evidentment, a la practica les derivades seran substituides per quocients d’in-
crements petits. Més concretament, és adient natural considerar increments

diaris de les mitjanes setmanals que hem dit més amunt.

A continuacié es mostren els resultats sobre R que s’obtenen per a Cata-
lunya, segons que s’utilitzin les dades de Cat/Salut o bé les de I'ISCIII. Tal
com s’ha dit més amunt, corresponen a dues definicions diferents de ‘cas’ i el
dia 1 de maig els seus valors eren respectivament major i menor que 1. Afegit
el 19 de maig de 2020: Els cinc valors superiors a 1 del final de la fig. 3 sén
un artefacte causat per retards de notificacié (vegi’s la nota de la pag. 19).
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4 El retard entre els fets i la seva comptabilitzacid

En fer aquestes estimacions a partir de dades reals, hom es troba amb va-
riacions dels parametres § i v al llarg del temps. Per exemple, les figures
que segueixen mostren els valors de 1/(8S) i 1/v (en dies) per a Catalunya
segons les dades de Cat/Salut:
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En el cas de 8 aquestes variacions poden ser atribuides a les variacions en
la freqiiencia de contactes i en les mesures de prevencié. Pero el parametre ~
no és epidemiologic siné clinic. Més concretament, 1/ és el temps mitja de
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durada de la malaltia (i per tant, el temps mitja que un malalt és infeccids).
Tal vegada el fet que aquest parametre varii amb el temps té a veure amb
I’eficiencia del sistema sanitari. Pero també cal tenir en compte una altra
possible font de variacid, la qual afecta tant v com S.

En efecte, d’acord amb el que hem vist a la seccié 2, podem distingir dues
variables de temps:

t temps en que tenen lloc els fets (nous casos, altes, morts),

s temps en que aquests fets sén comptabilitzats.

Obviament, s > t. La diferencia s — t és el retard entre el fet i la seva
comptabilitzacio.

La figura 1 posa de manifest que aquest retard és de l'ordre de quinze
dies o més! Aquesta afirmacié es basa en comparar el maxim del nombre de
casos nous per data de notificacié (barres verdes) amb el maxim del nombre
de casos nous per data d’inici de simptomes (barres grogues). Com que
les dades no sén completes, no podem estar segurs que la barra verda més
alta correspongui a la barra groga més alta; potser la més alta d’un color
correspon a la segona més alta de l'altre. De tota manera, queda prou clar
que hi ha un retard de l'ordre de 10 o 14 dies entre l'inici de simptomes
i la comptabilitzacié del cas. A aixo cal sumar-hi encara uns 5 dies més
d’incubacié després del contagi. En total, resulta que els casos que van ser
reportats com a “nous” el dia 30 de marg, en realitat havien aparegut uns
10-14 dies abans, i els contagis s’havien produit encara uns 5 dies més enrera !

Certament, abans que un cas quedi comptabilitzat ha calgut concertar
una cita amb el servei medic, receptar una prova de diagnostic, recollir-ne el
resultat, notificar-lo a on correspongui i transmetre la informacié als centres
de control autonomics i estatal. Per tant, aquest retard pot ser més o menys
comprensible. Tanmateix, cal tenir-lo molt en compte a I'hora d’interpretar
les dades que ens arriben cada dia sobre el nombre de casos “nous”. En
particular,

Cal tenir en compte aquest retard d’uns quinze dies
a l’hora de comprovar els efectes de les mesures de
confinament o desconfinament.

D’altra banda, el retard s —t entre fets i comptabilitzacié no té perque
ser una constant. I les seves possibles variacions en el temps influeixen en els
valors “aparents” de (8 i 7. Perque la dinamica de ’epidemia, i el model
SIR, fan referencia a t. Pero les dades que es publiquen fan referencia a s.



[ una derivada com dX/ds, que és el que observem en el recompte diari
de noves altes i morts, no és 1, sin6 (dt/ds)~yI. Per tant, el valor que
obtenim mitjangant el quocient (dX/ds)/I(s) —analeg al segon membre
de (6)— no és ~, siné (dt/ds) (I(t)/I(s))~, que en podem dir ~ aparent.
Aixi, encara que < fos constant, si el retard és variable llavors el valor
aparent de  és variable.

En relacié amb aquesta qiiestio es podria pretendre reconstruir la dinamica
real de la malaltia, en la variable t. Pero les dades les tenim en la variable s, i
la validacio del model s’ha de basar en aquestes dades. Per tant, sembla prou
adient quedar-se en la variable s i admetre les variacions que llavors s’ob-
serven en el parametre . En el benentes que no estem modelant només la
dinamica de ’epidemia, sindé que també incluim el retard entre els fets i la
seva comptabilitzacio.

Si el recompte d’altes i de morts té el mateix retard que el recompte de
casos nous, llavors els dos termes de la dreta de I'equacié (2) sén multiplicats
per un mateix factor dt/ds, i per tant, el seu quocient no es veu afectat, de
manera que roman igual a R. Pero en cas contrari el quocient dels valors
aparents de S i v es pot desviar del veritable valor de R. Més endavant
(seccié 8) veurem que aquestes desviacions es produeixen també encara que
els retards siguin constants (pero diferents) i que aixo explica certes obser-
vacions.

5 Altres exemples

Tal com s’ha dit més amunt, la Comunidad de Madrid revisa cada dia tot
I’historial per tal de reassignar cada cas confirmat a la data en que es va
realitzar la prova. Aixo fa que les dades quedin més endrecades i que la
seva evolucio temporal sigui més suau. De tota manera, el retard entre fets
i comptabilitzacié no queda eliminat del tot, siné que resta el retard entre
el contagi i la confirmacié per la prova de diagnostic, i aquest retard encara
pot ser de I'ordre d’una setmana i mitja.

L’evolucié de 5,7 i R per a la Comunidad de Madrid es mostra a la
figura 6. Les figures 7 i 8 mostren el mateix per a Espanya en conjunt i per a
Singapur (dades provinents de [17, 19]). Com es pot veure, en aquest ltim
cas s’obtenen uns valors (aparents) de R propers a 30, la qual cosa podria
ser deguda a la possibilitat esmentada més amunt de retards diferents segons
que es tracti de casos nous, altes o morts.
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Espanya
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6 Previsions a curt termini

Si coneguéssim bé el valor dels parametres, el model SIR ens permetria predir
I’evolucié de 'epidemia. Tanmateix, ja hem vist que els parametres tenen
incerteses importants. Fins i tot en absencia de retards, sera normal que
[ varil a conseqiiencia de les mesures de prevencié i confinament o descon-
finament. Per tant, només es pot pretendre fer previsions a curt termini.
A continuacié mostrem aquestes previsions en els diversos casos que hem
estat examinant, suposant que els parametres mantinguessin els seus darrers
valors. En cada cas mostrem només 1’evolucié temporal del nombre de casos
actius I(t).
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7 Comparacié amb ’estimacié de R basada en el temps de gene-
racio

La major part de les estimacions que s’estan donant actualment del para-
metre R per a la COVID-19 no es basen en un model determinista de la
dinamica, com ara el model SIR, siné en un model probabilistic de I’anomenat
temps o interval de generaci6.

El temps de generacio vol dir el temps transcorregut entre la infeccié d’u-
na persona i la d’una segona persona contagiada per la primera. Com que
el comencament de la infeccid sol ser dificil de situar en el temps, habitu-
alment se suposa que aquest temps és el mateix que media entre 1’aparicio
de simptomes de les dues persones (que propiament parlant es coneix com a
serial interval). Per suposat, aquest temps pot variar d'un cas a un altre,
de manera que correspon descriure la seva variabilitat mitjancant les eines
habituals de la teoria de probabilitats, comencant pel seu valor mitja i la
seva desviacié tipica.

Doncs bé, tal com es mostra a [7], resulta que aquesta informacié, que pot
ser obtinguda mitjancant una investigacié estadistica de casos concrets, per-
met determinar R a partir de la taxa temporal de creixement de 1’epidemia,
el valor de la qual es dedueix de les dades publicades. Aquesta connexid es
troba a la base de l'eina EpiEstim de [3], la qual és utilitzada per la major
part dels estudis de seguiment de la COVID-19 [8, 9, 14]. L’estudi [10] usa
una versié simplificada de la mateixa idea.

Les grafiques que segueixen mostren els resultats d’aquest procediment
d’estimacié de R en comparacio amb els que hem obtingut més amunt. Més
concretament, hem utilitzat I’eina EpiEstim i hem suposat que la mitjana i la
desviacié tipica del temps de generacio valen respectivament 3.96 i 0.21 dies,
els quals valors provenen d’un dels estudis que estan recollits a [6]. (Aquest
valor és inferior o similar al periode d’incubacié, d'uns 4-6 dies segons la
mateixa referencia, la qual cosa concorda amb la relativa freqiiencia dels
contagis per asimptomatics).

Com es pot veure, les nostres estimacions basades en el model SIR acos-
tumen a ser superiors a les que es basen en el temps de generacié, i algunes
vegades passa que el primer valor és superior 1 i el segons és inferior a 1.
En el cas de la Comunidad de Madrid hi ha concordancia prou bona durant
I'altim mes, pero abans d’aixo les dues estimacions difereixen en un factor
de 'ordre de 3. Tant en el cas de Catalunya ex Cat/Salut com en el de
Catalunya ex ISCIII, s’observen diferencies del mateix ordre. Tot i aixo, les
dues trajectories tenen una certa similitud qualitativa.
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Tanmateix, en el cas de Singapur (figura 12) la ratio d’un valor a laltre
arrriba a ser de 'ordre de 30! Com veurem tot seguit, tot i ser molt grans,
aquestes divergencies serien degudes als retards de comptabilitzacio.
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Figura 12:  estimacié “directa”; e estimacié SIR
8 Més sobre els retards de comptabilitzacid

A la secci6 4 hem vist com les estimacions de 5 i 7 poden quedar distor-
sionades a causa d’un retard variable en la comptabilitzacié dels fets (nous
casos, altes 1 morts). I també hem comentat que si el retard és el mateix per
als tres tipus d’esdeveniments, llavors I'estimacié de R no es veu afectada.

A continuacié explorem el cas en que hi hagi un retard diferent segons el
tipus d’esdeveniment, la qual cosa és molt possible que passi en la realitat.
Com veurem, llavors apareixen distorsions fins i tot en el cas que cadascun
d’aquests retards es mantingui constant en el temps.
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Per veure el que passa sera suficient considerar el segiient escenari: [ i
v sén constants (perd desconegudes); I i X sén molt inferiors a S, i per
tant, S és aproximadament constant; a temps 0 la variable I té un valor
conegut Iy. La comptabilitzacié de casos nous té un retard constant p, i la
comptabilitzacié d’altes i morts té un retard constant ¢. Per simplificar el
llenguatge no distingirem entre altes i morts.

Usarem també la segiient notacié: b = S, § = b — . Per ultim, els
valors que es tenen en presencia de retards els representarem mitjangant una
notacié de la forma A, on A representa el valor que es tindria en absencia
de retards.

El punt de partida sén els nombres diaris de casos nous i altes noves, els
quals denotarem respectivament A i I". Amb les hipotesis que estem fent,
les equacions (2)—(3) es resolen sense cap dificultat i determinen que

A(t) = d(I+X)/dt = bl exp(dt), (8)
It = dx/dt = 1 exp(dt), (9)

on les derivades seran a la practica increments diaris. Tanmateix, en lloc
d’aquests valors es comptabilitzen els corresponents valors retardats, a saber

A(s) = A(s—p) = blyexp(d(s —p)), (10)
I'(s) = T(s—q) = vloexp(d(s —q)), (11)
on, per consistencia amb la seccié 4, utilitzem la notacié s per a recordar
que es tracta del temps de comptabilitzacid. El procediment que utilitzem
per a estimar b i v consisteix en dividir aquestes quantitats pel nombre de

casos actius —equacions (5) i (6)—. Si no hi hagués retards, el nombre que
comptariem de casos actius seria

t
I(t) = IO+/ (A(r) =T'(7))dr = Iy exp(dt), (12)

0
que coincideix, certament, amb la solucié exacta de les equacions (2)—(3).
Per suposat, a la practica la integral sera una suma. Pero en presencia de

retards, i suposant, de moment, que la taxa de creixement 0 = b — v no és
nul-la, el que comptem és

I(s) = 10+/08(£(T)—’f(7))d7 = ... = I (1-Q+Qexp(ds)), (13)
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d’on en resulta que B
R = PR (17)

En el cas especial § = b — v = 0, l'equacié (13) queda substituida per
T(s) = Iy, la qual cosa resulta en b= b, y =7 i R=R.

Com es pot veure, per a § # 0, E(s) i ¥(s) depenen de s llevat que
p = q = 0, és a dir, llevat que no hi hagi cap retard. En canvi, R és
sempre una constant (en el suposit de retards constants), i aquesta constant
coincideix amb R sempre que els dos retards siguin iguals.

Si els retards no sén constants, llavors els calculs precedents no sén exac-
tes, pero és d’esperar que encara serveixin com a primera aproximacio.

En aquest sentit, sembla que podrien explicar ’anomalia que s’observa
en el cas de Singapur. En efecte, en aquest pais no s’esta donant ’alta a un
pacient fins després d'un periode de seguretat que sembla ser bastant llarg,
de l'ordre de setmanes (vegi’s, per exemple, [18, punt 14]). Per tant, les altes
s’estarien donant amb molt de retard respecte a la data real de la recuperacio.
Suposant que aquest retard ¢ arribés a ser 15 dies superior a p, llavors amb
una taxa de creixement ¢ = 0.2 iiiafl, que és un valor relativament normal,
I'equaci6é (17) dona una ratio R/R = 20, de l'ordre de magnitud del que
s’observa en la figura 12.

D’altra banda, la bona concordancia que s’observa en la part final de la
grafica corresponent a la Comunidad de Madrid (la primera de la figura 11)
s’explicaria pel fet ja esmentat que des de fa un temps aquesta comunitat
revisa sistematicament ’historial a fi d’eliminar retards en la comptabilitzacio
de nous casos confirmats.
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9 Conclusions

Tothom esta d’acord que per a avaluar la gravetat de la situacié en una
epidemia i prendre decisions al respecte és fonamental coneixer el valor del
nombre de reproduccié R i les seves variacions al llarg del temps. En particu-
lar, és crucial mantenir aquest parametre per sota de 1. Tanmateix, I'estima-
cié del seu valor es pot fer de diverses maneres que facilment donen resultats
diferents.

Aquestes diferéncies responen a diverses raons: (a) una diferent especi-
ficacié del que es considera com a cas de la malaltia; (b) les pertorbacions
causades pels casos descoberts a causa de campanyes generalizades de proves
de diagnostic; (c) les hipotesis relatives al mecanisme de propagacié de la
malaltia sobre les quals es basa el metode d’estimacié; i (d) la preséncia de
retards entre els fets (casos nous, altes, morts) i la seva comptabilitzacid.

En particular, les estimacions basades en el model SIR es veuen facilment
afectades pels retards, especialment si aquests retards sén variables i/o de-
penen del tipus d’esdeveniment.

Per tal de millorar les estimacions (encara que no es basin en el model
SIR) és molt convenient eliminar aquests retards en la mesura que sigui
possible. I a posteriori també resulta ttil depurar les dades reassignant cada
fet a la data en que va tenir lloc, tal com fan darrerament a la Comunidad

de Madrid.

En qualsevol cas, cal ser conscients de l'existencia d’aquests retards i
tenir-los ben en compte a ’hora de dissenyar estrategies contra 1’epidemia.

Nota afegida el 20 de maig de 2020.

El dia 18 de maig de 2020 el Departament de Salut va corregir un error
que hi havia en les seves dades, la qual cosa va comportar que el nombre
acumulat de casos positius disminuis en 3293 unitats respecte al dia ante-
rior [12, Comunicat, 18 de maig de 2020]. Dos dies després ha publicat la
série historica revisada de casos positius i de defuncions [12, Comunicat, 20
de maig de 2020]; de moment no s’ha publicat, perd, la corresponent série
historica d’altes, sense la qual no podem aplicar I'estimacié de R basada en
el model SIR.

D’altra banda, en les dades que publica el Ministerio de Sanidad, el dia
10 de maig el nombre de casos nous a Catalunya va ser anormalment alt a
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causa de retards de notificaci. Concretament, aquell dia es van notificar
2711 casos nous; posteriorment les dades d’aquells dies han sofert algunes
revisions, pero hi segueix havent un increment anormalment alt a causa de
retards. Aixo —i la mitjana mobil que fem de 7 dies— significa que els valors
de R que es mostren al final de les figures 3 i 11 sén més alts del compte.

Agraiment. Moltes gracies per la seva col-laboraci6 i comentaris a Carles
Barril, Angel Calsina, Silvia Cuadrado, Merce Farré, Clara Prats, Pere Puig
i Jordi Ripoll.
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